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✭♦. ❡✈❛2✐♦♥✮ ❜② ✜.♠2 ❞❡♣❡♥❞2 ♦♥ ✈❛.✐♦✉2 ❝♦✉♥'.② ❝❤❛.❛❝'❡.✐2'✐❝2✱ ❧✐❦❡ ✐♥2'✐✲

'✉'✐♦♥❛❧ Q✉❛❧✐'②✱ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥'✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥'.② 2✐③❡✳ ❚❤✐2 ❞✐22❡.'❛'✐♦♥

❝♦♥'.✐❜✉'❡2 '♦ '❤❡ ❧✐'❡.❛'✉.❡ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ '❤❡ ✐♠♣❛❝' ♦❢ 2♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡2 ✇✐'❤✐♥

❛ ❝♦✉♥'.② ♦♥ ❝♦.♣♦.❛'❡ '❛①❛'✐♦♥ ❛♥❞ ✭'❛①✲.❡❞✉❝✐♥❣✮ ✜.♠ ❜❡❤❛✈✐♦.✳

✷

▼♦.❛❧

✶

◆❡✈❡#$❤❡❧❡''✱ #❡❞✉❝✐♥❣ $❤❡ '$❛$✉$♦#② $❛① #❛$❡ ♦♥ ❝♦#♣♦#❛$❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐' '$✐❧❧ ❛ ❝♦♠♠♦♥

♣♦❧✐❝② ♠❡❛'✉#❡ ✇❤❡♥ $❤❡ ❣♦❛❧ ✐' $♦ ♣#♦♠♦$❡ ✐♥✈❡'$♠❡♥$✱ ❛' ❞❡♠♦♥'$#❛$❡❞ ✈❡#② #❡❝❡♥$❧② ❜②

$❤❡ ✷✵✶✼ ❯❙ ✏❚❛① ❈✉$' ❛♥❞ ❏♦❜' ❆❝$✑✳

✷

❲❤✐❧❡ ❢❡✇ '$✉❞✐❡' ❛♥❛❧②③❡ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ ❝✉❧$✉#❛❧ ✈❛❧✉❡' ❛♥❞ '♦❝✐❛❧ ♥♦#♠' ✐♥ $❤❡ ❝♦♥$❡①$

♦❢ ❝♦#♣♦#❛$❡ $❛①❛$✐♦♥ ✭❇❛♠❡✲❆❧❞#❡❞ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❉❡❇❛❝❦❡# ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ $❤❡ ❡①✐'$✐♥❣

❧✐$❡#❛$✉#❡ ♦♥ $❤❡ $♦♣✐❝ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉'❡' ♦♥ ♣#✐✈❛$❡ ✐♥❝♦♠❡ $❛①❛$✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❆❧♠ ❛♥❞ ❚♦#❣❧❡#✱

✶



❝♦♥❝❡$♥% ✭♦$ ❧❛❝❦ *❤❡$❡♦❢✮ ❛❜♦✉* ❛❜✉%✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❛♥❞ *❛① ♥♦♥✲❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡

♠❛② ❧✐♠✐* ✭♦$ ❡♥❝♦✉$❛❣❡✮ ❜♦*❤ ❧❡❣❛❧ *❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐❧❧❡❣❛❧ *❛① ❡✈❛%✐♦♥ ❜②

✜$♠%✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ *❤❡ *❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣$❛❝*✐❝❡% ♦❢ ♠✉❧*✐♥❛*✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡%

❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❤✐❣❤❧② ❞✐%❝✉%%❡❞ *♦♣✐❝ ✐♥ %❡✈❡$❛❧ ❝♦✉♥*$✐❡% ✐♥ $❡❝❡♥* ②❡❛$%✱

❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣$❡%%✉$❡ ♠❛② ❤❡❧♣ *♦ ❧✐♠✐* %✉❝❤ ❛❝*✐✈✐*✐❡%✳

✸

❇② ❝♦♥*$❛%*✱ $❛✐%✐♥❣

❛❞❡>✉❛*❡ *❛① $❡✈❡♥✉❡ ✐% ❜② ❢❛$ ♠♦$❡ ❞✐✣❝✉❧* ❢♦$ ❛ ❣♦✈❡$♥♠❡♥* *❤❛* ❢❛❝❡%

❛ ❝♦$$✉♣* ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥* ✇✐*❤ ❧♦✇ *❛① ♠♦$❛❧❡ ✭❛❧♦♥❣ ✇✐*❤ ✇❡❛❦ ✐♥%*✐*✉*✐♦♥%✮✳

❙✉❝❤ ❞✐✛❡$❡♥❝❡% ❛❝$♦%% ❝♦✉♥*$✐❡% ✇✐*❤ $❡%♣❡❝* *♦ %♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡%✱ *❛① ♠♦$❛❧❡✱

❛♥❞ ✐♥%*✐*✉*✐♦♥❛❧ >✉❛❧✐*② %❡❡♠ *♦ ❜❡ ♦❢ ♣❛$*✐❝✉❧❛$ ✐♠♣♦$*❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛$✐♥❣

❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡%✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ *❤✐% ❞✐%%❡$*❛*✐♦♥ ❛❧%♦ ❝♦♥✲

*$✐❜✉*❡% *♦ *❤❡ ❧✐*❡$❛*✉$❡ ❜② ❤✐❣❤❧✐❣❤*✐♥❣ %✐♠✐❧❛$✐*✐❡% ❛♥❞ ❞✐✛❡$❡♥❝❡% ❜❡*✇❡❡♥

*❤❡%❡ *②♣❡% ♦❢ ❝♦✉♥*$✐❡% ✇✐*❤ $❡%♣❡❝* *♦ ♦♣*✐♠❛❧ ❝♦$♣♦$❛*❡ *❛① ♣♦❧✐❝②✳

■♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ *❤❡ ✐♥*❡$❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡% ❜❡*✇❡❡♥ %♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡%✱ ✐♥%*✐*✉*✐♦♥❛❧

>✉❛❧✐*②✱ ❝♦$♣♦$❛*❡ *❛①❛*✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜$♠ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❛$❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢$♦♠ ❞✐✛❡$❡♥*

♣❡$%♣❡❝*✐✈❡%✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛♥ ✏✐♥*$❛✲✜$♠ ✈✐❡✇✑ ♦♥ *❤❡ *♦♣✐❝✱ *❤❡ %❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣*❡$

❢♦❝✉%❡% ♦♥ *❤❡ *❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞❡❝✐%✐♦♥ ♦❢ ❛ %✐♥❣❧❡ ✜$♠ ❛♥❞ *❤❡ ❛%%♦❝✐❛*❡❞ ❡❢✲

❢❡❝* ♦♥ *❤❡ ❧❛**❡$✬% ❡♠♣❧♦②❡❡%✳ ❇② ❝♦♥*$❛%*✱ *❤❡ $♦❧❡ ♦❢ *❤❡ ❣♦✈❡$♥♠❡♥* ✐%

❡♠♣❤❛%✐③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣*❡$% ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡ *❤✐$❞ ❝❤❛♣*❡$✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ❥♦✐♥* ✇♦$❦

✇✐*❤ ❊❧✐❛% ❙*❡✐♥♠N❧❧❡$ ❛♥❞ ●❡♦$❣ ❲❛♠%❡$✱ ❡①❛♠✐♥❡% *❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦$✲

$✉♣*✐♦♥✱ ✐♥%*✐*✉*✐♦♥❛❧ >✉❛❧✐*②✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛*✐♦♥✲%♣❡❝✐✜❝ $❡♥*% ♦♥ ❝♦$♣♦$❛*❡ *❛①

❡✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥*$②✬% ♦♣*✐♠❛❧ *❛① ♣♦❧✐❝②✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣❧②✱ *❤❡ ❝❤❛♣*❡$ ❛❞♦♣*%

❛♥ ✏✐♥*$❛✲❝♦✉♥*$② ✈✐❡✇✑✱ ✇❤❡$❡❛% *❤❡ ❢♦✉$*❤ ❝❤❛♣*❡$ ❛❝❝♦✉♥*% ❢♦$ ❛♥ ✏✐♥*❡$✲

❝♦✉♥*$② ✈✐❡✇✑ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ *❤❡ ❡✛❡❝* ♦❢ ✜$♠%✬ *❛① ❡✈❛%✐♦♥ ✐♥❝❡♥*✐✈❡% ♦♥ *❛①

❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ❝♦✉♥*$✐❡%✳

▼♦$❡ ♣$❡❝✐%❡❧②✱ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥*$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣*❡$ ✷ %✉❣❣❡%*% ❛ ♥❡❣❛*✐✈❡

❧✐♥❦ ❜❡*✇❡❡♥ ❛ ✜$♠✬% *❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝*✐✈✐*✐❡% ❛♥❞ ✐*% ❧♦♥❣✲*❡$♠ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳

■♥ ♣❛$*✐❝✉❧❛$✱ ✇❡ %✉♣♣♦%❡ *❤❛* *❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♠❛② $❡❞✉❝❡ *❤❡ ♠♦*✐✈❛*✐♦♥ ❛♥❞

❡✛♦$* ♦❢ ❛ ✜$♠✬% ❡♠♣❧♦②❡❡%✳ ■❢ ❛ ✜$♠ ♥❡❣❧❡❝*% ♦$ ✉♥❞❡$❡%*✐♠❛*❡% *❤✐% ❡✛❡❝*✱

✐* ❛✈♦✐❞% *♦♦ ♠✉❝❤ *❛①❡% ❛♥❞✱ ❛% ❛ $❡%✉❧*✱ %✉✛❡$% ❢$♦♠ ❧♦✇❡$ ♣$♦❞✉❝*✐♦♥ ❛♥❞

♣$♦✜* ❧❡✈❡❧% ✐♥ *❤❡ ❧♦♥❣ $✉♥✳ ❚❤❡ $❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ *❤✐% $❡%✉❧* ✐% ❤✐❣❤❧✐❣❤*❡❞ ❜②

*❤❡ ❢❛❝* *❤❛* ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥❝❡$♥ ❛❜♦✉* ❝♦$♣♦$❛*❡ *❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❤❛% ✐♥❝$❡❛%❡❞

%*$♦♥❣❧② ❛❢*❡$ *❤❡ ✷✵✵✽✲✷✵✵✾ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝$✐%✐% ❛♥❞ %❡✈❡$❛❧ *❛① ❞❛*❛ ❧❡❛❦%✱ ❧✐❦❡

*❤❡ X❛♥❛♠❛ ❛♥❞ X❛$❛❞✐%❡ X❛♣❡$% ✐♥ ✷✵✶✻ ❛♥❞ ✷✵✶✼✳

❚❤❡ *❤✐$❞ ❝❤❛♣*❡$ ❛♥❛❧②③❡% ❤♦✇ ❞✐✛❡$❡♥❝❡% ❛❝$♦%% ❝♦✉♥*$✐❡%✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧②

$❡❣❛$❞✐♥❣ ❝♦$$✉♣*✐♦♥✱ ✐♥%*✐*✉*✐♦♥❛❧ >✉❛❧✐*②✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛*✐♦♥✲%♣❡❝✐✜❝ $❡♥*%✱ ♠❛②

✷✵✵✻✱ ✷✵✶✶❀ ❉✉❧❧❡❝❦ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❍❛❧❧0✇♦3,❤ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

✸

❚❤✐0 ❝❛♥ ❜❡ 0❡❡♥ ❢3♦♠ ,❤❡ ❙,❛3❜✉❝❦0 ❝❛0❡ ❞❡0❝3✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣,❡3 ✷✳

✷



❧❡❛❞ $♦ ❞✐✛❡(❡♥$✱ ❛♥❞ ♣♦,,✐❜❧② ❡✈❡♥ ♦♣♣♦,✐♥❣✱ $❛① ♣♦❧✐❝✐❡,✳ ■♥ ❛ ❢(❛♠❡✇♦(❦

✇❤❡(❡ ✜(♠, ❝❛♥ ❛$$❡♠♣$ $♦ ❜(✐❜❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛❣❡♥$, ✐♥ ♦(❞❡( $♦ ❡✈❛❞❡ $❛①❡,✱

✇❡ ✐❞❡♥$✐❢② $❤(❡❡ ❞✐✛❡(❡♥$ ✏$❛①✲,❡$$✐♥❣ (❡❣✐♠❡,✑ ✉♥❞❡( ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥$(✐❡, ♠❛②

♦♣❡(❛$❡✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦(❡ ♣(❡❝✐,❡✱ ♦✉( $❤❡♦(② ♣(❡❞✐❝$, ❛ ❝♦✉♥$(② $♦ ❡✐$❤❡( ✭✐✮ ✐❣♥♦(❡✱

✭✐✐✮ ❝♦♠❜❛$✱ ♦( ✭✐✐✐✮ $♦❧❡(❛$❡ $❛① ❡✈❛,✐♦♥✳ ❖✉( ✜♥❞✐♥❣, ,✉❣❣❡,$ $❤❛$ ❝♦✉♥$(✐❡,

✇❤✐❝❤ ❛(❡ ❝❤❛(❛❝$❡(✐③❡❞ ❜② ✇✐❞❡,♣(❡❛❞ ❝♦((✉♣$✐♦♥✱ ✇❡❛❦ ✜,❝❛❧ ✐♥,$✐$✉$✐♦♥,✱
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❜✉$ ♦♥❧② ❢♦' ✇❡❧❧✲❣♦✈❡'♥❡❞ ✜'♠1✳ ❯1✐♥❣ ❞❛$❛ ♦♥ ❘✉11✐❛♥ ✜'♠1✱ ❉❡1❛✐ ❡$ ❛❧✳

✭✷✵✵✼✮ ✜♥❞ $❤❛$ 1$'✐❝$❡' $❛① ❡♥❢♦'❝❡♠❡♥$ ❧❡❛❞1 $♦ ❤✐❣❤❡' ❝♦♠♣❛♥② ✈❛❧✉❡1 ❛♥❞

❧♦✇❡' ❝♦♥$'♦❧ ♣'❡♠✐❛✳ ❆ 1✐♠✐❧❛' '❡1✉❧$ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ▼✐'♦♥♦✈ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤♦

1❤♦✇1 $❤❛$ ✐♥❝'❡❛1❡❞ ❡♥❢♦'❝❡♠❡♥$ ❤❛1 ❛ ♣♦1✐$✐✈❡ ❡✛❡❝$ ♦♥ ✜'♠1✬ ❣'♦✇$❤ '❛$❡1

❛♥❞ ♣'♦❞✉❝$✐✈✐$②✱ ✇✐$❤ $❤❡ ❧❛$$❡' ❜❡✐♥❣ ♠❡❛1✉'❡❞ ❜② '❡✈❡♥✉❡ ♣❡' ❡♠♣❧♦②❡❡✳

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐$❤ ❉❡1❛✐ ❛♥❞ ❉❤❛'♠❛♣❛❧❛ ✭✷✵✵✻✮✱ ❜♦$❤ ❉❡1❛✐ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞

▼✐'♦♥♦✈ ✭✷✵✶✸✮ ❛'❣✉❡ $❤❛$ '❡❞✉❝❡❞ ♠❛♥❛❣❡'✐❛❧ ❞✐✈❡'1✐♦♥✱ '❛$❤❡' $❤❛♥ ❛❝$✉❛❧

$❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ✐1 $❤❡ ♠❛✐♥ ❞'✐✈❡' ♦❢ $❤✐1 ❡✛❡❝$✳ ❇❛❧❛❦'✐1❤♥❛♥ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮

1$'❡11 $❤❛$ ❛❣❣'❡11✐✈❡ $❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡❝'❡❛1❡1 $❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ $'❛♥1♣❛'❡♥❝② ♦❢

✜'♠1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤✐♥❞❡' $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ♦✉$1✐❞❡ ♣❛'$✐❡1✳ ❈♦♥1✐1$❡♥$

✇✐$❤ $❤✐1 '❡❛1♦♥✐♥❣✱ ✐$ 1❡❡♠1 $❤❛$ $❛① ❛❣❣'❡11✐✈❡ ✜'♠1 ❛'❡ ❝♦♥1✐❞❡'❡❞ ♠♦'❡

'✐1❦② ❜② 1$❛❦❡❤♦❧❞❡'1 ❛♥❞ ❜✉1✐♥❡11 ♣❛'$♥❡'1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧1♦ ✐♠♣❛✐' $❤❡✐'

♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡✳ ❋♦' ✐♥1$❛♥❝❡✱ ❑✐♠ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✜♥❞ ❛ ♣♦1✐$✐✈❡ '❡❧❛$✐♦♥1❤✐♣

❜❡$✇❡❡♥ ❯❙ ✜'♠1✬ $❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝$✐✈✐$✐❡1 ❛♥❞ $❤❡ ❢✉$✉'❡ ❝'❛1❤ '✐1❦ ♦❢ $❤❡✐'

1$♦❝❦ ♣'✐❝❡1✳ ❍❛1❛♥ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ 1❤♦✇ $❤❛$ ✜'♠1 ❛✈♦✐❞✐♥❣ $❛①❡1 ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡'

✶✶

❙❡❡ ❍❛♥❧♦♥ ❛♥❞ ❍❡✐)③♠❛♥ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❉②3❡♥❣ ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦3 ❛♥ ♦✈❡3✈✐❡✇ ♦♥ )❤✐;

)♦♣✐❝✳

✶✵



❜❛♥❦ ❧♦❛♥ ❝♦'(✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ ❞❛(❛ ♦♥ ❯❑ ❝♦♠♣❛♥✐❡'✱ ❇6♦♦❦' ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮

❞❡♠♦♥'(6❛(❡ (❤❛( ❝♦6♣♦6❛(✐♦♥' ✇✐(❤ ❧♦✇❡6 ❡✛❡❝(✐✈❡ (❛① 6❛(❡' ❛6❡ ♣❡6❝❡✐✈❡❞ (♦

❜❡ ♠♦6❡ 6✐'❦② ❜② ✐♥✈❡'(♦6'✳ ◆❡✈❡6(❤❡❧❡''✱ (❤❡② ✜♥❞ (❤❡ '(♦❝❦ ♣6✐❝❡' ♦❢ (❤❡'❡

✜6♠' (♦ ❜❡ ♦♥❧② ❛✛❡❝(❡❞ (❡♠♣♦6❛6✐❧②✱ ✐❢ ❛( ❛❧❧✳

❚❤❡'❡ 6❡'✉❧(' '✉❣❣❡'( (❤❛( ✜6♠ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ❝❛♥✱ ✉♥❞❡6 ❝❡6(❛✐♥ ❝✐6❝✉♠✲

'(❛♥❝❡' ✭❧✐❦❡✱ ❡✳❣✳✱ ❣♦♦❞ ❝♦6♣♦6❛(❡ ❣♦✈❡6♥❛♥❝❡✮✱ ❜❡ ♣♦'✐(✐✈❡❧② ❛''♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤

(❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ♠❛♥❛❣❡6✐❛❧ ❞✐✈❡6'✐♦♥ ❛♥❞ 6❡♣✉(❛(✐♦♥ 6✐'❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✐❞❡♥(✐✜❡❞ (♦ ♣♦'❡ '❡6✐♦✉' (❤6❡❛(' (♦ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✜6♠'✬ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ (❤❡ (❤❡✲

♦6❡(✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣6❡'❡♥(❡❞ ✐♥ (❤❡ ♥❡①( '❡❝(✐♦♥ ❣✐✈❡' 6✐'❡ (♦ ❛♥ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦

(❤6♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♠❛② ❤❛6♠ ✜6♠ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡✳

✷✳✸ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❛''✉♠❡ ❛ (✇♦✲♣❡6✐♦❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐(❤ ❛ 6✐'❦✲♥❡✉(6❛❧ ✜6♠ ✉'✐♥❣ ❧❛❜♦6 ❛' ♦♥❧②

✐♥♣✉( ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡6✐♦❞ t ✭t = 1, 2✮ (♦ ♣6♦❞✉❝❡ ❛ '✐♥❣❧❡ ❣♦♦❞ ✇✐(❤ ♣6✐❝❡ ♦❢

✉♥✐(②✳ ❲❡ ♠❛② ❛6❣✉❡ (❤❛( ✭(✇♦✲♣❡6✐♦❞✮ ✇❛❣❡ ❝♦♥(6❛❝(' ❛6❡ ❛❧6❡❛❞② ✐♥ ♣❧❛❝❡

❛♥❞ 6❡♥❡❣♦(✐❛(✐♦♥ ♦6 (❡6♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥(6❛❝( ✐' ♣6♦❤✐❜✐(✐✈❡❧② ❝♦'(❧②✳ ❚❤✐'

✐' ❝♦♥'✐'(❡♥( ✇✐(❤ ❛''✉♠✐♥❣ (❤❛( ✇❛❣❡ w ❛' ✇❡❧❧ ❛' (❤❡ ♥✉♠❜❡6 ♦❢ ✭❤♦♠♦❣❡✲

♥❡♦✉'✮ ✇♦6❦❡6' L ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② (❤❡ ✜6♠ ✐' ✜①❡❞✳ ❖✉(♣✉( f ♣6♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤

❡♠♣❧♦②❡❡ ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ ❡✛♦6( e✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ✉♥♦❜'❡6✈❡❞ ❜② (❤❡ ✜6♠✱ ❛♥❞ ✐' ❣✐✈❡♥

❛'

f(e) = φe. ✭✷✳✶✮

❚❤❡ ♣❛6❛♠❡(❡6 φ > 0 ❞❡♥♦(❡' (❤❡ ♠❛6❣✐♥❛❧ ♣6♦❞✉❝( ♦❢ ✇♦6❦ ❡✛♦6(✳ ■( ✐'

❛''✉♠❡❞ (♦ ❜❡ ❝♦♥'(❛♥( ❛♥❞✱ ❞✉❡ (♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐(② ♦❢ ✇♦6❦❡6'✱ (❤❡ '❛♠❡ ❢♦6 ❛❧❧

❡♠♣❧♦②❡❡'✳

❚❤❡ ✜6♠ ❢❛❝❡' (❤❡ (✐♠❡✲✐♥✈❛6✐❛♥( '(❛(✉(♦6② ❝♦6♣♦6❛(❡ (❛① 6❛(❡ τ ∈ [0, 1]✳
❍♦✇❡✈❡6✱ (❤❡ ✜6♠ ♠❛② ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ (❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝(✐✈✐(✐❡' ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ (❛①❡'✳

❚❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ A ✐' ❛''♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ ❝♦'( C(A) = αA2/2✱ ✇❤❡6❡ α > 0 ✐' ❛

❝♦♥'(❛♥( ❝♦'( ♣❛6❛♠❡(❡6✳ ❲❡ ❛''✉♠❡ (❤❛( (❤❡ ❝♦'( ♦❢ (❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐' ♥♦(

❞❡❞✉❝(✐❜❧❡ ❢♦6 (❛① ♣✉6♣♦'❡'✳ ❚❤❡ ✜6♠✬' ♥❡( ♣6♦✜( ✐♥ ♣❡6✐♦❞ t ✐'

πt = (1− τ)Πt + τAt − αA2
t/2, ✭✷✳✷✮

✇❤❡6❡

Πt = (f(et)− w)L ✭✷✳✸✮

❞❡♥♦(❡' ❣6♦'' ♣6♦✜( ♦❢ (❤❡ ✜6♠ ✐♥ ♣❡6✐♦❞ t✳ ❉6❛✇✐♥❣ ♦♥ ❉❡❧❢❣❛❛✉✇ ❛♥❞ ❉✉6

✭✷✵✵✸✮✱ (❤❡ ✉(✐❧✐(② ♦❢ ❛ ✇♦6❦❡6 ✐♥ ♣❡6✐♦❞ t ✇❤❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② (❤❡ ✜6♠ ✐' ❣✐✈❡♥

✶✶



❜②

Ut = w + γtet −
1

2
Θe2t . ✭✷✳✹✮

'(♦✈✐❞✐♥❣ ❡✛♦(1 ✐2 ❝♦21❧② ❢♦( 1❤❡ ✇♦(❦❡( ❛♥❞ 1❤❡ ♣❛(❛♠❡1❡( Θ ❞❡1❡(♠✐♥❡2

1❤❡ ♠❛❣♥✐1✉❞❡ ♦❢ 1❤✐2 ❡✛❡❝1✳ ■♥ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ ✇❡ 2❡1 Θ = 1 ❢♦(

2✐♠♣❧✐❝✐1②✳ ❚❤❡ ♣❛(❛♠❡1❡( γt ❝❛♣1✉(❡2 ❛ ✇♦(❦❡(✬2 ✉1✐❧✐1② ❢(♦♠ ♣(♦✈✐❞✐♥❣ ❡✛♦(1

✐♥ ♣❡(✐♦❞ t✳✶✷ ◆♦1❡ 1❤❛1 γ ♠❛② ♥♦1 ♦♥❧② ❜❡ 1✐♠❡✲ ❜✉1 ❛❧2♦ ✜(♠✲2♣❡❝✐✜❝ ✭✇❡

❢♦❝✉2 ♦♥ ❛ 2✐♥❣❧❡ ✜(♠✱ 1❤♦✉❣❤✮✳ ■♥ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥1❡(♣(❡1 ❛ ❤✐❣❤ γ
❛2 ❤✐❣❤ ✐♥1(✐♥2✐❝ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥ 1♦ ✇♦(❦ ❢♦( ❛ 2♣❡❝✐✜❝ ✜(♠✳ ❚❤❡ ❧❛11❡( ♠❛② ❜❡

❞✉❡ 1♦ ❛ 2♣❡❝✐✜❝ ❥♦❜✱ ❜✉1 ❝❛♥ ❛❧2♦ ❜❡ (❡❧❛1❡❞ 1♦ 1❤❡ (❡♣✉1❛1✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜(♠ ❛♥❞

✐12 ♣(♦❞✉❝12✳

❲❡ 2✉♣♣♦2❡ 1❤❛1 γ ❞❡♣❡♥❞2 ♦♥ ✜(♠ ❜❡❤❛✈✐♦( ❛♥❞ ❣❡♥❡(❛❧❧② ♦♥ 1❤❡ ❛11✐✲

1✉❞❡ ♦❢ 1❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ 1♦✇❛(❞2 1❤❡ ❡♠♣❧♦②❡(✳ ■♥ ♣❛(1✐❝✉❧❛(✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ 1❤❡

❛(❣✉♠❡♥12 ❢(♦♠ ❙❡❝1✐♦♥2 ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✱ ✇❡ ❛22✉♠❡ 1❤❛1 γ ✐2 ❞❡1❡(♠✐♥❡❞ ❜② ❛

✜(♠✬2 1❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦(✿

γt = γ

(

1−
κoκs(τ − τ et−1)

τ

)

, ✭✷✳✺✮

✇❤❡(❡ γ ≥ 0 ❞❡♥♦1❡2 1❤❡ ✇♦(❦❡(✬2 ✐♥✐1✐❛❧ ✐♥1(✐♥2✐❝ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥✳ ❚❤✐2 ♠♦1✐✈❛1✐♦♥

✐2 ♥❡❣❛1✐✈❡❧② ❛✛❡❝1❡❞ ❜② 1❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡❀ 1♦ ❜❡ 2♣❡❝✐✜❝✱ ✐❢ τ et ✱ 1❤❡ ✜(♠✬2 ❡✛❡❝1✐✈❡

1❛① (❛1❡✱ ✐2 ❧♦✇❡( 1❤❛♥ τ ✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐1✉❞❡ ♦❢ 1❤✐2 ❡✛❡❝1 ✐2 ❞❡1❡(♠✐♥❡❞ ❜② 1❤❡

♣❛(❛♠❡1❡(2 κo ❛♥❞ κs✱ ✇✐1❤ κo, κs ∈ [0, 1]✳ ❲❡ 1❤✐♥❦ ♦❢ κo ❛2 1❤❡ ❞❡❣(❡❡ 1♦
✇❤✐❝❤ ✇♦(❦❡(2 ❛(❡ ❛❜❧❡ 1♦ ♦❜2❡(✈❡ 1❤❡ ✜(♠✬2 1❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡❀ κs ♠❡❛2✉(❡2 ❛

✇♦(❦❡(✬2 2❡♥2✐1✐✈✐1② 1♦✇❛(❞2 ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

✶✸

❚❤❡ ❡✛❡❝1✐✈❡ 1❛① (❛1❡ ✐2 ❞❡✜♥❡❞ ❛2

1❤❡ (❛1✐♦ ♦❢ ❛❝1✉❛❧ 1❛① ♣❛②♠❡♥12 1♦ ❣(♦22 ♣(♦✜1 ✭❝❢✳ ❊✇❡(1 ❛♥❞ ◆✐❡♠❛♥♥✱

✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

τ et =
τ(Πt − At)

Πt

. ✭✷✳✻✮

❇② ❞❡✜♥✐1✐♦♥✱ 1❤❡ ❡✛❡❝1✐✈❡ 1❛① (❛1❡ ❝❛♥♥♦1 ❜❡ ♥❡❣❛1✐✈❡✱ ✐✳❡✳ 1❤❡ ❛✈♦✐❞❡❞

❛♠♦✉♥1 ❝❛♥♥♦1 ❡①❝❡❡❞ 1❤❡ ✜(♠✬2 1❛① ❧✐❛❜✐❧✐1②✿ At ≤ Πt✳ ❯2✐♥❣ ❡Q✉❛1✐♦♥

✭✷✳✻✮✱ 1❤❡ ✐♥1(✐♥2✐❝ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥ ♣❛(❛♠❡1❡( ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣(❡22❡❞ ✐♥ 1❡(♠2 ♦❢ 1❤❡

1❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧

γt = γ

(

1−
κoκsAt−1

Πt−1

)

. ✭✷✳✼✮

✶✷

❲❡ ❝❛♥ ✐♥&❡'♣'❡& γ ✈❡'② ❣❡♥❡'❛❧❧② ❛- ❢✉❧✜❧❧♠❡♥&✱ -❛&✐-❢❛❝&✐♦♥✱ ♦' ♣❧❡❛-✉'❡ ❢'♦♠ ♣'♦✈✐❞✐♥❣
❡✛♦'&✳

✶✸

❆❝❝♦'❞✐♥❣❧②✱ &❤❡ ❣'♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥❝❡'♥ ❛❜♦✉& ✜'♠-✬ &❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝&✐✈✐&✐❡- ✐♥ '❡❝❡♥&

②❡❛'- -❤♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛♥ ✐♥❝'❡❛-❡ ♦❢ κs✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛'❣❡' ♠❡❞✐❛ ❛&&❡♥&✐♦♥ ❛♥❞ &❛① ❞❛&❛ ❧❡❛❦-

-❤♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛♥ ✐♥❝'❡❛-❡ ♦❢ κo✳

✶✷



❊!✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✼✮ -✉❣❣❡-$- $❤❛$ γt ✐- ❞❡❝3❡❛-✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ $❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡
♦3✱ ♠♦3❡ ♣3❡❝✐-❡❧②✱ ✐♥ At−1/Πt−1✱ $❤❡ ❢3❛❝$✐♦♥ ♦❢ ♣3♦✜$- $❤❛$ ❤❛- ♥♦$ ❜❡❡♥

$❛①❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣3❡✈✐♦✉- ♣❡3✐♦❞ ❞✉❡ $♦ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ◆♦$❡ $❤❛$ γ ❝❤❛♥❣❡- ♦♥❧② ❞✉❡
$♦ ♦❜-❡3✈❡❞ $❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❇② ❝♦♥$3❛-$✱ ❛ ✇♦3❦❡3✬- ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥- ♦3 ❜❡❧✐❡❢-

❝♦♥❝❡3♥✐♥❣ ❛ ✜3♠✬- $❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦3 ❛3❡ ❝❛♣$✉3❡❞ ❜② $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ✐♥$3✐♥-✐❝

♠♦$✐✈❛$✐♦♥ ♣❛3❛♠❡$❡3 γ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛--✉♠❡ $♦ ❜❡ ❝♦♥-$❛♥$✳ ❋✉3$❤❡3♠♦3❡✱

✇♦3❦❡3-✬ ❛--❡--♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✜3♠✬- $❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦3 ♣3✐♦3 $♦ $❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ $❤❡ ❣❛♠❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ ♣❡3✐♦❞- t ≤ 0✮ ✐- -✉♣♣♦-❡❞ $♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❝❛♣$✉3❡❞ ❜② γ✳
❚❤✐- ✐♠♣❧✐❡- $❤❛$ γ1 = γ✳

❚❤❡ ✜3♠ ❞❡❝✐❞❡- ♦♥ $❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡3✐♦❞✱ ❛❢$❡3 ❡♠♣❧♦②✲

❡❡- ❤❛✈❡ ♣3♦✈✐❞❡❞ ❡✛♦3$ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦33❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❣3♦-- ♣3♦✜$ ❤❛- ❜❡❡♥ 3❡❛❧✐③❡❞✳

❉✉❡ $♦ $❤✐- ♦3❞❡3 ♦❢ ❡✈❡♥$-✱ $❤❡3❡ ✐- ❛ ♦♥❡✲♣❡3✐♦❞ ❧❛❣ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✜3♠✬- $❛①

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞❡❝✐-✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦33❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝$ ♦♥ ❡✛♦3$✱ ❛- ❡♠♣❧♦②❡❡- ❛3❡

♦♥❧② ❛❜❧❡ $♦ ♦❜-❡3✈❡ ❛ ✜3♠✬- ♣❛-$ $❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦3✳ ■♥ ♦✉3 $✇♦✲♣❡3✐♦❞

♠♦❞❡❧✱ $❤✐- ✐♠♣❧✐❡- $❤❛$ $❤❡ ✜3♠ ♦♣$✐♠❛❧❧② $❛❦❡- ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❛①

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ✇♦3❦❡3-✬ ❢✉$✉3❡ ✭✐✳❡✳✱ -❡❝♦♥❞✲♣❡3✐♦❞✮ ❡✛♦3$ ✐♥ $❤❡ ✜3-$ ♣❡3✐♦❞✳

▲❡$ ✉-✱ ❢♦3 ❛ ♠♦♠❡♥$✱ ❛--✉♠❡ $❤❛$ $❤❡ ✜3♠ ✐- ♥♦$ ❢✉❧❧② ❛✇❛3❡ ♦❢ $❤❡ ♠❡❝❤✲

❛♥✐-♠ ❞❡-❝3✐❜❡❞ ❜② ❡!✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✼✮✳

✶✹

■♥ $❤❛$ ❝❛-❡✱ $❤❡ ✜3♠ ✉♥❞❡3❡-$✐♠❛$❡-

$❤❡ ♥❡❣❛$✐✈❡ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ $❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ✇♦3❦❡3-✬ ♠♦$✐✈❛$✐♦♥✳ ❲❡ 3❡❢❡3 $♦

$❤✐- ✜3♠ ❜❡❤❛✈✐♦3 ❛- ✏♠②♦♣✐❝✑ ✳

✷✳✸✳✶ ▼②♦♣✐❝ *❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

■♥ $❤✐- -✉❜-❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡$❡3♠✐♥❡ $❤❡ ♦✉$❝♦♠❡ ♦❢ ♦✉3 ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ $❤❡ ✜3♠ ✐-

♥♦$ ❛✇❛3❡ ♦❢ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐-♠ ❞❡-❝3✐❜❡❞ ❜② ❡!✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✼✮✳ ❆- $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐-

-♦❧✈❡❞ ✈✐❛ ❜❛❝❦✇❛3❞ ✐♥❞✉❝$✐♦♥✱ ✇❡ -$❛3$ ✇✐$❤ $❤❡ ✜3♠✬- ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞❡❝✐-✐♦♥

❛$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤❡ (❡❝♦♥❞ ♣❡,✐♦❞✳ ❚❤❡ ✜3♠ ♠❛①✐♠✐③❡- ✐$- -❡❝♦♥❞ ♣❡3✐♦❞ ♥❡$

♣3♦✜$

π2 = (1− τ)Π2 + τA2 − αA2
2/2 ✭✷✳✽✮

✶✹

❆❧"❡$♥❛"✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♠❛② -✉♣♣♦-❡ "❤❛" "❤❡ ✜$♠ ✐- ❛✇❛$❡ ♦❢ "❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐-♠ ❞❡-❝$✐❜❡❞

❜② ❡7✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✼✮ ❜✉" ✉♥❞❡$❡-"✐♠❛"❡- "❤❡ ❞❡❣$❡❡ "♦ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡- ♦❜-❡$✈❡ ❛♥❞ ❞❡-♣✐-❡

"❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❆- ❜♦"❤ "❤❡ $❡❝❡♥" ❞✐-❝❧♦-✉$❡- ♦❢ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥❝$❡❛-❡ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥"❡$❡-" ✐♥

✜$♠-✬ "❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝"✐✈✐"✐❡- ✇❡$❡✱ ❛" ❧❡❛-" "♦ -♦♠❡ ❞❡❣$❡❡✱ ✉♥❡①♣❡❝"❡❞ ❜② ✜$♠-✱ ✐" -❡❡♠-

$❡❛-♦♥❛❜❧❡ "♦ ❛--✉♠❡ "❤❛" ✜$♠- ✉♥❞❡$❡-"✐♠❛"❡ κo ❛♥❞ κs ✭♦$✱ ❛" ❧❡❛-"✱ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ -♦ ✐♥ "❤❡

♣❛-"✮✳

✶✸



❜② ❝❤♦♦%✐♥❣ )❤❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ A2✳ ❚❤❡ ❝♦11❡%♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣)✐♠❛❧✐)② ❝♦♥❞✐)✐♦♥

%)❛)❡% )❤❛) ♠❛1❣✐♥❛❧ )❛① %❛✈✐♥❣% ❡5✉❛❧ )❤❡ ♠❛1❣✐♥❛❧ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❝♦%)

τ = αA2 ⇔ A∗

2 = τ/α. ✭✷✳✾✮

❊❛❝❤ ✉♥✐) ♦❢ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ A ✐% ❛%%♦❝✐❛)❡❞ ✇✐)❤ ❛ )❛① %❛✈✐♥❣ ❡5✉❛❧ )♦ τ ✳ ❖♥
)❤❡ ❝♦%) %✐❞❡✱ )❤❡ ✜1♠ )❛❦❡% ✐♥)♦ ❛❝❝♦✉♥) )❤❡ ♠❛1❣✐♥❛❧ ❝♦%) ♦❢ )❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣

C ′(A2) = αA2✳ ❲❡ ✇✐❧❧ 1❡❢❡1 )♦ )❤✐% ❝♦%) ❛% )❤❡ ✏❞✐"❡❝% ❝♦'% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✑✳

◆♦)❡ )❤❛) )❤❡1❡ ✐% ♥♦ ❢✉)✉1❡ ✐♥ ♣❡1✐♦❞ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥% )❤❛) )❤❡ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❞❡❝✐%✐♦♥ ✐♥ )❤✐% ♣❡1✐♦❞ ❞♦❡% ♥♦) ❛✛❡❝) ❡✛♦1) ❧❡✈❡❧% ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡%✳

❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞❡)❡1♠✐♥❡❞ ❜② ❡5✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ✐% ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥)

♦❢ )❤❡ ❣1♦%% ♣1♦✜)% ♦❢ ❛ ✜1♠✳ ❚❤❡ 1❡❛%♦♥ ✐% ♦✉1 ❛%%✉♠♣)✐♦♥ )❤❛) )❤❡ ❝♦%) ♦❢

)❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ A✱ )❤❡ ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ ❛❝)✉❛❧ ❛♥❞ 1❡♣♦1)❡❞ ❣1♦%%

♣1♦✜)✱ ❛♥❞ ♥♦) ♦♥ )❤❡ ❛❜%♦❧✉)❡ ❧❡✈❡❧% )❤❡1❡♦❢✳

✶✺

❆) )❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ )❤❡ ♣❡1✐♦❞✱ ❡❛❝❤ ✇♦1❦❡1 ❝❤♦♦%❡% e2 )♦ ♠❛①✐♠✐③❡

U2 = w + γ2e2 − e22/2. ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ ❡✛♦1) ❧❡✈❡❧ ✐% ❣✐✈❡♥ ❜②

e∗2 = γ2 = γ

(

1−
κoκsA1

Π1

)

. ✭✷✳✶✶✮

❚❤✉%✱ ❡♠♣❧♦②❡❡%✬ ❡✛♦1) ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ )❤❡ ✜1♠✬% )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ■♥ ♣❛1)✐❝✉❧❛1✱

)❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ )❤❡ ✜1%) ♣❡1✐♦❞ 1❡❞✉❝❡% ❡✛♦1) ✐♥ )❤❡ %❡❝♦♥❞ ♣❡1✐♦❞✳ ❚❤❡

❡✛❡❝) ♦❢ ♣❛%) )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ e∗2 ✐% %♠❛❧❧ ✐❢ ✇♦1❦❡1% ❛1❡ 1❛)❤❡1 ✐♥%❡♥%✐)✐✈❡ )♦

)❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✭κs %♠❛❧❧✮ ♦1 ✐❢ )❤❡② %✐♠♣❧② ❧❛❝❦ ✐♥❢♦1♠❛)✐♦♥ ❛❜♦✉) ✜1♠ ❜❡❤❛✈✐♦1

✭κo %♠❛❧❧✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ %✉❜%)✐)✉)❡ A∗

2 ✭✷✳✾✮ ✐♥ ❡5✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✽✮ )♦ ♦❜)❛✐♥

π2 = (1− τ)Π2 + τ 2/2α. ✭✷✳✶✷✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✷✳✶✮✱ ✭✷✳✸✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮✱ ✐) ✐% ❛♣♣❛1❡♥) )❤❛) )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ ♣❡1✐♦❞

✶ ❤❛% ❛ ♥❡❣❛)✐✈❡ ✐♠♣❛❝) ♦♥ )❤❡ ✜1♠✬% ♣1♦❞✉❝)✐✈✐)② ❛♥❞ ✐)% ❣1♦%% ♣1♦✜) ✐♥ )❤❡

%❡❝♦♥❞ ♣❡1✐♦❞✱ ❛% ✇❡❧❧ ❛% ♦♥ )❤❡ ❝♦11❡%♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡) ♣1♦✜) ✭✷✳✶✷✮✿

f(γ2)

∂A1

,
∂Π2

∂A1

,
∂π2
∂A1

≤ 0.

✶✺

❚❤✐# ❛##✉♠♣(✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡# (❤❛( (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐# ♥♦( ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❝❤❡❛♣❡3 ✇❤❡♥ ❣3♦## ♣3♦✜(#

✐♥❝3❡❛#❡✳ ■♥ ❣❡♥❡3❛❧✱ (❤✐# ❝♦✉❧❞ ❜❡ (❤❡ ❝❛#❡ ✐❢ ✐♥❝♦♠❡ ✐# ♣♦#✐(✐✈❡❧② 3❡❧❛(❡❞ (♦ ✜3♠ ❝♦♠♣❧❡①✐(②

❛♥❞ ✐❢ (❤❡ ❧❛((❡3 ❢❛❝✐❧✐(❛(❡# (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

✶✹



❚❤✐# ❡✛❡❝' ✐# #'(♦♥❣❡( ✐❢ ✇♦(❦❡(# ❛(❡ #❡♥#✐'✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐#❛♣♣(♦✈❡ ♦❢ '❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❜❡❤❛✈✐♦( ✭κs ❤✐❣❤✮✳ ■' ✐# ❛❧#♦ #'(♦♥❣❡( ✐❢ '❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦( ❝❛♥ ❡❛#✐❧② ❜❡
♦❜#❡(✈❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②❡❡# ✭κo ❤✐❣❤✮✳

❆' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ '❤❡ ✜!"# ♣❡!✐♦❞✱ '❤❡ ✜(♠ ❝❤♦♦#❡# A1 '♦ ♠❛①✐♠✐③❡

π1 + δπ2 = (1− τ)Π1 + τA1 − αA2
1/2 + δ

[

(1− τ)Π2 + τ 2/2α
]

, ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡(❡ δ ∈ [0, 1] ❞❡♥♦'❡# '❤❡ ✐♥'❡('❡♠♣♦(❛❧ ❞✐#❝♦✉♥' ❢❛❝'♦(✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛##✉♠❡❞ '❤❛' '❤❡ ✜(♠ ✐# ♥♦' ❛✇❛(❡ ♦❢ '❤❡ ♥❡❣❛'✐✈❡ ✐♠♣❛❝'

'❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❤❛# ♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❡✛♦('✱ ❛♥❞ '❤✉# ♦♥ ❣(♦## ♣(♦✜' ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣❡(✐♦❞✱ '❤❡ #❡❧❡❝'❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ '❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐#

τ = αA1 ⇔ A∗

1 = τ/α. ✭✷✳✶✹✮

❆❣❛✐♥✱ '❤❡ ✜(♠ ❝❤♦♦#❡# '❤❡ '❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ #✉❝❤ '❤❛' ♠❛(❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜'

✭❛✈♦✐❞❡❞ '❛① ♣❛②♠❡♥' τ✮ ❛♥❞ ❝✉((❡♥' ♠❛(❣✐♥❛❧ ❝♦#' ♦❢ '❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✭C ′(A1) =
αA1✮ ❛(❡ ❡F✉❛❧✐③❡❞✳

✶✻

❍♦✇❡✈❡(✱ ✐' ♥❡❣❧❡❝'# '❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡'✇❡❡♥ ❝✉((❡♥' '❛①

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❡✛♦(' ✐♥ '❤❡ ❢✉'✉(❡✳

✶✼

❍❡♥❝❡✱ ✐' ✉♥❞❡(❡#'✐♠❛'❡# '❤❡

'♦'❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ❝✉((❡♥' ❛♥❞ ❢✉'✉(❡✮ ♠❛(❣✐♥❛❧ ❝♦#' ♦❢ '❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞# '♦♦

♠✉❝❤✳

❆' '❤❡ ✜(#' #'❛❣❡ ♦❢ '❤❡ ❣❛♠❡✱ ❡❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡ #❡❧❡❝'# '❤❡ ✭✜(#' ♣❡(✐♦❞✮

❡✛♦(' '❤❛' ♠❛①✐♠✐③❡# ✐'# ♦✈❡(❛❧❧ ✉'✐❧✐'②

U1 + δU2 = w + γ1e1 − e21/2 + δ(w + γ2e2 − e22/2). ✭✷✳✶✺✮

❚❤✐# ❡✛♦(' ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② e∗1 = γ1 = γ✳

✷✳✸✳✷ ❖♣%✐♠❛❧ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

■❢ '❤❡ ✜(♠ ❦♥❡✇ ❛❜♦✉' '❤❡ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❝♦♥#❡F✉❡♥❝❡# ♦❢ '❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ❡♠✲

♣❧♦②❡❡ ❡✛♦('✱ ✐'# ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞❡❝✐#✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ✜(#' ♣❡(✐♦❞ ✇♦✉❧❞ #❛'✐#❢②

τ = αA1 + δ(1− τ)
∂Π2

∂A1

. ✭✷✳✶✻✮

❲❡ ❝❛♥ (❡✇(✐'❡ '❤✐# ❡F✉❛'✐♦♥ '♦ ♦❜'❛✐♥

τ = αA1 +∆ ⇔ Ao
1 =

τ −∆

α
. ✭✷✳✶✼✮

✶✻

■❢ "❤❡ %"❛"✉"♦)② ❝♦)♣♦)❛"❡ "❛① )❛"❡ ❛♥❞ "❤❡ ✭❞✐)❡❝"✮ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❝♦%" ❢✉♥❝"✐♦♥ ❛)❡ "❤❡

%❛♠❡ ✐♥ ❜♦"❤ ♣❡)✐♦❞%✱ "❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐% "❤❡ %❛♠❡ ✐♥ ❜♦"❤ ♣❡)✐♦❞% ❛% ✇❡❧❧✳

✶✼

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ "❤❡ ✜)♠ ✇)♦♥❣❧② ❛%%✉♠❡%

∂Π2

∂A1

= 0✱ ❛❧"❤♦✉❣❤

∂Π2

∂A1

≤ 0 ❤♦❧❞% ")✉❡✳

✶✺



❆! ❜❡❢♦&❡✱ ♠❛&❣✐♥❛❧ .❛① !❛✈✐♥❣! ❡1✉❛❧ ♠❛&❣✐♥❛❧ ❝♦!. ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❈♦♠♣❛&❡❞

.♦ ❡①♣&❡!!✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✱ ❤♦✇❡✈❡&✱ .❤❡ ❡✛❡❝. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ❡✛♦&. ✐! ♥♦✇

.❛❦❡♥ ✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥. ❜② .❤❡ ✜&♠✳ ❲❡ ❝❛♣.✉&❡ .❤✐! ❡✛❡❝. ❜② ✉!✐♥❣ .❤❡ .❡&♠ ∆✳
❚❤✐! .❡&♠✱ .♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ &❡❢❡& .♦ ❛! .❤❡ ✐♥❞✐#❡❝& ❝♦(& ♦❢ &❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ✐! ❣✐✈❡♥

❜②

∆ ≡ δ(1− τ)
∂Π2

∂A1

=
δ(1− τ)Lφγκoκs

Π1

=
δ(1− τ)φγκoκs

φγ − w
≥ 0. ✭✷✳✶✽✮

❋&♦♠ ❡1✉❛.✐♦♥! ✭✷✳✶✹✮✱ ✭✷✳✶✼✮✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛.✐✈❡ ∆✱ ✐. ✐! ♦❜✈✐♦✉! .❤❛.

Ao
1 ≤ A∗

1. ✭✷✳✶✾✮

❚❤❛. ✐!✱ ✐♥ .❤❡ ✜&!. ♣❡&✐♦❞ ✭♦&✱ ♠♦&❡ ❣❡♥❡&❛❧❧②✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡&✐♦❞ ♦.❤❡& .❤❛♥ .❤❡

❧❛!. ♦♥❡✮✱ .❤❡ ✜&♠ ♦♣.✐♠❛❧❧② ❛✈♦✐❞! ❧❡!! .❛①❡! .❤❛♥ .❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ A∗

1✱ ❛!

.❤❡&❡ ✐! ❛♥ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐&❡❝. ❝♦!. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❚❤✉!✱ ✇❡ ♠❛② !.❛.❡ .❤❛.

.❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❡①❡&.! ❛ ♥❡❣❛.✐✈❡ ❡①.❡&♥❛❧✐.② ♦♥ ❢✉.✉&❡ ❡✛♦&. ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡! ❛♥❞

.❤✐! &❡❞✉❝❡! ❛ ✜&♠✬! ❢✉.✉&❡ ♣&♦✜.!✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣❧②✱ .❤❡ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐! .♦♦

❤✐❣❤ ✐❢ .❤❡ ✜&♠ ❞♦❡! ♥♦. .❛❦❡ .❤✐! ❡✛❡❝. ✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥.✳ ❚❤✐! ✐! ✐❧❧✉!.&❛.❡❞ ✐♥

❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ A∗

1 ❛♥❞ A
o
1 ✭.❤❡ ❝♦&&❡!♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝.✐✈❡ .❛① &❛.❡! τ

e,∗
1 ❛♥❞

τ e,o1 ✮ ❛&❡ ♣❧♦..❡❞ ❛❣❛✐♥!. τ ✐♥ .❤❡ ✉♣♣❡& ✭❧♦✇❡&✮ ❞✐❛❣&❛♠✳✶✽ ❖❜✈✐♦✉!❧②✱ ❜♦.❤
❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧! ❛&❡ ✐♥❝&❡❛!✐♥❣ ✐♥ τ ✱ ❛! ❛ ❤✐❣❤❡& .❛① &❛.❡ ✐♠♣❧✐❡! ❛ ❤✐❣❤❡&
♠❛&❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜. ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ■♥ ♣❛&.✐❝✉❧❛&✱ A∗

1 > 0 ❛♥❞ τ e,∗1 < τ ❢♦& ❛❧❧
τ > 0✳ ❇② ❝♦♥.&❛!.✱ Ao

1 < 0 ❛♥❞ τ e,o1 > τ ✐❢ ∆ > τ > 0✳ ❚❤❛. ✐!✱ ✐. ♠❛②
❜❡ ♦♣.✐♠❛❧ ❢♦& ❛ ✜&♠ .♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ .❛① ♣❛②♠❡♥. ✐❢ .❤❡ ❛!!♦❝✐❛.❡❞

✭♣♦!✐.✐✈❡✮ ❡✛❡❝. ♦♥ ✇♦&❦❡&!✬ ❡✛♦&. ✐! !✉✣❝✐❡♥.❧② !.&♦♥❣✳

✶✾

❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐!

✐♥❝&❡❛!✐♥❣ ✐♥ .❤❡ ✐♥❞✐&❡❝. ❝♦!. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ∆ ❛♥❞ ❞❡❝&❡❛!✐♥❣ ✐♥ .❤❡

❞✐&❡❝. ❝♦!. ♣❛&❛♠❡.❡& α✿ A∗

1 − Ao
1 = ∆/α✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣❧②✱ ❣✐✈❡♥ ∂∆/∂τ < 0✱

.❤❡ ❣❛♣ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ .✇♦ ❢✉♥❝.✐♦♥! ✐! ❧❛&❣❡!. ❢♦& τ = 0 ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡! !♠❛❧❧❡&
❛! τ ✐! ✐♥❝&❡❛!❡❞✳

■❢ ✇♦&❦❡&! ❝❛♥♥♦. ♦❜!❡&✈❡ .❤❡ ✜&♠✬! .❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝.✐✈✐.✐❡! ✭κo = 0✮ ♦&
❞♦ ♥♦. ❝❛&❡ ❛❜♦✉. .❤❡♠ ✭κs = 0✮✱ ∆ = 0 ❛♥❞ .❤❡ ♠②♦♣✐❝ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧
✐! ♦♣.✐♠❛❧✿ A∗ = Ao

✳ ❋✉&.❤❡&♠♦&❡✱ .❤❡ ✐♥❞✐&❡❝. ❝♦!. ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐! ❧❡!!

✶✽

■♥ "❤❡ ❧♦✇❡( ❞✐❛❣(❛♠✱ "❤❡ /"❛"✉"♦(② ❝♦(♣♦(❛"❡ "❛① (❛"❡ τ ✐/ ❞❡♣✐❝"❡❞ ❢♦( (❡❢❡(❡♥❝❡✳

✶✾

❆/ ✐❧❧✉/"(❛"❡❞ ❜② "❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ ❙"❛(❜✉❝❦/ ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✈♦❧✉♥"❛(② "❛① ♣❛②♠❡♥"/ ❢♦(

(❡♣✉"❛"✐♦♥ ♣✉(♣♦/❡/ ❛❝"✉❛❧❧② "❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ■" /❡❡♠/ (❛"❤❡( ✉♥❧✐❦❡❧②✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ "❤❛" ❛ ♣♦"❡♥"✐❛❧

❧✐♥❦ ❜❡"✇❡❡♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❡✛♦(" ✇♦(❦/ ✐❞❡♥"✐❝❛❧❧② ✐♥ ❜♦"❤ ❞✐(❡❝"✐♦♥/✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱

♦✉( ❛(❣✉♠❡♥"❛"✐♦♥ ❢♦❝✉/❡/ ♦♥ ✏♣♦/✐"✐✈❡ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✑ ✭A ≥ 0✮ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✶✻
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❜② %❤❡ ❞✐$❡❝% ❝♦)% ❛♥②✇❛②✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✿ ▼②♦♣✐❝ ❛♥❞ ♦♣%✐♠❛❧ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭✉♣♣❡$ ❞✐❛❣$❛♠✮ ❛♥❞
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✷✳✸✳✸ ❚❤❡ ✐♥❞✐)❡❝+ ❝♦-+ ♦❢ +❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❚❤❡ ✐♥❞✐&❡❝( ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❛* ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✽✮✱ ❞❡♣❡♥❞* ♦♥ *❡✈❡&❛❧

♣❛&❛♠❡(❡&*✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❛**✉♠❡❞ (♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉* ✐♥ ♦✉& ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡✐&

>✉❛❧✐(❛(✐✈❡ ❡✛❡❝(* ♦♥ (❤❡ ✐♥❞✐&❡❝( ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛&❡ *✉♠♠❛&✐③❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❖❜✈✐♦✉*❧②✱ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐* ♠♦&❡ ❝♦*(❧② ❢♦& (❤❡ ✜&♠ ✐❢ ✇♦&❦❡&* ❝❛♥

❡❛*✐❧② ♦❜*❡&✈❡ ✐( ❛♥❞ ❤❛✈❡ *(&♦♥❣ ♦❜❥❡❝(✐♦♥* ❛❣❛✐♥*( ✐(✱ ✐✳❡✳ ✐❢ κo ❛♥❞ κs ❛&❡
❤✐❣❤✱ ❛* (❤❡ ♥❡❣❛(✐✈❡ ✐♠♣❛❝( ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ❢✉(✉&❡ ♣&♦✜(* ✐* *(&♦♥❣❡&✳

●✐✈❡♥ (❤❡ ✐♥❞✐&❡❝( ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ✜&♠* ❢❛❝❡ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (&❛❞❡♦✛✿

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥❝&❡❛*❡* ♥❡( ♣&♦✜( ✐♥ (❤❡ ❝✉&&❡♥( ♣❡&✐♦❞ ❜✉( ❧♦✇❡&* ♣&♦✜(* ✐♥ (❤❡

❢✉(✉&❡✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣❧②✱ (❤❡ ♠♦&❡ ✐♠♣♦&(❛♥( ❢✉(✉&❡ ♣&♦✜(* ❛&❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ♠❡❛*✉&❡❞

❜② δ✱ (❤❡ ♠♦&❡ (❤❡ ✜&♠ *❤♦✉❧❞ ❝❛&❡ ❛❜♦✉( (❤❡ ✐♥❞✐&❡❝( ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

❇② ❝♦♥(&❛*(✱ ❛ ❤✐❣❤ ✭❢✉(✉&❡✮ (❛① &❛(❡ τ ❝✉&❜* ❢✉(✉&❡ ♣&♦✜(* ❛♥❞ &❡❞✉❝❡*
(❤❡ ✐♥❞✐&❡❝( ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ❛♥ ✐♥❝&❡❛*❡ ✐♥ (❤❡ *(❛(✉(♦&②

❝♦&♣♦&❛(❡ (❛① &❛(❡ ✐♥❝&❡❛*❡* (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ (✇♦ ❞✐✛❡&❡♥(

✇❛②*✳ ❚❤✐* ❝❛♥ ❜❡ *❡❡♥ ❢&♦♠ ❡>✉❛(✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ❋✐&*(✱ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞* ❞✐&❡❝(❧② ♦♥ (❤❡ ✭❝✉&&❡♥(✲♣❡&✐♦❞✮ (❛① &❛(❡✱ ❛* ❛ ❤✐❣❤❡& (❛① &❛(❡

✐♠♣❧✐❡* ❛ ❤✐❣❤❡& ♠❛&❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜( ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ❤✐❣❤❡& ✭❢✉(✉&❡✮

(❛① &❛(❡ ❞❡❝&❡❛*❡* ❢✉(✉&❡ ♣&♦✜(* ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ∆✱ ♠❛❦✐♥❣ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ (❤❡
♣&❡*❡♥( ❧❡** ❝♦*(❧②✳ ◆♦(❡✱ ❤♦✇❡✈❡&✱ (❤❛( ✜&♠* ♣♦**✐❜❧② ♥❡❣❧❡❝( (❤❡ ✐♥❞✐&❡❝(

❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✭❛( ❧❡❛*( (♦ *♦♠❡ ❞❡❣&❡❡✮ ❛♥❞ ❛&❡ ♦♥❧② ❢✉❧❧② ❛✇❛&❡ ♦❢

(❤❡ ❞✐&❡❝( ❡✛❡❝(✳ ❈♦♥*❡>✉❡♥(❧②✱ ❛* ♠❡♥(✐♦♥❡❞ ❡❛&❧✐❡& ❛♥❞ ✐❧❧✉*(&❛(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡

✷✳✶✱ (❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ A∗

1 ❛♥❞ A
o
1 ✐* ❞❡❝&❡❛*✐♥❣ ✐♥ τ ✳

❚❤❡ ✐♥❞✐&❡❝( ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐* ❧♦✇ ✐❢ (❤❡ ✜&♠✬* ❣&♦** ♣&♦✜( ✐* ❤✐❣❤✱

✐✳❡✳ ✐❢ ♠❛&❣✐♥❛❧ ♣&♦❞✉❝(✐✈✐(② ✭φ✮ ❛♥❞ ✐♥✐(✐❛❧ ✐♥(&✐♥*✐❝ ♠♦(✐✈❛(✐♦♥ ✭γ✮ ♦❢ ❡♠✲
♣❧♦②❡❡* ❛&❡ ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ (❤❡ ✇❛❣❡ &❛(❡ ✭w✮ ✐* ❧♦✇✳ ❚❤✐* &❡*✉❧( ✐* ❞&✐✈❡♥ ❜②

(❤❡ ❛**✉♠♣(✐♦♥ (❤❛( ✇♦&❦❡&* &❡❧❛(❡ (❤❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛♠♦✉♥( (♦ (❤❡ ✜&♠✬* ❣&♦**

♣&♦✜( ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛(✐♥❣ (❤❡ (❛① ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ (❤❡ ❧❛((❡&❀ ✐( ❝&✉❝✐❛❧❧②

❞❡♣❡♥❞* ♦♥ (❤❡ *♣❡❝✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ γ ✭✷✳✼✮✳
❚❤❡ ♣❛&❛♠❡(❡&* γ ❛♥❞ φ ❛&❡ ❛❧*♦ ♣♦*✐(✐✈❡❧② &❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ✐♥❞✐&❡❝( ❝♦*(

♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ■( ✐* ♦❜✈✐♦✉* (❤❛( ❛ ❤✐❣❤❡& ♠❛&❣✐♥❛❧ ♣&♦❞✉❝(✐✈✐(② ✐♠♣❧✐❡* ❛

❤✐❣❤❡& ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ (❡&♠* ♦❢ ❧♦*( ❡✛♦&( ❛♥❞ ♦✉(♣✉(✳ ❈♦♥❝❡&♥✐♥❣

❡♠♣❧♦②❡❡*✬ ✐♥✐(✐❛❧ ✐♥(&✐♥*✐❝ ♠♦(✐✈❛(✐♦♥ γ✱ ✇❡ ♠❛② ✐♥(❡&♣&❡( ❡>✉❛(✐♦♥* ✭✷✳✼✮
❛♥❞ ✭✷✳✶✶✮ ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❆♥ ❡♠♣❧♦②❡❡✬* ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❡✛♦&( ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②

✐(* ✐♥✐(✐❛❧ ✐♥(&✐♥*✐❝ ♠♦(✐✈❛(✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧✐♠✐(* (❤❡ ❡①(❡♥( (♦ ✇❤✐❝❤

❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❡ ✐* ✇✐❧❧✐♥❣ ✭♦& ❛❜❧❡✮ (♦ ❡①♣❧♦✐( (❤✐* ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❡✛♦&(✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣❧②✱

(❤❡ ❝♦*( ♦❢ (❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ (❡&♠* ♦❢ ✉♥❡①♣❧♦✐(❡❞ ❡✛♦&( ✐* ❤✐❣❤ ✐❢ (❤❡ ♣♦(❡♥✲

(✐❛❧ ❡✛♦&( ❧❡✈❡❧✱ ♠❡❛*✉&❡❞ ❜② γ✱ ✐* ❤✐❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ (❤❡*❡ ♣♦*✐(✐✈❡ ❡✛❡❝(* ❛&❡

✶✽



❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❡"❡#♠✐♥❛♥"( ♦❢ "❤❡ ✐♥❞✐#❡❝" ❝♦(" ♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

κo κs δ w τ γ φ
∆ + + + + − − −

❞♦♠✐♥❛.❡❞ ❜② .❤❡ ❛❢♦2❡♠❡♥.✐♦♥❡❞ ❡✛❡❝.5 ♦❢ γ ❛♥❞ φ ♦♥ ❛ ✜2♠✬5 ❣2♦55 ♣2♦✜.✳
❚❤✉5✱ .❤❡ ✐♥❞✐2❡❝. ❝♦5. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐5 ❞❡❝2❡❛5✐♥❣ ✐♥ γ ❛♥❞ φ✳✷✵

■. ✐5 ✇♦2.❤ ♥♦.✐♥❣ .❤❛. .❤❡ ✐♥❞✐2❡❝. ❝♦5. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐5 ♥♦. ❛✛❡❝.❡❞

❜② .❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡5 ✭L✮ ✐♥ .❤✐5 ❜❛5✐❝ 5❡..✐♥❣ ✇✐.❤ .✇♦ ♣❡2✐♦❞5 ❛♥❞
❝♦♥5.❛♥. L✳ ■♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✷✳✹✱ ❤♦✇❡✈❡2✱ ✇❡ 5❤♦✇ .❤❛. .❤❡ ✐♥❞✐2❡❝. ❝♦5. ♦❢ .❛①

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐5 ✐♥❝2❡❛5✐♥❣ ✐♥ L ✐❢ .❤❡ .✐♠❡ ❤♦2✐③♦♥ ✐5 ✐♥✜♥✐.❡✳✷✶

●✐✈❡♥ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✭✷✳✶✼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛.❡ .❤❡

♦♣.✐♠❛❧ ❡✛♦2. ❛♥❞ ♣2♦✜. ❧❡✈❡❧5 ✐♥ ❜♦.❤ ♣❡2✐♦❞5✳ ❋♦2 ❝♦♠♣❛2✐5♦♥✱ ✇❡ ❛❧5♦

❞❡.❡2♠✐♥❡ .❤❡ ♠②♦♣✐❝ ♦✉.❝♦♠❡ ❛❝❝♦2❞✐♥❣ .♦ ❡H✉❛.✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✳ ❚❤❡ 2❡5♣❡❝.✐✈❡

2❡5✉❧.5 ❛2❡ ♣2❡5❡♥.❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ♠②♦♣✐❝

❛♥❞ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡5 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✐5 .❤❡ ♣2❡5❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ✐♥❞✐2❡❝. ❝♦5. ♦❢ .❛①

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ∆✳ ❲❤❡♥ ✐❣♥♦2✐♥❣ .❤❡ ❢✉.✉2❡ ❡✛❡❝.5 ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ .❤❡ ✜2♠ ❝❛♥

2❡❛❧✐③❡ ❛ ❤✐❣❤❡2 ♥❡. ♣2♦✜. ✐♥ ♣❡2✐♦❞ ✶ ✕ ❛5 .❛① ♣❛②♠❡♥.5 ❛2❡ ❧♦✇❡2✳ ❍♦✇❡✈❡2✱

.❤✐5 ❤✐❣❤❡2 ♣2♦✜. ❝♦♠❡5 ❛. .❤❡ ❝♦5. ♦❢ ❧♦✇❡2 ❢✉.✉2❡ ♣2♦✜.✱ ❛5 ❝❛♥ ❜❡ 5❡❡♥ ❢2♦♠

.❤❡ 5❡❝♦♥❞✲.♦✲❧❛5. 2♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❊♠♣❧♦②❡❡5✬ ❡✛♦2. ❧❡✈❡❧ ❛♥❞✱ ❛5 ❛ ❝♦♥5❡✲

H✉❡♥❝❡✱ ✜2♠ ♣2♦✜.5 ❛2❡ ❧♦✇❡2 ✐♥ .❤❡ 5✉❜5❡H✉❡♥. ♣❡2✐♦❞ .❤❛♥ .❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥

❝❛5❡ ♦❢ ♦♣.✐♠❛❧ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✭Π∗

2 ≤ Πo
2 ❛5 e

∗

2 ≤ eo2✮✳ ▼♦5. ✐♠♣♦2.❛♥.✱ ❛ ✜2♠✬5
♦✈❡2❛❧❧ ♣2♦✜. ✐5 ❧♦✇❡2 ✐❢ ✐. ♥❡❣❧❡❝.5 .❤❡ ✐♥❞✐2❡❝. ❝♦5. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❛5 5❤♦✇♥

✐♥ .❤❡ ❧❛5. 2♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡ 2❡5♣❡❝.✐✈❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ✐♥ ♣2♦✜. ✐♥❝2❡❛5❡5 ✇✐.❤

.❤❡ ✐♥❞✐2❡❝. ❝♦5. ❛♥❞ ❞❡❝2❡❛5❡5 ✇✐.❤ .❤❡ ❞✐2❡❝. ♠❛2❣✐♥❛❧ ❝♦5. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

●✐✈❡♥ .❤❡5❡ 2❡5✉❧.5✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦2♠✉❧❛.❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦.❤❡5❡5✿

❍②♣♦$❤❡'✐' ✶✿ ❚❤❡ ❧♦✇❡2 .❤❡ ❡✛❡❝.✐✈❡ .❛① 2❛.❡ ♦❢ ❛ ✜2♠✱ .❤❡ ❧♦✇❡2 ✐5 ✐.5

♦✉.♣✉.✴.♦.❛❧ ❢❛❝.♦2 ♣2♦❞✉❝.✐✈✐.② ❛♥❞ ♣2♦✜. ✭♣❡2 ❡♠♣❧♦②❡❡✮ ✐♥ .❤❡ ❧♦♥❣ 2✉♥✳

❚❤✐5 ❡✛❡❝. ✐5 5.2♦♥❣❡2 ✐❢ .❤❡ ✐♥❞✐2❡❝. ❝♦5. ♦❢ .❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐5 ❤✐❣❤✱ ✐✳❡✳ ❢♦2

❤✐❣❤ ✭❧♦✇✮ ✈❛❧✉❡5 ♦❢ κo✱ κs✱ δ✱ w ✭τ ✱ γ✱ φ✮✳

✷✵

❋♦" w = 0✱ $❤❡ $✇♦ ❡✛❡❝$* ❝❛♥❝❡❧ ♦✉$ ❛♥❞ ∆ ✐* ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ γ ❛♥❞ φ✳
✷✶

■♥ $❤❡ $✇♦✲♣❡"✐♦❞ ❝❛*❡✱ ∆ ✐* ✐♥❝"❡❛*✐♥❣ ✐♥ L ✐❢ L2 > L1✳

✶✾



❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ▼②♦♣✐❝ ✈✐❡✇ ✈)✳ ♦♣+✐♠❛❧✐+② ❜❡♥❝❤♠❛2❦

♠②♦♣✐❝ ♦♣&✐♠❛❧ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ✭

∗−o
✮

e1 γ = γ 0

A1
τ
α ≥ τ−∆

α
∆
α

π1 (1− τ)Π1 +
τ2

2α ≥ (1− τ)Π1 +
τ2

−∆2

2α
∆2

2α

e2 γ
(

1− κoκsτ
αΠ1

)

≤ γ
(

1− κoκs(τ−∆)
αΠ1

)

−γκoκs

αΠ1

∆

A2
τ
α = τ

α 0

π2 (1− τ)Π∗

2 +
τ2

2α ≤ (1− τ)Πo
2 +

τ2

2α −∆2

δα

π1 + δπ2 π∗

1 + δπ∗

2 ≤ πo
1 + δπo

2 −∆2

2α

◆♦"❡✿ Π1 = (φγ−w)L ❛♥❞ Π∗

2
= (φe∗

2
−w)L < Πo

2
= (φeo

2
−w)L✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✷✿ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡& '❤❡ ❞✐"❡❝% ❝♦'% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ '❤❡ ❤✐❣❤❡& '❤❡

❡✛❡❝'✐✈❡ '❛① &❛'❡ ♦❢ ❛ ✜&♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥4❡5✉❡♥❝❡ ✐4 ❛ ❤✐❣❤❡& ♦✉'♣✉'✴'♦'❛❧ ❢❛❝'♦&

♣&♦❞✉❝'✐✈✐'② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡& ♣&♦✜' ✭♣❡& ❡♠♣❧♦②❡❡✮ ✐♥ '❤❡ ❧♦♥❣ &✉♥ ✭❝❢✳ ❍✶✮✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✸✿ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡& '❤❡ ✐♥❞✐"❡❝% ❝♦'% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ '❤❡ ❤✐❣❤❡& '❤❡

❡✛❡❝'✐✈❡ '❛① &❛'❡ ♦❢ ❛ ✜&♠ ✭✐❢ '❤❡ ❧❛''❡& '❛❦❡4 '❤✐4 ❝♦4' ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥'✮✳ ❚❤❡

❝♦♥4❡5✉❡♥❝❡ ✐4 ❛ ❤✐❣❤❡& ♦✉'♣✉'✴'♦'❛❧ ❢❛❝'♦& ♣&♦❞✉❝'✐✈✐'② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡& ♣&♦✜'

✭♣❡& ❡♠♣❧♦②❡❡✮ ✐♥ '❤❡ ❧♦♥❣ &✉♥ ✭❝❢✳ ❍✶✮✳

✷✳✹ ▼♦❞❡❧ ✈❛*✐❛,✐♦♥. ❛♥❞ *♦❜✉.,♥❡..

■♥ ♦&❞❡& '♦ ❝❤❡❝❦ '❤❡ ❛❜♦✈❡ &❡4✉❧'4 ❢♦& &♦❜✉4'♥❡44 ❛♥❞ '♦ ❡①'❡♥❞ '❤❡ 4❝♦♣❡ ♦❢

♦✉& ♠♦❞❡❧✱ '❤&❡❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥4 ♦❢ '❤❡ ❜❛4✐❝ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ❛&❡ ✐♥'&♦❞✉❝❡❞ ✐♥ '❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 4✉❜4❡❝'✐♦♥4✳

✷✳✹✳✶ ■♥✜♥✐(❡ (✐♠❡ ❤♦-✐③♦♥

❊①'❡♥❞✐♥❣ '❤❡ '✐♠❡ ❤♦&✐③♦♥ ♦❢ ♦✉& ❢&❛♠❡✇♦&❦ ❜❡②♦♥❞ '✇♦ ♣❡&✐♦❞4 ❛♣♣❡❛&4 '♦

❜❡ ❛ ♥❛'✉&❛❧ ❛♥❞ ✇♦&'❤✇❤✐❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ ♦✉& ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ✇❡ ❛44✉♠❡

❛♥ ✐♥✜♥✐'❡ '✐♠❡ ❤♦&✐③♦♥ ✐♥ '❤✐4 4✉❜4❡❝'✐♦♥✳ ❚♦ ❦❡❡♣ '❤❡ ❛♥❛❧②4✐4 4✐♠♣❧❡✱ ✇❡

♥♦✇ 4✉♣♣♦4❡ '❤❛' ✇♦&❦❡&4 ❛&❡ ✐♥'❡&❡4'❡❞ ✐♥ ✇❤❡'❤❡& '❤❡ ✜&♠ ❛✈♦✐❞4 '❛①❡4 ♦&

✷✵



♥♦"✱ ❜✉" ❞♦ ♥♦" ❝❛)❡ ❛❜♦✉" "❤❡ ❡①❛❝" ❛♠♦✉♥" ♦❢ "❛① "❤❛" "❤❡ ✜)♠ ❛✈♦✐❞2✳

✷✷

■♥ ♣❛)"✐❝✉❧❛)✱ ✇❡ ❛22✉♠❡

γt =

{

γ ✐❢ At−1, κo, κs > 0

γt−1 ♦"❤❡)✇✐2❡,
✭✷✳✷✵✮

✇✐"❤ γ1 = γ > γ ≥ 0✳ ❚❤✉2✱ ✇♦)❦❡)2✬ ✐♥✐"✐❛❧ ✐♥")✐♥2✐❝ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥ γ ✐2 )❡❞✉❝❡❞

"♦ γ ✐❢ "❤❡② ♦❜2❡)✈❡ ❛♥❞ ❞❡2♣✐2❡ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜② "❤❡ ✜)♠✳ ❖♥❝❡ ❛ ✇♦)❦❡)✬2

✐♥")✐♥2✐❝ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥ ❤❛2 ❜❡❡♥ )❡❞✉❝❡❞✱ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐2 ♥❡✈❡) )❡❛❝❤❡❞ ❛❣❛✐♥✳

❚❤❛" ✐2✱ ♣❛)" ♦❢ ✇♦)❦❡)2✬ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ❡✛♦)"✱ ✐2 ✐))❡✈❡)2✐❜❧② ❧♦2"

♦♥❝❡ "❤❡② )❡❛❧✐③❡ "❤❛" "❤❡ ✜)♠ ❛✈♦✐❞2 "❛①❡2✳

❆❝❝♦)❞✐♥❣❧②✱ ❡♠♣❧♦②❡❡2✬ ❡✛♦)" ❡E✉❛❧2 γ ✐❢ "❤❡② ❤❛✈❡ ♥❡✈❡) ♦❜2❡)✈❡❞ ♦) ❞♦

♥♦" ❝❛)❡ ❛❜♦✉" "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜② "❤❡ ✜)♠✱ ❛♥❞ γ ♦"❤❡)✇✐2❡✳ ❚❤✐2 ✐♠♣❧✐❡2 "❤❛"

"❤❡ ✜)♠✱ ♦♥❝❡ ✐" 2"❛)"2 "♦ ❛✈♦✐❞ "❛①❡2✱ ✇✐❧❧ ❝♦♥"✐♥✉❡ "♦ ❞♦ 2♦ ✐♥ ❛❧❧ 2✉❜2❡E✉❡♥"

♣❡)✐♦❞2✳ ❋✉)"❤❡)♠♦)❡✱ ❣✐✈❡♥ "❤❡ 2♣❡❝✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ γt ✭✷✳✷✵✮✱ "❤❡ ✐♥❞✐)❡❝" ❝♦2"
♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞♦❡2 ♥♦" ❛✛❡❝" ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛" "❤❡ ✐♥"❡♥2✐✈❡ ♠❛)❣✐♥✳ ❈♦♥2❡✲

E✉❡♥"❧②✱ "❤❡ 2❡❧❡❝"❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❝❛2❡ ♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐2

At = A = τ/α, ✭✷✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ✐2 "❤❡ 2❛♠❡ ❛2 ❢♦) ♠②♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦) ✭✷✳✶✹✮✳ ■♥"✉✐"✐✈❡❧②✱ "❤❡ ✐♥❞✐)❡❝" ❝♦2"

♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐2 2✉♥❦ ♦♥❝❡ "❤❡ ✜)♠ ❡♥❣❛❣❡2 ✐♥ 2")❛"❡❣✐❝ "❛① ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞

✐2✱ "❤❡)❡❢♦)❡✱ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢)♦♠ 2✉❜2❡E✉❡♥" ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❞❡❝✐2✐♦♥2✳

❆2 ❧♦♥❣ ❛2 "❤❡ ✜)♠ ❞♦❡2 ♥♦" ❛✈♦✐❞ "❛①❡2 ✭✐♠♣❧②✐♥❣ A = 0✱ e = γ✱ ❛♥❞
Π = (φγ − w)L✮✱ ✐" )❡❛❧✐③❡2 ❛ ♥❡" ♣)♦✜" ♦❢

πH = (1− τ)(φγ − w)L ✭✷✳✷✷✮

✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡)✐♦❞✳ ■❢ "❤❡ ✜)♠ 2"❛)"2 "♦ ❛✈♦✐❞ "❛①❡2✱ ✐"2 ♥❡" ♣)♦✜" ✐2

πD = (1− τ)(φγ − w)L+ τ 2/2α ✭✷✳✷✸✮

♦♥❝❡ ✭✐♥ "❤❡ ✏❞❡✈✐❛"✐♦♥✑ ♣❡)✐♦❞✱ ✇❤❡)❡ A = τ/α✱ e = γ✱ ❛♥❞ Π = (φγ −w)L✮
❛♥❞

πA = (1− τ)(φγ − w)L+ τ 2/2α ✭✷✳✷✹✮

✐♥ ❛❧❧ 2✉❜2❡E✉❡♥" ♣❡)✐♦❞2 ✭✇❤❡)❡ A = τ/α✱ e = γ✱ ❛♥❞ Π = (φγ − w)L✮✳
❆❝❝♦)❞✐♥❣❧②✱ "❤❡ ✜)♠ ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞ "❛①❡2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

πD + πA δ

1− δ
> πH 1

1− δ
, ✭✷✳✷✺✮

✷✷

❲❡ ♠❛② ❛%❣✉❡ (❤❛( (❤❡ ✜%♠ ✐, ,(✐❣♠❛(✐③❡❞ ❛, ✏(❛① ❛✈♦✐❞❡%✑ ❢♦% ❛❧❧ ❧❡✈❡❧, ♦❢ A > 0✳

✷✶



✐✳❡✳✱ ✐❢ %❤❡ ♥❡% ♣)❡*❡♥% ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ✭♣)❡*❡♥% ❛♥❞ ❢✉%✉)❡✮ ♣)♦✜%* ✐* ❤✐❣❤❡) ✐♥

❝❛*❡ ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

✷✸

●✐✈❡♥ ✭✷✳✷✷✮✱ ✭✷✳✷✸✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✷✹✮✱ %❤✐* ✐♥❡:✉❛❧✐%② ❝❛♥ ❜❡

❡①♣)❡**❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿

τ 2

2α

1

1− δ
> (1− τ)(γ − γ)φL

δ

1− δ
.✷✹ ✭✷✳✷✻✮

❙✐♠✐❧❛) %♦ %❤❡ %✇♦✲♣❡)✐♦❞ ❢)❛♠❡✇♦)❦✱ %❤❡ ✜)♠ ♦♣%✐♠❛❧❧② %)❛❞❡* ♦✛ %✇♦ ♦♣✲

♣♦*✐♥❣ ❡✛❡❝%* ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡%❤❡) %♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❋♦) ❛ ❣✐✈❡♥

❣)♦** ♣)♦✜%✱ %❤❡ ✜)♠✬* ♥❡% ♣)♦✜% ✐* ♦❜✈✐♦✉*❧② ❤✐❣❤❡) ✐❢ ✐% ❛✈♦✐❞* %❛①❡*✳ ❋♦)

❛♥ ✐♥✜♥✐%❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♣❡)✐♦❞*✱ %❤❡ ♥❡% ♣)❡*❡♥% ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡*❡ %❛① *❛✈✐♥❣* ✐*

❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ❧❡❢%✲❤❛♥❞ *✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡:✉❛❧✐%② ✭✷✳✷✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ②❡% ❛❣❛✐♥✱ %❤❡)❡ ✐*

%❤❡ ✐♥❞✐)❡❝% ❝♦*% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ■♥ ✭✷✳✷✻✮✱ %❤✐* ❝♦*% ✐* ❝❛♣%✉)❡❞ ❜② %❤❡ %❤❡

)✐❣❤%✲❤❛♥❞ *✐❞❡ ♦❢ %❤❡ ❡:✉❛%✐♦♥✳ ❆❝❝♦)❞✐♥❣❧②✱ %❤❡ ✜)♠ ♦♥❧② ❛✈♦✐❞* %❛①❡* ✐❢

%❤❡ ❛**♦❝✐❛%❡❞ *❛✈✐♥❣* ❡①❝❡❡❞ %❤❡ ✐♥❞✐)❡❝% ❝♦*% ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ✐♥❡:✉❛❧✐%②

✭✷✳✷✻✮ ❤♦❧❞*✳

❍❡♥❝❡✱ ❛ ✜)♠ ✐* ♠♦)❡ ❧✐❦❡❧② %♦ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐❢ ✐% ✉♥❞❡)❡*%✐♠❛%❡*

%❤❡ ❛**♦❝✐❛%❡❞ ✐♥❞✐)❡❝% ❝♦*% ✭♠②♦♣✐❝ ✈✐❡✇✮✱ ❛♥❞ ♠✐❣❤% ❡✈❡♥ ❞♦ *♦ ✐♥ ❛ *✐%✉❛%✐♦♥

✇❤❡)❡ ✐% ✐* ♥♦% ♦♣%✐♠❛❧✳

❆* ✐♥ %❤❡ ❜❛*✐❝ ❢)❛♠❡✇♦)❦✱ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐* ♣❛)%✐❝✉❧❛)❧② ✇♦)%❤✇❤✐❧❡ ✐❢ %❤❡

❞✐)❡❝% ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❝♦*% ✭α✮ ✐* ❧♦✇ ❛♥❞ ✐❢ %❤❡ %❛① )❛%❡ ✭τ✮ ✐* ❤✐❣❤✳ ■% ❝❛♥ ❜❡

*❡❡♥ ❢)♦♠ ✐♥❡:✉❛❧✐%② ✭✷✳✷✻✮ %❤❛% ❛ ❤✐❣❤ %❛① )❛%❡✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❡♥❝♦✉)❛❣❡* %❛①

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ %✇♦ ❞✐✛❡)❡♥% ✇❛②*✳ ❋✐)*%✱ %❛① *❛✈✐♥❣* ❛)❡ ✐♥❝)❡❛*✐♥❣ :✉❛❞)❛%✐✲

❝❛❧❧② ✐♥ τ ✳ ❙❡❝♦♥❞✱ %❤❡ ✭❢✉%✉)❡✮ %❛① )❛%❡ ❝✉)❜* ❢✉%✉)❡ ♣)♦✜%*✱ ♠❛❦✐♥❣ %❤❡♠

❧❡** ✇♦)%❤✇❤✐❧❡ %♦ ❛%%❛✐♥✳ ❚❤❛% ✐*✱ %❤❡ ✐♥❞✐)❡❝% ❝♦*% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐* ❞❡✲

❝)❡❛*✐♥❣ ✐♥ τ ✳ ❚❤❡ ❧❛%%❡) ❛)❣✉♠❡♥% ❛❧*♦ ❛♣♣❧✐❡* %♦ %❤❡ ❞✐*❝♦✉♥% ❢❛❝%♦) δ✳
❚❤✉*✱ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐* ♠♦)❡ ❛%%)❛❝%✐✈❡ ✐❢ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ ✐* ❧♦✇✳

▼♦)❡♦✈❡)✱ %❤❡ ✐♥❞✐)❡❝% ❝♦*% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐* *♠❛❧❧ ✐❢ %❤❡ ❡✛♦)%✲)❡❧❛%❡❞

♣)♦❞✉❝%✐✈✐%② *❤♦❝❦ ✐* *♠❛❧❧ ♦) ♦❢ ♠✐♥♦) ✐♠♣♦)%❛♥❝❡✳ ❚❤✐* ✐* %❤❡ ❝❛*❡ ✐❢ %❤❡ ♣♦✲

%❡♥%✐❛❧ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ❡✛♦)% ✭γ−γ✮✱ %❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡* ✭L✮✱ ♦) %❤❡ ♠❛)❣✐♥❛❧

♣)♦❞✉❝%✐✈✐%② ♦❢ ❡✛♦)% ✭φ✮ ❛)❡ *♠❛❧❧✳ ●✐✈❡♥ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ γt ✭✷✳✷✵✮✱ γt = γ
✐❢ ❡♠♣❧♦②❡❡* ❞♦ ♥♦% ♦❜*❡)✈❡ ✭κo = 0✮ ♦) ❞❡*♣✐*❡ ✭κs = 0✮ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ■♥ *✉❝❤ ❛

❝❛*❡✱ %❤❡ ✐♥❞✐)❡❝% ❝♦*% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳✱ %❤❡ )✐❣❤%✲❤❛♥❞ *✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✻✮✮ ✐*

③❡)♦ ❛♥❞ ✐♥❡:✉❛❧✐%② ✭✷✳✷✻✮ ❛❧✇❛②* ❤♦❧❞*✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ✜)♠ ❛✈♦✐❞* %❛①❡*✳

❆♣♣❛)❡♥%❧②✱ %❤❡ :✉❛❧✐%❛%✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡*❡ ♣❛)❛♠❡%❡)* ✐*✱ %♦ ❛ ❧❛)❣❡

❡①%❡♥%✱ %❤❡ *❛♠❡ ❛* ✐♥ ♦✉) ❜❛*✐❝ *❡%%✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣%✐♦♥ ✐* %❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢

✷✸

❲❡ ❛##✉♠❡ &❤❛& &❤❡ ✜)♠ ❞♦❡# ♥♦& ❛✈♦✐❞ &❛①❡# ✐♥ ❝❛#❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡)❡♥❝❡✳

✷✹

❋✉)&❤❡) #✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥ ❧❡❛❞# &♦ τ2/2α > δ(1− τ)(γ − γ)φL✳
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❡♠♣❧♦②❡❡&✱ L✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ♣♦&✐,✐✈❡❧② .❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ✐♥❞✐.❡❝, ❝♦&, ♦❢ ,❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

✐♥ ,❤❡ ♣.❡&❡♥, &♣❡❝✐✜❝❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ✐♥✜♥✐,❡ ,✐♠❡ ❤♦.✐③♦♥✳

●✐✈❡♥ ✐♥❡8✉❛❧✐,② ✭✷✳✷✻✮✱ ,❤❡ ❛❧,❡.♥❛,❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣.♦❛❝❤ ✐♥,.♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ,❤✐&

&✉❜&❡❝,✐♦♥ ❛❧❧♦✇& ✉& ,♦ ❢♦.♠✉❧❛,❡ ,✇♦ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ❤②♣♦,❤❡&❡&✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✹✿ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡. ,❤❡ ❞✐"❡❝% ❝♦'% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ,❤❡ ❧♦✇❡. ,❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜② ❛ ✜.♠ ✭❝❢✳ ❍✷✮✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✺✿ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡. ,❤❡ ✐♥❞✐"❡❝% ❝♦'% ♦❢ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ,❤❡ ❧♦✇❡. ,❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜② ❛ ✜.♠ ✭✐❢ ,❤❡ ❧❛,,❡. ,❛❦❡& ,❤✐& ❝♦&, ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥,❀ ❝❢✳

❍✸✮✳ ❘❡❣❛.❞✐♥❣ ,❤✐& ✭❛♥❞ ❡①,❡♥❞✐♥❣ ❍✶✮✱ ,❤❡ ✐♥❞✐.❡❝, ❝♦&, ♦❢ ,❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

✐& ❤✐❣❤ ✐❢ ,❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡& ✭L✮ ✐& ❤✐❣❤✳

✷✳✹✳✷ ❚✐♠❡✲✈❛*✐❛♥, ✇❛❣❡/

●✐✈❡♥ ,❤❡ ♠♦❞❡❧✬& ❢❡❛,✉.❡ ,❤❛, ,❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜② ❛ ✜.♠ ❧✐♠✐,& ,❤❡ ♠♦,✐✈❛,✐♦♥

♦❢ ✐,& ❡♠♣❧♦②❡❡&✱ ✐, ✐& &,.❛✐❣❤,❢♦.✇❛.❞ ,♦ ❛&❦ ✇❤❡,❤❡. ,❤❡ ✇❛❣❡ ❝❧❛✐♠& ♦❢

❡♠♣❧♦②❡❡& ❛.❡ ❛✛❡❝,❡❞ ❜② ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛& ✇❡❧❧✳ ■♥ ♦.❞❡. ,♦ ❛♥&✇❡. ,❤✐& 8✉❡&,✐♦♥✱

✇❡ ❞.♦♣ ,❤❡ ❛&&✉♠♣,✐♦♥ ,❤❛, ✇❛❣❡& ❛.❡ ❝♦♥&,❛♥, ♦✈❡. ,✐♠❡ ❛♥❞ &✉♣♣♦&❡ ,❤❛,

❡♠♣❧♦②❡❡&✬ ❝♦♥,.❛❝,& ❡♥❞ ❛❢,❡. ❡❛❝❤ ♣❡.✐♦❞✳

✷✺

❚❤✉&✱ ❛ ✜.♠ ❤❛& ,♦ ✭.❡✮❤✐.❡

✇♦.❦❡.&✱ ❜② ♦✛❡.✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲♣❡.✐♦❞ ❝♦♥,.❛❝,✱ ❛, ,❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡.✐♦❞ t✳
❋♦. ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥,✐♥✉❡ ,♦ ❛&&✉♠❡ ,❤❛, ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡&

✐& ❝♦♥&,❛♥, ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② L✳ ❋✉.,❤❡.♠♦.❡✱ ✇❡ ❛&&✉♠❡ ,❤❛, ,❤❡ ✇❛❣❡ wt ,❛❦❡&

,❤❡ ❢♦.♠ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣❛②♠❡♥,✳

✷✻

❲♦.❦❡.& ♦♥❧② ❛❝❝❡♣, ,❤❡ ❥♦❜ ♦✛❡. ❜② ,❤❡ ✜.♠

✐❢ ,❤❡✐. ♣❛.,✐❝✐♣❛,✐♦♥ ❝♦♥&,.❛✐♥, ✐& &❛,✐&✜❡❞✿

Ut = wt + γtet −
1

2
e2t ≥ U, ✭✷✳✷✼✮

✇❤❡.❡ U ❞❡♥♦,❡& ✇♦.❦❡.&✬ ❝♦♥&,❛♥, ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉& .❡&❡.✈❛,✐♦♥ ✉,✐❧✐,②✳

●✐✈❡♥ ✇♦.❦❡.&✬ ✉,✐❧✐,②✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡✛♦., ✐& et = γt✱ ,❤❡ ♣❛.,✐❝✐♣❛,✐♦♥ ❝♦♥✲

&,.❛✐♥, ✐& &❛,✐&✜❡❞ ✐❢ ,❤❡ ♦✛❡.❡❞ ✇❛❣❡ ✐& ❛, ❧❡❛&,

wt ≥ U −
γ2t
2
. ✭✷✳✷✽✮

✷✺

▼♦"❡♦✈❡"✱ ✇❡ "❡'✉"♥ '♦ ♦✉" ❜❛,✐❝ '✇♦✲♣❡"✐♦❞ ❢"❛♠❡✇♦"❦✳

✷✻

❘❡❝❛❧❧ '❤❛' ❡✛♦"' ✐, ✉♥♦❜,❡"✈❛❜❧❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐' ✐♠♣♦,,✐❜❧❡ ❢♦" '❤❡ ✜"♠ '♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥'

♠♦♥❡'❛"② ✐♥❝❡♥'✐✈❡, ❝♦♥❞✐'✐♦♥❛❧ ♦♥ ❡✛♦"' ♣"♦✈✐,✐♦♥✳
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❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✷✳✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ γ1 = γ ❛♥❞

w1 ≥ U −
γ2

2
✭✷✳✷✾✮

✐♥ 3❤❡ ✜563 ♣❡5✐♦❞ ❛♥❞ γ2 = γ
(

1− κoκsA1

Π1

)

✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

w2(A1) ≥ U −
γ2

2

(

1−
κoκsA1

Π1

)2

✭✷✳✸✵✮

✐♥ 3❤❡ 6❡❝♦♥❞ ♣❡5✐♦❞✳ ❲❡ ❛66✉♠❡ ❛ ♣❡5❢❡❝3❧② ❝♦♠♣❡3✐3✐✈❡ ❧❛❜♦5 ♠❛5❦❡3✱ ✇❤✐❝❤

♠❡❛♥6 3❤❛3 3❤❡ ✜5♠ ❝❛♥ 6❡3 ✇❛❣❡6 6✉❝❤ 3❤❛3 ✭✷✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✵✮ ❤♦❧❞ ✇✐3❤ ❡B✲

✉✐3②✳ ❊B✉❛3✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ 6❤♦✇6 3❤❛3 3❤❡ 6❡❝♦♥❞✲♣❡5✐♦❞ ✇❛❣❡ ✐6 ✐♥❝5❡❛6✐♥❣ ✐♥ A1✱

3❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 3❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ 3❤❡ ✜563 ♣❡5✐♦❞✱ ✐❢ ✇♦5❦❡56 ♦❜6❡5✈❡ ❛♥❞ ❞❡6♣✐6❡

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✭κo, κs > 0✮✳ ❚❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❝✉5❜6 ✇♦5❦❡56✬ ✐♥35✐♥6✐❝ ♠♦3✐✈❛3✐♦♥

❛♥❞ 3❤❡ ✉3✐❧✐3② 3❤❡② ❞❡5✐✈❡ ❢5♦♠ ✇♦5❦✐♥❣ ❢♦5 3❤❡ 5❡6♣❡❝3✐✈❡ ✜5♠✳ ❈♦♥6❡✲

B✉❡♥3❧②✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✜5♠6 ♠✉63 ♣❛② ❤✐❣❤❡5 ✇❛❣❡6 ✐♥ ♦5❞❡5 3♦ 6❛3✐6❢② ✇♦5❦❡56✬

♣❛53✐❝✐♣❛3✐♦♥ ❝♦♥635❛✐♥36✳ ❋✉53❤❡5♠♦5❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛5✐6♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✵✮

6❤♦✇6 3❤❛3 3❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡❛❞6 3♦ ❤✐❣❤❡5 ✇❛❣❡ 5❡B✉❡636 ✐♥ ❢✉3✉5❡ ♣❡5✐♦❞6✳

❖♥❡ ♠❛② ❛5❣✉❡ 3❤❛3 ❛ ✜5♠✬6 ❡♠♣❧♦②❡❡6 ✭✏✐♥6✐❞❡56✑✱ ✐♥❞❡①❡❞ I✮ ❛5❡ ❜❡33❡5
✐♥❢♦5♠❡❞ ❛❜♦✉3 3❤❡✐5 ❡♠♣❧♦②❡5✬6 3❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝3✐✈✐3✐❡6✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡5

✈❛❧✉❡ ♦❢ κo✱ ❝♦♠♣❛5❡❞ 3♦ ✏♦✉36✐❞❡56✑ ✭✐♥❞❡①❡❞ O✮✿ κo,I > κo,O✳ ●✐✈❡♥

∂w2(A1)/∂κo > 0✱ 3❤✐6 ♠❡❛♥6 3❤❛3 ❧♦♥❣✲3❡5♠ ❡♠♣❧♦②❡❡6 ❝❧❛✐♠ ❤✐❣❤❡5 ✇❛❣❡6

3❤❛♥ ♦✉36✐❞❡56 ✐♥ ❝❛6❡ ♦❢ 3❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ w2,I(A1) > w2,O(A1) ❢♦5 A1 > 0✳
❆6 ❛ ❝♦♥6❡B✉❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✜5♠ ♣5❡❢❡56 ❤✐5✐♥❣ ♥❡✇ ✇♦5❦❡56 ♦✈❡5 ❦❡❡♣✐♥❣

3❤❡ ❝✉55❡♥3 ❡♠♣❧♦②❡❡6 ✐❢ 3❤❡ 3✉5♥♦✈❡5✲5❡❧❛3❡❞ ❝♦63 ♣❡5 ❡♠♣❧♦②❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡

❞❡♥♦3❡ ψ✱ ✐6 ❧♦✇❡5 3❤❛♥ 3❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐✛❡5❡♥3✐❛❧ ❜❡3✇❡❡♥ ✐♥6✐❞❡56 ❛♥❞ ♦✉36✐❞❡56✿
ψ < w2,I(A1)−w2,O(A1)✳ ❚❤✉6✱ 3❤❡5❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ♥❡❣❛3✐✈❡ 5❡❧❛3✐♦♥6❤✐♣ ❜❡3✇❡❡♥
3❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ 3✉5♥♦✈❡5 5❛3❡ ❛♥❞ 3❤❡ ❡✛❡❝3✐✈❡ 3❛① 5❛3❡ ♦❢ ❛ ✜5♠✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✻✿ ❚❤❡ ❧♦✇❡5 3❤❡ ❡✛❡❝3✐✈❡ 3❛① 5❛3❡ ♦❢ ❛ ✜5♠✱ 3❤❡ ❤✐❣❤❡5 ❛5❡

✭❢✉3✉5❡✮ ✇❛❣❡6 ♦❢ 3❤✐6 ✜5♠✬6 ❡♠♣❧♦②❡❡6✳ ❚❤✐6 ❡✛❡❝3 ✐6 635♦♥❣❡5 ✐❢ ✇♦5❦❡56

❝❛♥ ❡❛6✐❧② ♦❜6❡5✈❡ ✭κo ❤✐❣❤✮ ❛♥❞ ❞❡6♣✐6❡ 3❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✭κs ❤✐❣❤✮✳ ▼♦5❡♦✈❡5✱
3❤❡ ❡✛❡❝3 ✐6 635♦♥❣❡5 ❢♦5 ❧♦♥❣✲3❡5♠ ❡♠♣❧♦②❡❡6 ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡33❡5 ✐♥❢♦5♠❛3✐♦♥

❛❜♦✉3 3❤❡ ✜5♠✬6 3❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝3✐✈✐3✐❡6✱ ❝♦♠♣❛5❡❞ 3♦ ♦✉36✐❞❡56✳

❍②♣♦$❤❡'✐' ✼✿ ❚❤❡ ❧♦✇❡5 3❤❡ ❡✛❡❝3✐✈❡ 3❛① 5❛3❡ ♦❢ ❛ ✜5♠✱ 3❤❡ ❤✐❣❤❡5 ✐36

❡♠♣❧♦②❡❡ 3✉5♥♦✈❡5 5❛3❡✳

✷✼

✷✼

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐&❤ ❍②♣♦&❤❡,❡, ✻ ❛♥❞ ✼✱ ❇✉4❜❛♥♦ ✭✷✵✶✻✮ ,❤♦✇, &❤❛& ❈❙❘ ✐♥✈❡,&♠❡♥& ❝❛♥

✷✹



❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦( )✐♠❡✲✈❛(✐❛♥) ✇❛❣❡/ ❞♦❡/ ♥♦) ❛❧)❡( )❤❡ ♠②♦♣✐❝ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❧❡✈❡❧ ✭✷✳✶✹✮✳

✷✽

❇② ❝♦♥)(❛/)✱ )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐/ ❡✈❡♥ ❧♦✇❡( ✐♥

)❤✐/ ❝❛/❡✳ ■♥ ♣❛()✐❝✉❧❛(✱ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❤❛(♠/ )❤❡ ✜(♠✬/ ❢✉)✉(❡ ♣(♦✜) ✐♥ )✇♦

❞✐✛❡(❡♥) ✇❛②/✿ ✐) ❧❡❛❞/ )♦ ❧♦✇❡( ❡✛♦() ✭❛/ ✐♥ )❤❡ ❜❛/✐❝ ❢(❛♠❡✇♦(❦✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡(

✇❛❣❡/ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡/✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ )❤❡ ✜(♠✬/ ♣(♦✜) ❢✉♥❝)✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ✇✐)❤ (❡/♣❡❝)

)♦ A1 ♥♦✇ ②✐❡❧❞/

τ = αA1 +∆

(

1 +
γ2
φ

)

⇔ Ao,w
1 =

τ −∆
(

1 + γ2
φ

)

α
. ✭✷✳✸✶✮

✭✷✳✸✶✮ ✐/ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡(/✐♦♥ ♦❢ ❡I✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ❛/ ✐) ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥)❛✐♥/

)❤❡ ✇❛❣❡✲✐♥❝(❡❛/✐♥❣ ❡✛❡❝) ♦❢ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❚❤✐/ ❡✛❡❝) ✐/ (❡✢❡❝)❡❞ ❜② )❤❡

♥♦♥✲♥❡❣❛)✐✈❡ /❡❝♦♥❞ )❡(♠ ✐♥ )❤❡ (♦✉♥❞ ❜(❛❝❦❡)✱

γ2
φ

≥ 0✳✷✾ ❆❝❝♦(❞✐♥❣❧②✱ )❤❡
✇❛❣❡✲✐♥❝(❡❛/✐♥❣ ❡✛❡❝) ✐/ ♣(❡/❡♥) ❛/ ❧♦♥❣ ❛/ ✇♦(❦❡(/ /)✐❧❧ ❤❛✈❡ /♦♠❡ ✐♥)(✐♥/✐❝

♠♦)✐✈❛)✐♦♥ )♦ ✇♦(❦ ❢♦( )❤❡ ✜(♠ ✭γ2 > 0✮✳
❆ ❝♦♠♣❛(✐/♦♥ ♦❢ ❡I✉❛)✐♦♥/ ✭✷✳✶✹✮✱ ✭✷✳✶✼✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✸✶✮ /❤♦✇/ )❤❛) )❤❡ ❞✐❢✲

❢❡(❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ♠②♦♣✐❝ ❛♥❞ ♦♣)✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡/ ❡✈❡♥

❧❛(❣❡( ✐❢ ✇❛❣❡/ ❛(❡ ♥♦) ✜①❡❞✳ ❲❤✐❧❡ )❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜) ♦❢ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐/ /)✐❧❧

❣✐✈❡♥ ❜② τ ✱ )❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ❝♦/) ✐♥❝(❡❛/❡/✱ ❞✉❡ )♦ )❤❡ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ✇❛❣❡ ❡✛❡❝)✳
❈♦♥/❡I✉❡♥)❧②✱ )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐/ ❧♦✇❡( ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦( )✐♠❡✲

✈❛(✐❛♥) ✇❛❣❡/✿ Ao,w
1 ≤ Ao

1✳
✸✵

❚❤✐/ ✜♥❞✐♥❣ ✐/ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐)❤ ♦✉( ♣(❡✈✐♦✉/ (❡/✉❧)/✱

❛/ ✇❡ ♠❛② ✐♥)❡(♣(❡) )❤❡ ✇❛❣❡ ❡✛❡❝) ❛/ ❛♥ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ♣❛() ♦❢ )❤❡ ✐♥❞✐(❡❝) ❝♦/)

♦❢ )❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

✷✳✹✳✸ ❆❧&❡(♥❛&❡ +♣❡❝✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ γ

❆/ ❛ ❢✉()❤❡( (♦❜✉/)♥❡// ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ✇❛♥) )♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ (❡/✉❧)/ ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ✇❡

♠♦❞✐❢② )❤❡ /♣❡❝✐✜❝❛)✐♦♥ ♦❢ γt ✐♥ ♦✉( )✇♦✲♣❡(✐♦❞ ❢(❛♠❡✇♦(❦✳ ■♥/)❡❛❞ ♦❢ ✭✷✳✼✮✱
✇❡ ♥♦✇ /✉♣♣♦/❡

γt = γ

(

τ et−1

τ

)κoκs

= γ

(

1−
At−1

Πt−1

)κoκs

. ✭✷✳✸✷✮

 ❡❞✉❝❡ %❤❡ ✇❛❣❡ ❞❡♠❛♥❞, ♦❢ ✭♣ ♦,♣❡❝%✐✈❡✮ ✇♦ ❦❡ , ❛♥❞ ❍❛♥,❡♥ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❞❡♠♦♥,% ❛%❡

%❤❛% ❡♠♣❧♦②❡❡, ✇❤♦ ♣❡ ❝❡✐✈❡ %❤❡✐ ❡♠♣❧♦②❡ %♦ ❜❡ ,♦❝✐❛❧❧②  ❡,♣♦♥,✐❜❧❡ ❛ ❡ ❧❡,, ❧✐❦❡❧② %♦

❧❡❛✈❡✳

✷✽

❖❜✈✐♦✉,❧②✱ %❤✐, ♦♥❧② ❤♦❧❞, % ✉❡ ✐❢ %❤❡ ✜ ♠ ✐, ✉♥❛✇❛ ❡ ♦❢ %❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡%✇❡❡♥ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❛♥❞ ✇♦ ❦❡ ,✬ ✇❛❣❡ ❝❧❛✐♠,✳

✷✾

❘❡❝❛❧❧ %❤❛% γ2 ≥ 0 ♣❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥✳

✸✵

❚❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ %❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ %❤✐, ❝❛,❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐%❧② ❞❡%❡ ♠✐♥❡❞ ❛,

Ao,w
1 = τ−∆(1+γ/φ)

α−∆γκoκs/φΠ1

✳

✷✺



■♥ "❤❡ ❜❛'✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛''✉♠❡ ❛ ♥❡❣❛"✐✈❡ ❧✐♥❡❛3 3❡❧❛"✐♦♥'❤✐♣ ❜❡"✇❡❡♥ "❛①

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡'✬ ✭❢✉"✉3❡✮ ✐♥"3✐♥'✐❝ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥ ✭❝❢✳ ✭✷✳✼✮✮✳ ❚❤✐'

✐♠♣❧✐❡' "❤❛" "❤❡ ♠❛3❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝" ♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ✇♦3❦❡3'✬ ♠♦"✐✈❛"✐♦♥✱

∂γt/∂At−1✱ ✐' ♥❡❣❛"✐✈❡✱ ❝♦♥'"❛♥"✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥" ♦❢ At−1✳ ❇② ❝♦♥"3❛'"✱ "❤❡

♠❛3❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝" ✐' ♥❡❣❛"✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝3❡❛'✐♥❣ ✐♥ At−1 ❢♦3 "❤❡ ❛❧"❡3♥❛"❡ '♣❡❝✐✜✲

❝❛"✐♦♥ ♦❢ γt ❛''✉♠❡❞ ❤❡3❡✳ ❚❤❛" ✐'✱ γt ❞❡❝3❡❛'❡' ♠♦3❡ "❤❛♥ ♣3♦♣♦3"✐♦♥❛❧❧②

✐♥ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ At−1✳
✸✶

●✐✈❡♥ ✭✷✳✸✷✮✱ ♠❛①✐♠✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣3♦✜" ❢✉♥❝"✐♦♥

✭✷✳✶✸✮ ②✐❡❧❞'

τ = αA1 +∆

(

1−
A1

Π1

)κoκs−1

= αA1 +∆

(

τ e1
τ

)κoκs−1

, ✭✷✳✸✸✮

✇❤✐❝❤ ✐' ②❡" ❛♥♦"❤❡3 ♠♦❞✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧✐"② ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ❚❤❡

❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ "❡3♠ ✐♥ ❡H✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮✱

(

τe
1

τ

)κoκs−1

✱ ✐' ❣3❡❛"❡3 "❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥ ❝❛'❡ ♦❢

"❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦3 τ e1 < τ ✳✸✷ ❆❝❝♦3❞✐♥❣❧②✱ "❤❡ ✐♥❞✐3❡❝" ❝♦'" ♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞✲

❛♥❝❡ ✐' ❧❛3❣❡3 "❤❛♥ ✐♥ "❤❡ ❜❛'✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡3 ♦♣"✐♠❛❧ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❧❡✈❡❧✳ ❇❡'✐❞❡' "❤✐' H✉❛♥"✐"❛"✐✈❡ ❡✛❡❝"✱ ❤♦✇❡✈❡3✱ "❤❡ H✉❛❧✐"❛"✐✈❡ 3❡'✉❧"' ❛3❡ "❤❡

'❛♠❡ ❢♦3 ❜♦"❤ '♣❡❝✐✜❝❛"✐♦♥' ♦❢ γt✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)
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❢♦3"✱ ❛♥❞ ✜3♠ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡ "❤❛" ❤❛' ♥♦" ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ '♦ ❢❛3✳ ■♥ ♦3❞❡3 "♦ ❞♦
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❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡✐3 ❡♠♣❧♦②❡3✳ ❇❛'❡❞ ♦♥ "❤✐' ❛''✉♠♣"✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡3✐✈❡ '❡✈❡3❛❧ ❤②✲

♣♦"❤❡'❡' ♦♥ "❤❡ 3❡❧❛"✐♦♥'❤✐♣ ❜❡"✇❡❡♥ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ✭❧♦♥❣✲"❡3♠✮ ✜3♠ ♣❡3✲
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♦✉"♣✉"✱ ❤✐❣❤❡3 ✇❛❣❡' ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡ "✉3♥♦✈❡3✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡3 ♣3♦✜"' ✐♥ "❤❡ ❢✉"✉3❡✳

❲❡ 3❡❢❡3 "♦ "❤✐' ❡✛❡❝" ❛' ✐♥❞✐#❡❝& ❝♦(& ♦❢ &❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❛' ♦♣♣♦'❡❞ "♦ "❤❡

❞✐#❡❝& ❝♦(& "❤❛" ✐' ❝❛✉'❡❞ ❜② "❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝"✐✈✐"✐❡' '"3❛✐❣❤"❛✇❛②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡3

"❤❡ ❞✐3❡❝" ❛♥❞ ✐♥❞✐3❡❝" ❝♦'" ♦❢ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ "❤❡ ❧♦✇❡3 "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❧❡✈❡❧✳ ❆❝❝♦3❞✐♥❣❧②✱ ❛ ✜3♠ ❛✈♦✐❞' "♦♦ ♠✉❝❤ "❛①❡' ✐❢ ✐" ✉♥❞❡3❡'"✐♠❛"❡' "❤❡'❡

✸✶

■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱ ∂γt/∂At−1 = −γ κoκs

Πt−1

❢♦$ %❤❡ /♣❡❝✐✜❝❛%✐♦♥ ✭✷✳✼✮ ✐♥ %❤❡ ❜❛/✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

∂γt/∂At−1 = −γ κoκs

Πt−1

(

1− At−1

Πt−1

)κoκs−1
❢♦$ %❤❡ /♣❡❝✐✜❝❛%✐♦♥ ✭✷✳✸✷✮ ❛//✉♠❡❞ ❤❡$❡✳

✸✷

❚♦ ❜❡ ♣$❡❝✐/❡✱ %❤❡ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ %❡$♠ ❡;✉❛❧/ ♦♥❡ ✐♥ ❛ /❝❡♥❛$✐♦ ✇❤❡$❡ κo = κs = 1✱ ❛/ ✭✷✳✼✮

❛♥❞ ✭✷✳✸✷✮ ❛$❡ ✐❞❡♥%✐❝❛❧ ✐♥ %❤✐/ ❝❛/❡✳

✷✻
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❯♥❞❡&+$❛♥❞✐♥❣ $❤❡ $❛①✲+❡$$✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥$&✐❡+

✶

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❋✉♥❝$✐♦♥✐♥❣ ✐♥($✐$✉$✐♦♥( ❛( ✇❡❧❧ ❛( ❛♥ ❡✣❝✐❡♥$ ♦.❣❛♥✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❣♦✈❡.♥♠❡♥$

(❡❡♠ $♦ ❜❡ ✐♠♣♦.$❛♥$ ♣.❡❝♦♥❞✐$✐♦♥( ❢♦. ❣.♦✇$❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$✳ 8❛.$✐❝✉✲

❧❛.❧② $❤❡ ❛❝$✐✈✐$✐❡( ♦❢ $❤❡ ♣✉❜❧✐❝ (❡❝$♦. .❡;✉✐.❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥$ (②($❡♠ ♦❢ ❝♦❧✲

❧❡❝$✐♥❣ $❛①❡(✳ ❚❤✐(✱ ❤♦✇❡✈❡.✱ ❛♣♣❡❛.( $♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛❥♦. ♣.♦❜❧❡♠( ♦❢

♣♦♦.❡. ❝♦✉♥$.✐❡(✳ ❯(✐♥❣ ❞❛$❛ ❢.♦♠ ❙$❡✐♥♠B❧❧❡. ❡$✳ ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ $❤❡ ✷✺✪ ♣♦♦.✲

❡($ ❝♦✉♥$.✐❡( ♠❡❛(✉.❡❞ ✐♥ $❡.♠( ♦❢ ●❉8 ♣❡. ❝❛♣✐$❛ .❛✐(❡ ♦♥ ❛✈❡.❛❣❡ ❛❜♦✉$

✷✳✸✽✪ ♦❢ ●❉8 ✐♥ ❝♦.♣♦.❛$❡ ✐♥❝♦♠❡ $❛① .❡✈❡♥✉❡✱ ✇❤❡.❡❛( ❝♦.♣♦.❛$❡ ✐♥❝♦♠❡

$❛① .❡✈❡♥✉❡ ❛♠♦✉♥$( $♦ ❛❜♦✉$ ✸✳✻✽✪ ♦❢ ●❉8✱ ♦♥ ❛✈❡.❛❣❡✱ ✐♥ $❤❡ ✷✺✪ .✐❝❤❡($

❝♦✉♥$.✐❡(❀ $❤❡ ✶✵✪ .✐❝❤❡($ ❝♦✉♥$.✐❡( ❡✈❡♥ .❛✐(❡ ♠♦.❡ $❤❛♥ ✹✪ .❡✈❡♥✉❡ ❢.♦♠

$❛①✐♥❣ ❜✉(✐♥❡(( ♣.♦✜$(✳ ❚❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ $❤❡ ❛✈❡.❛❣❡ ($❛$✉$♦.② $❛① .❛$❡ ✐( ❛❜♦✉$

✻✲♣❡.❝❡♥$❛❣❡ ♣♦✐♥$( ❤✐❣❤❡. ✐♥ $❤❡ ✶✵✪ ♣♦♦.❡($ ❝♦✉♥$.✐❡( ✭❛♥ ❛✈❡.❛❣❡ $❛① ♦❢

✸✷✪ ❝♦♠♣❛.❡( $♦ ❛♥ ❛✈❡.❛❣❡ $❛① ♦❢ ✷✻✪✮ ♠❛② ❜❡ ✐♥$❡.♣.❡$❡❞ ✐♥ $✇♦ ✇❛②(✳

❋✐.($✱ ❝♦✉♥$.✐❡( ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥$❧② ❤✐❣❤ $❛① .❛$❡( $❤❛$ ❧❡❛❞ $♦

(✉❜($❛♥$✐❛❧ $❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❝$✐✈✐$②✳ ■♥ ♦$❤❡. ✇♦.❞(✱ $❤❡(❡ ❝♦✉♥$.✐❡( ❛.❡ ♦♥ $❤❡

✇.♦♥❣ (✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ▲❛✛❡.✲❝✉.✈❡✱ ✇❤✐❝❤ .❛✐(❡( $❤❡ ;✉❡($✐♦♥ ♦❢ ✇❤② ❣♦✈❡.♥♠❡♥$(

♦❢ $❤❡(❡ ❝♦✉♥$.✐❡( ❞♦ ♥♦$ ❝✉$ $❛①❡(✳

✷

❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥($✐$✉$✐♦♥( ✐♥ $❤❡(❡ ❝♦✉♥$.✐❡(

✶
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✷
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✶✵✵✪ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡# '❛① )❡✈❡♥✉❡✳
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❛&❡ ♦❢ ❡♥  ❤♦,❡ ✇❤❡&❡ &❡♥ , ❢&♦♠ ♥❛ ✉&❛❧ &❡,♦✉&❝❡, ❛&❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞  ❤❡&❡❢♦&❡

&❡❧❛ ✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦&♣♦&❛ ❡ ✐♥❝♦♠❡  ❛①❡, ❛&❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ ❡❞ ❛,  ♦  ❛① ,♦♠❡ ♦❢

 ❤❡,❡ &❡♥ ,✳ ❲❤② ✏❤✐❣❤ &❡♥ ,  ✐♠❡, ❤✐❣❤  ❛①❡,✑ ❞♦❡, ♥♦  &❛♥,❧❛ ❡ ✐♥ ♦ ❤✐❣❤

 ❛① &❡✈❡♥✉❡ ,❡❡♠,  ♦ ❜❡ ♣❡&❢❡❝ ❧② ♦❜✈✐♦✉,✿  ❤❡&❡ ✐, ♣❧❡♥ ② ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡  ❤❛ ✐ ✐,

 ❤❡ ♣♦♦& ❝♦✉♥ &✐❡, ✇❤❡&❡ ✐♥, ✐ ✉ ✐♦♥, ❛&❡ ✉♥❢❛✈♦&❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦&&✉♣ ✐♦♥

✐, ♣❡&✈❛,✐✈❡✳ ❚❤❡ ❧❛  ❡& ✐,,✉❡, ❢❛❝✐❧✐ ❛ ❡ ❛❧❧ ❢♦&♠, ♦❢  ❛① ❡✈❛,✐♦♥ ✇✐ ❤  ❤❡

❝♦♥,❡G✉❡♥❝❡ ♦❢  ❛① ❜❛,❡ ❡&♦,✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛❣❡&  ❛① &❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤✐, &❡❛,♦♥✐♥❣✱

❤♦✇❡✈❡&✱ ♠❛② ❜❡  ♦♦ ,✐♠♣❧✐, ✐❝ ✇❤❡♥  ❤❡ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ✐,  ♦ ❡①♣❧❛✐♥  ❤❡  ❛①

♣♦❧✐❝② ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥ ❝♦✉♥ &✐❡,✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣  ❤❡♦&❡ ✐❝❛❧ ❛♥❛❧②,✐, ❛&❣✉❡,  ❤❛  ❤❡  ❛①✲,❡  ✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢

❝♦✉♥ &✐❡, ✐, ,♣❡❝✐✜❝  ♦ ♦♥❡ ♦❢  ❤&❡❡ &❡❣✐♠❡,✳ ❚❤❡,❡ &❡❣✐♠❡, ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦✉♥✲

 &② ❝❤❛&❛❝ ❡&✐, ✐❝, ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛&  ♦ ❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥ ❛❧ ❞❡ ❡&♠✐♥❛♥ , ♦❢ ♦♣ ✐♠❛❧

❝♦&♣♦&❛ ❡  ❛①❡,✳ ❲❡ ✇✐❧❧  ❤❡&❡❢♦&❡ ✜&, ✐❞❡♥ ✐❢② ♣♦,,✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛ ❡, ✭❝♦✉♥ &②

❝❤❛&❛❝ ❡&✐, ✐❝,✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝ ♦♥ ♦♣ ✐♠❛❧  ❛① ,❡  ✐♥❣✳ ■♥ ♣❛&✲

 ✐❝✉❧❛&✱  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜✈❡ ♠❡❛,✉&❡, ❛&❡ ♣&♦①✐❡, ❢♦&  ❤❡ ❦❡② ❞❡ ❡&♠✐♥❛♥ , ♦❢

 ❤❡  ❤❡♦&② ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✐♥ &♦❞✉❝❡ ✐♥  ❤❡ ♥❡① ,❡❝ ✐♦♥✿ ✭✐✮ ♥❛ ✉&❛❧ &❡,♦✉&❝❡ &❡♥ ,

✭❞❡♥♦ ❡❞ ❜② Π ✐♥  ❤❡  ❤❡♦&② ♠♦❞❡❧✮❀ ✭✐✐✮ ♥❛ ✉&❛❧ &❡,♦✉&❝❡ &❡♥ , ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦&✲

✐♥❣ ❝♦✉♥ &✐❡,  ♦ ❝❛♣ ✉&❡ ❛ ✜&♠✬, ♦✉ ,✐❞❡ ♦♣ ✐♦♥ ✭❞❡♥♦ ❡❞ ❜② π0
✐♥  ❤❡  ❤❡♦&②

♠♦❞❡❧✮❀ ✭✐✐✐✮  ❤❡ ❵,❤❛&❡ ♦❢ , ❡❛❞❢❛, ❛❣❡♥ ,✬  ♦ ❝❛♣ ✉&❡ ❝♦&&✉♣ ✐♦♥ ✭❞❡♥♦ ❡❞

❜② s ✐♥  ❤❡  ❤❡♦&② ♠♦❞❡❧✮❀ ✭✐✈✮ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞♦✉❜❧❡  ❛①❛ ✐♦♥  &❡❛ ✐❡, ❝♦♥❝❧✉❞❡❞

❜② ❛ ❝♦✉♥ &②  ♦ ❝❛♣ ✉&❡ , &✐❝ ♥❡,, ♦❢  ❛① ❧❛✇ ✭❞❡♥♦ ❡❞ ❜② p✱ ✐✳❡✳  ❤❡ ♣&♦❜✲

❛❜✐❧✐ ② ♦❢ ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ♦❢  ❛① ❡✈❛,✐♦♥✱ ✐♥  ❤❡  ❤❡♦&② ♠♦❞❡❧✮❀ ❛♥❞ ✭✈✮ ❡①♣❡❝ ❡❞

♣❡♥❛❧ ②✱ ❝❛♣ ✉&❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✐❝❛ ♦& ❢♦& ❵&✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇✬✱ ✇❤❡♥  ❛① ❢&❛✉❞ ✐, ❞❡ ❡❝ ❡❞

✭❞❡♥♦ ❡❞ ❜② λ✱ ✐✳❡✳✱  ❤❡ ♣❡♥❛❧ ② &❛ ❡✱ ✐♥ ♦✉&  ❤❡♦&② ♠♦❞❡❧✮✳

❖♥❡ ❝❡♥ &❛❧ ✐♥,✐❣❤ ♦❢ ♦♣ ✐♠❛❧  ❛①  ❤❡♦&② ✐,  ❤❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝ &❡♥ , ❝❛♥ ❜❡

 ❛①❡❞ ✇✐ ❤♦✉ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦, ✳ ❆  ❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✉♥ &✐❡,✱ ,✉❝❤ &❡♥ , ♠❛② ❜❡

&❡❧❛ ❡❞  ♦  ❤❡ ,♣❡❝✐✜❝ ❛  &❛❝ ✐✈❡♥❡,, ♦❢ ❛ ❧♦❝❛ ✐♦♥✱ ❛, ❢♦& ✐♥, ❛♥❝❡  ❤❡ ❛✈❛✐❧✲
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❛❜✐❧✐$② ♦❢ ♥❛$✉*❛❧ *❡,♦✉*❝❡,✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛*❣✉❡ $❤❛$ ❡,♣❡❝✐❛❧❧② ♣♦♦* ❝♦✉♥$*✐❡,

❛*❡ *❡❣✉❧❛*❧② $❤♦,❡ ✇❤❡*❡ *❡♥$, ❢*♦♠ ♥❛$✉*❛❧ *❡,♦✉*❝❡, ❛*❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ $❤❡*❡❢♦*❡

*❡❧❛$✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦*♣♦*❛$❡ ✐♥❝♦♠❡ $❛①❡, ❛*❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ $♦ $❛① $❤❡,❡ *❡♥$,✳

❲❡ ♠❡❛,✉*❡ *❡♥$, ❜② ✉,✐♥❣ $❤❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ✏❚♦$❛❧ ♥❛$✉*❛❧ *❡,♦✉*❝❡, *❡♥$, ✭✪ ♦❢

●❉>✮✑ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ ❲♦*❧❞ ❇❛♥❦✳

✽

❋✐❣✉*❡ ✸✳✶ ❞✐,♣❧❛②, $❤❡ *❡❧❛$✐♦♥,❤✐♣

❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ,$❛$✉$♦*② $❛① *❛$❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥$*② ✭✈❡*$✐❝❛❧ ❛①✐,✮ ❛♥❞ $❤❡ $♦$❛❧ ♥❛$✲

✉*❛❧ *❡,♦✉*❝❡ *❡♥$, ✐♥ ✪ ♦❢ ●❉> ✭❤♦*✐③♦♥$❛❧ ❛①✐,✮✳ ❚❤❡ ,$❛$✉$♦*② $❛① *❛$❡✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦$❡ ❜② t ✐♥ ♦✉* $❤❡♦*② ♠♦❞❡❧✱ ✐, $❛❦❡♥ ❢*♦♠ ❙$❡✐♥♠J❧❧❡* ❡$ ❛❧✳

✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ *❛$❡ ❛❝*♦,, ❛❧❧ ❝♦✉♥$*✐❡, ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦✉* ,❛♠♣❧❡ ❡N✉❛❧,

✷✼✪✳ ❚❤❡ ♣♦,✐$✐✈❡ ❝♦**❡❧❛$✐♦♥ ❝♦♥✜*♠, $❤❛$ ❤✐❣❤✲*❡♥$ ❝♦✉♥$*✐❡, ❛*❡ ❛❜❧❡ $♦

$❛① ❧♦❝❛$✐♦♥ *❡♥$, ❜② ,❡$$✐♥❣ *❡❧❛$✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦*♣♦*❛$❡ $❛① *❛$❡,✳

✾

❋✐❣✉*❡ ✸✳✶✿ ❘❡♥$, ❢*♦♠ ♥❛$✉*❛❧ *❡,♦✉*❝❡, ❛♥❞ ,$❛$✉$♦*② $❛① *❛$❡,
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◆♦"❡$✿ ❚❤✐% ✜❣✉)❡ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ✶✸✹ ♦❜%❡)✈❛4✐♦♥% ✭✶✸✹ ❝♦✉♥4)✐❡%✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❛4❛✳ ❚❤❡ %4❛4✐%4✐❝

✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡% ♦❢ 4❤❡ %4❛4✉4♦)② ❝♦)♣♦)❛4❡ 4❛① )❛4❡ ❛♥❞ 4❤❡ 4♦4❛❧ ♥❛4✉)❛❧ )❡%♦✉)❝❡% )❡♥4% ✭✪

♦❢ ●❉C✮ ♦✈❡) ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡❛)% ✐♥ ♦✉) ❞❛4❛✳ ❖♥ ❛✈❡)❛❣❡✱ 4❤❡ ❧❛44❡) ✈❛)✐❛❜❧❡ ❡F✉❛❧% 7.83 ✭♠✐♥✐♠✉♠

✈❛❧✉❡✿ ✵❀ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ 52.63✮✳

■❢ ✐♥✈❡,$♦*, ❛*❡ ♠♦❜✐❧❡✱ $❤❡ $♦$❛❧ ♥❛$✉*❛❧ *❡,♦✉*❝❡ *❡♥$, ♦❢ $❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦*✐♥❣

✽

❊!"✐♠❛"❡! ❛'❡ ❜❛!❡❞ ♦♥ !♦✉'❝❡! ❛♥❞ ♠❡"❤♦❞! ❞❡!❝'✐❜❡❞ ✐♥ ✏❚❤❡ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❲❡❛❧"❤

♦❢ ◆❛"✐♦♥!✿ ▼❡❛!✉'✐♥❣ ❙✉!"❛✐♥❛❜❧❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ✐♥ "❤❡ ◆❡✇ ▼✐❧❧❡♥♥✐✉♠✑ ✭❲♦'❧❞ ❇❛♥❦✱

✷✵✶✶✮✳

✾

◆♦"❡ "❤❛" ❢♦' "❤❡ ♣✉'♣♦!❡ ♦❢ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉'❡!✱ ✇❡ ❛❧✇❛②! ❝❛❧❝✉❧❛"❡ "❤❡ ✭❝♦✉♥"'②✲

!♣❡❝✐✜❝✮ ♠❡❛♥! ♦❢ "❤❡ ✈❛'✐❛❜❧❡! ♦✈❡' ❛❧❧ ②❡❛'! ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉' ❞❛"❛✳
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❝♦✉♥$%✐❡( ♠❛② ❜❡ ✐♥$❡%♣%❡$❡❞ ❛( ❛♥ ♦✉$(✐❞❡ ♦♣$✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦% ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥$%②✱

✇❡ ✉(❡ $❤❡ $♦$❛❧ ♥❛$✉%❛❧ %❡(♦✉%❝❡ %❡♥$( ✐♥ ✪ ♦❢ ●❉; ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦%✐♥❣ ❝♦✉♥$%✐❡(✱

✇❤❡%❡ ✇❡ ✇❡✐❣❤$ $❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦%(✬ %❡♥$( ❜② $❤❡ ✐♥✈❡%(❡ ❞✐($❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡

♠♦($ ♣♦♣✉❧❛$❡❞ ❝✐$✐❡(✳ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✷ (✉❣❣❡($( $❤❛$ ❤✐❣❤ %❡♥$( ♦❢ $❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦%(

❛❧❧♦✇( ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥$%② $♦ ❦❡❡♣ ✐$( ❝♦%♣♦%❛$❡ $❛① %❛$❡ ❤✐❣❤✳ ❆$ ✜%($ (✐❣❤$✱ $❤✐(

✜♥❞✐♥❣ (❡❡♠( ❛ ❜✐$ ❝♦✉♥$❡%✐♥$✉✐$✐✈❡✱ ❛( ❤✐❣❤ %❡♥$( ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦%✐♥❣ ❝♦✉♥$%✐❡(

♠❛② ❢♦%❝❡ ❛ ❣♦✈❡%♥♠❡♥$ $♦ (❡$ %❛$❤❡% ❧♦✇ ❝♦%♣♦%❛$❡ $❛①❡( ✐♥ ♦%❞❡% $♦ ❛$$%❛❝$

✐♥✈❡($♠❡♥$✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛$✐♦♥ %❡♥$( ❛♥❞ ❝♦%%❡(♣♦♥❞✐♥❣❧② ❤✐❣❤ $❛① %❛$❡(

✐♥ ❛ ❝♦✉♥$%② ♠❛② ♠✐$✐❣❛$❡ $❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ♥❡✐❣❤❜♦%✐♥❣ ❝♦✉♥$%✐❡(

$♦ (❡$ ❛ %❡❧❛$✐✈❡❧② ❤✐❣❤ $❛① %❛$❡ ❛( ✇❡❧❧✳ ❋✉%$❤❡%♠♦%❡✱ ❧♦❝❛$✐♦♥ %❡♥$( ♠❛②

✐♠♣❧② ❛❣❣❧♦♠❡%❛$✐♦♥ ❡✛❡❝$( $❤❛$ (♣✐❧❧ ♦✈❡% $♦ ♥❡✐❣❤❜♦%✐♥❣ ❝♦✉♥$%✐❡( ✐♥ $❡%♠(

♦❢ ❤✐❣❤❡% %❡♥$( ❛♥❞ $❛① %❛$❡(✳

✶✵

❋✐❣✉%❡ ✸✳✷✿ ❘❡♥$( ❢%♦♠ ♥❛$✉%❛❧ %❡(♦✉%❝❡( ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦%( ❛♥❞ ($❛$✉$♦%② $❛① %❛$❡(
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◆♦"❡$✿ ❚❤✐% ✜❣✉)❡ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ✶✸✹ ♦❜%❡)✈❛3✐♦♥% ✭✶✸✹ ❝♦✉♥3)✐❡%✮✳ ❚❤❡ %3❛3✐%3✐❝ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥

✈❛❧✉❡% ♦❢ 3❤❡ %3❛3✉3♦)② ❝♦)♣♦)❛3❡ 3❛① )❛3❡ ❛♥❞ 3❤❡ 3♦3❛❧ ♥❛3✉)❛❧ )❡%♦✉)❝❡ )❡♥3% ✭✐♥ ✪ ♦❢ ●❉A✮ ♦❢ 3❤❡

♥❡✐❣❤❜♦)✐♥❣ ❝♦✉♥3)✐❡% ✇❡✐❣❤3❡❞ ❜② ✐♥✈❡)%❡ ❞✐%3❛♥❝❡ ♦✈❡) ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡❛)% ✐♥ ♦✉) ❞❛3❛✳ ❖♥ ❛✈❡)❛❣❡✱

3❤❡ ❧❛33❡) ✈❛)✐❛❜❧❡ ❡E✉❛❧% 6.97 ✭♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ 0.33❀ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ 21.81✮✳

✶✵

◆♦"❡✱ "❤♦✉❣❤✱ "❤❛" ✐♥ ♦✉+ "❤❡♦+❡"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦" ♠♦❞❡❧ "❛① ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥

❝♦✉♥"+✐❡4 ❡①♣❧✐❝✐"❧② ❛♥❞ ❛❜4"+❛❝" ❢+♦♠ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ❛❣❣❧♦♠❡+❛"✐♦♥ ❡✛❡❝"4✳ ❈❤❛♣"❡+ ✹ ♣+♦✈✐❞❡4

❛ ♠♦❞✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ "❤❛" ✐♥❝♦+♣♦+❛"❡4 "❛① ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛+❧②✱ ▼❛+❞❛♥ ✭✷✵✶✽✮

❛♥❞ ▼❛+❞❛♥ ❛♥❞ ❙"✐♠♠❡❧♠❛②+ ✭✷✵✶✽✮ ❛♥❛❧②③❡ "❛① ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ❝♦✉♥"+✐❡4 ✇❤✐❝❤

❛+❡ ❛" ❞✐✛❡+❡♥" 4"❛❣❡4 ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥"✳
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❚❤❡ #❤❡♦%② ✇❡ ♣%❡)❡♥# ✐♥ #❤❡ ♥❡①# )❡❝#✐♦♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡) #❤❛# ✜%♠) ♠❛②

❛##❡♠♣# #♦ ❜%✐❜❡ #❤❡ #❛① ❛❣❡♥# ✐♥ ❝❤❛%❣❡✱ ✇✐#❤ #❤❡ ❛✐♠ ♦❢ )❛✈✐♥❣ #❛① ♣❛②✲

♠❡♥#)✳ ■# )❡❡♠) #❤❛# ❛❣❡♥#) ✐♥ ❝♦✉♥#%✐❡) ✇✐#❤ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧) ♦❢ ❝♦%%✉♣#✐♦♥ ❛%❡

♠♦%❡ #❡♠♣#❡❞ #♦ ❛❝❝❡♣# ❜%✐❜❡)✳ ❲❡ #❤❡%❡❢♦%❡ ✉)❡ #❤❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ✏❢%❡❡❞♦♠ ❢%♦♠

❝♦%%✉♣#✐♦♥✑ ♣%♦✈✐❞❡❞ ❜② #❤❡ ❍❡%✐#❛❣❡ ❢♦✉♥❞❛#✐♦♥✳ ❚❤✐) ✐♥❞❡① ✈❛%✐❛❜❧❡ #❛❦❡)

✈❛❧✉❡) ❜❡#✇❡❡♥ ✵ ✭❝♦✉♥#%② ✐) #♦#❛❧❧② ❝♦%%✉♣#✮ ❛♥❞ ✶✵✵ ✭❝♦✉♥#%② ✐) ✈✐%#✉❛❧❧②

❢%❡❡ ❢%♦♠ ❝♦%%✉♣#✐♦♥✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ #❤❡ ♣♦✐♥#) ♠❛❞❡ ✐♥ #❤❡ ✐♥#%♦❞✉❝#✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛②

❛%❣✉❡ #❤❛# %❛✐)✐♥❣ #❛① %❡✈❡♥✉❡ ✐♥ ❝♦✉♥#%✐❡) ✇❤❡%❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦%%✉♣#✐♦♥ ✐) ♣❡%✈❛✲

)✐✈❡ ✐) ♣❛%#✐❝✉❧❛%❧② ❞✐✣❝✉❧#✳ ❚❤✉)✱ ✇❡ ❡①♣❡❝# #♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡❣❛#✐✈❡ %❡❧❛#✐♦♥)❤✐♣

❜❡#✇❡❡♥ ✏❢%❡❡❞♦♠ ❢%♦♠ ❝♦%%✉♣#✐♦♥✑ ❛♥❞ #❤❡ ❝♦%♣♦%❛#❡ #❛① %❛#❡✳ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✸

)✉❣❣❡)#)✱ ❤♦✇❡✈❡%✱ #❤❛# #❤✐) %❡❧❛#✐♦♥)❤✐♣ ✐) ♥♦# ✈❡%② )#%♦♥❣✳

❋✐❣✉%❡ ✸✳✸✿ ❋%❡❡❞♦♠ ❢%♦♠ ❝♦%%✉♣#✐♦♥ ❛♥❞ )#❛#✉#♦%② #❛① %❛#❡)
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◆♦"❡$✿ ❚❤✐# ✜❣✉'❡ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ ✶✸✹ ♦❜#❡'✈❛2✐♦♥# ✭✶✸✹ ❝♦✉♥2'✐❡#✮✳ ❚❤❡ #2❛2✐#2✐❝ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡#

♦❢ 2❤❡ #2❛2✉2♦'② ❝♦'♣♦'❛2❡ 2❛① '❛2❡ ❛♥❞ 2❤❡ ✐♥❞❡① ❢♦' ❢'❡❡❞♦♠ ❢'♦♠ ❝♦''✉♣2✐♦♥ ♦✈❡' ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡❛'#

✐♥ ♦✉' ❞❛2❛✳ ❖♥ ❛✈❡'❛❣❡✱ 2❤❡ ❧❛22❡' ✈❛'✐❛❜❧❡ ❡?✉❛❧# 44.05 ✭♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ 16.47❀ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿

94.28✮✳

❆♥♦#❤❡& ✈❛&✐❛❜❧❡ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡& ❛. ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦&#❛♥# ❞❡#❡&♠✐♥❛♥# ♦❢ #❛①

.❡##✐♥❣ ✐. #❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❞❡#❡❝#✐♥❣ ❡✈❛.✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❲❡ ❡①♣❡❝# #❤❛# #❤❡

♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ #❛①❛#✐♦♥ #&❡❛#✐❡. ✭❉❚❚.✮ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥#&② ✐. ❛ ❣♦♦❞

♣&♦①② ❢♦& #❤❡ .#&✐❝#♥❡.. ♦❢ #❤❡ #❛① ❧❛✇✳ ❚❤❡ ❉❚❚ ❞❛#❛ ✐. #❛❦❡♥ ❢&♦♠ #❤❡

■❇❋❉✬. ●❧♦❜❛❧ ❚❛① ❚&❡❛#② ■♥❢♦&♠❛#✐♦♥ ❞❛#❛❜❛.❡✳ ❲❡ ❡①♣❡❝# #❤❛# #❤❡ ♥✉♠✲

❜❡& ♦❢ ❉❚❚. .❤♦✉❧❞ ❜❡ .#&♦♥❣❧② ❝♦&&❡❧❛#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❞❡#❡❝#✐♦♥✳
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❆ ❤✐❣❤❡% ♣%♦❜❛❜✐❧✐+② ♦❢ ❞❡+❡❝+✐♦♥ 1❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ +❛① ❡✈❛1✐♦♥ ♠♦%❡ ❞✐✣❝✉❧+✳

❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♠❛② %❡❛1♦♥ +❤❛+ ❛ ❧♦✇ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+② ♦❢ ❞❡+❡❝+✐♦♥ ♠❛❦❡1 +❤❡

+❛① ❜❛1❡ ♠♦%❡ ❡❧❛1+✐❝✳ ❖♣+✐♠❛❧ +❛① ❜❡❤❛✈✐♦% ✇♦✉❧❞ +❤❡♥ ❝❛❧❧ ❢♦% ❛ %❡❧❛+✐✈❡❧②

❧♦✇ +❛① %❛+❡ ✐♥ +❤✐1 ❝❛1❡✳ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✹ ❝♦♥✜%♠1 +❤✐1 ❜❡❤❛✈✐♦% ❜② 1✉❣❣❡1+✐♥❣ ❛

♣♦1✐+✐✈❡ %❡❧❛+✐♦♥1❤✐♣ ❜❡+✇❡❡♥ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❉❚❚1 ❛♥❞ 1+❛+✉+♦%② +❛① %❛+❡✳ ❚❤❡

♣♦1✐+✐✈❡ ❝♦%%❡❧❛+✐♦♥ ♠❛② ❛❧1♦ %❡✢❡❝+ +❤❛+✱ ❜② ✉1✐♥❣ ❉❚❚1✱ ❤✐❣❤✲+❛① ❝♦✉♥+%✐❡1

+%② +♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥+ %❡❣✉❧❛+✐♦♥1 +♦ ♣%❡✈❡♥+ ✐♥+❡%♥❛+✐♦♥❛❧ +❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❝+✐✈✐✲

+✐❡1✳
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◆♦"❡$✿ ❚❤✐$ ✜❣✉(❡ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ✶✸✹ ♦❜$❡(✈❛2✐♦♥$ ✭✶✸✹ ❝♦✉♥2(✐❡$✮✳ ❚❤❡ $2❛2✐$2✐❝ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥

✈❛❧✉❡$ ♦❢ 2❤❡ $2❛2✉2♦(② ❝♦(♣♦(❛2❡ 2❛① (❛2❡ ❛♥❞ 2❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ 2❛①❛2✐♦♥ 2(❡❛2✐❡$ ✭❉❚❚$✮ ♦✈❡(

❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡❛($ ✐♥ ♦✉( ❞❛2❛✳ ❖♥ ❛✈❡(❛❣❡✱ 2❤❡ ❧❛22❡( ✈❛(✐❛❜❧❡ ❡@✉❛❧$ 33.04 ✭♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ 0❀
♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ 122✮✳

❚❤❡ 1+%❡♥❣+❤ ♦❢ +❛①♣❛②❡%1✬ ✐♥❝❡♥+✐✈❡1 +♦ ❡✈❛❞❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ +❤❡ ❡①♣❡❝+❡❞

♣❡♥❛❧+②✱ %❛+❤❡% +❤❛♥ +❤❡ ❞❡+❡❝+✐♦♥ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+② ❛❧♦♥❡✳ ❊♠♣✐%✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❛②

❝❛♣+✉%❡ +❤❡ ❡①♣❡❝+❡❞ ♣❡♥❛❧+② ✭♦% +❤❡ ♣❡♥❛❧+② %❛+❡✮ ❜② ✉1✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞❡① ♠❡❛✲

1✉%✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥+%②✬1 %✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇ ♣%♦✈✐❞❡❞ ❜② +❤❡ ❲♦%❧❞ ❇❛♥❦ ✭❲♦%❧❞✇✐❞❡ ●♦✈✲

❡%♥❛♥❝❡ ■♥❞✐❝❛+♦%1 ❞❛+❛❜❛1❡✮✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ❲♦%❧❞ ❇❛♥❦✱ +❤❡ ✈❛%✐❛❜❧❡

✶✶

◆♦"❡ "❤❛"✱ ✐♥ ♣*✐♥❝✐♣❧❡✱ "❤❡*❡ ♠❛② ❜❡ ❛*❣✉♠❡♥"2 "❤❛" "❤✐2 ❝♦**❡❧❛"✐♦♥ 2❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣✲

❛"✐✈❡✳ ❋♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦*❡ ✐♥"❡❣*❛"❡❞ ❝♦✉♥"*✐❡2 ❝♦♠♣❡"✐♥❣ ❢♦* ✐♥"❡*♥❛"✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡2"♦*2 ♠❛②

❤❛✈❡ ♠❛♥② ❉❚❚2 ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❝♦*♣♦*❛"❡ "❛① *❛"❡✳ ❆ ❉❚❚✱ ✐♥ "❤✐2 ❛*❣✉♠❡♥"✱ ✐2 ❛ 2"*❛"❡❣✐❝

✐♥2"*✉♠❡♥" "♦ ❛""*❛❝" ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✈❡2"♦*2✳

✸✼



❵!✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇✬ ❝❛♣,✉!❡- ♣❡!❝❡♣,✐♦♥- ♦❢ ,❤❡ ❡①,❡♥, ,♦ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥,- ❤❛✈❡ ❝♦♥✜✲

❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥❞ ❛❜✐❞❡ ❜② ,❤❡ !✉❧❡- ♦❢ -♦❝✐❡,②✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛!,✐❝✉❧❛! ,❤❡ :✉❛❧✐,② ♦❢

❝♦♥,!❛❝, ❡♥❢♦!❝❡♠❡♥,✱ ♣!♦♣❡!,② !✐❣❤,-✱ ,❤❡ ♣♦❧✐❝❡✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❝♦✉!,-✱ ❛- ✇❡❧❧ ❛-

,❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❝!✐♠❡ ❛♥❞ ✈✐♦❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛!✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ,❛❦❡ ✈❛❧✉❡- ❜❡,✇❡❡♥

✲✸ ❛♥❞ ✰✸✱ ✇❤❡!❡ ❤✐❣❤❡! ✈❛❧✉❡- ✐♥❞✐❝❛,❡ ♠♦!❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦✉♥,!②✬- ❧❛✇✳

❲❡ ♠❛② ❛!❣✉❡ ,❤❛, ❣♦♦❞ ✐♥-,✐,✉,✐♦♥- -❤♦✉❧❞ !❡❞✉❝❡ ,❛①♣❛②❡!-✬ ♣♦--✐❜✐❧✐,✐❡- ,♦

❡✈❛❞❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❝♦✉♥,!✐❡- ,♦ ❝❤❛!❣❡ ❤✐❣❤❡! ,❛①❡- ✇✐,❤♦✉, ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②

❧♦--❡-✳ ❇② ❝♦♥,!❛-,✱ ❋✐❣✉!❡ ✸✳✺ -✉❣❣❡-,- ❛ ❝❧❡❛! ♥❡❣❛,✐✈❡ ❝♦!!❡❧❛,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥

❝♦!♣♦!❛,❡ ,❛① !❛,❡- ❛♥❞ !✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇✳

❋✐❣✉!❡ ✸✳✺✿ ❘✉❧❡ ♦❢ ❧❛✇ ❛♥❞ -,❛,✉,♦!② ,❛① !❛,❡-
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Rule of law (estimate)

Fitted values

◆♦"❡$✿ ❚❤✐# ✜❣✉'❡ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ ✶✸✹ ♦❜#❡'✈❛2✐♦♥# ✭✶✸✹ ❝♦✉♥2'✐❡#✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❛2❛ ❢♦' 2❤❡ 2✐♠❡✳

❚❤❡ #2❛2✐#2✐❝ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡# ♦❢ 2❤❡ #2❛2✉2♦'② ❝♦'♣♦'❛2❡ 2❛① '❛2❡ ✭❙❚❘✮ ❛♥❞ 2❤❡ ✐♥❞❡①

❢♦' ❵❘✉❧❡ ♦❢ ▲❛✇✬ ♦✈❡' ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②❡❛'# ✐♥ ♦✉' ❞❛2❛✳ ❖♥ ❛✈❡'❛❣❡✱ 2❤❡ ❧❛22❡' ✈❛'✐❛❜❧❡ ❡E✉❛❧# .094
✭♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ −1.55❀ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ 1.96✮✳

❚❤❡ ❜✐✲✈❛!✐❛,❡ ❝♦!!❡❧❛,✐♦♥- ✐❧❧✉-,!❛,❡ ,❤❛, ,❤❡ -✐♥❣❧❡ ❛!❣✉♠❡♥,- ♠❛❞❡

❛❜♦✈❡ ❛!❡ ,♦♦ -✐♠♣❧✐-,✐❝ ✐❢ ,❤❡ ❣♦❛❧ ✐- ,♦ ❡①♣❧❛✐♥ ,❤❡ ,❛①✲-❡,,✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦!

♦❢ ❝♦✉♥,!✐❡-✳ ▼❛♥② :✉❡-,✐♦♥- !❡♠❛✐♥✿ ❲❤② ❛!❡ ♣♦♦! ❝♦✉♥,!✐❡- ✇✐,❤ ❤✐❣❤

❝♦!!✉♣,✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❞ ✐♥-,✐,✉,✐♦♥- ♥♦, ,!②✐♥❣ ,♦ -❡, ❧♦✇❡! ,❛① !❛,❡-❄ ❲❤② ❛!❡

,❤❡ ❝♦!!❡❧❛,✐♦♥- ✭❡✳❣✳✱ ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦!!✉♣,✐♦♥ ❛♥❞ -,❛,✉,♦!② ❝♦!♣♦!❛,❡ ,❛① !❛,❡-✮

♥♦, -,!♦♥❣❡!❄ ❈❛♥ ❝♦✉♥,!✐❡- ✐♥❝!❡❛-❡ ,❛① !❡✈❡♥✉❡ ,❤!♦✉❣❤ ,❛① ♣♦❧✐❝② !❡❢♦!♠❄

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡♦!❡,✐❝❛❧ ❛♥❛❧②-✐- ❤❛- ,❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛❞❞!❡--✐♥❣ ,❤❡-❡ :✉❡-,✐♦♥-✳

■, ,✉!♥- ♦✉, ,❤❛, ✐, ♠❛② ❜❡ ♦♣,✐♠❛❧ ❢♦! -♦♠❡ ❝♦✉♥,!✐❡- ,♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥, ❤✐❣❤

✸✽



 ❛①❡$✱ ❡✈❡♥  ❤♦✉❣❤ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝  ❤❡♠  ♦ ❝✉ ❝♦2♣♦2❛ ❡  ❛① 2❛ ❡$ ✇❤❡♥

❢♦❝✉$$✐♥❣ ♦♥ $✐♥❣❧❡ ❝❤❛2❛❝ ❡2✐$ ✐❝$✳

✸✳✸ ❚❤❡♦&❡'✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

▲❡ ✉$ ❝♦♥$✐❞❡2 ❛ ❝♦✉♥ 2② ❤♦$ ✐♥❣ ❛ ❝♦♥ ✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐❞❡♥ ✐❝❛❧✱ 2✐$❦✲♥❡✉ 2❛❧ ✜2♠$

♦❢ ♠❛$$ ♦♥❡✳ ❊❛❝❤ ✜2♠ ❝❛♥ ✐♥✐ ✐❛ ❡ ❛♥ ✐♥✈❡$ ♠❡♥ ♣2♦❥❡❝ ❣❡♥❡2❛ ✐♥❣ ♣❛②♦✛

Π ≥ 0 ✐❢ $✉❝❝❡$$❢✉❧ ✭✇✐ ❤ ♣2♦❜❛❜✐❧✐ ② ps✮✳ ■♥ ❝❛$❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉2❡ ✭✇✐ ❤ ♣2♦❜❛❜✐❧✐ ②

1−ps✮✱  ❤❡ ♣❛②♦✛ ✐$ ③❡2♦✳ ❚❤✉$✱ ❛ ✜2♠✬$ ❡①♣❡❝ ❡❞ ❣2♦$$ ♣2♦✜ ✇❤❡♥ 2❡❛❧✐③✐♥❣

 ❤❡ ♣2♦❥❡❝ ✐$ E[Π] = psΠ✳ ❆❧ ❡2♥❛ ✐✈❡❧②✱ ✜2♠$ ❝❛♥ $❡  ❧❡ ❢♦2  ❤❡ ❡①♦❣❡✲

♥♦✉$❧② ❣✐✈❡♥ ♦✉ $✐❞❡ ♦♣ ✐♦♥ πo ≥ 0✳ ❲❡ ❛$$✉♠❡  ❤❛ πo
❝❛♥♥♦ ❜❡  ❛①❡❞ ❜②

 ❤❡ ❝♦✉♥ 2②✳

✶✷

❚❤❡ ♣2♦❜❛❜✐❧✐ ② ♦❢ $✉❝❝❡$$ ps ❛$ ✇❡❧❧ ❛$  ❤❡ 2❡$♣❡❝ ✐✈❡ ♣2♦✜ 

❧❡✈❡❧$ ❛2❡ ❛$$✉♠❡❞  ♦ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❇② ❝♦♥ 2❛$ ✱  ❤❡ ♦✉ ❝♦♠❡ ♦❢

 ❤❡ ✐♥✈❡$ ♠❡♥ ♣2♦❥❡❝ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡ ❤❡2  ❤❡ ✜2♠ ✐$ $✉❝❝❡$$❢✉❧ ♦2 ♥♦ ✮ ✐$ ♣2✐✈❛ ❡

✐♥❢♦2♠❛ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ✜2♠ ❛♥❞  ❤❡ 2❡$♣❡❝ ✐✈❡  ❛① ❛❣❡♥ ✐♥ ❝❤❛2❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐ 2❡✲

♠❛✐♥$ ✉♥❦♥♦✇♥  ♦  ❤❡ ❣♦✈❡2♥♠❡♥ ♦❢  ❤❡ ❝♦✉♥ 2②✳ H2♦✜ $  ❤❛ ❛2✐$❡ ❢2♦♠

 ❤❡ ✐♥✈❡$ ♠❡♥ ♣2♦❥❡❝ ❛2❡  ❛①❡❞ ❛ 2❛ ❡ t✳ ❍♦✇❡✈❡2✱ ❛ ✜2♠ ❝❛♥  2②  ♦ ❡✈❛❞❡

 ❤❡  ❛① ❜② ♣❛②✐♥❣ ❛ ❜2✐❜❡ B  ♦  ❤❡ ❛$$✐❣♥❡❞  ❛① ❛❣❡♥ ✳ ❚❤❡ ❧❛  ❡2 2❡♣♦2 $ ❛

❢❛✐❧✉2❡ ♦❢  ❤❡ ✜2♠✬$ ✐♥✈❡$ ♠❡♥ ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣2♦✜ $ ♦❢ ③❡2♦✱  ♦  ❤❡ ❣♦✈❡2♥♠❡♥ 

✐❢ ❤❡ ❛❝❝❡♣ $  ❤❡ ❜2✐❜❡✳ ❚❤✉$✱ ❛ ✜2♠ ❞♦❡$ ♥♦ ❤❛✈❡  ♦ ♣❛②  ❛①❡$ ❛ ❛❧❧ ✐❢

 ❤❡ ❜2✐❜❡ ♣❛②♠❡♥ B ✐$ ❛❝❝❡♣ ❡❞ ❜②  ❤❡  ❛① ❛❣❡♥ ✭✇✐ ❤ ♣2♦❜❛❜✐❧✐ ② 1 − s✮
❛♥❞ ♥♦ ❞❡ ❡❝ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❣♦✈❡2♥♠❡♥ ❛❢ ❡2✇❛2❞$ ✭✇✐ ❤ ♣2♦❜❛❜✐❧✐ ② 1 − p✮✳ ■❢

 ❤❡ ❜2✐❜❡ ❛  ❡♠♣ ✐$ 2❡❥❡❝ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❛❣❡♥ ✭✇✐ ❤ ♣2♦❜❛❜✐❧✐ ② s✮ ♦2 ❞❡ ❡❝ ❡❞

❜②  ❤❡ ❣♦✈❡2♥♠❡♥ ✭✇✐ ❤ ♣2♦❜❛❜✐❧✐ ② p✮✱ ❤♦✇❡✈❡2✱  ❤❡  ❛① ❜✉2❞❡♥ ♦❢  ❤❡ ✜2♠

✐♥❝2❡❛$❡$ ❜② ❢❛❝ ♦2 λ > 1✱ ✐♥$ ❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ 2❡❞✉❝❡❞✳

✶✸

✶✷

❲❡ ❝❛♥ %❤✐♥❦ ♦❢ πo
❛+ ❛ ✜-♠✬+ ♥❡% ♣-♦✜% ❛❢%❡- -❡❧♦❝❛%✐♦♥ %♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦-✐♥❣ ❝♦✉♥%-②✱ ❢♦-

❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♦✉%+✐❞❡ ♦♣%✐♦♥ πo
♠❛② ❛❧+♦ -❡♣-❡+❡♥% ❛ ✜-♠✬+ ♣❛②♦✛ ✇❤❡♥ ♦♣❡-❛%✐♥❣ ✐♥ %❤❡

✐♥❢♦-♠❛❧ +❡❝%♦-✳

✶✸

❲❤✐❧❡ ♦✉- +%✉❞② ❢♦❝✉+❡+ ♦♥ %❛① ❡✈❛+✐♦♥✱ ✐% +❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦%❡❞ %❤❛% ❜♦%❤ ❧❡❣❛❧ %❛① ❛✈♦✐❞✲

❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐❧❧❡❣❛❧ ❡✈❛+✐♦♥ ♣♦+❡ +❡-✐♦✉+ ♣-♦❜❧❡♠+ %♦ -❡✈❡♥✉❡ ❝♦❧❧❡❝%✐♦♥ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥%-✐❡+✱

❛+ +❤♦✇♥ ❜② ❈♦❜❤❛♠ ✭✷✵✵✺✮✳ ❙✐♠✐❧❛- %♦ ♦✉- ♠♦❞❡❧✱ +❡✈❡-❛❧ ♣❛♣❡-+ ✭❇❡+❧❡② ❛♥❞ ▼❝▲❛-❡♥✱

✶✾✾✸✱ ●❛✉%❤✐❡- ❛♥❞ ●♦②❡%%❡✱ ✷✵✶✹✱ ✷✵✶✻✱ ❛♥❞ ❙❛♥②❛❧ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✱ ❛♠♦♥❣ ♦%❤❡-+✮ ❛♥❛❧②③❡

❛ ❣♦✈❡-♥♠❡♥%✬+ ♦♣%✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦- ✇❤❡♥ ✐% ❤❛+ %♦ ❞❡❛❧ ✇✐%❤ ❝♦--✉♣% %❛① ❛❣❡♥%+ %❤❛% ♠❛②

❛❧❧♦✇ ✜-♠+ ♦- ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧+ %♦ ❝❤❡❛% ♦♥ %❤❡✐- %❛① ♣❛②♠❡♥%+ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦- ❜-✐❜❡+✳ ❲❤✐❧❡

%❤❡+❡ ♠♦❞❡❧+ ❞✐✛❡- ✇✐%❤ -❡+♣❡❝% %♦ %❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥%✬+ ♠❛✐♥ ♣♦❧✐❝② ✐♥+%-✉♠❡♥%✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②

❜❡ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♣✉❜❧✐❝ +❡❝%♦- ✇❛❣❡ +❝❤❡♠❡ ✭❇❡+❧❡② ❛♥❞ ▼❝▲❛-❡♥✱ ✶✾✾✸✮✱ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ♠♦♥✐%♦-✲

✐♥❣ ❛❝%✐✈✐%② ✭●❛✉%❤✐❡- ❛♥❞ ●♦②❡%%❡✱ ✷✵✶✻✮✱ ❛✉❞✐%✐♥❣ ✭❙❛♥②❛❧ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✱ ♦- %❛① -❛%❡ ✭%❤❡

♣-❡+❡♥% ✇♦-❦✮✱ %❤❡② ❛❧❧ +❤❛-❡ %❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✜♥❞✐♥❣ %❤❛% ✐% ♠❛② ❜❡ ♦♣%✐♠❛❧ ❢♦- ❛ ❣♦✈❡-♥♠❡♥%

%♦ %♦❧❡-❛%❡ %❛① ❡✈❛+✐♦♥✱ ❛% ❧❡❛+% %♦ +♦♠❡ ❡①%❡♥%✳ ❍✐♥❞-✐❦+ ❡% ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❡①❛♠✐♥❡ ♦♣%✐♠❛❧

✸✾



❚❤❡ #$%✉❝$✉%❡ ♦❢ $❤❡ ❣❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♣✐❝$ ✐♥ ♠♦%❡ ❞❡$❛✐❧ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✻✱ ✐#

❛# ❢♦❧❧♦✇#✳ ■♥ $❤❡ ✜%#$ #$❛❣❡✱ $❤❡ ❣♦✈❡%♥♠❡♥$ ❞❡❝✐❞❡# ❛❜♦✉$ $❤❡ ❝♦%♣♦%❛$❡ $❛①

%❛$❡ t✳ ❆❢$❡%✇❛%❞#✱ ✜%♠# ♠❛❦❡ $❤❡✐% ❝❤♦✐❝❡# ❛❜♦✉$ ✐♥✈❡#$♠❡♥$ ♣%♦❥❡❝$#✳ ❚❤❡
❣%♦## ♣%♦✜$# ♦❢ ✐♥✈❡#$✐♥❣ ✜%♠# ❛%❡ %❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ $❤❡ $❤✐%❞ #$❛❣❡✳ ❙✉❜#❡B✉❡♥$❧②✱

✜%♠# ❛$$❡♠♣$ ❜%✐❜❡%② ♦% $❤❡② ❜❡❤❛✈❡ $❛①✲❝♦♠♣❧✐❛♥$✳ ❆❢$❡% $❤❛$✱ $❛① ❛❣❡♥$#

❛❝❝♦✉♥$ ❢♦% ❛ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❜%✐❜❡ ♦✛❡% ❛♥❞ %❡♣♦%$ ✜%♠ ♣%♦✜$# $♦ $❤❡ ❣♦✈❡%♥♠❡♥$✳

❋✐♥❛❧❧②✱ $❛① %❡✈❡♥✉❡ ✭❣♦✈❡%♥♠❡♥$✮ ❛# ✇❡❧❧ ❛# ✭♥❡$✮ ♣❛②♦✛# ✭❛❣❡♥$# ❛♥❞ ✜%♠#✮

❛%❡ %❡❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐# #♦❧✈❡❞ ✈✐❛ ❜❛❝❦✇❛%❞ ✐♥❞✉❝$✐♦♥✳

❋✐❣✉%❡ ✸✳✻✿ ●❛♠❡ #$%✉❝$✉%❡

Government Firm

πo

d
o
esn

’t

in
vest

Nature

0

1
−

p
s

(failu
re)

Firm

(1− t)Π

d
o
esn

’t

b
rib

e

Agent

(1− λt)Π

s

(rejects
b
rib

e)

Nature

(1− λt)Π−B

p

(d
etection

)

Π−B
1− p

(no detection)

1− s

(accepts bribe)

bribesps

(success)

investssets t

✸✳✸✳✶ ❚❛① ❛❣❡♥)*

■♥ $❤❡ ❧❛#$ #$❛❣❡ ❜❡❢♦%❡ ♦✉$❝♦♠❡# ❛%❡ %❡❛❧✐③❡❞✱ $❛① ❛❣❡♥$#✱ ✇❤♦ ❛%❡ %❛♥❞♦♠❧②

❛##✐❣♥❡❞ $♦ ✜%♠#✱ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ✇❤❡$❤❡% ♦% ♥♦$ $♦ ❛❝❝❡♣$ ❛ ❜%✐❜❡✳ ❲❡ ❛##✉♠❡

$✇♦ $②♣❡# ♦❢ %✐#❦✲♥❡✉$%❛❧ ❛❣❡♥$#✳ ❚❤❡ ✜%#$ $②♣❡ ✐# #✉#❝❡♣$✐❜❧❡ $♦ ❜%✐❜❡%②✱

✇❤❡%❡❛# $❤❡ #❡❝♦♥❞ $②♣❡ ✐# ♥♦$✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛❣❡♥$# ♦❢ $❤❡ ✜%#$

$②♣❡ ♣❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❣❡♥$# ♦❢ $❤❡ #❡❝♦♥❞ $②♣❡ &'❡❛❞❢❛&'✳ ❆♥ ❛❣❡♥$✬# $②♣❡ ✐# ❤✐#

♣%✐✈❛$❡ ✐♥❢♦%♠❛$✐♦♥✳ ❋✐%♠# ❛♥❞ $❤❡ ❣♦✈❡%♥♠❡♥$ ♦♥❧② ❦♥♦✇ $❤❛$ ❛ ❢%❛❝$✐♦♥ s
♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥$# ✐# #$❡❛❞❢❛#$✳ ❇%✐❜❡%② ✐# ❞❡$❡❝$❡❞ ❛❢$❡%✇❛%❞# ✇✐$❤ ♣%♦❜❛❜✐❧✐$② p✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛#❡ $❤❡ ❛❣❡♥$ ❧♦#❡# ❤✐# ❥♦❜ ❛♥❞ $❤❡ ❛##♦❝✐❛$❡❞ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥$ w✱
❜✉$ ♥❡✈❡%$❤❡❧❡## ❣❡$# $❤❡ ❜%✐❜❡ B✳✶✹ ❋♦% #✐♠♣❧✐❝✐$②✱ ✇❡ #❡$ $❤❡ ♦♣♣♦%$✉♥✐$②

✇❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ❛❣❡♥$# $♦ ③❡%♦✳ ❋✉%$❤❡%♠♦%❡✱ ❝♦%%✉♣$ ❜❡❤❛✈✐♦% ✐# ❛##♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤

♣❡%#♦♥❛❧ ❝♦#$ m > 0 ❢♦% ❛ $❛① ❛❣❡♥$✳✶✺ ❚❤✐# ❝♦#$ ✐# ❛##✉♠❡❞ $♦ ❜❡ $❤❡ #❛♠❡

♣!✐✈❛%❡ ✐♥❝♦♠❡ %❛①❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ♣!❡-❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦!!✉♣% ✐♥-♣❡❝%♦!- ❛♥❞ ❡✈❛-✐♦♥✳ ❆ ♠♦!❡ ❣❡♥❡!❛❧

❛♥❛❧②-✐- ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡!❛❝%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❣♦✈❡!♥♠❡♥%❛❧ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❜✉!❡❛✉❝!❛%✐❝ ❝♦!!✉♣%✐♦♥ ✐-

♣!♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❱❡!❞✐❡! ✭✷✵✵✵✮✳

✶✹

❚❤❡ !❡-✉❧%- ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛!❡ >✉❛❧✐%❛%✐✈❡❧② %❤❡ -❛♠❡ ✐❢ ❜!✐❜❡ ♣❛②♠❡♥%- ❛❝❝!✉❡ %♦ %❤❡

❣♦✈❡!♥♠❡♥% ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ %❛① !❡✈❡♥✉❡ ✐♥ ❝❛-❡ ♦❢ ❞❡%❡❝%✐♦♥✳

✶✺

❲❡ ♠❛② ✐♥%❡!♣!❡% m ❛- ♠♦!❛❧ ❝♦♥❝❡!♥- ♦! !❡♠♦!-❡ ❛--♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ❝♦!!✉♣% ❜❡❤❛✈✐♦!✳

❆- ❛ ❝♦♥-❡>✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛--✉♠❡ m %♦ ❛!✐-❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛-❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡%❡❝%✐♦♥✳ ◆♦%❡✱ ❤♦✇❡✈❡!✱ %❤❛%

✹✵



❢♦" ❛❧❧ ♣❧✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥+, ✇❤♦ ❛❝❝❡♣+ +❤❡ ❜"✐❜❡ ✐❢

B + (1− p)w −m ≥ w ⇔ B ≥ B∗ = pw +m.✶✻ ✭✸✳✶✮

❚❤✉,✱ ❜"✐❜❡ ♣❛②♠❡♥+, ❛"❡ ❛❝❝❡♣+❡❞ ✐❢ +❤❡ ♥❡+ ♣❛②♦✛ ❡①❝❡❡❞, ♦♣♣♦"+✉♥✐+② ❝♦,+

w✳ B∗
❞❡✜♥❡, +❤❡ ❧♦✇❡,+ ❜"✐❜❡ ♦✛❡" +❤❛+ ✐, ❛❝❝❡♣+❡❞ ❜② ❛ ♣❧✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥+✳ ❚❤❡

❡①✐,+❡♥❝❡ ♦❢ ,+❡❛❞❢❛,+ ❛❣❡♥+, ♠❛② "❡♣"❡,❡♥+ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ +❤❡ ♣❡",♦♥❛❧ ❝♦,+ m
✐, ✐♥✜♥✐+❡❧② ❤✐❣❤ ❢♦" ❛ ❢"❛❝+✐♦♥ s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥+,✳ ❋♦" +❤❡,❡ ❛❣❡♥+,✱ ✐♥❡?✉❛❧✐+②

✭✸✳✶✮ ✐, ♥❡✈❡" ,❛+✐,✜❡❞✳ ❲❡ ❛,,✉♠❡ p✱ w✱ m✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥,❡?✉❡♥+❧② B∗
✱ +♦ ❜❡

❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

✸✳✸✳✷ ❋✐%♠'

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦" ♦❢ ✜"♠, ✐, ❞❡+❡"♠✐♥❡❞ ✐♥ +❤❡ ,❡❝♦♥❞✱ +❤✐"❞✱ ❛♥❞ ❢♦✉"+❤ ,+❛❣❡

♦❢ +❤❡ ❣❛♠❡✳

✶✼

■♥ +❤❡ ❢♦✉"+❤ ,+❛❣❡✱ ✜"♠, ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡+❤❡" +♦ ❛++❡♠♣+ ❜"✐❜❡"②✳

✐♥ "♦♠❡ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥" ✭❧✐❦❡✱ ❡✳❣✳✱ ❆❞❡" ❛♥❞ ❉✐ ❚❡❧❧❛✱ ✶✾✾✾✮✱ ❝♦((✉♣' ❛❣❡♥'" ✐♥❝✉( ♣❡("♦♥❛❧

❝♦"' ♦♥❧② ✐♥ ❝❛"❡ ♦❢ ❞❡'❡❝'✐♦♥✳ ❆❞♦♣'✐♥❣ '❤✐" ♣(❡♠✐"❡ ❞♦❡" ♥♦' ❛❧'❡( '❤❡ =✉❛❧✐'❛'✐✈❡ (❡"✉❧'"✳

✶✻

❋♦( ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛""✉♠❡ '❤❛' ❛❣❡♥'" ❛❝❝❡♣' '❤❡ ❜(✐❜❡ ✐♥ ❝❛"❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡(❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡

✜(♠" ♣(❡❢❡( ❤♦♥❡"' ❜❡❤❛✈✐♦( ♦✈❡( ❡✈❛"✐♦♥✱ ❛" ✇❡❧❧ ❛" ✐♥✐'✐❛'✐♥❣ '❤❡ ♣(♦❥❡❝' ♦✈❡( '❤❡✐( ♦✉'"✐❞❡

♦♣'✐♦♥ ✐♥ ❝❛"❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡(❡♥❝❡✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ✇❡ "✉♣♣♦"❡ '❤❛' ♥♦ ✭❢✉('❤❡(✮ ❜❛(❣❛✐♥✐♥❣ ❜❡'✇❡❡♥

❛❣❡♥' ❛♥❞ ✜(♠ '❛❦❡" ♣❧❛❝❡✳ ❈❤❡✉♥❣ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ♣(♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐(✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ '❤❛' "✉♣♣♦('"

'❤✐" ♥♦'✐♦♥✳ ❚❤❡✐( ✜♥❞✐♥❣" "✉❣❣❡"' '❤❛' ❧♦✇❡(✲❧❡✈❡❧ ❣♦✈❡(♥♠❡♥' ♦✣❝✐❛❧" ❛(❡ ❢❛( ❧❡"" ❛❜❧❡ '♦

❡①♣(♦♣(✐❛'❡ ❜(✐❜❡(②✲(❡❧❛'❡❞ (❡♥'" ❢(♦♠ ✜(♠"✱ ❛" ♦♣♣♦"❡❞ '♦ ❤✐❣❤✲(❛♥❦❡❞ ♦✣❝✐❛❧"✳ ■♥ ❧✐♥❡

✇✐'❤ ✐♥❡=✉❛❧✐'② ✭✸✳✶✮✱ ❑❤❛♥ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ "❤♦✇ '❤❛' '❤❡ "❝♦♣❡ ♦❢ '❛① ❡✈❛"✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ ❜(✐❜❡ ♣❛②♠❡♥'" ❝(✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ '❛① ❝♦❧❧❡❝'♦( ♣❛②✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ❛" ❞❡♠♦♥"'(❛'❡❞ ❜②

❋❥❡❧❞"'❛❞ ✭✷✵✵✸✮✱ ❤✐❣❤❡( ♣✉❜❧✐❝ ✇❛❣❡" ♠❛② "✐♠♣❧② ✐♠♣(♦✈❡ '❤❡ ❜❛(❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡( ♦❢ ❝♦((✉♣'

❛❣❡♥'" ❛♥❞ ❧❡❛❞ '♦ ❤✐❣❤❡( ❜(✐❜❡" ✐♥"'❡❛❞ ♦❢ ❧♦✇❡( ❝♦((✉♣'✐♦♥ ✐❢ ❝♦♥'(♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐"♠" ❛♥❞

"❛♥❝'✐♦♥" ❛(❡ ✇❡❛❦✳

✶✼

❖✉( ♠♦❞❡❧ ♣(✐♠❛(✐❧② ❛♣♣❧✐❡" '♦ "♠❛❧❧✲ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲"✐③❡❞ ✜(♠"✳ ▲❛(❣❡ ♠✉❧'✐♥❛'✐♦♥❛❧

❝♦♠♣❛♥✐❡" '❡♥❞ '♦ (❡❧② ♦♥ ♣(♦✜' "❤✐❢'✐♥❣ ✐♥ ♦(❞❡( '♦ (❡❞✉❝❡ '❤❡✐( '❛① ❜✉(❞❡♥✱ ❛♥❞ '❤❡

❛""♦❝✐❛'❡❞ ❧♦""❡" ✐♥ (❡✈❡♥✉❡ "❡❡♠ '♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ❧❛(❣❡( ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥'(✐❡"✱ ❝♦♠♣❛(❡❞

'♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♦♥❡" ✭❈♦❜❤❛♠ ❛♥❞ ❏❛♥"❦T✱ ✷✵✶✼❀ ❈(✐✈❡❧❧✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❏♦❤❛♥♥❡"❡♥ ❡' ❛❧✳✱

✷✵✶✼✮✳ ❇② ❝♦♥'(❛"'✱ "♠❛❧❧❡( ✜(♠" ♦❢'❡♥ ❧❛❝❦ '❤❡ ♣♦""✐❜✐❧✐'② '♦ ❧❡❣❛❧❧② ❛✈♦✐❞ '❛①❡" ❛♥❞ ♠❛②✱

'❤❡(❡❢♦(❡✱ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ '❛① ❡✈❛"✐♦♥ ♦( ♠✐❣(❛'❡ ✐♥'♦ ✐♥❢♦(♠❛❧✐'② ✭❉❥❛♥❦♦✈ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❙❧❡♠(♦❞

❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ❲❛"❡❡♠✱ ✷✵✶✽✮✳ ❈♦♥"✐"'❡♥'❧②✱ ●♦❦❛❧♣ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ✜♥❞ ❛ ♥❡❣❛'✐✈❡ (❡❧❛'✐♦♥"❤✐♣

❜❡'✇❡❡♥ ✜(♠ "✐③❡ ❛♥❞ '❛① ❡✈❛"✐♦♥✳ ❯"✐♥❣ ❞❛'❛ ♦♥ ❯❣❛♥❞❛♥ ✜(♠"✱ ●❛✉'❤✐❡( ❛♥❞ ❘❡✐♥✐❦❦❛

✭✷✵✵✻✮ ♣(♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ '❤❛' ❧❛(❣❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡" ❜❡♥❡✜' ❢(♦♠ '❛① ❡①❡♠♣'✐♦♥"✱ ✇❤✐❧❡ "♠❛❧❧❡(

✜(♠" '❡♥❞ '♦ ❡✈❛❞❡ '❛①❡"✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐'❤ '❤❡"❡ ✜♥❞✐♥❣"✱ ❈❛♠♣♦" ❛♥❞ ●✐♦✈❛♥♥♦♥✐ ✭✷✵✵✼✮

❛♥❞ ❍❛("'❛❞ ❛♥❞ ❙✈❡♥""♦♥ ✭✷✵✶✶✮ ❛(❣✉❡ '❤❛' ❧♦❜❜②✐♥❣ ❛♥❞ ❜(✐❜❡(② ❛(❡ "✉❜"'✐'✉'❡"✱ ✇✐'❤

❜(✐❜❡(② ❜❡✐♥❣ ❢❛( ♠♦(❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦( (❛'❤❡( "♠❛❧❧ ✜(♠" ✭❈❛♠♣♦" ❛♥❞ ●✐♦✈❛♥♥♦♥✐✱ ✷✵✵✼✮

❛♥❞ ✐♥ ❧❡"" ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥'(✐❡" ✭❍❛("'❛❞ ❛♥❞ ❙✈❡♥""♦♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ❙✉♣♣♦('✐♥❣ '❤✐" ♥♦'✐♦♥✱

❆②②❛❣❛(✐ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ (❡♣♦(' '❤❛' "♠❛❧❧✲ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲"✐③❡❞ ✜(♠" ❝♦♥"'✐'✉'❡ ♠♦"' ♦❢ '❤❡

♣(✐✈❛'❡ "❡❝'♦( ✐♥ '❤❡"❡ ❝♦✉♥'(✐❡"✳

✹✶



■❢ "❤❡ %❡&♣♦♥&✐❜❧❡ "❛① ❛❣❡♥" ❛❝❝❡♣"& "❤❡ ❜%✐❜❡✱ ❤❡ %❡♣♦%"& ❛ ❢❛✐❧✉%❡ ❛♥❞ ③❡%♦

♣%♦✜"& ♦❢ "❤❡ ✜%♠ "♦ "❤❡ ❣♦✈❡%♥♠❡♥"✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ✜%♠ ❞♦❡& ♥♦" ❤❛✈❡

"♦ ♣❛② "❛①❡& ❛" ❛❧❧✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ ❢❛✐❧❡❞ ✜%♠&✱ ❛& ✇❡❧❧ ❛& ✜%♠& ✇❤✐❝❤ %❡❥❡❝" "❤❡

✐♥✈❡&"♠❡♥" ♣%♦❥❡❝" ❛♥❞ ❝❤♦♦&❡ "❤❡ ♦✉"&✐❞❡ ♦♣"✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥"✐✈❡ "♦ ❜%✐❜❡

❛& "❤❡② ❞♦ ♥♦" ♣❛② "❛①❡&✳ ●✐✈❡♥ "❤❡ ❞✐&"%✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ "❛① ❛❣❡♥"& ❛♥❞ "❤❡ ❢❛❝"

"❤❛" ✜%♠& ❦♥♦✇ B∗
✱ ❛ ❜%✐❜❡ ❛""❡♠♣" ❢❛✐❧& ❛♥❞ ✐& %❡♣♦%"❡❞ ✇✐"❤ ♣%♦❜❛❜✐❧✐"②

s✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❝❛&❡ ♦❢ ❛ &✉❝❝❡&&❢✉❧ ❜%✐❜❡ ❛""❡♠♣"✱ "❛① ❡✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ ❛&&♦❝✐❛"❡❞

❜%✐❜❡%② ❛%❡ ❞✐&❝♦✈❡%❡❞ ✇✐"❤ ♣%♦❜❛❜✐❧✐"② p✳ ❚❤❡ ❝♦%%❡&♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧"② ♦♥ "❤❡

✜%♠ ✐& ❛&&✉♠❡❞ "♦ ❜❡ "❤❡ &❛♠❡ ✐♥ ❜♦"❤ ❝❛&❡&✳ ■♥ ♣❛%"✐❝✉❧❛%✱ ✇❡ ❛&&✉♠❡ "❤❛"

❛ ✜%♠✬& ♣❛②♠❡♥" "♦ "❤❡ "❛① ❛✉"❤♦%✐"✐❡& ✭✐✳❡✳✱ "❤❡ ❣♦✈❡%♥♠❡♥"✮ ✐& ✐♥❝%❡❛&❡❞ ❜②

❛ ❢❛❝"♦% ♦❢ λ ✐❢ ❛""❡♠♣"❡❞ ♦% ❛❝❝♦♠♣❧✐&❤❡❞ ❜%✐❜❡%② ✐& ❡①♣♦&❡❞✳ ❲❡ ❛&&✉♠❡

p ❛♥❞ λ "♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉&✳

✶✽

❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❜%✐❜❡ ❛""❡♠♣" ✐& ❛&&♦❝✐❛"❡❞ ✇✐"❤

"❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡❝"❡❞ ♥❡" ♣%♦✜" π̂e
❢♦% ❛♥ e✈❛❞✐♥❣ ✜%♠✿

✶✾

π̂e = (1− qλt)Π− (1− s)B∗, ✭✸✳✷✮

✇❤❡%❡ q ≡ (1− s)p+ s ❞❡♥♦"❡& "❤❡ ♦✈❡%❛❧❧ ♣%♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❞❡"❡❝"✐♦♥✳

✷✵

■♥ ❝❛&❡

♦❢ ❝♦♠♣❧✐❛♥" ✭♦% h♦♥❡&"✮ ❜❡❤❛✈✐♦%✱ ❛ ✜%♠✬& ♥❡" ♣%♦✜" ✐&

πh = (1− t)Π. ✭✸✳✸✮

❈♦♥&❡I✉❡♥"❧②✱ ❛ ✜%♠ ❛""❡♠♣"& ❜%✐❜❡%② ✐❢

π̂e > πh ⇔ t > teh ≥ 0, ✭✸✳✹✮

✇❤❡%❡

teh ≡
(1− s)B∗

(1− qλ)Π
✭✸✳✺✮

✶✽

❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦( ❡♥❞♦❣❡♥♦✉, p ❛♥❞ λ ,❤♦✉❧❞ ♥♦/ ❛❧/❡( /❤❡ 0✉❛❧✐/❛/✐✈❡ (❡,✉❧/, ♦❢ /❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❊✈❡♥ ✐❢ /❤❡ ❣♦✈❡(♥♠❡♥/ ✇❛, ❛❜❧❡ /♦ ❝❤♦♦,❡ /❤❡,❡ ✈❛(✐❛❜❧❡, ♦♣/✐♠❛❧❧②✱ ✐/ ✐, (❡❛,♦♥❛❜❧❡ ✭❛♥❞

❝♦♠♠♦♥ ✐♥ /❤❡ ❧✐/❡(❛/✉(❡✮ /♦ ❛,,✉♠❡ /❤❛/ ✐/ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐/❡❞ ✐♥ ❞♦✐♥❣ ,♦ ❜② ♠♦♥✐/♦(✐♥❣ ♦(

❛✉❞✐/✐♥❣ ❝♦,/ ✭(❡❣❛(❞✐♥❣ p✮ ❛♥❞ ❧❡❣❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧✐/✐❝❛❧ ♦❜,/❛❝❧❡, ✭(❡❣❛(❞✐♥❣ λ✮✳ ❈♦♥,❡0✉❡♥/❧②✱
✜(♠, ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥/✐✈❡ /♦ ❡✈❛❞❡ /❛①❡,✱ ❛/ ❧❡❛,/ ✐♥ ,♦♠❡ ❝♦✉♥/(✐❡,✱ ❡✈❡♥ ✐❢ p ❛♥❞ λ ❛(❡
♦♣/✐♠❛❧❧② ❝❤♦,❡♥✳

✶✾

❲❡ (❡❢❡( /♦ ❛❧❧ ✜(♠, /❤❛/ ❛//❡♠♣/ ❜(✐❜❡(② ❛, ❡✈❛❞✐♥❣✱ ❛❧/❤♦✉❣❤ ❛❝/✉❛❧ /❛① ❡✈❛,✐♦♥ ♦♥❧②

/❛❦❡, ♣❧❛❝❡ ✐❢ /❤❡ ❜(✐❜❡ ❛//❡♠♣/ ✐, ,✉❝❝❡,,❢✉❧✳

✷✵

◆♦/❡ /❤❛/ /❛① ❡✈❛,✐♦♥ ✐, ♥❡✈❡( ✇♦(/❤✇❤✐❧❡ ✐❢ /❤❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ♣❡♥❛❧/② ✐, ❛/ ❧❡❛,/ ♦♥❡✿

qλ ≥ 1✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ qλ < 1✱ ✐, ♦❢/❡♥ ❛,,✉♠❡❞ ✐♥ /❤❡ ❧✐/❡(❛/✉(❡✳ ❇② ❝♦♥/(❛,/✱ ✇❡ ❣❡♥❡(❛❧❧②
❛❧❧♦✇ ❢♦( qλ ≥ 1✳ ❚❤✉,✱ /❤❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ♣❡♥❛❧/② ♠❛② ❜❡ ,✉✣❝✐❡♥/❧② ❤✐❣❤ ✐♥ ,♦♠❡ ✭❜✉/ ♥♦/
❛❧❧✮ ❝♦✉♥/(✐❡, /♦ ❢✉❧❧② ❞❡/❡( /❛① ❡✈❛,✐♦♥✳

✹✷



❞❡✜♥❡$ %❤❡ %❛① )❛%❡ ❢♦) ✇❤✐❝❤ ❛ ✜)♠ ✐$ ✐♥❞✐✛❡)❡♥% ❜❡%✇❡❡♥ e✈❛❞✐♥❣ ❛♥❞ h♦♥❡$%
❜❡❤❛✈✐♦)✳

✷✶

❲❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ✐♥✈❡$%♠❡♥% ♣)♦❥❡❝% ✐♥ %❤❡ $❡❝♦♥❞ $%❛❣❡✱ ✜)♠$ ❛♥%✐❝✲

✐♣❛%❡ %❤❡✐) $✉❜$❡;✉❡♥% ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦) ✐♥ ❝❛$❡ ♦❢ $✉❝❝❡$$✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡$$❛)②

❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦) ✐♥✐%✐❛%✐♥❣ %❤❡ ♣)♦❥❡❝% ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②

psπ̂
e ≥ πo ⇔ t ≤ toe =

1

qλ

(

1−
πo + ps(1− s)B∗

psΠ

)

✭✸✳✻✮

❢♦) ❡✈❛❞✐♥❣ ✜)♠$ ❛♥❞

psπ
h ≥ πo ⇔ t ≤ toh = 1−

πo

psΠ
✭✸✳✼✮

❢♦) ❤♦♥❡$% ✜)♠$✳ toe ✭toh✮ ❞❡✜♥❡$ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❛① )❛%❡ ❢♦) ✇❤✐❝❤ ❛♥ e✈❛❞✐♥❣
✭h♦♥❡$%✮ ✜)♠ ❥✉$% ♣)❡❢❡)$ %❤❡ ✐♥✈❡$%♠❡♥% ♣)♦❥❡❝% ♦✈❡) ✐%$ o✉%$✐❞❡ ♦♣%✐♦♥✳✷✷

✸✳✸✳✸ ●♦✈❡&♥♠❡♥) ❜❡❤❛✈✐♦&

❆% %❤❡ ✜)$% $%❛❣❡ ♦❢ %❤❡ ❣❛♠❡✱ %❤❡ ❣♦✈❡)♥♠❡♥% $❡%$ %❤❡ %❛① )❛%❡ %♦ ♠❛①✐♠✐③❡

❡①♣❡❝%❡❞ )❡✈❡♥✉❡✳ ■% ✐$ ❧✐♠✐%❡❞ ❜② ✜)♠$✬ ❛❧%❡)♥❛%✐✈❡$✱ ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❡✈❛$✐♦♥

❛♥❞ %❤❡ ♦✉%$✐❞❡ ♦♣%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛%%)❛❝%✐✈❡♥❡$$ ♦❢ %❤❡$❡ ❛❧%❡)♥❛%✐✈❡$ ❛♥❞ %❤❡

❝♦))❡$♣♦♥❞✐♥❣ %❤)❡$❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ %❤❡ %❛① )❛%❡ ❛)❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❡;✉❛❧✐%✐❡$

✭✸✳✹✮✱ ✭✸✳✻✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✼✮✳ ■♥ ♦)❞❡) %♦ ✉♥❞❡)$%❛♥❞ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝$ ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐%

♣)♦✈❡$ ❤❡❧♣❢✉❧ %♦ ❞❡♣✐❝% teh✱ toe✱ ❛♥❞ toh ❛$ ❢✉♥❝%✐♦♥$ ♦❢ 1 − s✱ %❤❡ $❤❛)❡ ♦❢

♣❧✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥%$✳ ❘❡❝❛❧❧ %❤❛% teh ❝♦))❡$♣♦♥❞$ %♦ %❤❡ %❛① )❛%❡ ❢♦) ✇❤✐❝❤ ❛ ✜)♠

✐$ ✐♥❞✐✛❡)❡♥% ❜❡%✇❡❡♥ ❡✈❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦♥❡$% ❜❡❤❛✈✐♦)✱ toe ✐$ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❛①

)❛%❡ ❢♦) ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡✈❛❞✐♥❣ ✜)♠ ❥✉$% ♣)❡❢❡)$ %❤❡ ✐♥✈❡$%♠❡♥% ♣)♦❥❡❝% ♦✈❡) ✐%$

♦✉%$✐❞❡ ♦♣%✐♦♥✱ ❛♥❞ toh ✐$ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❛① )❛%❡ ❢♦) ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❤♦♥❡$% ✜)♠

❥✉$% ♣)❡❢❡)$ %❤❡ ✐♥✈❡$%♠❡♥% ♣)♦❥❡❝% ♦✈❡) ✐%$ ♦✉%$✐❞❡ ♦♣%✐♦♥✳ ▲❡% ✉$ ♠❛♣ ✜)♠$✬

♦♣%✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦) ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥% ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥$ ♦❢ 1− s ❛♥❞ t ✐♥ ❋✐❣✉)❡ ✸✳✼✳ ❲❡

♠❛② %❤✐♥❦ ♦❢ 1− s ❛$ ❛ ♣)♦①② ❢♦) ❝♦))✉♣%✐♦♥ ❛♥❞✱ %❤✉$✱ ✐♥%❡)♣)❡% ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡

♦❢ %❤✐$ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❛$ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦))✉♣%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✶

◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ "❤&❡'❤♦❧❞ teh ♦♥❧② ❝♦♥'"✐"✉"❡' ❛♥ ✉♣♣❡& ❧✐♠✐" "♦ "❛①❛"✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❛♥"
✜&♠' ✐❢ ✐"' ✈❛❧✉❡ ✐' ♣♦'✐"✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦& qλ < 1✳ ■❢ qλ > 1 ✭✐♠♣❧②✐♥❣ teh < 0✮✱ "❛① ❡✈❛'✐♦♥ ✐'
♥❡✈❡& ✇♦&"❤✇❤✐❧❡ ❢♦& ✜&♠'✳

✷✷

■❢ toe ✭toh✮ ✐' ♥❡❣❛"✐✈❡✱ t < 0 ✭✐✳❡✳✱ ❛ '✉❜'✐❞②✮ ✐' ♥❡❝❡''❛&② "♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✈❛❞✐♥❣ ✭❤♦♥❡'"✮
✜&♠' "♦ '"❛&" "❤❡ ✐♥✈❡'"♠❡♥" ♣&♦❥❡❝"✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ t < 0 ❝❛♥♥♦" ❜❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✐♥ ♦✉& ♠♦❞❡❧
❢♦& ❛ &❡✈❡♥✉❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡&♥♠❡♥"✳ ❚❤❡ ❧❛""❡& "❤❡♥ '✐♠♣❧② &❡❢&❛✐♥' ❢&♦♠ "❛①✐♥❣ "❤❡

&❡'♣❡❝"✐✈❡ ✜&♠'✳

✹✸



❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✿ ❚❤$❡,❤♦❧❞ 0❛① $❛0❡, ❛♥❞ ♣♦,,✐❜❧❡ ✜$♠ ❜❡❤❛✈✐♦$
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1  

❋$♦♠ 0❤❡ ♣❡$,♣❡❝0✐✈❡ ♦❢ 0❤❡ ❣♦✈❡$♥♠❡♥0✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐,0✐♥❣✉✐,❤ ❜❡0✇❡❡♥ ❢♦✉$

❞✐✛❡$❡♥0 ❛$❡❛, ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✱ ❡❛❝❤ $❡♣$❡,❡♥0✐♥❣ ❛ ❝❡$0❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ ✜$♠,✳

❚❤❡ ❧♦✇❡$ ❛$❡❛ ❞❡♥♦0❡❞ ❜② H ❝❛♣0✉$❡, ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥, ♦❢ 1− s ❛♥❞ t ❢♦$
✇❤✐❝❤ ✐0 ✐, ♦♣0✐♠❛❧ ❢♦$ ✜$♠, 0♦ ✐♥✐0✐❛0❡ 0❤❡ ♣$♦❥❡❝0 ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥0 ✐♥

❝❛,❡ ♦❢ ,✉❝❝❡,,✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ t ≤ toh, teh ❤♦❧❞, ✐♥ 0❤✐, ❛$❡❛✳
❚❤❡ $✐❣❤0 ❛$❡❛ ❞❡♥♦0❡❞ ❜② E ❝❛♣0✉$❡, ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥, ♦❢ 1− s ❛♥❞ t ❢♦$

✇❤✐❝❤ ✐0 ✐, ♦♣0✐♠❛❧ ❢♦$ ✜$♠, 0♦ ✐♥✐0✐❛0❡ 0❤❡ ♣$♦❥❡❝0✱ ❜✉0 ❛00❡♠♣0 ❜$✐❜❡$② ✐♥

❝❛,❡ ♦❢ ,✉❝❝❡,,✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ teh < t ≤ toe ❛♥❞ teh < toh ❤♦❧❞ ✐♥ 0❤✐, ❛$❡❛✳
❚❤❡ ✉♣♣❡$ ❧❡❢0 ✭oH✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡$ $✐❣❤0 ❛$❡❛ ✭oE✮ ❝❛♣0✉$❡ ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥, ♦❢

1−s ❛♥❞ t ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✐0 ✐, ♦♣0✐♠❛❧ ❢♦$ ✜$♠, ♥♦0 0♦ ♣✉$,✉❡ ❛ ♣$♦❥❡❝0 ❛♥❞ $❡,♦$0
0♦ 0❤❡✐$ ♦✉0,✐❞❡ ♦♣0✐♦♥ ✐♥,0❡❛❞✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐,❡❧②✱ 0❤❡ oH✲❛$❡❛ ❞❡♣✐❝0, ❝♦♠❜✐✲
♥❛0✐♦♥, ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✜$♠, ✇♦✉❧❞ ♣$❡❢❡$ ♣❛②✐♥❣ 0❛①❡, ♦✈❡$ ❛00❡♠♣0✐♥❣ ❜$✐❜❡$② ✐❢

0❤❡② ,✉❝❝❡,,❢✉❧❧② ✉♥❞❡$0♦♦❦ 0❤❡ ♣$♦❥❡❝0✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ toh < t ≤ teh ❤♦❧❞, ✐♥ 0❤✐,
❝❛,❡✳ ❇② ❝♦♥0$❛,0✱ 0❤❡ oE✲❛$❡❛ ❞❡♣✐❝0, ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥, ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✜$♠, ✇♦✉❧❞
♣$❡❢❡$ 0❛① ❡✈❛,✐♦♥ ♦✈❡$ ❝♦♠♣❧✐❛♥0 ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐❢ 0❤❡② ,✉❝❝❡,,❢✉❧❧② ✉♥❞❡$0♦♦❦ 0❤❡

♣$♦❥❡❝0✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ t > teh, toe ❤♦❧❞, ✐♥ 0❤❛0 ❝❛,❡✳
❆, 0❤❡ ❝♦♥,✐❞❡$❡❞ ✜$♠, ❛$❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉,✱ 0❤❡② ❛❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ 0❤❡ ,❛♠❡

✇❛②✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡$♥♠❡♥0 ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✜$♠ ❜❡❤❛✈✐♦$ 0❤$♦✉❣❤ ✐0, 0❛① ,❡00✐♥❣✳

❋✐$♠, ✐♥✈❡,0 ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥0 ✐♥ 0❤❡ ❝♦✉♥0$② ✐❢ t ✐, ,❡0 ,✉✣❝✐❡♥0❧② ❧♦✇✱

✹✹



✐✳❡✳ ❢♦% t ≤ toh, teh✳ ●%❛♣❤✐❝❛❧❧②✱ .❤❡ ❜❧❛❝❦ toh✲ ❛♥❞ .❤❡ ❞❛%❦ ❣%❡② teh✲❝✉%✈❡7

❞❡.❡%♠✐♥❡ .❤❡ ✉♣♣❡% ❜♦✉♥❞❛%② ♦❢ .❤❡ H✲❛%❡❛ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✼✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1 − s ✭❛♥❞ ♦♥ .❤❡ ♦.❤❡% ❞❡.❡%♠✐♥❛♥.7 ♦❢ teh

✭✸✳✺✮ ❛♥❞ toh ✭✸✳✼✮✮✱ ❡✐.❤❡% .❤❡ ♦✉.7✐❞❡ ♦♣.✐♦♥ ♦% .❤❡ ♣♦77✐❜✐❧✐.② .♦ ❡✈❛❞❡ ✐7

♠♦%❡ ❛..%❛❝.✐✈❡ .♦ ✜%♠7✳ ❚❤✉7✱ ❡✐.❤❡% .❤❡ toh✲ ♦% .❤❡ teh✲.❤%❡7❤♦❧❞ ❞❡✜♥❡7

.❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ .❛① %❛.❡ .❤❡ ❝♦✉♥.%② ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥. ✇❤✐❧❡ 7.✐❧❧ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✜%♠7

.♦ ✐♥✐.✐❛.❡ .❤❡ ✐♥✈❡7.♠❡♥. ♣%♦❥❡❝. ❛♥❞ 7✉❜7❡E✉❡♥.❧② ❜❡❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥.✳ ■♥

♣❛%.✐❝✉❧❛%✱ ✜%♠7 ♣%❡❢❡% ❡✈❛7✐♦♥ ♦✈❡% .❤❡ ♦✉.7✐❞❡ ♦♣.✐♦♥ ✐❢ toh > teh✱ ✇❤✐❝❤

❤♦❧❞7 ✐❢ 1−s ✐7 7✉✣❝✐❡♥.❧② ❤✐❣❤✳ ■♥ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✼✱ .❤✐7 ❛♣♣❧✐❡7 .♦ ❛❧❧ ♣♦✐♥.7 ❧②✐♥❣

.♦ .❤❡ %✐❣❤. ♦❢ .❤❡ ✐♥.❡%7❡❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ toh✲ ❛♥❞ .❤❡ teh✲❝✉%✈❡✳ ❚❤❡ %❡❛7♦♥ ✐7

♦❜✈✐♦✉7✿ .❤❡ ❤✐❣❤❡% .❤❡ ❝♦%%✉♣.✐♦♥ ❧❡✈❡❧ 1−s✱ .❤❡ ❤✐❣❤❡% .❤❡ ❡①♣❡❝.❡❞ ♣%♦✜. ✐♥

❝❛7❡ ♦❢ ❡✈❛7✐♦♥ π̂e
✭✸✳✷✮✳ ❚❤❛. ✐7✱ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1−s ♠❛❦❡7 ✐♥✈❡7.♠❡♥. ✇✐.❤

7✉❜7❡E✉❡♥. .❛① ❡✈❛7✐♦♥ ✐♥ .❤❡ ❝♦✉♥.%② ♠♦%❡ ❛..%❛❝.✐✈❡ .♦ ✜%♠7✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱

teh ✐7 ❞❡❝%❡❛7✐♥❣ ✐♥ 1 − s✱ ✇❤✐❧❡ toh ✐7 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. ♦❢ .❤✐7 ♣❛%❛♠❡.❡%✳ ❆7

❛ ❝♦♥7❡E✉❡♥❝❡✱ .❤❡ E✲❛%❡❛ ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✸✳✼ ❡♠❡%❣❡7 ♦♥❝❡ toh > teh ❤♦❧❞7 ❛♥❞

✭.❤❡♥✮ ❜❡❝♦♠❡7 ❧❛%❣❡% ❢♦% ❤✐❣❤❡% ✈❛❧✉❡7 ♦❢ 1− s✳
❆ ❦❡② %❡7✉❧. ♦❢ ♦✉% ❛♥❛❧②7✐7 ✐7 .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■❢ toh > teh ❤♦❧❞7✱ ✐. ♠❛② ❜❡

♦♣.✐♠❛❧ ❢♦% ❛ ❝♦✉♥.%② ✭.❤❡ ❣♦✈❡%♥♠❡♥.✮ .♦  ♦❧❡$❛ ❡ ❡✈❛'✐♦♥ ✐❢ .❤❡ ❡①♣❡❝.❡❞

%❡✈❡♥✉❡ ❢%♦♠ ✜♥❡7 ♦♥ ❞❡.❡❝.❡❞ ❜%✐❜❡%② ✐7 7✉✣❝✐❡♥.❧② ❤✐❣❤✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ ✇❡

♠❛② ❞✐7.✐♥❣✉✐7❤ ❜❡.✇❡❡♥ .❤%❡❡ ❞✐✛❡%❡♥. .❛① ♣♦❧✐❝✐❡7✱ ♦% ❝♦✉♥.%② .②♣❡7✳ ❚❤❡

✜%7. .②♣❡ %❡❢❡%7 .♦ ❛❧❧ ❝❛7❡7 ✇❤❡%❡ toh ≤ teh✳ ❚❤❡♥✱ .❛① ❡✈❛7✐♦♥ ✐7 ♥♦ %❡❧❡✈❛♥.

❛❧.❡%♥❛.✐✈❡ ❢♦% ✜%♠7 ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦$❡❞ ❜② .❤❡ ❝♦✉♥.%②✬7 ❣♦✈❡%♥♠❡♥.

✇❤❡♥ 7❡..✐♥❣ .❤❡ .❛① %❛.❡✳ ■♥7.❡❛❞✱ .❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛..❛✐♥❛❜❧❡ .❛① %❛.❡ ❞❡♣❡♥❞7

♦♥ ✜%♠7✬ ♦✉.7✐❞❡ ♦♣.✐♦♥ ❛♥❞ ❡E✉❛❧7 toh✳

✷✸

❇② ❝♦♥.%❛7.✱ ✜%♠7✬ ♣♦77✐❜✐❧✐.② .♦

❡✈❛❞❡ ❛✛❡❝.7 .❤❡ .❛① 7❡..✐♥❣ ♦❢ .❤❡ 7❡❝♦♥❞ ❛♥❞ .❤✐%❞ ❝♦✉♥.%② .②♣❡✱ ❢♦% ✇❤✐❝❤

toh > teh ❤♦❧❞7✳ ■♥ 7✉❝❤ ❝♦✉♥.%✐❡7✱ ✜%♠7 ✇✐❧❧ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❡✈❛7✐♦♥ ✐❢ .❤❡ .❛① %❛.❡

✐7 .♦♦ ❤✐❣❤✳ ❆ ❝♦✉♥.%②✬7 ❣♦✈❡%♥♠❡♥. ♠❛② ✐♠♣❧❡♠❡♥. ❛ ♠❛①✐♠✉♠ .❛① %❛.❡

❡E✉❛❧ .♦ teh✱ ♠❛❦✐♥❣ ❡✈❛7✐♦♥ ✉♥♣%♦✜.❛❜❧❡ ❛♥❞✱ .❤✉7✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✜%♠7 .♦ ❜❡❤❛✈❡

❝♦♠♣❧✐❛♥. ✭❝❢✳ ❡E✉❛.✐♦♥ ✭✸✳✹✮✮✳ ❲❡ %❡❢❡% .♦ 7✉❝❤ ❛ ❝♦✉♥.%② .❤❛. ❝♦♠❜❛ '

❡✈❛7✐♦♥ ❛7 .②♣❡ ✷✳ ❆❧.❡%♥❛.✐✈❡❧②✱ ❛ ❝♦✉♥.%②✬7 ❣♦✈❡%♥♠❡♥. ❝❛♥  ♦❧❡$❛ ❡ .❛①

❡✈❛7✐♦♥ ❛♥❞ 7❡..❧❡ ❢♦% %❡✈❡♥✉❡ ❢%♦♠ ✜♥❡7 ♦♥ ❞❡.❡❝.❡❞ ❜%✐❜❡%②✳ ❲❤❡♥ ❞♦✐♥❣

7♦✱ ✐. ✐7 ❛❜❧❡ .♦ 7❡. ❛ .❛① %❛.❡ ❤✐❣❤❡% .❤❛♥ teh✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ✐. ❤❛7 .♦ ♠❛❦❡ 7✉%❡

.❤❛. ✜%♠7✬ ❡①♣❡❝.❡❞ ♣%♦✜. ❢%♦♠ ❛..❡♠♣.❡❞ ❜%✐❜❡%② ✐♥ .❤❡ ❝♦✉♥.%② ✐7 ❛. ❧❡❛7.

❛7 ❤✐❣❤ ❛7 .❤❡✐% ♦✉.7✐❞❡ ♦♣.✐♦♥ ✭❝❢✳ ❡E✉❛.✐♦♥ ✭✸✳✻✮✮✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ .❤❡ .❛① %❛.❡

✷✸

❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& ✜*♠$ ❛*❡ ✐♥&❡*♥❛&✐♦♥❛❧❧② ♠♦❜✐❧❡✳ ❚❤❡♥✱ &❤❡✐* ♦✉&$✐❞❡ ♦♣&✐♦♥ ✐$ ❞❡&❡*✲

♠✐♥❡❞ ❜② ♦&❤❡* ❝♦✉♥&*✐❡$✬ &❛① *❛&❡$ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛② $&❛&❡ &❤❛& &②♣❡ ✶ ❝♦✉♥&*✐❡$ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥

✏♦*❞✐♥❛*②✑ &❛① ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥✳ ❙❡❡ ❈❤❛♣&❡* ✹ ❢♦* ♠♦*❡ ❞❡&❛✐❧$✳

✹✺



✐♥ ❛ #②♣❡ ✸ ❝♦✉♥#+② ♠✉-# ♥♦# ❡①❝❡❡❞ #❤❡ #❤+❡-❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ toe✳ ❚♦ -✉♠♠❛+✐③❡✱

#❤❡ #❤+❡❡ ❝♦✉♥#+② #②♣❡- ❛+❡

✶✳ ■❣♥♦$✐♥❣ &❛① ❡✈❛+✐♦♥ ✭-✐♥❝❡ ✐# ✐- ♥♦# ❛ -❡+✐♦✉- ♣+♦❜❧❡♠✮✿ ❖✉#-✐❞❡

♦♣#✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❛♥# ✜+♠- ❛- ❧✐♠✐#✐♥❣ ❢❛❝#♦+ ✭toh ≤ teh✮✳ ❚❤❡ ✭❧✐♠✐#✮ #❛①

+❛#❡ ✐- toh ✭✸✳✼✮ ❛♥❞ ✐♥❝+❡❛-✐♥❣ ✭❞❡❝+❡❛-✐♥❣✮ ✐♥ Π, ps ✭πo
✮✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥# ♦❢ w,m, s, p, λ✳

✷✳ ❈♦♠❜❛&✐♥❣ &❛① ❡✈❛+✐♦♥✿ ❚❛① ❡✈❛-✐♦♥ ❛- ❧✐♠✐#✐♥❣ ❢❛❝#♦+✳ ✭▲✐♠✐#✮ #❛①

+❛#❡ ✐- teh ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ ✐♥❝+❡❛-✐♥❣ ✭❞❡❝+❡❛-✐♥❣✮ ✐♥ w,m, s, p, λ ✭Π✮✱ ❛♥❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦❢ ps, π
o
✳

✸✳ ❚♦❧❡$❛&✐♥❣ &❛① ❡✈❛+✐♦♥✿ ❖✉#-✐❞❡ ♦♣#✐♦♥ ♦❢ ❡✈❛❞✐♥❣ ✭✦✮ ✜+♠- ❛- ❧✐♠✲

✐#✐♥❣ ❢❛❝#♦+✳ ●♦✈❡+♥♠❡♥# #♦❧❡+❛#❡- ❡✈❛-✐♦♥✱ ✭❡①♣❡❝#❡❞✮ +❡✈❡♥✉❡ -#❡♠-

❢+♦♠ ✜♥❡- ♦♥ ❞❡#❡❝#❡❞ ❡✈❛❞❡+-✳ ✭▲✐♠✐#✮ #❛① +❛#❡ ✐- toe ✭✸✳✻✮✱ ❛♥❞ ✐♥✲

❝+❡❛-✐♥❣ ✭❞❡❝+❡❛-✐♥❣✮ ✐♥ Π, ps ✭πo, w,m, s, p, λ✮✳

■# ✐- ✇♦+#❤✇❤✐❧❡ ❢♦+ ❛ ❝♦✉♥#+② #♦ ❝♦♠❜❛# ❡✈❛-✐♦♥ ✐❢

E[R]eh ≥ E[R]oe, ✭✸✳✽✮

✇❤❡+❡ E[R]eh ✭E[R]oe✮ ❞❡♥♦#❡- #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ #❛① +❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ❛ #②♣❡ ✷ ✭✸✮ ❝♦✉♥✲

#+②✳ ❆- ♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ #❛① +❡✈❡♥✉❡ -#❡♠- ❢+♦♠ ✜♥❡- ♦♥ ❞❡#❡❝#❡❞ ❜+✐❜❡+② ✐♥

#②♣❡ ✸ ❝♦✉♥#+✐❡-✳ ❚❤✉-✱ #❛① +❡✈❡♥✉❡ ❞❡♣❡♥❞- ❞✐+❡❝#❧② ♦♥ #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ ♣❡♥❛❧#②

qλ✳ ■♥ ♣❛+#✐❝✉❧❛+✱ #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ #❛① +❡✈❡♥✉❡ ✐-

E[R] =











E[R]oh = max{tohE[Π], 0} = max{psΠ− πo, 0} ❢♦+ #②♣❡ ✶

E[R]eh = tehE[Π] = ps(1−s)B∗

1−qλ
❢♦+ #②♣❡ ✷

E[R]oe = qλtoeE[Π] = ps(Π− (1− s)B∗)− πo
❢♦+ #②♣❡ ✸.✷✹

✭✸✳✾✮

❋✐❣✉+❡ ✸✳✽ ♣❧♦#- E[R] ❛❣❛✐♥-# 1− s ❛♥❞ ✐❧❧✉-#+❛#❡-✱ #♦❣❡#❤❡+ ✇✐#❤ ❋✐❣✉+❡ ✸✳✼✱

❤♦✇ ❝♦++✉♣#✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡- #❛① +❛#❡✱ ❡①♣❡❝#❡❞ +❡✈❡♥✉❡✱ ❛♥❞ #②♣❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥#+②✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ #❛① +❡✈❡♥✉❡ ✐-✱ ❝✳♣✳✱ ❧♦✇❡+ ❛♥❞ ❞❡❝+❡❛-✐♥❣ ✐♥ 1− s ❢♦+ ❝♦✉♥✲

#+② #②♣❡- ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❚❤✐- ❝❛♥ ❜❡ -❡❡♥ ❢+♦♠ ❡O✉❛#✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉+❡ ✸✳✽✳

■♥ -✉❝❤ ❝♦✉♥#+✐❡-✱ ❡✈❛-✐♦♥ ❝♦♥-#✐#✉#❡- ❛♥ ♦❜-#❛❝❧❡ #♦ #❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ ❧✐♠✐#-

❣♦✈❡+♥♠❡♥#-✬ ❛❜✐❧✐#② #♦ +❛✐-❡ +❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤✐- ♣+♦❜❧❡♠ ✐- ♠♦+❡ -❡✈❡+❡✱ #❤❡ ♠♦+❡

✇✐❞❡-♣+❡❛❞ ❝♦++✉♣#✐♦♥ ✐-✳

✷✹

●✐✈❡♥ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ %❤+❡❡ ❝♦✉♥%+② %②♣❡0✱ qλtoeE[Π] > 0 ❛❧✇❛②0 ❤♦❧❞0 ❢♦+ ❝♦✉♥%+②
%②♣❡ ✸✳

✹✻



❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✿ ❈♦✉♥-$② -②♣❡0 ❛♥❞ ❝♦$$❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡❝-❡❞ -❛① $❡✈❡♥✉❡
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1  

◆♦-❡✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ -❤❛- -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ -❛① ♣♦❧✐❝✐❡0 ♦❢ -②♣❡ ✷ ❛♥❞ -②♣❡ ✸ ❝♦✉♥-$✐❡0

❞✐✛❡$ ❢✉♥❞❛♠❡♥-❛❧❧②✳ ❆0 ❛$❣✉❡❞ ❛❜♦✈❡✱ -②♣❡ ✷ ❝♦✉♥-$✐❡0 ❝♦♠❜❛- ❡✈❛0✐♦♥ ❜②

0❡--✐♥❣ -❤❡✐$ -❛① $❛-❡ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ -♦ ✐♥❞✉❝❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥- ❜❡❤❛✈✐♦$ ❜② ✜$♠0✳ ❇②

❝♦♥-$❛0-✱ -②♣❡ ✸ ❝♦✉♥-$✐❡0 -♦❧❡$❛-❡ ❡✈❛0✐♦♥ -♦ 0♦♠❡ ❡①-❡♥-✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇0 -❤❡♠

-♦ ❝❤❛$❣❡ ❛ $❡❧❛-✐✈❡❧② ❤✐❣❤ -❛① $❛-❡✳ ❈♦♥0❡C✉❡♥-❧②✱ ❛0 -❛① ❡✈❛0✐♦♥ ✐0 ♠♦$❡

❛--$❛❝-✐✈❡ -♦ ✜$♠0 ✐❢ -❤❡ ❝♦$$✉♣-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐0 ❤✐❣❤ ✭∂π̂e/∂(1− s) > 0✮✱ -❤❡ -❛①
$❛-❡ teh ✭toe✮ ✐0 ❞❡❝$❡❛0✐♥❣ ✭✐♥❝$❡❛0✐♥❣✮ ✐♥ 1 − s ✐♥ -②♣❡ ✷ ✭✸✮ ❝♦✉♥-$✐❡0 ✭❝❢✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳

✸✳✸✳✹ ❚❛①✲'❡))✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦1 ♦❢ ❞✐✛❡1❡♥) ❝♦✉♥)1✐❡' ✐♥ ❧✐❣❤)

♦❢ ❡♠♣✐1✐❝❛❧ 1❡❣✉❧❛1✐)✐❡' ❛♥❞ )❤❡ )❤❡♦1②

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ 0✉♠♠❛$✐③❡0 -❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ -❛① ❞❡-❡$♠✐♥❛♥-0 ❞✐0❝✉00❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

-✐♦♥ ✸✳✷ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥-$② -②♣❡✳ ❖✉$ $❡0✉❧-0 0✉❣❣❡0- -❤❛- ❛00✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛$

$❡❧❛-✐♦♥0❤✐♣ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡0❡ ✈❛$✐❛❜❧❡0 ❛♥❞ -❤❡ -❛① $❛-❡ 0❡❡♠0 -♦ ❜❡ -♦♦ 0✐♠✲

♣❧✐0-✐❝✳ ❇② ❝♦♥-$❛0-✱ -❤❡ ✐♠♣❛❝- ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛$✐❛❜❧❡ ♦♥ -❤❡ -❛① $❛-❡ ❞❡♣❡♥❞0 ♦♥

-❤❡ 0♣❡❝✐✜❝ -❛①✲0❡--✐♥❣ $❡❣✐♠❡ ❛♥❞✱ -❤✉0✱ ♠❛② ❞✐✛❡$ ❛❝$♦00 ❝♦✉♥-$✐❡0✳

●✐✈❡♥ ♦✉$ ♠♦❞❡❧ 0❡-✉♣✱ ✐♥✈❡0-♠❡♥- ✐♥ ❛ ❝♦✉♥-$② ✐0 ♠♦$❡ ❛--$❛❝-✐✈❡ -♦

✜$♠0 ✐❢ -❤❡ ❛00♦❝✐❛-❡❞ ❣$♦00 ♣$♦✜- Π ✐0 $❡❧❛-✐✈❡❧② ❧❛$❣❡✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ -♦ -❤❡

✹✼



❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❛① #❛$❡ ❞❡$❡#♠✐♥❛♥$*

✶✳ ✐❣♥♦&❡ ✷✳ ❝♦♠❜❛- ✸✳ -♦❧❡&❛-❡

toh teh toe

Π ✰ ✲ ✰

πo
✲ ♦ ✲

s ♦ ✰ ✲

p ♦ ✰ ✲

λ ♦ ✰ ✲

♦✉+,✐❞❡ ♦♣+✐♦♥ πo
✳ ❚❤✉,✱ toh ✭✸✳✼✮ ❛♥❞ toe ✭✸✳✻✮✱ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ +❛① 9❛+❡, +❤❛+

❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛9❣❡❞ ✐♥ 9❡❣✐♠❡, ✶ ❛♥❞ ✸ ✭✉♥❞❡9 ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❣♦✈❡9♥♠❡♥+ ✐, ❧✐♠✐+❡❞

❜② ✜9♠,✬ ♦✉+,✐❞❡ ♦♣+✐♦♥✮✱ 9❡,♣❡❝+✐✈❡❧②✱ ❛9❡ ✐♥❝9❡❛,✐♥❣ ✭❞❡❝9❡❛,✐♥❣✮ ✐♥ Π ✭πo
✮✳

❇② ❝♦♥+9❛,+✱ ✜9♠,✬ ✐♥❝❡♥+✐✈❡, +♦ ❡✈❛❞❡ ❧✐♠✐+, +❤❡ +❛① 9❛+❡ teh ✭✸✳✺✮ ✐♥ +❤❡
❵❝♦♠❜❛+✐♥❣✲+❛①✲❡✈❛,✐♦♥✬ 9❡❣✐♠❡✳ ❆❝❝♦9❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♣♦,✐+✐✈❡ 9❡❧❛+✐♦♥,❤✐♣

❜❡+✇❡❡♥ ❝♦✉♥+9②✲,♣❡❝✐✜❝ 9❡♥+, Π ❛♥❞ +❤❡ +❛① 9❛+❡ ❢♦9 9❡❣✐♠❡, ✶ ❛♥❞ ✸✱ ✇❤✐❝❤

✐, ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐+❤ ❋✐❣✉9❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦,✐+❡ ❤♦❧❞, +9✉❡ ❢♦9 +❤❡ ,❡❝♦♥❞ 9❡❣✐♠❡✱

❤♦✇❡✈❡9✱ ❛, ❛ ❤✐❣❤❡9 9❡♥+ ✐♠♣❧✐❡, ❧❛9❣❡9 +❛① ,❛✈✐♥❣, ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ ❡✈❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❛

❧♦✇❡9 +❤9❡,❤♦❧❞ teh✳
❋✐❣✉9❡ ✸✳✷ ,✉❣❣❡,+, ❛ ♣♦,✐+✐✈❡ ❧✐♥❦ ❜❡+✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥+9②✬, +❛① 9❛+❡ ❛♥❞ ♥❛+✲

✉9❛❧ 9❡,♦✉9❝❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦9✐♥❣ ❝♦✉♥+9✐❡,✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉,❡ ❛, ♣9♦①② ❢♦9

✜9♠,✬ ♦✉+,✐❞❡ ♦♣+✐♦♥ πo
✳ ❇② ❝♦♥+9❛,+✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉9 +❤❡♦9② ❛♥❞ +❤❡ ❛❜♦✈❡

9❡❛,♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝+ +❤❡ ✐♠♣❛❝+ ♦❢ πo
♦♥ +❤❡ +❛① 9❛+❡ +♦ ❜❡ ♥❡❣❛+✐✈❡

✭❢♦9 ❝♦✉♥+9② +②♣❡, ✶ ❛♥❞ ✸✮ ♦9 ③❡9♦ ✭❢♦9 ❝♦✉♥+9② +②♣❡ ✷✮✳ ❆, ❛9❣✉❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

+✐♦♥ ✸✳✷✱ +❤✐, ❞✐,❝9❡♣❛♥❝② ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ +♦ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ ✇❡ ❛❜,+9❛❝+ ❢9♦♠ +❛①

❝♦♠♣❡+✐+✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣❧♦♠❡9❛+✐♦♥ ❡✛❡❝+, ✐♥ ♦✉9 ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ 9❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛9❛♠❡+❡9, ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ s✱ p✱ ❛♥❞ λ✱ ❛✛❡❝+ +❤❡ ❡①♣❡❝+❡❞ ♥❡+
♣9♦✜+ π̂e

✭✸✳✷✮ ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ +❛① ❡✈❛,✐♦♥ ❛♥❞✱ +❤✉,✱ ✜9♠,✬ ✐♥❝❡♥+✐✈❡, +♦ ❛++❡♠♣+

❜9✐❜❡9②✳ ❍✐❣❤ ✈❛❧✉❡, ♦❢ s ❛♥❞ p ♠❡❛♥ +❤❛+ ❛ ❜9✐❜❡ ❛++❡♠♣+ ✐, ✈❡9② ❧✐❦❡❧②
+♦ ❜❡ 9❡❥❡❝+❡❞ ❜② ❛ ,+❡❛❞❢❛,+ ❛❣❡♥+ ✭✇✐+❤ ♣9♦❜❛❜✐❧✐+② s✮ ♦9 ❞✐,❝♦✈❡9❡❞ ❜②
+❤❡ ❣♦✈❡9♥♠❡♥+ ✭✇✐+❤ ♣9♦❜❛❜✐❧✐+② p✮✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ✐♠♣❧✐❡, ❛ ❤❛9,❤
♣❡♥❛❧+② ✐♥ ❜♦+❤ ❝❛,❡,✳ ❆❝❝♦9❞✐♥❣❧②✱ π̂e

✭✸✳✷✮ ✐, ❞❡❝9❡❛,✐♥❣ ✐♥ s✱ p✱ ❛♥❞ λ✳ ❚❤❡
❛,,♦❝✐❛+❡❞ ❡✛❡❝+ ♦♥ +❤❡ +❛① 9❛+❡ ✐, ❞✐✛❡9❡♥+ ❢♦9 ❡❛❝❤ +❛①✲,❡++✐♥❣ 9❡❣✐♠❡✳ ❚❛①

❡✈❛,✐♦♥ ❛♥❞✱ ❝♦♥,❡O✉❡♥+❧②✱ ✭,♠❛❧❧✮ ❝❤❛♥❣❡, ✐♥ π̂e
❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦9❡❞ ❜② ❝♦✉♥+9✐❡,

♦♣❡9❛+✐♥❣ ✉♥❞❡9 +❤❡ ✜9,+ 9❡❣✐♠❡✳ ❇② ❝♦♥+9❛,+✱ ❝♦✉♥+9✐❡, ✐♥ +❤❡ ,❡❝♦♥❞ 9❡❣✐♠❡
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❝♦♠❜❛% %❛① ❡✈❛)✐♦♥✳ ❚❤✐) ♠❡❛♥) %❤❛% %❤❡② ❤❛✈❡ %♦ ❛❞❥✉)% %❤❡✐3 %❛① 3❛%❡

✇❤❡♥❡✈❡3 ✜3♠)✬ ✐♥❝❡♥%✐✈❡) %♦ ❡✈❛❞❡ ❝❤❛♥❣❡)✳ ■❢ π̂e
✐) 3❡❞✉❝❡❞ ✭❞✉❡ %♦ ❛♥

✐♥❝3❡❛)❡ ♦❢ s✱ p✱ ♦3 λ✮✱ %❤❡ %❤3❡)❤♦❧❞ %❛① 3❛%❡ teh ✭✸✳✺✮✱ ❢♦3 ✇❤✐❝❤ ✜3♠) )%✐❧❧

❜❡❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥%✱ ❜❡❝♦♠❡) ❤✐❣❤❡3 ❛♥❞ %❤❡ ❣♦✈❡3♥♠❡♥% ❝❛♥ ❝❤❛3❣❡ ❛ ❤✐❣❤❡3

%❛①✳ ■♥ )❤❛3♣ ❝♦♥%3❛)% %♦ %❤❡ ✜3)% ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛3%✐❝✉❧❛3✱ %❤❡ )❡❝♦♥❞ 3❡❣✐♠❡✱ %❤❡

%❤✐3❞ ♦♥❡ ✐) ❝❤❛3❛❝%❡3✐③❡❞ ❜② ❛ %❛① ♣♦❧✐❝② %❤❛% %♦❧❡3❛%❡) ❡✈❛)✐♦♥✳ ❈♦✉♥%3✐❡)

♦♣❡3❛%✐♥❣ ✐♥ %❤✐) 3❡❣✐♠❡ ❛3❡ ❧✐♠✐%❡❞ ✐♥ %❤❡✐3 %❛① )❡%%✐♥❣ ❜② ❡✈❛❞✐♥❣ ✜3♠)✬

♦✉%)✐❞❡ ♦♣%✐♦♥ π0
✳ ❚❤✉)✱ ❛♥ ✐♥❝3❡❛)❡ ♦❢ s✱ p✱ ♦3 λ✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ %❤❛% %❛① ❡✈❛)✐♦♥

❜❡❝♦♠❡) ❧❡)) ✇♦3%❤✇❤✐❧❡ ❛) π̂e
✐) 3❡❞✉❝❡❞✱ ❢♦3❝❡) )✉❝❤ ❝♦✉♥%3✐❡) %♦ 3❡❞✉❝❡

%❤❡✐3 %❛① 3❛%❡ toe ✭✸✳✻✮ ✐♥ ♦3❞❡3 %♦ ♣3❡✈❡♥% ❡✈❛❞✐♥❣ ✜3♠) ❢3♦♠ ❝❤♦♦)✐♥❣ %❤❡

♦✉%)✐❞❡ ♦♣%✐♦♥✳

■♥ )✉♠✱ ♦✉3 %❤❡♦3② ✐♥❞✐❝❛%❡) %❤❛% %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s✱ p✱ ❛♥❞ λ ♦♥ %❤❡

%❛① 3❛%❡ ❞✐✛❡3) ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧❧② ❛❝3♦)) %❤❡ %❤3❡❡ %❛①✲)❡%%✐♥❣ 3❡❣✐♠❡)✳ ❚❤✉)✱ ❛

❧✐♥❡❛3 3❡❧❛%✐♦♥)❤✐♣ ❛) ❛))✉♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉3❡) ✸✳✸✱ ✸✳✹✱ ❛♥❞ ✸✳✺ )❡❡♠) %♦ ❜❡ %♦♦

❝3✉❞❡ %♦ ✐❧❧✉)%3❛%❡ %❤❡ ✐♠♣❛❝% ♦❢ %❤❡)❡ ❞❡%❡3♠✐♥❛♥%) ♦♥ ❛ ❝♦✉♥%3②✬) %❛① 3❛%❡

♣3♦♣❡3❧②✳ ■♥)%❡❛❞✱ ♦✉3 3❡)✉❧%) )%3♦♥❣❧② )✉❣❣❡)% %❤❛% ❝♦✉♥%3② ❝❤❛3❛❝%❡3✐)%✐❝)

❛♥❞✱ ❡✈❡♥%✉❛❧❧②✱ %❤❡ %❛①✲)❡%%✐♥❣ 3❡❣✐♠❡ ❛ ❝♦✉♥%3② ♦♣❡3❛%❡) ✐♥ )❤♦✉❧❞ ❜❡ %❛❦❡♥

✐♥%♦ ❝♦♥)✐❞❡3❛%✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥❞✉❝%✐♥❣ %❛①✲♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②)✐)✳

✸✳✹ ❚❤❡ &♦❧❡ ♦❢ *❛① ❡♥❢♦&❝❡♠❡♥* ✐♥ &❡✈❡♥✉❡ ❝♦❧✲

❧❡❝*✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉♥*&② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥*

❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉)% ❛3❣✉❡❞ %❤❛% ❝♦✉♥%3✐❡) ♦♣❡3❛%✐♥❣ ✉♥❞❡3 %❤❡ ❵%♦❧❡3❛%✐♥❣✲%❛①✲

❡✈❛)✐♦♥✬ 3❡❣✐♠❡ ❛3❡ ❢♦3❝❡❞ %♦ 3❡❞✉❝❡ %❤❡✐3 %❛① 3❛%❡ ✐❢ s✱ p✱ ♦3 λ ✐♥❝3❡❛)❡✱

✐♥ ♦3❞❡3 %♦ ✐♥❞✉❝❡ ✜3♠) %♦ ✐♥✈❡)% ✭❛♥❞ ❡✈❛❞❡ %❛①❡) ❧❛%❡3 ♦♥✮✳ ❚❤❡ %❛① 3❛%❡ ✐)

❣✐✈❡♥ ❜② toe ✭✸✳✻✮ ✐♥ %❤✐) ❝❛)❡✳ ◆❡✈❡3%❤❡❧❡))✱ ❛) ❝❛♥ ❜❡ )❡❡♥ ❢3♦♠ ❋✐❣✉3❡ ✸✳✽

❛♥❞ ❡N✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✾✮✱ %❤❡ ❡①♣❡❝%❡❞ 3❡✈❡♥✉❡ E[R]oe ♦❢ %❤❡)❡ ❝♦✉♥%3✐❡) ❞❡♣❡♥❞)

♥❡❣❛%✐✈❡❧② ♦♥ %❤❡ ❝♦33✉♣%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ 1−s ✭✐✳❡✳✱ E[R]oe ✐) ✐♥❝3❡❛)✐♥❣ ✐♥ s✮✳ ❚❤✉)✱

✐❢ %❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ %❤❡ ❣♦✈❡3♥♠❡♥% ✐) %♦ ♠❛①✐♠✐③❡ E[R]oe✱ ✐% ❤❛) ❛♥ ✐♥❝❡♥%✐✈❡ %♦

3❡❞✉❝❡ %❤❡ ❝♦33✉♣%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ 1−s✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ❞♦✐♥❣ )♦ )❡❡♠) %♦ ❜❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

❧♦♥❣✲%❡3♠ %❛)❦ ✭❛% ❧❡❛)% ✐❢ ✇❡ %❤✐♥❦ ♦❢ s ❛) ❜❡✐♥❣ ❞❡%❡3♠✐♥❡❞ ❜② ♠♦3❛❧ ✈❛❧✉❡)

%♦✇❛3❞) ❝♦33✉♣%✐♦♥ ✇✐%❤✐♥ )♦❝✐❡%②✱ ❛) )✉❣❣❡)%❡❞ ✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ■♥)%❡❛❞✱ ✐%

)❡❡♠) ♠♦3❡ ♥❛%✉3❛❧ ❛♥❞ ♣3♦♠✐)✐♥❣ ❢♦3 ❝♦✉♥%3✐❡) ✇❤♦)❡ ❣♦❛❧ ✐% ✐) %♦ ✐♥❝3❡❛)❡

3❡✈❡♥✉❡ %♦ ♠❛❦❡ %❛① ❝♦❧❧❡❝%✐♦♥ ♠♦3❡ ❡✣❝✐❡♥% ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ✐♠♣3♦✈✐♥❣ %❛① ❡♥❢♦3❝❡✲

♠❡♥%✳ ▼♦3❡♦✈❡3✱ ❢✉♥❝%✐♦♥✐♥❣ ✐♥)%✐%✉%✐♦♥) ❛♥❞ )%3✐❝% ❧❛✇ ❡♥❢♦3❝❡♠❡♥% ✉)✉❛❧❧②

♣3♦✈❡ %♦ ❜❡ ❡))❡♥%✐❛❧ ♣3❡❝♦♥❞✐%✐♦♥) ❢♦3 )✉❝❝❡))❢✉❧❧② ✜❣❤%✐♥❣ ❝♦33✉♣%✐♦♥✳

✹✾



■♥ ♦✉$ ♠♦❞❡❧✱ *❤❡ ❞❡*❡❝*✐♦♥ ♣$♦❜❛❜✐❧✐*② p ❛♥❞ *❤❡ ♣❡♥❛❧*② $❛*❡ λ ❞❡*❡$♠✐♥❡

*❤❡ 2*$❡♥❣*❤ ♦❢ *❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥* ❛♥❞✱ *❤❡$❡❢♦$❡✱ 2❤♦✉❧❞ ❜❡ *❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡2 ♦❢

✐♥*❡$❡2* ✐♥ *❤✐2 ❝♦♥*❡①*✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✸✳✾✮ ❛♥❞ *❤❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ♦❢ B∗
✐♥ ✭✸✳✶✮✱

✐* ❜❡❝♦♠❡2 ❛♣♣❛$❡♥* *❤❛* *❤❡ ❡✛❡❝*2 ♦❢ p ❛♥❞ λ ♦♥ ❛ ❝♦✉♥*$②✬2 ❡①♣❡❝*❡❞

$❡✈❡♥✉❡ E[R] ❛$❡ ❞✐✛❡$❡♥* ❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥*$② *②♣❡✳ ▼♦2* ♥♦*❛❜❧②✱ ❡①♣❡❝*❡❞

$❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥*$② ♦♣❡$❛*✐♥❣ ✐♥ *❤❡ *❤✐$❞ $❡❣✐♠❡✱ E[R]oe✱ ✐2 ❞❡❝$❡❛2✐♥❣ ✐♥

p ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ♦❢ λ✳ ❚❤✐2 ♠❡❛♥2 *❤❛* 2✉❝❤ ❛ ❝♦✉♥*$② ❤❛2 ♥♦ ✐♥❝❡♥*✐✈❡ *♦

✐♥❝$❡❛2❡ p ♦$ λ ❜②✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ *❛❦✐♥❣ ♠❡❛2✉$❡2 *♦ ✐♠♣$♦✈❡ *❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥*✱

✉♥❧❡22 *❤❡2❡ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥*2 ❛❧❧♦✇ *❤❡ ❝♦✉♥*$② *♦ 2✇✐*❝❤ *❤❡ *❛①✲2❡**✐♥❣ $❡❣✐♠❡

✐* ♦♣❡$❛*❡2 ✐♥✳

✷✺

❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐*2 *❛①✲2❡**✐♥❣ $❡❣✐♠❡ ❢$♦♠ ✸ *♦ ✶ ♦$ ✷✱ ❛ ❝♦✉♥*$②

♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ *♦ $❡❛❝❤ ❛ ❤✐❣❤❡$ ❡①♣❡❝*❡❞ $❡✈❡♥✉❡ ❧❡✈❡❧ E[R] ✭✸✳✾✮✳

❚♦ 2❡❡ ❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝$❡❛2❡ ♦❢ p ♦$ λ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❛ ❝♦✉♥*$② ♦❢ *②♣❡ ✷ ♦$ ✸ ✭❢♦$

✇❤✐❝❤ toh > teh✮ *♦ 2✇✐*❝❤ $❡❣✐♠❡✱ $❡❝❛❧❧ *❤❛* ❛ ✜$♠✬2 ❡①♣❡❝*❡❞ ♥❡* ♣$♦✜*

✐♥ ❝❛2❡ ♦❢ ❡✈❛2✐♦♥✱ π̂e
✱ ✐2 $❡❞✉❝❡❞ ❛2 p ♦$ λ $✐2❡✳ ❚❤✉2✱ *❛① ❡✈❛2✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡2

❧❡22 ❛**$❛❝*✐✈❡ ❛♥❞ ✐* ♠❛② ♥♦ ❧♦♥❣❡$ ❜❡ *❤❡ ❧✐♠✐*✐♥❣ ❢❛❝*♦$ ♦❢ *❤❡ ❝♦✉♥*$②✬2

*❛① 2❡**✐♥❣✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ teh ✭✸✳✺✮ $✐2❡2 ✐❢ p ♦$ λ ❛$❡ ✐♥❝$❡❛2❡❞ ❛♥❞ ✐* ♠❛② ❜❡

*❤❛* toh > teh ♥♦ ❧♦♥❣❡$ ❤♦❧❞2✳ ■❢ *❤✐2 ✐2 *❤❡ ❝❛2❡✱ *❤❡ ❝♦✉♥*$② 2✇✐*❝❤❡2 ❢$♦♠

$❡❣✐♠❡ ✷ ♦$ ✸ *♦ ✶✳

❋✉$*❤❡$♠♦$❡✱ ❢♦$ ❛ ❝♦✉♥*$② ♦❢ *②♣❡ ✷ ♦$ ✸✱ *❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥* ❜❡❝♦♠❡2

2*$✐❝*❡$ ✐❢ p ♦$ λ ❛$❡ ✐♥❝$❡❛2❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡ ❝♦✉♥*$② *♦ ❝❤❛$❣❡ ❛ ❤✐❣❤❡$ *❛① ❛♥❞

❣❡♥❡$❛*❡ ♠♦$❡ $❡✈❡♥✉❡ ✉♥❞❡$ *❤❡ ❵❝♦♠❜❛*✐♥❣✲*❛①✲❡✈❛2✐♦♥✬ $❡❣✐♠❡ ✭teh ✭✸✳✺✮

❛♥❞ E[R]eh ✭✸✳✾✮ ❜♦*❤ ✐♥❝$❡❛2❡✮✳ ❆2 ❛ ❝♦♥2❡K✉❡♥❝❡✱ *❤❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❢♦$ ❛ ❝♦✉♥✲

*$② *♦ ♦♣❡$❛*❡ ✐♥ *❤❡ 2❡❝♦♥❞ ✭✐♥2*❡❛❞ ♦❢ *❤❡ *❤✐$❞✮ $❡❣✐♠❡✱ E[R]eh ≥ E[R]oe

✭✸✳✽✮✱ ♠❛② *❤❡♥ ❜❡ 2❛*✐2✜❡❞ ❛♥❞ ❛ *②♣❡ ✸ ❝♦✉♥*$② ♠❛② 2✇✐*❝❤ *♦ *❤❡ 2❡❝♦♥❞

$❡❣✐♠❡ ❛♥❞ 2*❛$* *♦ ❝♦♠❜❛* *❛① ❡✈❛2✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡2 ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵ ✐❧❧✉2*$❛*❡ *❤❡ ❡✛❡❝* ♦❢ ❛♥ ✐♥❝$❡❛2❡ ✐♥ p ❛♥❞ λ ♦♥ E[R]✱
$❡2♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ❇♦*❤ ✜❣✉$❡2 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥*❡$♣$❡*❡❞ K✉✐*❡ 2✐♠✐❧❛$❧②✳ ❋♦$ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡2

♦❢ p ♦$ λ✱ *❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥* ✐2 *♦♦ ✇❡❛❦ *♦ ♠❛❦❡ ❝♦♠❜❛*✐♥❣ ❡✈❛2✐♦♥ ✇♦$*❤✇❤✐❧❡✿

*❤❡ ❝♦✉♥*$② ✐2 ✐♥ *❤❡ ❵*♦❧❡$❛*✐♥❣✲*❛①✲❡✈❛2✐♦♥✬ $❡❣✐♠❡✳ ❆2 ❛$❣✉❡❞ ❛❜♦✈❡✱ E[R]
✭✸✳✾✮ ✐2 ❞❡❝$❡❛2✐♥❣ ✐♥ p ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ♦❢ λ ❢♦$ *❤✐2 ♣❛$* ♦❢ *❤❡ ❢✉♥❝*✐♦♥✱

✐✳❡✳ ❢♦$ ❝♦✉♥*$✐❡2 ✐♥ *❤❡ *❤✐$❞ $❡❣✐♠❡✳ ❇❡**❡$ *❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥* ✭❤✐❣❤❡$ ❧❡✈❡❧2

♦❢ p ♦$ λ✮ ❞♦❡2 ♥♦* *$❛♥2❧❛*❡ ✐♥*♦ ❤✐❣❤❡$ ❡①♣❡❝*❡❞ $❡✈❡♥✉❡ ❢♦$ *❤❡2❡ ❝♦✉♥*$✐❡2

❜❡❝❛✉2❡ *❤❡② ❛$❡ ❢♦$❝❡❞ *♦ $❡❞✉❝❡ *❤❡✐$ *❛① $❛*❡ ❛2 *❤❡ *❤$❡2❤♦❧❞ toe ✭✸✳✻✮

❞❡❝❧✐♥❡2 ✭❝❢✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❋♦$ p✱ *❤❡ ❝♦$$❡2♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝* ♦♥ E[R]oe ✐2 ❡✈❡♥

♥❡❣❛*✐✈❡✳

✷✻

✷✺

▼❛"❞❛♥ ✭✷✵✶✽✮ ♦❜-❛✐♥/ ❛ /✐♠✐❧❛" "❡/✉❧- ✐♥ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢ ❝♦"♣♦"❛-❡ ♣"♦✜- /❤✐❢-✐♥❣✳

✷✻

❆♥ ✐♥❝"❡❛/❡ ✐♥ p "❡❞✉❝❡/ toe ✭✸✳✻✮ ✐♥ -✇♦ ✇❛②/✿ ❜② ✐♥❝"❡❛/✐♥❣ -❤❡ ❡①♣❡❝-❡❞ ♣❡♥❛❧-② qλ

✺✵
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❲❤✐❧❡ E[R]oe ✐% ❞❡❝(❡❛%✐♥❣ ✐♥ p ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦❢ λ✱ teh ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ E[R]eh

✭✸✳✾✮ ❛(❡ ✐♥❝(❡❛%✐♥❣ ✐♥ ❜♦-❤ ♦❢ -❤❡%❡ ✈❛(✐❛❜❧❡%✳ ❚❤❛- ✐%✱ ❝♦♠❜❛-✐♥❣ ❡✈❛%✐♦♥

❜❡❝♦♠❡% ♠♦(❡ (❡✇❛(❞✐♥❣ ❛% -❛① ❡♥❢♦(❝❡♠❡♥- ❜❡❝♦♠❡% %-(✐❝-❡(✳ ❖♥❝❡ p ✭λ✮ ✐%
%✉✣❝✐❡♥-❧② ❤✐❣❤ ❢♦( E[R]eh ≥ E[R]oe ✭✸✳✽✮ -♦ ❤♦❧❞✱ -❤❡ ❝♦✉♥-(② %✇✐-❝❤❡% ❢(♦♠
-♦❧❡(❛-✐♥❣ -♦ ❝♦♠❜❛-✐♥❣ ❡✈❛%✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❢(♦♠ (❡❣✐♠❡ ✸ -♦ ✷✳ ❚❤✐% ✐% ✐❧❧✉%-(❛-❡❞

❜② -❤❡ ✜(%- ❦✐♥❦ ♦❢ -❤❡ E[R]✲❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡% ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵✳
❯♥❧✐❦❡ ❝♦✉♥-(✐❡% ♦♣❡(❛-✐♥❣ ✉♥❞❡( -❤❡ ❵-♦❧❡(❛-✐♥❣✲-❛①✲❡✈❛%✐♦♥✬ (❡❣✐♠❡✱ ❝♦✉♥✲

-(✐❡% ✐♥ -❤❡ ❵❝♦♠❜❛-✐♥❣✲-❛①✲❡✈❛%✐♦♥✬ (❡❣✐♠❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛( ✐♥❝❡♥-✐✈❡ -♦ -❛❦❡ ♠❡❛✲

%✉(❡% ✐♥ ♦(❞❡( -♦ ✐♠♣(♦✈❡ -❛① ❡♥❢♦(❝❡♠❡♥-✱ ❛% teh ❛♥❞ E[R]eh ❛(❡ ✐♥❝(❡❛%✐♥❣
✐♥ p ❛♥❞ λ✳ ❆❝❝♦(❞✐♥❣❧②✱ -❤❡ %❡❝♦♥❞✱ ❞❛(❦ ❣(❡② ♣❛(- ♦❢ -❤❡ E[R]✲❢✉♥❝-✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♣-✉(❡% ❛❧❧ ✈❛❧✉❡% ♦❢ p ✭λ✮ ❢♦( ✇❤✐❝❤ -❤❡ ❝♦✉♥-(② ♦♣❡(❛-❡% ✐♥ (❡❣✐♠❡
✷✱ ✐% ✉♣✇❛(❞✲%❧♦♣✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✾ ✭✸✳✶✵✮✳

❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ❦✐♥❦ ♣♦✐♥- ♦❢ -❤❡ E[R]✲❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✾ ✭✸✳✶✵✮ ❞❡%❝(✐❜❡%
-❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ p ✭λ✮ ❢♦( ✇❤✐❝❤

E[R]eh = E[R]oh ⇔ tehE[Π] = tohE[Π] ⇔ teh = toh ✭✸✳✶✵✮

❤♦❧❞%✳ ❋(♦♠ -❤✐% ♣♦✐♥-✱ ❡✈❛%✐♦♥ ✐% ♥♦ ❧♦♥❣❡( -❤❡ ❧✐♠✐-✐♥❣ ❢❛❝-♦( ♦❢ -❛①❛-✐♦♥

❛♥❞ -❤❡ ❝♦✉♥-(② %✇✐-❝❤❡% ❢(♦♠ (❡❣✐♠❡ ✷ -♦ ✶✱ ✐✳❡✳ ❢(♦♠ ❝♦♠❜❛-✐♥❣ -♦ ✐❣♥♦(✐♥❣

-❛① ❡✈❛%✐♦♥✳

✷✼

❯♥❞❡$ %❤❡ ❵✐❣♥♦$✐♥❣✲%❛①✲❡✈❛/✐♦♥✬ $❡❣✐♠❡✱ %❤❡ ❝♦✉♥%$②✬/ %❛① $❛%❡ toh ✭✸✳✼✮
❛♥❞ ❡①♣❡❝%❡❞ $❡✈❡♥✉❡ E[R]oh ✭✸✳✾✮ ❛$❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ♦❢ %❤❡ %❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥%
✈❛$✐❛❜❧❡/ p ❛♥❞ λ✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ %❤❡ %❤✐$❞✱ ❜❧❛❝❦ ♣❛$% ♦❢ %❤❡ E[R]✲❢✉♥❝%✐♦♥
✐/ ♣❛$❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ ①✲❛①✐/ ✐♥ ❋✐❣✉$❡/ ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ✜❣✉$❡/ ❛❧/♦ /❤♦✇ %❤❛%

❡①♣❡❝%❡❞ $❡✈❡♥✉❡ E[R] ✐/ ❛❧✇❛②/ ❤✐❣❤❡$ ✉♥❞❡$ $❡❣✐♠❡ ✶✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ %♦ $❡❣✐♠❡ ✸✳
❚❤❡ /❛♠❡ ❤♦❧❞/ %$✉❡✱ %♦ ❛ ❧❛$❣❡ ❡①%❡♥%✱ ❢♦$ $❡❣✐♠❡ ✷ ✭❝♦♠♣❛$❡❞ %♦ $❡❣✐♠❡ ✸✮✳

❚❤✐/ ❤✐❣❤❧✐❣❤%/ %❤❡ ✐♠♣♦$%❛♥❝❡ ♦❢ /%$✐❝% %❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥% ❢♦$ $❛✐/✐♥❣ ❛❞❡H✉❛%❡

$❡✈❡♥✉❡✳

❋✉$%❤❡$♠♦$❡✱ ✐% /❤♦✇/ %❤❛% ❡/%❛❜❧✐/❤✐♥❣ ❛ /②/%❡♠ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥% %❛① ❝♦❧❧❡❝✲

%✐♦♥ ✐/ ❛♥ ❡//❡♥%✐❛❧ ♣❛$% ♦❢ ❛ ❝♦✉♥%$②✬/ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ %❤❡

❛❜♦✈❡ ✜♥❞✐♥❣/ /✉❣❣❡/% ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❝❡♥%✐✈❡ ❢♦$ ❝♦✉♥%$✐❡/ ♦♣❡$❛%✐♥❣ ✉♥❞❡$ %❤❡

❵%♦❧❡$❛%✐♥❣✲%❛①✲❡✈❛/✐♦♥✬ $❡❣✐♠❡ %♦ ✐♥❝$❡❛/❡ %❛① ❡♥❢♦$❝❡♠❡♥%✳ ❚❤❡ $❡❛/♦♥ ✐/

❛♥❞ #❤❡ ❜'✐❜❡ ♣❛②♠❡♥# B∗
✳ ❇② ❝♦♥#'❛0#✱ ❛♥ ✐♥❝'❡❛0❡ ✐♥ λ '❛✐0❡0 #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ ♣❡♥❛❧#② qλ

❜✉# ❧❡❛✈❡0 B∗
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ●✐✈❡♥ #❤❛# #❤❡ ❡①♣❡❝#❡❞ '❡✈❡♥✉❡ ♦❢ #②♣❡ ✸ ❝♦✉♥#'✐❡0 E[R]oe =

qλtoeE[Π] ✐0 ♣'♦♣♦'#✐♦♥❛❧ #♦ ❜♦#❤ qλ ❛♥❞ toe✱ #❤❡ ❞✐'❡❝# ✐♥❝'❡❛0❡ ♦❢ E[R]oe ❛♥❞ #❤❡ ✐♥❞✐'❡❝#

'❡❞✉❝#✐♦♥ ✈✐❛ toe #❤❛# ❛'❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ '❛✐0❡ ♦❢ qλ ♦✛0❡# ❡❛❝❤ ♦#❤❡'✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ #❤❛# E[R]oe

❞❡❝❧✐♥❡0 ✭'❡♠❛✐♥0 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✮ ❛0 p ✭λ✮ ✐♥❝'❡❛0❡0✳
✷✼

❆0 p ✭λ✮ '✐0❡0✱ teh ❛♥❞ E[R]eh '✐0❡ ❛0 ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❧❡ toh ❛♥❞ E[R]oh '❡♠❛✐♥ ❝♦♥0#❛♥# ✭❝❢✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❡A✉❛#✐♦♥ ✭✸✳✾✮✮✳ ❚❤✉0✱ ❡✈❡♥#✉❛❧❧②✱ E[R]eh = E[R]oh ✭✸✳✶✵✮ ✐0 0❛#✐0✜❡❞✳

✺✷



 ❤❛ ✱ ❢♦&  ❤❡(❡ ❝♦✉♥ &✐❡(✱ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥ ( ♦♥  ❛① ❡♥❢♦&❝❡♠❡♥ ✭✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲

❝&❡❛(❡ ✐♥ p ♦& λ✮ ❞♦ ♥♦  &❛♥(❧❛ ❡ ✐♥ ♦ ❤✐❣❤❡& ❡①♣❡❝ ❡❞  ❛① &❡✈❡♥✉❡ E[R]
✭✸✳✾✮✱ ✉♥❧❡((  ❤❡② ❛&❡ ❛((♦❝✐❛ ❡❞ ✇✐ ❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢  ❤❡  ❛①✲(❡  ✐♥❣ &❡❣✐♠❡

✭❢&♦♠ &❡❣✐♠❡ ✸  ♦ ✷✮✳ ■ ♠❛②  ❛❦❡ (❡✈❡&❛❧ ( ❡♣(✱ ❛♥❞ ❝♦( ❧② ✐♥✈❡( ♠❡♥ ( ✐♥ ♦

❜❡  ❡&  ❛① ❡♥❢♦&❝❡♠❡♥ ✱ ✉♥ ✐❧ ❛ ❝♦✉♥ &② ❜❡♥❡✜ ( ❢&♦♠ (✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✭ ❤❛ ✐(✱

✉♥ ✐❧ ✭✸✳✽✮ ❤♦❧❞(✮✳ ❚❤✉(✱ ❝♦✉♥ &✐❡( ♦♣❡&❛ ✐♥❣ ✉♥❞❡&  ❤❡  ❤✐&❞ &❡❣✐♠❡ ♠❛② ❜❡

✉♥✇✐❧❧✐♥❣  ♦ ❛❞❥✉(  ❤❡✐& ❝✉&&❡♥ (②( ❡♠ ♦❢  ❛① ❝♦❧❧❡❝ ✐♦♥ ❛♥❞✱  ❤❡&❡❢♦&❡✱ ❛&❡

✐♥ ❞❛♥❣❡& ♦❢ ♥❡✈❡& ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡  ♦ ❡✛❡❝ ✐✈❡❧② ❝♦♠❜❛  ❛① ❡✈❛(✐♦♥✱ &❛✐(❡ (✉✣✲

❝✐❡♥ &❡✈❡♥✉❡✱ ❛♥❞ ❧✐♠✐ ❜✉&❡❛✉❝&❛ ✐❝ ❝♦&&✉♣ ✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ♦✉ ❝♦♠❡ (❡❡♠(  ♦

❜❡ ♣❛& ✐❝✉❧❛&❧② ❧✐❦❡❧② ❢♦& &❡(♦✉&❝❡✲❛❜✉♥❞❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥ &✐❡(✱ ❛(  ❤❡ ❧❛ ✲

 ❡& ❛&❡ ♦❢ ❡♥ ❝❤❛&❛❝ ❡&✐③❡❞ ❜② ✇❡❛❦ ✐♥( ✐ ✉ ✐♦♥(✱ ✇✐❞❡(♣&❡❛❞ ❝♦&&✉♣ ✐♦♥✱ ❛♥❞

❤✐❣❤ ❧♦❝❛ ✐♦♥✲(♣❡❝✐✜❝ &❡♥ (✱ ♠❛❦✐♥❣  ❤❡♠ ✈❡&② ❧✐❦❡❧②  ♦ ❜❡✱ ❛♥❞ ❣❡ ( ✉❝❦✱ ✐♥

 ❤❡ ❵ ♦❧❡&❛ ✐♥❣✲ ❛①✲❡✈❛(✐♦♥✬ &❡❣✐♠❡✳ ■♥  ❤✐( (❡♥(❡✱ ♦✉& ❛♥❛❧②(✐( ♣&♦✈✐❞❡( ❛♥

♦♣ ✐♠❛❧  ❛① ♣❡&(♣❡❝ ✐✈❡  ♦ ❧♦♦❦ ❛  ❤❡ &❡(♦✉&❝❡ ❝✉&(❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥ &✐❡(✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

❇✉&❡❛✉❝&❛ ✐❝ ❝♦&&✉♣ ✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✜(❝❛❧ ✐♥( ✐ ✉ ✐♦♥( ♠❛② ❡♥❝♦✉&❛❣❡ ✜&♠(  ♦

❡✈❛❞❡  ❛①❡( ❛♥❞ ❧✐♠✐ ❝♦✉♥ &✐❡(✬ ❛❜✐❧✐ ②  ♦ &❛✐(❡ &❡✈❡♥✉❡✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇

 ❤❡  ❤&❡❛ ♦❢ ❝♦&♣♦&❛ ❡  ❛① ❡✈❛(✐♦♥ ❛✛❡❝ ( ❣♦✈❡&♥♠❡♥ (✬  ❛①✲(❡  ✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦&

❛♥❞ ❞❡♠♦♥( &❛ ❡  ❤❛  ❤❡&❡ ♠❛② ❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥ ❛❧ ❞✐✛❡&❡♥❝❡( ❛❝&♦(( ❝♦✉♥ &✐❡(✳

▼♦&❡ ♣&❡❝✐(❡❧②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛  ❤❡♦&❡ ✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ (✉❣❣❡( (  ❤❡ ❡①✐( ❡♥❝❡

♦❢  ❤&❡❡ ❝♦✉♥ &②  ②♣❡(✱ ♦&  ❛①✲(❡  ✐♥❣ &❡❣✐♠❡(✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ❝♦&&✉♣ ✐♦♥

❧❡✈❡❧✱ ✐♥( ✐ ✉ ✐♦♥❛❧ N✉❛❧✐ ②✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛ ✐♦♥✲(♣❡❝✐✜❝ &❡♥ (✱ ❛ ❝♦✉♥ &② ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❛

 ❛① ♣♦❧✐❝②  ❤❛ ❡✐ ❤❡& ✭✐✮ ✐❣♥♦&❡(✱ ✭✐✐✮ ❝♦♠❜❛ (✱ ♦& ✭✐✐✐✮  ♦❧❡&❛ ❡(  ❛① ❡✈❛(✐♦♥✳

■♥ ♣❛& ✐❝✉❧❛&✱ ✇❡ ❡①♣❡❝ ❝♦✉♥ &✐❡( ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❝❤❛&❛❝ ❡&✐③❡❞ ❜② ✇✐❞❡(♣&❡❛❞

❝♦&&✉♣ ✐♦♥✱ ✇❡❛❦ ✐♥( ✐ ✉ ✐♦♥(✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛ ✐♦♥✲(♣❡❝✐✜❝ &❡♥ ( ✭❡✳❣✳✱ ❞✉❡  ♦

♥❛ ✉&❛❧ &❡(♦✉&❝❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✮  ♦ ❝❤❛&❣❡ ❛ &❡❧❛ ✐✈❡❧② ❤✐❣❤  ❛① ❛♥❞  ♦  ♦❧❡&❛ ❡

 ❛① ❡✈❛(✐♦♥ ✭ ♦ (♦♠❡ ❞❡❣&❡❡✮✳

❋✉& ❤❡&♠♦&❡✱ ♦✉& ✜♥❞✐♥❣( ❞❡♠♦♥( &❛ ❡  ❤❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥✐♥❣ ✐♥( ✐ ✉ ✐♦♥( ❛♥❞

♣♦✇❡&❢✉❧  ❛① ❡♥❢♦&❝❡♠❡♥ ❛&❡ ❡((❡♥ ✐❛❧ ♣&❡❝♦♥❞✐ ✐♦♥( ♥♦ ♦♥❧② ❢♦& &❛✐(✐♥❣ ❛❞✲

❡N✉❛ ❡  ❛① &❡✈❡♥✉❡✱ ❜✉ ❛❧(♦ ❢♦& ❝♦✉♥ &② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ❛( ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❈♦✉♥ &✐❡(

❝❤❛&❛❝ ❡&✐③❡❞ ❜② ✇✐❞❡(♣&❡❛❞ ❝♦&&✉♣ ✐♦♥ ❛♥❞  ❛① ❡✈❛(✐♦♥ ♠❛② ♥❡✈❡& ❜❡ ❛❜❧❡  ♦

♦✈❡&❝♦♠❡  ❤❡(❡ ♣&♦❜❧❡♠(✱ ✉♥❧❡((  ❤❡② ✜①  ❤❡ (❡  ✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤  ❛① ❝♦❧❧❡❝ ✐♦♥

 ❛❦❡( ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐( (❡❡♠(  ♦ ❜❡ ♣❛& ✐❝✉❧❛&❧② ✐♠♣♦& ❛♥ ❢♦& ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥✲

 &✐❡(✱ ❡(♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦&  ❤♦(❡ ✇✐ ❤ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛ ✐♦♥✲(♣❡❝✐✜❝ &❡♥ (✱ ❛(  ❤❡(❡ ❝♦✉♥ &✐❡(

❛&❡ (✉❣❣❡( ❡❞  ♦ ❜❡ ✐♥  ❤❡ ❵ ♦❧❡&❛ ✐♥❣✲ ❛①✲❡✈❛(✐♦♥✬ &❡❣✐♠❡✳ ❈♦✉♥ &✐❡( ♦♣❡&✲
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❛!✐♥❣ ✐♥ !❤✐& '❡❣✐♠❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥!✐✈❡ !♦ ✐♥❝'❡❛&❡ !❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ !❛①

❝♦❧❧❡❝!✐♦♥✱ ❛& &♠❛❧❧ ✭❜✉! ❝♦&!❧②✮ ✐♠♣'♦✈❡♠❡♥!& ♦♥ !❛① ❡♥❢♦'❝❡♠❡♥! ✉&✉❛❧❧② ❞♦

♥♦! !'❛♥&❧❛!❡ ✐♥!♦ ❤✐❣❤❡' '❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤✉&✱ ♦✉' ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② &♦♠❡✱

♦❢!❡♥ '❡&♦✉'❝❡✲'✐❝❤✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥!'✐❡& ❛'❡ &!✉❝❦ ✐♥ ❛ '❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥!

!❛① ❝♦❧❧❡❝!✐♦♥✱ ✇✐❞❡&♣'❡❛❞ ❡✈❛&✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦''✉♣!✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ♠❛②

!❤❡'❡❢♦'❡ ✐♥!❡'♣'❡! ♦✉' !❤❡♦'② ❛& ❛♥ ♦♣!✐♠❛❧ !❛① ♣❡'&♣❡❝!✐✈❡ ♦♥ !❤❡ '❡&♦✉'❝❡

❝✉'&❡✳ ❆❧!❤♦✉❣❤ !❤❡&❡ ❝♦✉♥!'✐❡& ♠❛② ❤❛'❞❧② ❜❡ ❛❜❧❡✱ ♦' ❡✈❡♥ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣✱ !♦

♦✈❡'❝♦♠❡ !❤❡&❡ ♣'♦❜❧❡♠&✱ ❞♦✐♥❣ &♦ ♣'♦✈❡& !♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐&♣❡♥&❛❜❧❡ &!❡♣ ✐♥ ❛

❝♦✉♥!'②✬& ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥!✳
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❈❤❛♣$❡& ✹

❚❤❡ $❤&❡❛$ ♦❢ $❛① ❡✈❛-✐♦♥ ❛♥❞ ✐$-

✐♠♣❛❝$ ♦♥ ❝♦&♣♦&❛$❡ $❛①❛$✐♦♥ ❛♥❞

$❛① ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

■♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧✐③❡❞ ✇♦,❧❞✱ ✇✐.❤ ✐♥❝,❡❛1✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐.② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝.✐✈✐.②✱ ❜♦.❤ ✜1✲

❝❛❧ ❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥ ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 ❤❡.❡,♦❣❡♥❡✐.② ♦❢ ❝♦♠♣❡.✐.♦,1 ❛,❡ ❦❡② ❛1♣❡❝.1 ✇❤❡♥

❛♥❛❧②③✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧✐.✐❝❛❧ ✐♥.❡,❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡1 ❜❡.✇❡❡♥ ❝♦✉♥.,✐❡1✳ ❚❤✐1

1❡❡♠1 .♦ ❜❡ ♣❛,.✐❝✉❧❛,❧② .,✉❡ ,❡❣❛,❞✐♥❣ .,❛♥1✐.✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡1✱

1✐♥❝❡ .❤❡1❡ ❛,❡ ❛❜♦✉. .♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♥❝,❡❛1✐♥❣❧② ✐♠♣♦,.❛♥. ,♦❧❡ ❛1 .❤❡ ♣,♦❝❡11

♦❢ ❣❧♦❜❛❧✐③❛.✐♦♥ ❝♦♥.✐♥✉❡1✳

❚❤❡ ♣,❡1❡♥. ❝❤❛♣.❡, ❛❞❞,❡11❡1 .❤✐1 ✐11✉❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤♦✇ ❝♦✉♥.,②✲1♣❡❝✐✜❝

❝❤❛,❛❝.❡,✐1.✐❝1✱ ❧✐❦❡ .❤❡ ♣,❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦,,✉♣.✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡ =✉❛❧✐.② ♦❢ ✜1❝❛❧ ✐♥1.✐✲

.✉.✐♦♥1✱ ❛✛❡❝. .❛①♣❛②❡,1✬ ❡✈❛1✐♦♥ ✐♥❝❡♥.✐✈❡1✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ .✉,♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦✉♥.,✐❡1✬

❝♦♠♣❡.✐.✐✈❡ .❛① 1❡..✐♥❣✳

✶

■♥ ♣❛,.✐❝✉❧❛,✱ ✇❡ ❛11✉♠❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜,♠1

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❤♦♦1❡ ✇❤❡.❤❡, .♦ ✐♥✈❡1. ✐♥ ❛ ❝♦✉♥.,② ❛♥❞✱ ✐❢ .❤❡② ❞♦ 1♦✱ ✇❤❡.❤❡,

.♦ ❛..❡♠♣. .❛① ❡✈❛1✐♦♥ ❜② ❜,✐❜✐♥❣ .❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛❣❡♥. ✐♥ ❝❤❛,❣❡✳ ❆❝❝♦,❞✐♥❣❧②✱

✇❤❡♥ .❛①✐♥❣ .❤❡1❡ ✜,♠1✱ ❛ ❝♦✉♥.,② ✐1 ❧✐♠✐.❡❞ ❜② .❤❡✐, ♦✉.1✐❞❡ ♦♣.✐♦♥ ❛♥❞

.❤❡✐, ♣♦11✐❜✐❧✐.② .♦ ❡✈❛❞❡✳ ▼♦,❡ ♣,❡❝✐1❡❧②✱ .❤❡ ❝♦✉♥.,② ✐1 ❢♦,❝❡❞ .♦ 1❡. ✐.1 .❛①

,❛.❡ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ .♦ ✐♥❞✉❝❡ ♠❛,❦❡. ❡♥.,② ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 ❝♦♠♣❧✐❛♥. ❜❡❤❛✈✐♦, ❜② ✭❛.

✶

❲❤❡♥ $❡❢❡$$✐♥❣ (♦ ❛ ❝♦✉♥($②✬/ ❝♦♠♣❡(✐(✐✈❡ (❛① /❡((✐♥❣✱ ✇❡ (❤✐♥❦ ♦❢ (❤❡ (❛①✲/❡((✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦$ (❤❛( $❡/✉❧(/ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦✉♥($② ❡♥❣❛❣❡/ ✐♥ (❛① ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥ ✇✐(❤ ♦(❤❡$ ❝♦✉♥($✐❡/

✭$❛(❤❡$ (❤❛♥ ✐♠♣❧②✐♥❣ (❤❛( (❤❡ ❝♦✉♥($② ✐/ ❛❜❧❡ (♦ ❝♦♠♣❡(❡ ✇✐(❤ ♦(❤❡$ ❝♦✉♥($✐❡/✮✳

✺✺



❧❡❛#$ #♦♠❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡✮ ✜+♠# ✐♥ ♦+❞❡+ $♦ ❣❡♥❡+❛$❡ +❡✈❡♥✉❡✳ ❋✐+♠#✬ ✐♥❝❡♥$✐✈❡# $♦

❡✈❛❞❡ $❛①❡# ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦✉♥$+②✲#♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛+❛❝$❡+✐#$✐❝# ❛♥❞✱ $❤❡+❡❢♦+❡✱ ❞✐✛❡+

❛❝+♦## ❝♦✉♥$+✐❡#✳ ■❢ $❤❡ ❛$$+❛❝$✐✈❡♥❡## ♦❢ ❡✈❛#✐♦♥ ✐# +❡❧❛$✐✈❡❧② ❤✐❣❤✱ $❤❡ ❛❢✲
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■♥ .❤✐! ❝❤❛♣.❡#✱ ✇❡ !❤♦✇ .❤❛. ❛ ❝♦✉♥.#②✬! ❝♦♠♣❡.✐.✐✈❡ .❛① !❡..✐♥❣ ♠❛②

❜❡ ❛✛❡❝.❡❞ ❜② .❤❡ .❤#❡❛. ♦❢ ❝♦#♣♦#❛.❡ .❛① ❡✈❛!✐♦♥✱ ♦#✱ ♦♥ ❛ ♠♦#❡ ❞❡.❛✐❧❡❞

❧❡✈❡❧✱ ❜② ❝♦✉♥.#② ❝❤❛#❛❝.❡#✐!.✐❝! .❤❛. ♠❛❦❡ ❡✈❛!✐♦♥ ♠♦#❡ ❛..#❛❝.✐✈❡ .♦ ✜#♠!✱

❧✐❦❡ ✇✐❞❡!♣#❡❛❞ ❝♦##✉♣.✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥!.✐.✉.✐♦♥!✳ ❚❤✉!✱ ♦✉# ✜♥❞✐♥❣ !❡❡♠!

.♦ ❜❡ ♣❛#.✐❝✉❧❛#❧②✱ ❜✉. ❜② ♥♦ ♠❡❛♥! ❡①❝❧✉!✐✈❡❧②✱ #❡❧❡✈❛♥. ✐♥ .❤❡ ❝♦♥.❡①. ♦❢

.#❛♥!✐.✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥.#✐❡! ✭❝❢✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡# ❛♥❞ ❊♥!.❡✱ ✷✵✵✵❀ ✷✵✶✸✮✳

❈#✐✈❡❧❧✐ ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ !❤♦✇ .❤❛. ✐♥.❡#♥❛.✐♦♥❛❧ .❛① ❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥ ❛❝.✉❛❧❧②

✐♠♣❛❝.! .❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡! ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥.#✐❡!✱ ✇✐.❤ ❜♦.❤ #❡❛❧ ✐♥✈❡!.♠❡♥.

❛♥❞ .❛①✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❝.✐✈✐.✐❡! ♣❧❛②✐♥❣ ❛ #♦❧❡ ✐♥ .❤✐! ❝♦♥.❡①.✳ ■♥ ♣❛#.✐❝✉❧❛#✱ .❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣#♦✜. !❤✐❢.✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦✉♥.#②✬! .❛①✲!❡..✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦# !❡❡♠! .♦ ❜❡

!.#♦♥❣❡# ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡!✱ ❝♦♠♣❛#❡❞ .♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♦♥❡!✳ ❆♥❛❧②!❡! ♦❢

.❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥.! ✐♥ ❝♦#♣♦#❛.❡ .❛①❛.✐♦♥ ✐♥ .#❛♥!✐.✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥✲

.#✐❡! ❛#❡ ♣#♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆❜❜❛! ❛♥❞ ❑❧❡♠♠ ✭✷✵✶✸✮✱ ❆❜#❛♠♦✈!❦② ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱

❑❡❡♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ ❙✇❛♥❦ ✭✷✵✶✻❜✮✳ ❖♥ ❛ #❡❧❛.❡❞ ♥♦.❡✱ ❇❡!❧❡② ❛♥❞

-❡#!!♦♥ ✭✷✵✶✸✱ ✷✵✶✹✮ ✐♥✈❡!.✐❣❛.❡ .❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡.✇❡❡♥ .❛①❛.✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥.✱

✇❤✐❧❡ ❇❥\#♥!❦♦✈ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❉#❡❤❡# ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❡①❛♠✐♥❡ .❤❡ #❡❧❛.✐♦♥!❤✐♣ ❜❡✲

.✇❡❡♥ ✐♥!.✐.✉.✐♦♥❛❧ ]✉❛❧✐.②✱ ❝♦##✉♣.✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦#♠❛❧✐.②✳ ●♦❦❛❧♣ ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮

❛#❣✉❡ .❤❛. ❢♦#♠❛❧ ✜#♠! ♠❛② ❤❛✈❡ !.#♦♥❣ ✐♥❝❡♥.✐✈❡! .♦ ❡✈❛❞❡ .❛①❡! ✐❢ .❤❡② ❢❛❝❡

❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥ ❢#♦♠ .❤❡ ✐♥❢♦#♠❛❧ !❡❝.♦#✱ ❡!♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ .❤❡② ❤❛✈❡ .♦ ❞❡❛❧ ✇✐.❤ ✐♥✲

✺✼



❡✣❝✐❡♥% ✐♥&%✐%✉%✐♦♥& ❛♥❞ ❜✉,❞❡♥&♦♠❡ ,❡❣✉❧❛%✐♦♥&✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐%❤ %❤✐& ✜♥❞✐♥❣✱

❇✐,❞ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ &%,❡&& %❤❛% ✇❡❧❧✲❢✉♥❝%✐♦♥✐♥❣ ✐♥&%✐%✉%✐♦♥& ❛,❡ ❡&&❡♥%✐❛❧ ❢♦,

,❛✐&✐♥❣ ❛❞❡>✉❛%❡ %❛① ,❡✈❡♥✉❡✳

❆❧❧ ♦❢ %❤❡&❡ &%✉❞✐❡& &✉❣❣❡&% %❤❛% %❛① ♣♦❧✐❝✐❡& ♦❜&❡,✈❡❞ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥✲

%,✐❡& ♦❢%❡♥ ❞✐✛❡, ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧❧② ❢,♦♠ %❤❡ ♦♥❡& ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥%,✐❡&✳ ❙✐♠✐❧❛,

%♦ ♦✉, ♠♦❞❡❧✱ ●♦,❞♦♥ ❛♥❞ ▲✐ ✭✷✵✵✾✮ ♣,♦✈✐❞❡ ❛ %❤❡♦,❡%✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛%✐♦♥ ❢♦, %❤✐&

♣❛%%❡,♥ ✇❤✐❝❤ ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥ ✜,♠&✬ ♣♦&&✐❜✐❧✐%② %♦ ❡✈❛❞❡ %❛①❡&✳ ❚❤❡✐, ❛♥❛❧②&✐&✱

❤♦✇❡✈❡,✱ ❢♦❝✉&❡& ♦♥ %❤❡ ,♦❧❡ ♦❢ %❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ &❡❝%♦,✳ ❇② ❝♦♥%,❛&%✱ ❝♦,,✉♣%✐♦♥

❛♥❞ ✐♥&%✐%✉%✐♦♥❛❧ >✉❛❧✐%② ❛,❡ %❤❡ ❦❡② ❞❡%❡,♠✐♥❛♥%& ♦❢ %❛① ❡✈❛&✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡

❞,✐✈✐♥❣ ❢♦,❝❡& ❜❡❤✐♥❞ ❝♦✉♥%,② ❞✐✛❡,❡♥❝❡& ✐♥ ♦✉, ♠♦❞❡❧✳ ❙✉♣♣♦,%✐♥❣ %❤✐& ♥♦✲

%✐♦♥✱ ❇❡&% ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❈❛,,✐❧❧♦ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ♣,♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐,✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡

%❤❛% %❤❡ ❝,❡❞✐❜✐❧✐%② ♦❢ %❛① ❡♥❢♦,❝❡♠❡♥% ❝,✉❝✐❛❧❧② ❛✛❡❝%& ♦♣%✐♠❛❧ %❛① ♣♦❧✐❝②✳ ■❢

%❛① ❡♥❢♦,❝❡♠❡♥% ✐& ❧✐♠✐%❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ✉&✉❛❧❧② %❤❡ ❝❛&❡ ✐♥ ❧❡&& ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥✲

%,✐❡&✱ ♦♣%✐♠❛❧ %❛① ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡,❛❜❧❡ ❞✐✛❡,❡♥% ❢,♦♠ ❛ &✐%✉❛%✐♦♥ ✇✐%❤

♣❡,❢❡❝% ❡♥❢♦,❝❡♠❡♥%✳ ❙✐♠✐❧❛,❧②✱ ▼❛,❞❛♥ ✭✷✵✶✽✮ ❛♥❞ ▼❛,❞❛♥ ❛♥❞ ❙%✐♠♠❡❧✲

♠❛②, ✭✷✵✶✽✮ &❤♦✇ %❤❛% ❛ ❝♦✉♥%,②✬& ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ %❛① &❡%%✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ %❤❡

❛❜✐❧✐%② %♦ ❝✉,❜ ❝,♦&&✲❜♦,❞❡, ♣,♦✜% &❤✐❢%✐♥❣✱ ❛& ✇❡❧❧ ❛& ♦♥ %❤❡ ❝♦✉♥%,②✬& ❧❡✈❡❧

♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%✳

❲❡ ❝♦♥%,✐❜✉%❡ %♦ %❤❡ ❡①✐&%✐♥❣ ❧✐%❡,❛%✉,❡ ♦♥ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣

❛ ♣,❡✈✐♦✉&❧② ♥❡❣❧❡❝%❡❞ ❧✐♥❦ ❜❡%✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♥%,②✬& ❝♦,,✉♣%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐♥&%✐%✉✲

%✐♦♥❛❧ >✉❛❧✐%② ❛♥❞ ✐%& ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ %❛①✲&❡%%✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦,✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥&%,❛%❡ %❤❛%

❜✉,❡❛✉❝,❛%✐❝ ❝♦,,✉♣%✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥&%✐%✉%✐♦♥& ♠❛② ❢♦,❝❡ ❛ ❝♦✉♥%,② %♦ &❡% ❛

,❛%❤❡, ❧♦✇ %❛① ,❛%❡ ✐♥ ♦,❞❡, %♦ ♣,❡✈❡♥% ❝♦,♣♦,❛%❡ %❛① ❡✈❛&✐♦♥✱ %❤❡,❡❜② ✐♥❞✉❝✲

✐♥❣ %❤❡ ❝♦✉♥%,② %♦ ❜❡ ♠♦,❡ ❛❣❣,❡&&✐✈❡ ✐♥ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥✳ ❚❤✐& ✜♥❞✐♥❣ &❡❡♠&

%♦ ❜❡ ♣❛,%✐❝✉❧❛,❧② ,❡❧❡✈❛♥% ❢♦, %,❛♥&✐%✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡&✳ ❚❤✉&✱

♦✉, ✇♦,❦ ❛❧&♦ ❝♦♥%,✐❜✉%❡& %♦ %❤❡ ❧✐%❡,❛%✉,❡ %❤❛% ❝♦♠♣❛,❡& %❤❡ %❛①✲&❡%%✐♥❣ ❜❡✲

❤❛✈✐♦, ♦❢ ❝♦✉♥%,✐❡& ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ❛% ❞✐✛❡,❡♥% &%❛❣❡& ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%✱ ❜② ♣,♦✈✐❞✐♥❣

❛ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❧❛♥❛%✐♦♥ ✇❤② %❤❡ ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ %❛① ♣♦❧✐❝✐❡& ♦❢ %❤❡&❡ ❝♦✉♥%,✐❡& ♠❛②

❞✐✛❡,✳

❚❤❡ ♦✉%❧✐♥❡ ♦❢ %❤❡ ❝❤❛♣%❡, ✐& ❛& ❢♦❧❧♦✇&✳ ❙❡❝%✐♦♥ ✹✳✷ ✐♥%,♦❞✉❝❡& %❤❡ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ❞✐&❝✉&&❡& %❤❡ ✐♠♣❛❝% ♦❢ ❝♦,♣♦,❛%❡ %❛① ❡✈❛&✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝♦✉♥%,②✬& %❛①✲&❡%%✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦,✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤✐&✱ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❝♦✉♥%,✐❡& ✐& ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥

❙❡❝%✐♦♥ ✹✳✸✳ ❙❡❝%✐♦♥ ✹✳✹ ♣,♦✈✐❞❡& &♦♠❡ ❢✉,%❤❡, ❛♥❛❧②&✐&✱ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝%✐♦♥ ✹✳✺

❝♦♥❝❧✉❞❡&✳

✺✽



✹✳✷ ▼♦❞❡❧ (❡)✉♣

❈♦♥#✐❞❡' ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥#✐#,✐♥❣ ♦❢ ,✇♦ ❝♦✉♥,'✐❡#✱ x ❛♥❞ y✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤♦#,#
i♠♠♦❜✐❧❡ ✜'♠# ♦❢ ♠❛## αj

i ✱ ✇✐,❤ j = x, y ❞❡♥♦,✐♥❣ ,❤❡ ❝♦✉♥,'②✳ ❋✉',❤❡'♠♦'❡✱
,❤❡'❡ ✐# ❛ ♠❛## αm ♦❢ m♦❜✐❧❡ ✜'♠#✱ ✇✐,❤ αj

i , αm ≥ 0✳ ❋✐'♠# ❛'❡ ❛##✉♠❡❞
,♦ ❜❡ '✐#❦✲♥❡✉,'❛❧ ❛♥❞ ♠❛② ♦♥❧② ❞✐✛❡' ✇✐,❤ '❡#♣❡❝, ,♦ ,❤❡✐' ♠♦❜✐❧✐,②✳ ■♥

♣❛',✐❝✉❧❛'✱ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜'♠# ❛'❡ '❡#,'✐❝,❡❞ ,♦ ,❤❡✐' ❝♦✉♥,'② ♦❢ '❡#✐❞❡♥❝❡✱ ❞✉❡ ,♦

♣'♦❤✐❜✐,✐✈❡ '❡❧♦❝❛,✐♦♥ ❝♦#,✱ ✇❤❡'❡❛# ♠♦❜✐❧❡ ✜'♠# ❝❛♥ '❡❧♦❝❛,❡ ❛, ③❡'♦ ❝♦#,✳

✷

❆❧❧ ✜'♠# ❧♦❝❛,❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥,'② j ♠❛② ❡♥,❡' ,❤❡ ♠❛'❦❡, ✐♥ ,❤✐# ❝♦✉♥,'②✳ ▼❛'❦❡,
❡♥,'② ✐# '✐#❦②✱ ,❤♦✉❣❤✳ ■, ✐# #✉❝❝❡##❢✉❧ ✇✐,❤ ♣'♦❜❛❜✐❧✐,② pjs✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❣'♦##
♣'♦✜, Πj ≥ 0 ✐♥ ,❤✐# ❝❛#❡✱ ❛♥❞ ❢❛✐❧# ✇✐,❤ ♣'♦❜❛❜✐❧✐,② 1− pjs✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♥♦,❤✐♥❣✳
❚❤✉#✱ ♠❛'❦❡, ❡♥,'② ✐♥ ❝♦✉♥,'② j ✐# ❛##♦❝✐❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛♥ ❡①♣❡❝,❡❞ ❣'♦## ♣'♦✜,
♦❢ E[Π]j = pjsΠ

j
✳ ❚❤❡ ❡①✲❛♥,❡ #✉❝❝❡## ♣'♦❜❛❜✐❧✐,✐❡# ❛♥❞ ,❤❡ '❡#♣❡❝,✐✈❡ ♣'♦✜,

❧❡✈❡❧# ✐♥ ❜♦,❤ ❝♦✉♥,'✐❡# ❛'❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❲❤❡,❤❡' ❛ ✜'♠✬# ♠❛'❦❡,

❡♥,'② ✐# #✉❝❝❡##❢✉❧ ♦' ♥♦,✱ ❤♦✇❡✈❡'✱ ✐# ♣'✐✈❛,❡ ✐♥❢♦'♠❛,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ✜'♠ ❛♥❞ ,❤❡

,❛① ❛❣❡♥, ✐♥ ❝❤❛'❣❡ ❛♥❞ '❡♠❛✐♥# ✉♥❦♥♦✇♥ ,♦ ,❤❡ ❣♦✈❡'♥♠❡♥,✳ ■♥ ❝♦✉♥,'②

j✱ ✜'♠ ♣'♦✜,# ❛'❡ ,❛①❡❞ ❛, '❛,❡ tj✳ ❆ ✜'♠ ❝❛♥ ,'② ,♦ ❡✈❛❞❡ ,❛①❡#✱ ,❤♦✉❣❤✱

❜② ♦✛❡'✐♥❣ ❛ ❜'✐❜❡ ♣❛②♠❡♥, Bj
,♦ ,❤❡ ❛##✐❣♥❡❞ ,❛① ❛❣❡♥,✳ ■❢ ,❤❡ ,❛① ❛❣❡♥,

❛❝❝❡♣,# ,❤❡ ❜'✐❜❡✱ ❤❡ '❡♣♦',# ❛ ❢❛✐❧✉'❡ ♦❢ ,❤❡ ✜'♠ ❛♥❞✱ ,❤✉#✱ ♣'♦✜,# ♦❢ ③❡'♦ ,♦

❝♦✉♥,'② j✬# ❣♦✈❡'♥♠❡♥,✳✸

❚❤❡ ❣❛♠❡ #,'✉❝,✉'❡ ✐# ❛# ❢♦❧❧♦✇#✳ ■♥ ,❤❡ ✜'#, ❛♥❞ #❡❝♦♥❞ #,❛❣❡✱ ,❤❡ ❝♦✉♥✲

,'✐❡#✬ ❣♦✈❡'♥♠❡♥,# #❡E✉❡♥,✐❛❧❧② #❡, ,❤❡✐' ,❛① '❛,❡#✳ ❆❢,❡' ♦❜#❡'✈✐♥❣ ,❤❡#❡ ,❛①

'❛,❡#✱ ♠♦❜✐❧❡ ✜'♠# ❝❤♦♦#❡ ,❤❡✐' ❧♦❝❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ✜'♠# ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ♠❛'❦❡, ❡♥,'②

✐♥ ,❤❡✐' '❡#♣❡❝,✐✈❡ ❝♦✉♥,'② ♦❢ '❡#✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ ,❤❡ ❢♦✉',❤ #,❛❣❡✱ ,❤❡ ♦✉,❝♦♠❡

♦❢ ✜'♠#✬ ♠❛'❦❡, ❡♥,'② ✐# ❞❡,❡'♠✐♥❡❞✳ ❆❢,❡' ,❤❛,✱ ✜'♠# ❝❤♦♦#❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,❛①✲
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❆❧"❡$♥❛"✐✈❡❧②✱ "❤❡ ❡①✐-"❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜$♠- ❝❛♥ ❜❡ ✐♥"❡$♣$❡"❡❞ ✐♥ ❛

❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥"❡①"✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑✐♥❣ ❡" ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ■❢ ❛ ✜$♠✬- ✐♥✈❡-"♠❡♥" ✐♥ ❛ ❝♦✉♥"$② ✐-

❛--♦❝✐❛"❡❞ ✇✐"❤ -✉♥❦ ❝♦-"✱ ✐"- ♠♦❜✐❧✐"② ✐- ❧♦✇❡$ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡$✐♦❞ ✭❛❢"❡$ "❤❡ ✐♥✈❡-"♠❡♥"

"♦♦❦ ♣❧❛❝❡✮✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣❧②✱ "❤❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜$♠- ✐♥ ♦✉$ ♠♦❞❡❧ ♠❛② $❡♣$❡-❡♥" ✐♥✐"✐❛❧❧② ♠♦❜✐❧❡

♦♥❡- ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝❤♦-❡♥ "❤❡✐$ ❧♦❝❛"✐♦♥ ✐♥ ❛ ✭♥♦" ❡①♣❧✐❝✐"❧② ♠♦❞❡❧❡❞✮ ♣$❡✈✐♦✉- ♣❡$✐♦❞✳

✸

❈♦❜❤❛♠ ✭✷✵✵✺✮ -❤♦✇- "❤❛" ❜♦"❤ ❧❡❣❛❧ "❛① ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛- ✇❡❧❧ ❛- ✐❧❧❡❣❛❧ "❛① ❡✈❛-✐♦♥ ♣♦-❡

-❡$✐♦✉- ♣$♦❜❧❡♠- "♦ $❡✈❡♥✉❡ ❝♦❧❧❡❝"✐♦♥ ✐♥ ❧❡-- ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥"$✐❡-✳ ❲✐"❤✐♥ ♦✉$ ❢$❛♠❡✇♦$❦✱

❤♦✇❡✈❡$✱ ✇❡ ♣$✐♠❛$✐❧② "❤✐♥❦ ♦❢ ✐❧❧❡❣❛❧ "❛① ❡✈❛-✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦"✐♦♥ "❤❛" ❝♦♦♣❡$❛"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥

"❛①♣❛②❡$ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❛❣❡♥" ❣✐✈❡- $✐-❡ "♦ "❛① ❡✈❛-✐♦♥ ✐- ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ "❤❡ ❧✐"❡$❛"✉$❡✳ ❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱

❆❞❡- ❛♥❞ ❉✐ ❚❡❧❧❛ ✭✶✾✾✾✮✱ ❇❡-❧❡② ❛♥❞ ▼❝▲❛$❡♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ♦$ ❙❛♥②❛❧ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ■♥ -✉❝❤

❛ -❡""✐♥❣✱ ✐" ♠❛② ❜❡ ♦♣"✐♠❛❧ ❢♦$ ❛ ❣♦✈❡$♥♠❡♥"✱ ✉♥❞❡$ ❝❡$"❛✐♥ ❝✐$❝✉♠-"❛♥❝❡-✱ "♦ "♦❧❡$❛"❡

"❛① ❡✈❛-✐♦♥✳ ❚❤✐- ❛❧-♦ ❛♣♣❧✐❡- "♦ ♦✉$ ♠♦❞❡❧✱ ❛- ❛$❣✉❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ -❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣"❡$

✸✳ ❊♠♣✐$✐❝❛❧❧②✱ ❆❧♠ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ✐❞❡♥"✐❢② ❝♦$$✉♣"✐♦♥ ♦❢ "❛① ♦✣❝✐❛❧- ❛- ❛ -✐❣♥✐✜❝❛♥"

❞❡"❡$♠✐♥❛♥" ♦❢ ✜$♠ "❛① ❡✈❛-✐♦♥✳ ❆♥❡❝❞♦"❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ "❤❡ "♦♣✐❝ ✐- ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤❡✉♥❣

❡" ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳

✺✾



❝♦♠♣❧✐❛♥( ❜❡❤❛✈✐♦- ❛♥❞ ❜-✐❜❡-②✳ ❚❛① ❛❣❡♥(4 ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❜-✐❜❡ ♦✛❡-4

❛♥❞ -❡♣♦-( ✜-♠ ♣-♦✜(4 (♦ (❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥( ✐♥ (❤❡ 4✐①(❤ 4(❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✭♥❡(✮

♣❛②♦✛4 ♦❢ ✜-♠4 ❛♥❞ ❛❣❡♥(4 ❛4 ✇❡❧❧ ❛4 (❛① -❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ❜♦(❤ ❣♦✈❡-♥♠❡♥(4 ❛-❡

-❡❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐4 4♦❧✈❡❞ ✈✐❛ ❜❛❝❦✇❛-❞ ✐♥❞✉❝(✐♦♥✳

✹✳✷✳✶ ❚❛① ❛❣❡♥*+

■♥ (❤❡ ♣❡♥✉❧(✐♠❛(❡ 4(❛❣❡ ♦❢ (❤❡ ❣❛♠❡ ✭❜❡❢♦-❡ ♦✉(❝♦♠❡4 ❛-❡ -❡❛❧✐③❡❞✮✱ (❛①

❛❣❡♥(4 ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ✇❤❡(❤❡- (♦ ❛❝❝❡♣( ♦- -❡❥❡❝( ❜-✐❜❡ ♣❛②♠❡♥(4 ♦✛❡-❡❞ ❜② ✜-♠4✳

❚❛① ❛❣❡♥(4 ❛-❡ ❛44✉♠❡❞ (♦ ❜❡ -✐4❦✲♥❡✉(-❛❧ ❛♥❞ -❛♥❞♦♠❧② ❛44✐❣♥❡❞ (♦ ✜-♠4✳

❲❡ ❛44✉♠❡ (✇♦ (②♣❡4 ♦❢ ✭♦(❤❡-✇✐4❡ ✐❞❡♥(✐❝❛❧✮ ❛❣❡♥(4✿ ♣❧✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥(4 ❛-❡ 4✉4✲

❝❡♣(✐❜❧❡ (♦ ❜-✐❜❡4✱ ✇❤❡-❡❛4 &'❡❛❞❢❛&' ❛❣❡♥(4 ❛-❡ ♥♦(✳ ❚❤❡ 4❤❛-❡ ♦❢ 4(❡❛❞❢❛4(

❛❣❡♥(4 ✐♥ ❝♦✉♥(-② j✱ sj✱ ✐4 ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❇② ❝♦♥(-❛4(✱ ❛♥ ❛❣❡♥(✬4 (②♣❡ ✐4

❤✐4 ♣-✐✈❛(❡ ✐♥❢♦-♠❛(✐♦♥✳

✹

■♥ ❝♦✉♥(-② j✱ ❜-✐❜❡-② ✐4 ❞❡(❡❝(❡❞ ❛❢(❡-✇❛-❞4 ❜② (❤❡

❣♦✈❡-♥♠❡♥( ✇✐(❤ ♣-♦❜❛❜✐❧✐(② pjd✳ ❚❤❡ ❝♦--✉♣( (❛① ❛❣❡♥( ❧♦4❡4 ❤✐4 ❥♦❜ ❛♥❞ (❤❡

❛44♦❝✐❛(❡❞ ✇❛❣❡ wj
❜✉( 4(✐❧❧ ❣❡(4 (❤❡ ❜-✐❜❡ Bj

✐♥ 4✉❝❤ ❛ ❝❛4❡✳

✺

❋♦- 4✐♠♣❧✐❝✐(②✱

✇❡ ❛44✉♠❡ ❛❣❡♥(4✬ ♦♣♣♦-(✉♥✐(② ✇❛❣❡ (♦ ❜❡ ❡G✉❛❧ (♦ ③❡-♦✳ ❋✉-(❤❡-♠♦-❡✱ ❜❡✐♥❣

❝♦--✉♣( ✐4 ❛44♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ ♣❡-4♦♥❛❧ ❝♦4( µj > 0 ❢♦- ❛ (❛① ❛❣❡♥( ✐♥ ❝♦✉♥(-② j✳✻

❚❤✉4✱ ❛ ♣❧✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥( ❛❝❝❡♣(4 ❛ ❜-✐❜❡ ♦✛❡- ✐❢

Bj + (1− pjd)w
j − µj ≥ wj ⇔ Bj ≥ B̃j ≡ pjdw

j + µj.✼ ✭✹✳✶✮

B̃j
❞❡✜♥❡4 (❤❡ ❧♦✇❡4( ❜-✐❜❡ (❤❛( ✐4 ❛❝❝❡♣(❡❞ ❜② ❛ ♣❧✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥( ✐♥ ❝♦✉♥(-②

j✳ ❲❡ ♠❛② ♠♦(✐✈❛(❡ (❤❡ ❡①✐4(❡♥❝❡ ♦❢ 4(❡❛❞❢❛4( ❛❣❡♥(4 ❜② ❛-❣✉✐♥❣ (❤❛( (❤❡

✹

❲❡ ♠❛② %❤✐♥❦ ♦❢ %❤❡ ,❤❛-❡ ♦❢ ♣❧✐❛❜❧❡ ❛❣❡♥%, ✐♥ ❝♦✉♥%-② j✱ 1−sj ✱ ❛, ❛ ♣-♦①② ❢♦- ❝♦✉♥%-②
j✬, ❝♦--✉♣%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣%❡- ✸✮✳

✺

❆,,✉♠✐♥❣ %❤❛% ❜-✐❜❡ ♣❛②♠❡♥%, ❛❝❝-✉❡ %♦ %❤❡ ❣♦✈❡-♥♠❡♥% ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ %❛① -❡✈❡♥✉❡ ✐♥

❝❛,❡ ♦❢ ❞❡%❡❝%✐♦♥ ❞♦❡, ♥♦% ❛❧%❡- %❤❡ ?✉❛❧✐%❛%✐✈❡ -❡,✉❧%, ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✻

❲❡ %❤✐♥❦ ♦❢ µj
❛, ♠♦-❛❧ ❝♦♥❝❡-♥, ♦- -❡♠♦-,❡ ❛,,♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ❝♦--✉♣% ❜❡❤❛✈✐♦-✳ ❈♦♥✲

,❡?✉❡♥%❧②✱ µj
✐, ❛,,✉♠❡❞ %♦ ❛-✐,❡ ✐--❡,♣❡❝%✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡%❤❡- ❜-✐❜❡-② ✐, ❞❡%❡❝%❡❞ ❜② %❤❡ ❣♦✈❡-♥✲

♠❡♥% ♦- ♥♦%✳ ❇② ❝♦♥%-❛,%✱ ,♦♠❡ -❡❧❛%❡❞ ❝♦♥%-✐❜✉%✐♦♥, ✭❧✐❦❡✱ ❡✳❣✳✱ ❆❞❡, ❛♥❞ ❞✐ ❚❡❧❧❛✱ ✶✾✾✾✮

❛,,✉♠❡ %❤❛% ❝♦--✉♣% ❛❣❡♥%, ✐♥❝✉- ♣❡-,♦♥❛❧ ❝♦,% ♦♥❧② ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ ❞❡%❡❝%✐♦♥✳ ❖✉- ✜♥❞✐♥❣,

-❡♠❛✐♥ ?✉❛❧✐%❛%✐✈❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ✇❡ ❛❞♦♣% %❤✐, ♣-❡♠✐,❡✳

✼

❲✐%❤♦✉% ❧♦,, ♦❢ ❣❡♥❡-❛❧✐%②✱ ✇❡ ❛,,✉♠❡ %❤❛% ❛❣❡♥%, ❛❝❝❡♣% %❤❡ ❜-✐❜❡ ♦✛❡- ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢

✐♥❞✐✛❡-❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✜-♠, ♣-❡❢❡- ❝♦♠♣❧✐❛♥% ❜❡❤❛✈✐♦- ♦✈❡- ❡✈❛,✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛-❦❡% ❡♥%-② ♦✈❡-

♥♦♥✲❡♥%-② ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡-❡♥❝❡✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐%❤ ♦✉- ❛❜♦✈❡ -❡❛,♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❡?✉❛❧✐%② ✭✹✳✶✮✱

❑❤❛♥ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ♣-♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ %❤❛% ❜♦%❤ %❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜-✐❜❡ ♣❛②♠❡♥%, ❛♥❞ %❤❡ ,❝♦♣❡ ♦❢

%❛① ❡✈❛,✐♦♥ ❝-✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❛① ❝♦❧❧❡❝%♦- ❝♦♠♣❡♥,❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❋❥❡❧❞,%❛❞ ✭✷✵✵✸✮ ,%-❡,,❡,

%❤❛% ❛♥ ✐♥❝-❡❛,❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✇❛❣❡, ♠❛② ❧❡❛❞ %♦ ❤✐❣❤❡- ❜-✐❜❡, -❛%❤❡- %❤❛♥ -❡❞✉❝❡❞ ❝♦--✉♣%✐♦♥

✐❢ ❝♦♥%-♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐,♠, ❛-❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥% ❛♥❞ ,❛♥❝%✐♦♥, ❛-❡ ✇❡❛❦✳

✻✵



♣❡"#♦♥❛❧ ❝♦#) µj
✐# ✐♥✜♥✐)❡❧② ❤✐❣❤ ❢♦" ❛ ❢"❛❝)✐♦♥ sj ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥)#✳ ❋♦" )❤❡#❡

❛❣❡♥)#✱ ✐♥❡3✉❛❧✐)② ✭✹✳✶✮ ♥❡✈❡" ❤♦❧❞#✳ ❲❡ ❛##✉♠❡ pjd✱ w
j
✱ µj

✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥#❡3✉❡♥)❧②✱

B̃j
)♦ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

✹✳✷✳✷ ❋✐%♠'

❋✐"♠ ❜❡❤❛✈✐♦" ✐# ❞❡)❡"♠✐♥❡❞ ✐♥ )❤❡ )❤✐"❞✱ ❢♦✉")❤✱ ❛♥❞ ✜❢)❤ #)❛❣❡ ♦❢ )❤❡ ❣❛♠❡✳

■♥ )❤❡ ✜❢)❤ #)❛❣❡✱ ✜"♠# ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ✇❤❡)❤❡" ♦" ♥♦) )♦ ♦✛❡" ❛ ❜"✐❜❡ ♣❛②♠❡♥)

)♦ )❤❡ ❛##✐❣♥❡❞ )❛① ❛❣❡♥)✳ ■❢ )❤❡ )❛① ❛❣❡♥) ❛❝❝❡♣)# )❤❡ ❜"✐❜❡✱ ❤❡ "❡♣♦")# ❛

❢❛✐❧✉"❡ ❛♥❞ ③❡"♦ ♣"♦✜)# ♦❢ )❤❡ ✜"♠ )♦ )❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥)✳ ❚❤✉#✱ ❛ ✜"♠ ❞♦❡# ♥♦)

❤❛✈❡ )♦ ♣❛② )❛①❡# ❛) ❛❧❧ ✐❢ ✐)# ❜"✐❜❡ ✐# ❛❝❝❡♣)❡❞ ❜② )❤❡ ❛❣❡♥) ❛♥❞ ♥♦) ❞❡)❡❝)❡❞

❜② )❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥)✳ ◆♦)❡ )❤❛) ❛ ❢❛✐❧❡❞ ✜"♠ ❤❛# ♥♦ ✐♥❝❡♥)✐✈❡ )♦ ❜"✐❜❡✱ ❜❡❝❛✉#❡

✐)# ❣"♦## ♣"♦✜) ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐)# )❛① ❜✉"❞❡♥ ❛"❡ ③❡"♦✳

❙✐♥❝❡ )❤❡ ♥❡❝❡##❛"② ❜"✐❜❡ ♣❛②♠❡♥) B̃j
✐# ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ ❜"✐❜❡

❛))❡♠♣) ✐# "❡❥❡❝)❡❞ ❛♥❞ "❡♣♦")❡❞ ♦♥❧② ✐❢ )❤❡ "❡#♣♦♥#✐❜❧❡ )❛① ❛❣❡♥) ✐# #)❡❛❞❢❛#)✱

✇✐)❤ ♣"♦❜❛❜✐❧✐)② sj ✐♥ ❝♦✉♥)"② j✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ❛# ❛❧"❡❛❞② ♠❡♥)✐♦♥❡❞✱ ❛❝❝❡♣)❡❞

❜"✐❜❡ ❛))❡♠♣)# ❛"❡ ❞❡)❡❝)❡❞ ❡① ♣♦#) ❜② )❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥) ✇✐)❤ ♣"♦❜❛❜✐❧✐)② pjd✳
❲❡ #✉♣♣♦#❡ )❤❛) )❤❡ ♣❡♥❛❧)② ♦♥ )❤❡ ✜"♠ ✐# )❤❡ #❛♠❡ ✐♥ ❜♦)❤ ❝❛#❡#✳ ■♥

♣❛")✐❝✉❧❛"✱ ✇❡ ❛##✉♠❡ )❤❡ ♣❡♥❛❧)② "❛)❡ )♦ ❜❡ λj > 1 ✐♥ ❝♦✉♥)"② j✳ ❚❤✉#✱ ❛

✜"♠✬# ♣❛②♠❡♥) )♦ )❤❡ ❣♦✈❡"♥♠❡♥) ✐# λjtjΠj
✭✐♥#)❡❛❞ ♦❢ tjΠj

✮ ✐❢ ❛))❡♠♣)❡❞ ♦"

❛❝❝♦♠♣❧✐#❤❡❞ ❜"✐❜❡"② ✐# ❡①♣♦#❡❞✳ ❲❡ ❛##✉♠❡ pjd ❛♥❞ λj )♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉#❧②

❣✐✈❡♥✳

✽

❆❝❝♦"❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❜"✐❜❡ ❛))❡♠♣) ✐# ❛##♦❝✐❛)❡❞ ✇✐)❤ ❛♥ ❡①♣❡❝)❡❞ ♥❡) ♣"♦✜)

♦❢

π̂j
e = (1− qjλjtj)Πj − (1− sj)B̃j

✭✹✳✷✮

✐♥ ❝♦✉♥)"② j✱ ✇✐)❤ qj ≡ (1−sj)pjd+s
j
❞❡✜♥✐♥❣ )❤❡ ♦✈❡"❛❧❧ ♣"♦❜❛❜✐❧✐)② ♦❢ ❞❡)❡❝✲

)✐♦♥ ❛♥❞ e ✐♥❞✐❝❛)✐♥❣ ❡✈❛#✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦"✳

✾

■♥ ❝❛#❡ ♦❢ )❛①✲❝♦♠♣❧✐❛♥) ✭❵❤♦♥❡#)✬✮

❜❡❤❛✈✐♦"✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ✐♥❞✐❝❛)❡❞ ❜② h✱ ❛ ✜"♠✬# ♥❡) ♣"♦✜) ✐#

πj
h = (1− tj)Πj

✭✹✳✸✮

✽

❚❤❡ #❡$✉❧'$ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛#❡ -✉❛❧✐'❛'✐✈❡❧② '❤❡ $❛♠❡ ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦# ❡♥❞♦❣❡♥♦✉$ pjd ❛♥❞
λj
✳ ■' ✐$ #❡❛$♦♥❛❜❧❡ ✭❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ '❤❡ ❧✐'❡#❛'✉#❡✮ '♦ ❛$$✉♠❡ '❤❛' ❝♦✉♥'#② j✬$ ❣♦✈❡#♥♠❡♥'

✐$ ❧✐♠✐'❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡$❡ ✈❛#✐❛❜❧❡$✱ ❞✉❡ '♦ ♠♦♥✐'♦#✐♥❣ ♦# ❛✉❞✐'✐♥❣ ❝♦$' ✭#❡❣❛#❞✐♥❣

pjd✮ ❛♥❞ ❧❡❣❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧✐'✐❝❛❧ ♦❜$'❛❝❧❡$ ✭#❡❣❛#❞✐♥❣ λj
✮✳ ❚❤✉$✱ '❛① ❡♥❢♦#❝❡♠❡♥' ✐$ ✐♠♣❡#❢❡❝'

❛♥❞ ✜#♠$ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥'✐✈❡ '♦ ❡✈❛❞❡ '❛①❡$ ❡✈❡♥ ✐❢ pjd ❛♥❞ λj
❛#❡ $❡' ♦♣'✐♠❛❧ ✭❝❢✳

❈❛##✐❧❧♦ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳

✾

❆❧'❤♦✉❣❤ ❛❝'✉❛❧ '❛① ❡✈❛$✐♦♥ ♦♥❧② '❛❦❡$ ♣❧❛❝❡ ✐❢ '❤❡ ❜#✐❜❡ ❛''❡♠♣' ✐$ $✉❝❝❡$$❢✉❧✱ ✇❡

#❡❢❡# '♦ ❛❧❧ ✜#♠$ '❤❛' ❛''❡♠♣' ❜#✐❜❡#② ❛$ ❡✈❛❞✐♥❣✳

✻✶



✐♥ ❝♦✉♥%&② j✳ ❈♦♥*❡,✉❡♥%❧②✱ ❛ ✜&♠ ❛%%❡♠♣%* ❜&✐❜❡&② ✐❢

π̂j
e > πj

h ⇔ tj > tjeh ≥ 0, ✭✹✳✹✮

✇❤❡&❡

tjeh ≡
(1− sj)B̃j

(1− qjλj)Πj
✭✹✳✺✮

❞❡✜♥❡* %❤❡ %❛① &❛%❡ ❢♦& ✇❤✐❝❤ ❛ ✜&♠ %❤❛% ♦♣❡&❛%❡* ✐♥ ❝♦✉♥%&② j ✐* ✐♥❞✐✛❡&❡♥%

❜❡%✇❡❡♥ h♦♥❡*% ❛♥❞ e✈❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❚❤✉*✱ tjeh ❝♦♥*%✐%✉%❡* ❛♥ ✉♣♣❡& ❧✐♠✐% %♦

%❛①❛%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❛♥% ✜&♠* ✐♥ ❝♦✉♥%&② j✳✶✵ ◆♦%❛❜❧②✱ tjeh ✐* ❞❡❝&❡❛*✐♥❣ ✐♥ %❤❡

❣&♦** ♣&♦✜% ❧❡✈❡❧✿ ∂tjeh/∂Π
j < 0✳ ❚❤✐* ♠❡❛♥* %❤❛% %❤❡ ❤✐❣❤❡& ❝♦✉♥%&②✲*♣❡❝✐✜❝

♣&♦✜%* Πj
❛&❡✱ %❤❡ ♠♦&❡ ❧✐❦❡❧②✱ ❝✳♣✳✱ ❛&❡ ❜&✐❜❡ ❛%%❡♠♣%* ❛♥❞ %❛① ❡✈❛*✐♦♥ ❜②

✜&♠* ♦♣❡&❛%✐♥❣ ✐♥ %❤✐* ❝♦✉♥%&②✳

❋✐&♠* ❛♥%✐❝✐♣❛%❡ %❤❡✐& *✉❜*❡,✉❡♥% ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥ ❝❛*❡ ♦❢ *✉❝❝❡**

✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ ♠❛&❦❡% ❡♥%&② ✐♥ %❤❡ *❡❝♦♥❞ *%❛❣❡✳ ❉❡♥♦%✐♥❣ %❤❡ ♦✉%*✐❞❡

♦♣%✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜&♠ ❧♦❝❛%❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥%&② j ❜② πo,j
✱ %❤❡ ♠❛&❦❡% ❡♥%&② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✐♥

❝♦✉♥%&② j ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②

pjsπ̂
j
e ≥ πo,j ⇔ tj ≤ tjoe ≡

1

qjλj

(

1−
πo,j + pjs(1− sj)B̃j

pjsΠj

)

✭✹✳✻✮

❢♦& ❡✈❛❞✐♥❣ ✜&♠* ❛♥❞

pjsπ
j
h ≥ πo,j ⇔ tj ≤ tjoh ≡ 1−

πo,j

pjsΠj
✭✹✳✼✮

❢♦& ❤♦♥❡*% ✜&♠*✳ tjoe ❛♥❞ tjoh ❞❡✜♥❡ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❛① &❛%❡* ❢♦& ✇❤✐❝❤ e✈❛❞✐♥❣

❛♥❞ h♦♥❡*% ✜&♠* ❥✉*% ♣&❡❢❡& ❡♥%❡&✐♥❣ ❝♦✉♥%&② j✬* ♠❛&❦❡% ♦✈❡& %❤❡✐& o✉%*✐❞❡ ♦♣✲

%✐♦♥✳ ❇♦%❤ ♦❢ %❤❡*❡ %❤&❡*❤♦❧❞ %❛① &❛%❡* ❛&❡ ✐♥❝&❡❛*✐♥❣ ✭❞❡❝&❡❛*✐♥❣✮ ✐♥ Πj
✭πo,j

✮✳

❍❡♥❝❡✱ ♠❛&❦❡% ❡♥%&② ❛* ✇❡❧❧ ❛* %❛① ❡✈❛*✐♦♥ ❛&❡ ♠♦&❡ ❧✐❦❡❧② ✐❢ ❝♦✉♥%&②✲*♣❡❝✐✜❝

♣&♦✜%* ❛&❡ ❤✐❣❤✳

✶✶

❋♦& ♠♦❜✐❧❡ ✜&♠* ❧♦❝❛%❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥%&② j✱ %❤❡ ❛❧%❡&♥❛%✐✈❡*

%♦ ♠❛&❦❡% ❡♥%&② ✐♥ j ❛&❡ &❡❧♦❝❛%✐♦♥ ✭%♦ ❝♦✉♥%&② k 6= j✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡♥%&②✳ ❇②

❝♦♥%&❛*%✱ ♥♦% ❡♥%❡&✐♥❣ %❤❡ ♠❛&❦❡% ✐* %❤❡ ♦♥❧② ❛❧%❡&♥❛%✐✈❡ ❢♦& ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜&♠*

✶✵

◆♦"❡ "❤❛" "❛① ❡✈❛(✐♦♥ ✐( ♥❡✈❡+ ✇♦+"❤✇❤✐❧❡ ❢♦+ ✜+♠( ✐❢ qjλj > 1 ✭✐♠♣❧②✐♥❣ tjeh < 0✮✳

❆❝❝♦+❞✐♥❣❧②✱ "❤❡ "❤+❡(❤♦❧❞ tjeh ❞♦❡( ♥♦" ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✉♣♣❡+ ❧✐♠✐" "♦ "❛①❛"✐♦♥ ✐♥ "❤✐( ❝❛(❡✳
✶✶

■❢ tjoe ✭t
j
oh✮ ✐( ♥❡❣❛"✐✈❡✱ t

j < 0 ✭✐✳❡✳✱ ❛ (✉❜(✐❞②✮ ✐( ♥❡❝❡((❛+② "♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✈❛❞✐♥❣ ✭❤♦♥❡("✮
✜+♠( "♦ ❡♥"❡+ ❝♦✉♥"+② j✬( ♠❛+❦❡"✳ ❖✛❡+✐♥❣ ❛ (✉❜(✐❞② ❝❛♥♥♦" ❜❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✐♥ ♦✉+ ♠♦❞❡❧
❢♦+ ❛ +❡✈❡♥✉❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡+♥♠❡♥"✱ "❤♦✉❣❤✳ ❚❤✉(✱ ❡✈❛❞✐♥❣ ✭❤♦♥❡("✮ ✜+♠( ❞♦ ♥♦" ❡♥"❡+

❝♦✉♥"+② j✬( ♠❛+❦❡" ✐❢ tjoe ✭t
j
oh✮ ✐( ♥❡❣❛"✐✈❡✳

✻✷



❧♦❝❛$❡❞ ✐♥ j✳ ❋✐+♠-✬ ♣❛②♦✛ ✐♥ ❝❛-❡ ♦❢ ♥♦♥✲❡♥$+② ✐- ❛--✉♠❡❞ $♦ ❜❡ $❤❡ -❛♠❡

✐♥ ❜♦$❤ ❝♦✉♥$+✐❡- ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② π ≥ 0✳ ❆❝❝♦+❞✐♥❣❧②✱ $❤❡ ✭+❡❧❡✈❛♥$✮ ♦✉$-✐❞❡

♦♣$✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜+♠ ❧♦❝❛$❡❞ ✐♥ j ✐-

πo,j =

{

πo,j
m = max{E[π]k, π} ❢♦+ m♦❜✐❧❡ ✜+♠-

πo,j
i = π ❢♦+ i♠♠♦❜✐❧❡ ✜+♠-✱

✭✹✳✽✮

✇❤❡+❡ E[π]k ❞❡♥♦$❡- $❤❡ ❡①♣❡❝$❡❞ ♥❡$ ♣+♦✜$ ❛ ✜+♠ ❝❛♥ +❡❛❧✐③❡ ✐♥ ❝♦✉♥$+②

k 6= j✳✶✷

◆♦$❡ $❤❛$ $❤❡ $❤+❡-❤♦❧❞ $❛① +❛$❡- +❡❢❡++✐♥❣ $♦ ♠❛+❦❡$ ❡♥$+②✱ tjoe ✭✹✳✻✮ ❛♥❞

tjoh ✭✹✳✼✮✱ ♠❛② ❜❡ ❧♦✇❡+ ❢♦+ ♠♦❜✐❧❡ ✜+♠-✱ ❝♦♠♣❛+❡❞ $♦ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♦♥❡-✱ -✐♥❝❡

♠♦❜✐❧❡ ✜+♠- ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❛❦❧② ❤✐❣❤❡+ ♦✉$-✐❞❡ ♦♣$✐♦♥✿ πo,j
m ≥ πo,j

i ✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

tjoe,m ≤ tjoe,i ❛♥❞ tjoh,m ≤ tjoh,i✳ ❚❤✐- ♠❡❛♥- $❤❛$ ✐$ $❡♥❞- $♦ ❜❡ ♠♦+❡ ❞✐✣❝✉❧$

❢♦+ ❝♦✉♥$+✐❡- $♦ ✐♥❞✉❝❡ ♠❛+❦❡$ ❡♥$+② ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✜+♠- ✭❜② -❡$$✐♥❣ $❤❡ $❛① +❛$❡

-✉✣❝✐❡♥$❧② ❧♦✇✮✳ ❇② ❝♦♥$+❛-$✱ $❤❡ $❛①✲❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ $❤+❡-❤♦❧❞ tjeh ✭✹✳✺✮ ✐- $❤❡

-❛♠❡ ❢♦+ ❛❧❧ ✜+♠-✳ ❚❤✉-✱ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$② ❢♦+ ❝♦✉♥$+✐❡- $♦ ♣+❡✈❡♥$ ❝♦+♣♦+❛$❡ $❛①

❡✈❛-✐♦♥ ✭❜② -❡$$✐♥❣ $❤❡ $❛① +❛$❡ -✉✣❝✐❡♥$❧② ❧♦✇✮ ✐- $❤❡ -❛♠❡ ❢♦+ ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞

✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜+♠-✳

✹✳✷✳✸ ●♦✈❡(♥♠❡♥+,

❆$ $❤❡ ❣❛♠❡✬- ✜+-$ $✇♦ -$❛❣❡-✱ $❤❡ $✇♦ +❡✈❡♥✉❡✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡+♥♠❡♥$-

-❡L✉❡♥$✐❛❧❧② -❡$ $❤❡✐+ $❛① +❛$❡-✳

✶✸

❚❤❡② ❛+❡ ❧✐♠✐$❡❞ ❜② ✜+♠-✬ ♦✉$-✐❞❡ ♦♣$✐♦♥

❛♥❞ $❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐$② ♦❢ $❛① ❡✈❛-✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛$$+❛❝$✐✈❡♥❡-- ♦❢ ✜+♠-✬ ❛❧$❡+♥❛$✐✈❡-

✐- ❝❛♣$✉+❡❞ ❜② $❤❡ $❤+❡-❤♦❧❞ $❛① +❛$❡- teh ✭✹✳✺✮✱ toe ✭✹✳✻✮✱ ❛♥❞ toh ✭✹✳✼✮✳

✶✹

■♥

❋✐❣✉+❡ ✹✳✶✱ ❛❧❧ $❤+❡❡ $❤+❡-❤♦❧❞ $❛① +❛$❡- ❛+❡ ❞❡♣✐❝$❡❞ ❛- ❢✉♥❝$✐♦♥- ♦❢ $❤❡ ❣+♦--

♣+♦✜$ ❧❡✈❡❧ Π✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇- ✉- $♦ ♠❛♣ ✜+♠ ❜❡❤❛✈✐♦+ ❢♦+ ❞✐✛❡+❡♥$ ✈❛❧✉❡- ♦❢

Π ❛♥❞ t✳ ❋+♦♠ ❛ ❝♦✉♥$+②✬- ♣❡+-♣❡❝$✐✈❡✱ ❋✐❣✉+❡ ✹✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ ❢♦✉+

❛+❡❛-✱ ❡❛❝❤ +❡♣+❡-❡♥$✐♥❣ ❛ ❝❡+$❛✐♥ ✜+♠ ❜❡❤❛✈✐♦+✳

❚❤❡ ❧♦✇❡+ +✐❣❤$ ❛+❡❛ ❞❡♥♦$❡❞ ❜② H ❝❛♣$✉+❡- ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥- ♦❢ Π ❛♥❞

t ❢♦+ ✇❤✐❝❤ ✐$ ✐- ♦♣$✐♠❛❧ ❢♦+ ✜+♠- $♦ ❡♥$❡+ $❤❡ ❝♦✉♥$+②✬- ♠❛+❦❡$ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡

❝♦♠♣❧✐❛♥$ ✐♥ ❝❛-❡ ♦❢ -✉❝❝❡--✳ ❋♦+♠❛❧❧②✱ t ≤ toh, teh ❤♦❧❞- ✐♥ $❤✐- ❛+❡❛✳

✶✷

❲❡ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ✉*❡ ♦❢ ,❤❡ *✉❜*❝0✐♣, m ✭i✮ ✇❤❡♥ 0❡❢❡00✐♥❣ ,♦ m♦❜✐❧❡ ✭i♠♠♦❜✐❧❡✮ ✜0♠*
❡①❝❧✉*✐✈❡❧②✳ ❇② ❝♦♥,0❛*,✱ ✇❡ ❞0♦♣ ,❤❡ ✜0♠ *✉❜*❝0✐♣, ❡♥,✐0❡❧② ✇❤❡♥ 0❡❢❡00✐♥❣ ,♦ ❜♦,❤ ,②♣❡*

♦❢ ✜0♠*✳

✶✸

■♥ ❝❛*❡ ♦❢ *✐♠✉❧,❛♥❡♦✉* ,❛① *❡,,✐♥❣✱ ,❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛* ♥♦ ♣✉0❡ *,0❛,❡❣② ❡?✉✐❧✐❜0✐✉♠✳ ❚❤❡0❡✲

❢♦0❡✱ ✇❡ ❛**✉♠❡ ❛ *❡?✉❡♥,✐❛❧ *,0✉❝,✉0❡ ❢♦0 ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ♦0❞❡0 ,♦ ❢♦❝✉* ♦♥ ,❤❡ ❝♦✉♥,0②✲

*♣❡❝✐✜❝ ❞❡,❡0♠✐♥❛♥,* ♦❢ ,❛① ❝♦♠♣❡,✐,✐♦♥✳

✶✹

❋♦0 ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞0♦♣ ,❤❡ ❝♦✉♥,0② *✉♣❡0*❝0✐♣, j ✐♥ ,❤✐* *✉❜*❡❝,✐♦♥✳

✻✸



❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✿ ❚❤$❡,❤♦❧❞ 0❛① $❛0❡, ❛♥❞ ♣♦,,✐❜❧❡ ✜$♠ ❜❡❤❛✈✐♦$
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◆♦"❡✿ ❋♦" ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❧❡+ Π "✉♥ ❢"♦♠ 0 +♦ 1 ✭❛❧❧ ♣❛"❛♠❡+❡"2 ❛"❡ 2❝❛❧❡❞ ❛❝❝♦"❞✐♥❣❧②✮✳

❚❤❡ ✉♣♣❡$ $✐❣❤0 ❛$❡❛ ❞❡♥♦0❡❞ ❜② E ❝❛♣0✉$❡, ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥, ♦❢ Π ❛♥❞ t
❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✐0 ✐, ♦♣0✐♠❛❧ ❢♦$ ✜$♠, 0♦ ❡♥0❡$ 0❤❡ ❝♦✉♥0$②✬, ♠❛$❦❡0✱ ❜✉0 ❛00❡♠♣0

❜$✐❜❡$② ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ ,✉❝❝❡,,✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ teh < t ≤ toe ❛♥❞ teh < toh ❤♦❧❞ ✐♥ 0❤✐,
❛$❡❛✳

❚❤❡ ❧♦✇❡$ ✭oH✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡$ ❧❡❢0 ❛$❡❛ ✭oE✮ ❝❛♣0✉$❡ ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥, ♦❢ Π ❛♥❞ t
❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✐0 ✐, ♦♣0✐♠❛❧ ❢♦$ ✜$♠, ♥♦0 0♦ ❡♥0❡$ 0❤❡ ❝♦✉♥0$②✬, ♠❛$❦❡0 ❛♥❞ $❡,♦$0 0♦

0❤❡✐$ ♦✉0,✐❞❡ ♦♣0✐♦♥ ✐♥,0❡❛❞✳ ■♥ ♣❛$0✐❝✉❧❛$✱ 0❤❡ oH✲❛$❡❛ ❞❡♣✐❝0, ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥,
❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✜$♠, ✇♦✉❧❞ ♣$❡❢❡$ ♣❛②✐♥❣ 0❛①❡, ♦✈❡$ ❛00❡♠♣0✐♥❣ ❜$✐❜❡$② ✐❢ 0❤❡②

✇❡$❡ ❡♥0❡$✐♥❣ 0❤❡ ❝♦✉♥0$②✬, ♠❛$❦❡0✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ toh < t ≤ teh ❤♦❧❞, ✐♥ 0❤✐,

❝❛,❡✳ ❇② ❝♦♥0$❛,0✱ 0❤❡ oE✲❛$❡❛ ❞❡♣✐❝0, ❝♦♠❜✐♥❛0✐♦♥, ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✜$♠, ✇♦✉❧❞
♣$❡❢❡$ 0❛① ❡✈❛,✐♦♥ ♦✈❡$ ❝♦♠♣❧✐❛♥0 ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐❢ 0❤❡② ✇❡$❡ ❡♥0❡$✐♥❣ 0❤❡ ❝♦✉♥0$②✬,

♠❛$❦❡0✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ t > teh, toe ❤♦❧❞, ✐♥ 0❤❛0 ❝❛,❡✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❤✐, ❞✐,0✐♥❝0✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ✐♥,♣❡❝0✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✱ ✐0 ❜❡❝♦♠❡,

❝❧❡❛$ 0❤❛0 ❣♦✈❡$♥♠❡♥0, ❢❛❝❡ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ 0$❛❞❡♦✛✳ ❋♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ 0❛① ❜❛,❡✱

$❡✈❡♥✉❡ ✐, ✐♥❝$❡❛,✐♥❣ ✐♥ 0❤❡ 0❛① $❛0❡ t✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ $❛✐,✐♥❣ t ♠❛② ❧❡❛❞ 0♦ ❛

❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ 0❤❡ 0❛① ❜❛,❡✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐,❡❧②✱ ❛ ❤✐❣❤❡$ 0❛① $❛0❡ ♠✐❣❤0 ✐♥❞✉❝❡ ✜$♠,

0♦ ❝❤❛♥❣❡ 0❤❡✐$ ❜❡❤❛✈✐♦$✱ ❢$♦♠ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ 0♦ ❡✈❛,✐♦♥ ♦$ ♥♦♥✲❡♥0$②✳ ❚❤✉,✱
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 ❤❡#❡  ✇♦ ❛❧ ❡(♥❛ ✐✈❡# ❧✐♠✐ ❛ ❝♦✉♥ (②✬#  ❛① #❡  ✐♥❣✳ ❇♦ ❤ ♠❛(❦❡ ❡♥ (② ❛♥❞

 ❛① ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❛(❡ ❧❡## ♣(♦✜ ❛❜❧❡ ✐❢  ❤❡  ❛① (❛ ❡ ✐# ❤✐❣❤✳ ■♥ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✱  ❤❡

H✲❛(❡❛ ❜❡❝♦♠❡# #♠❛❧❧❡( ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✉❛❧❧② ✈❛♥✐#❤❡# ❢♦( ❤✐❣❤❡( ✈❛❧✉❡# ♦❢ t✳ ❆#

❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥✱ ❛ ❝♦✉♥ (②✬#  ❛① (❛ ❡ ♠✉# ♥❡✐ ❤❡( ❡①❝❡❡❞ toh ♥♦( teh ❢♦( ✜(♠#

 ♦ ❡♥ ❡(  ❤❡ ❝♦✉♥ (②✬# ♠❛(❦❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡  ❛①✲❝♦♠♣❧✐❛♥ ✐♥ ❝❛#❡ ♦❢ #✉❝❝❡##✳

❆❝❝♦(❞✐♥❣❧②✱  ❤❡ ♠❛①✐♠✉♠  ❛① (❛ ❡ ❛ ❝♦✉♥ (② ❝❛♥ ❝❤❛(❣❡✱ ✇❤✐❧❡ # ✐❧❧ ✐♥❞✉❝✐♥❣

✜(♠#  ♦ ❡♥ ❡(  ❤❡ ♠❛(❦❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥ ✱ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜②

t = min{toh, teh}. ✭✹✳✾✮

❋✐❣✉(❡ ✹✳✷ #❤♦✇# t ✭✹✳✾✮ ❛# ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ Π✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Π
✭❛♥❞ ♦♥  ❤❡ ♦ ❤❡( ❞❡ ❡(♠✐♥❛♥ # ♦❢ teh ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ toh ✭✹✳✼✮✮✱ ❡✐ ❤❡(  ❛① ❡✈❛#✐♦♥

♦(  ❤❡ ♦✉ #✐❞❡ ♦♣ ✐♦♥ ✐# ♠♦(❡ ❛  (❛❝ ✐✈❡  ♦ ❝♦♠♣❧✐❛♥ ✜(♠# ❛♥❞✱  ❤❡(❡❢♦(❡✱

❧✐♠✐ ✐♥❣  ❤❡ ❝♦✉♥ (②✬#  ❛① #❡  ✐♥❣✳ ❆❝❝♦(❞✐♥❣❧②✱  ❤❡ t✲❝✉(✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✷

❢♦❧❧♦✇# ❞✐(❡❝ ❧② ❢(♦♠  ❤❡ ✉♣♣❡( ❜♦✉♥❞❛(② ♦❢  ❤❡ H✲❛(❡❛ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✱ ✇❤✐❝❤

✐# ❥♦✐♥ ❧② ❞❡ ❡(♠✐♥❡❞ ❜②  ❤❡ ❜❧❛❝❦ toh✲ ❛♥❞  ❤❡ ❞❛(❦ ❣(❡② teh✲❝✉(✈❡#✳ ❚❤❡

❢♦(♠❡( ✭❧❛  ❡(✮ ❝✉(✈❡ ✐# ✉♣✇❛(❞✲ ✭❞♦✇♥✇❛(❞✲✮#❧♦♣✐♥❣✱ ❛#  ❤❡  ❤(❡#❤♦❧❞  ❛①

(❛ ❡ toh ✭✹✳✼✮ ✭teh ✭✹✳✺✮✮ ✐# ✐♥❝(❡❛#✐♥❣ ✭❞❡❝(❡❛#✐♥❣✮ ✐♥ Π✳

❋✐❣✉(❡ ✹✳✷✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❛  ❛✐♥❛❜❧❡  ❛① (❛ ❡
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❊✈❛#✐♦♥ ✐# '❤❡ ❧✐♠✐'✐♥❣ ❢❛❝'♦/ ♦❢ '❛①❛'✐♦♥ ✐❢ toh > teh✳ ❚❤✐# ❛♣♣❧✐❡# '♦ ❛❧❧
♣♦✐♥'# ❧②✐♥❣ '♦ '❤❡ /✐❣❤' ♦❢ '❤❡ ✐♥'❡/#❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ toh✲ ❛♥❞ '❤❡ teh✲❝✉/✈❡ ✐♥
❋✐❣✉/❡ ✹✳✶✳ ❚❤✉#✱ '❛① ❡✈❛#✐♦♥ ✐# '❤❡ ❧✐♠✐'✐♥❣ ❢❛❝'♦/ ✐❢ '❤❡ ❣/♦## ♣/♦✜' ❧❡✈❡❧

Π ✐# #✉✣❝✐❡♥'❧② ❤✐❣❤✳ ❆ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Π ♠❛❦❡# ♠❛/❦❡' ❡♥'/② ❛# ✇❡❧❧ ❛# '❛①

❡✈❛#✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦✉♥'/② ♠♦/❡ ❛''/❛❝'✐✈❡✳ ■♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✳✶✱ '❤✐# ✐# ✐❧❧✉#'/❛'❡❞ ❜②

'❤❡ ❢❛❝' '❤❛' '❤❡ oH✲ ❛♥❞ '❤❡ oE✲❛/❡❛ ❜❡❝♦♠❡ #♠❛❧❧❡/ ❢♦/ ❤✐❣❤❡/ ✈❛❧✉❡# ♦❢
Π✱ ✇❤❡/❡❛# '❤❡ E✲❛/❡❛ ❜/♦❛❞❡♥#✳ ❈♦♥#❡D✉❡♥'❧②✱ '❤❡ H✲❛/❡❛ ❜/♦❛❞❡♥# ❛# ✇❡❧❧
✭✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✉♣✇❛/❞✲#❧♦♣✐♥❣ t✲❝✉/✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✳✷✮ ❛# ❧♦♥❣ ❛# ✜/♠#✬ ♦✉'#✐❞❡
♦♣'✐♦♥ ✐# '❤❡ ❧✐♠✐'✐♥❣ ❢❛❝'♦/ ♦❢ '❛①❛'✐♦♥✳ ■❢ '❛① ❡✈❛#✐♦♥ ✐# '❤❡ ❧✐♠✐'✐♥❣ ❢❛❝'♦/✱

'❤❡ H✲❛/❡❛ ❞✐♠✐♥✐#❤❡# ✭❛♥❞ '❤❡ t✲❝✉/✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✳✷ ✐# ❞♦✇♥✇❛/❞✲#❧♦♣✐♥❣✮
✇✐'❤ ✐♥❝/❡❛#✐♥❣ Π✱ ❛# ❡✈❛#✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡# ♠♦/❡ ❛''/❛❝'✐✈❡ ✭❝♦♠♣❛/❡❞ '♦ ❜♦'❤
❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡♥'/②✮✳

■❢ ❡✈❛#✐♦♥ ✐# '❤❡ ❧✐♠✐'✐♥❣ ❢❛❝'♦/ ♦❢ '❛①❛'✐♦♥✱ ✐' ♠❛② ❜❡ ✇♦/'❤✇❤✐❧❡ ❢♦/ ❛

❝♦✉♥'/② '♦ '♦❧❡/❛'❡ '❛① ♥♦♥✲❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ '♦ #♦♠❡ ❡①'❡♥'✱ ♥❛♠❡❧② ✐❢ '❤❡ ❡①✲

♣❡❝'❡❞ /❡✈❡♥✉❡ ❢/♦♠ ✜♥❡# ♦♥ ❞❡'❡❝'❡❞ ❜/✐❜❡/② ✐# #✉✣❝✐❡♥'❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤✉#✱ ✇❡

♠❛②✱ ✐♥ ♣/✐♥❝✐♣❧❡✱ ❞✐#'✐♥❣✉✐#❤ ❜❡'✇❡❡♥ '❤/❡❡ ❞✐✛❡/❡♥' ❝♦✉♥'/② '②♣❡#✿ ✐' ❝❛♥

❡✐'❤❡/ ❜❡ ♦♣'✐♠❛❧ ❢♦/ ❛ ❝♦✉♥'/② '♦ ✭✐✮ ✐❣♥♦/❡✱ ✭✐✐✮ ❝♦♠❜❛'✱ ♦/ ✭✐✐✐✮ '♦❧❡/❛'❡ '❛①

❡✈❛#✐♦♥✳ ❙❡❡ ❈❤❛♣'❡/ ✸ ❢♦/ ♠♦/❡ ❞❡'❛✐❧# ♦♥ '❤❡ ❞✐✛❡/❡♥' ❝♦✉♥'/② '②♣❡#✳ ❲❤❡♥

❛♥❛❧②③✐♥❣ '❛① ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ ❣♦✈❡/♥♠❡♥'# ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡/✱

✇❡ /❡#'/✐❝' '❤❡ ❛♥❛❧②#✐# '♦ '❤❡ ✜/#' '✇♦ ❝♦✉♥'/② '②♣❡#✳ ❚❤❛' ✐#✱ ✇❡ ❛##✉♠❡

'❤❛' ♥♦ ❝♦✉♥'/② '♦❧❡/❛'❡# '❛① ❡✈❛#✐♦♥✳
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✹✳✸ ❚❛① ❝♦♠♣❡+✐+✐♦♥

❙✐♥❝❡ ✜/♠# ❛/❡ ❛##✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉# ❡①❝❡♣' ❢♦/ '❤❡✐/ ♠♦❜✐❧✐'②✱ ❛❧❧

✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜/♠# '❤❛' ❛/❡ ❧♦❝❛'❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥'/② j ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ '❤❡ #❛♠❡ ✇❛②✳ ❆♥❛❧✲
♦❣♦✉#❧②✱ '❤✐# ❛❧#♦ ❛♣♣❧✐❡# ❢♦/ ❛❧❧ ♠♦❜✐❧❡ ✜/♠#✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉/'❤❡/♠♦/❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛'❡ ✐♥

'❤❡ #❛♠❡ ❝♦✉♥'/②✳ ◆❡✈❡/'❤❡❧❡##✱ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦/ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ✐♠♠♦✲
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✱ wj

✱ µj
✱ sj✱ pjd✱ ❛♥❞ λj ✐♥ %❤❡ &❛♠❡ ✇❛② ❛& t

j

i ✭✹✳✶✵✮✳

❯♥&✉!♣!✐&✐♥❣❧②✱ ❣♦✈❡!♥♠❡♥%& ❛!❡ ♠♦!❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ %♦ ❝✉% %❤❡✐! %❛① !❛%❡ ✐❢ %❤❡

♠❛&& ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✭✐♠♠♦❜✐❧❡✮ ✜!♠& ✐& ❤✐❣❤ ✭❧♦✇✮✱ &✐♥❝❡ ❛%%!❛❝%✐♥❣ %❤❡ ♠♦❜✐❧❡

✜!♠& ✐& ❛&&♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ❛ !❡❧❛%✐✈❡❧② ❧❛!❣❡ ✐♥❝!❡❛&❡ ♦❢ %❤❡ %❛① ❜❛&❡ ✐♥ %❤✐&

❝❛&❡✿ ∂tjmin/∂αm < 0 < ∂tjmin/∂α
j
i ✳ ❚❤✐& ✐& ✐❧❧✉&%!❛%❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✹✳✹✱ ✇❤❡!❡ ❛

❝♦✉♥%!②✬& ❜❡♥❝❤♠❛!❦ %❛① !❛%❡ t
j

i ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦!!❡&♣♦♥❞✐♥❣ tjmin ✭✹✳✶✻✮ ✐♥

❝❛&❡ %❤❛% ✜!♠& ❛!❡ !❛%❤❡! ♠♦❜✐❧❡ ✭❞❛!❦ ❣!❡② ❝✉!✈❡✮ ♦! ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✭❧✐❣❤% ❣!❡②

❝✉!✈❡✮ ❛!❡ ❞❡♣✐❝%❡❞✳ ❚❤✉&✱ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❝♦✉♥%!✐❡& ✐& ♠♦!❡ &❡✈❡!❡

✐❢ αm ✐& ❤✐❣❤ ✭αx
i ❛♥❞ αy

i ❛!❡ ❧♦✇✮✳

✶✼

❙✐♥❝❡ %❤❡ ♠❛&& ♦❢ !❡&✐❞❡♥% ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜!♠&✱

αj
i ✱ ♠❛② ❜❡ ✐♥%❡!♣!❡%❡❞ ❛& %❤❡ &✐③❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥%!②✱ ✇❡ ❝❛♥ &%❛%❡ %❤❛% &♠❛❧❧❡!

❝♦✉♥%!✐❡& ✭✐✳❡✳✱ %❤♦&❡ ✇✐%❤ ❧♦✇❡! ✈❛❧✉❡& ♦❢ αj
i ✮ %❡♥❞ %♦ ❜❡ ♠♦!❡ ❛❣❣!❡&&✐✈❡

✐♥ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥✱ ❛& ✐♥❞✐❝❛%❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡! tjmin ✭✹✳✶✻✮✳ ❚❤✐& ✐& ❛ ❝♦♠♠♦♥

!❡&✉❧% ✐♥ %❤❡ ❧✐%❡!❛%✉!❡ ♦♥ ❛&②♠♠❡%!✐❝ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ✭&❡❡✱ ♠♦&% ♥♦%❛❜❧②✱

❇✉❝♦✈❡%&❦②✱ ✶✾✾✶✱ ❛♥❞ ❲✐❧&♦♥✱ ✶✾✾✶✮✳ ■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ !❡❢❡! %♦ %❤✐&

❢❡❛%✉!❡ ❛&  ✐③❡ ❡✛❡❝&✳ ❋✐❣✉!❡ ✹✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥%❡!♣!❡%❡❞ ✐♥ %❤✐& ❝♦♥%❡①%✱ %♦♦✱ ❛&

%❤❡ ❞❛!❦ ❣!❡② ❛♥❞ %❤❡ ❧✐❣❤% ❣!❡② ❝✉!✈❡& ♠❛② !❡♣!❡&❡♥% %❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ %❛① !❛%❡&

♦❢ ❛ &♠❛❧❧ ✭❞❛!❦ ❣!❡②✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛!❣❡ ✭❧✐❣❤% ❣!❡②✮ ❝♦✉♥%!② ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡! ✐♥ &✐③❡

❜✉% ♥♦% ✐♥ %❤❡✐! ❜❡♥❝❤♠❛!❦ %❛① !❛%❡✳

❘❡♠❛!❦❛❜❧②✱ ❛ ❝♦✉♥%!②✬& ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ %❛① &❡%%✐♥❣ ❢✉!%❤❡! ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ %❤❡

❛%%!❛❝%✐✈❡♥❡&& ♦❢ %❛① ❡✈❛&✐♦♥ ✐♥ %❤❛% ❝♦✉♥%!②✱ ❛& %❤❡ ❧❛%%❡! ❛✛❡❝%& t
j

i ✭✹✳✶✵✮

❛♥❞✱ ❝♦♥&❡O✉❡♥%❧②✱ tjmin ✭✹✳✶✻✮ ✈✐❛ %❤❡ %❤!❡&❤♦❧❞ %❛① !❛%❡ tjeh ✭✹✳✺✮✳ ■❢ ❡✈❛&✐♦♥

✐& %❤❡ ❧✐♠✐%✐♥❣ ❢❛❝%♦! ♦❢ %❛①❛%✐♦♥✱ t
j

i = tjeh ❤♦❧❞&✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

tjeh %!❛♥&❧❛%❡& ✐♥%♦ ❛ ♣!♦♣♦!%✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tjmin✳ ❚❤✉&✱ ✇❡ ❝❛♥ &%❛%❡ %❤❛%

✶✼

■♥ "❤❡ ❧✐♠✐" ❝❛*❡ ✇✐"❤♦✉" ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜0♠* ✭αx
i = αy

i = 0✮✱ txmin = tymin = 0✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

"❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✏0❛❝❡ "♦ "❤❡ ❜♦""♦♠✑ 0❡*✉❧" ✭✇✐"❤ ❡;✉✐❧✐❜0✐✉♠ "❛① 0❛"❡* tx = ty = 0✮✳

✼✶



❤✐❣❤ ❝♦✉♥'(②✲+♣❡❝✐✜❝ ♣(♦✜'+ Πj
✱ ❧♦✇ ♣✉❜❧✐❝ ✇❛❣❡+ wj

✱ ✇✐❞❡+♣(❡❛❞ ❝♦((✉♣'✐♦♥

✭✐♠♣❧②✐♥❣ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ µj
❛♥❞ sj✮✱ ❛♥❞ ✇❡❛❦ '❛① ❡♥❢♦(❝❡♠❡♥' ✭❧♦✇ ✈❛❧✉❡+

♦❢ pjd ❛♥❞ λj✮ ♠❛❦❡ ❡✈❛+✐♦♥ ♠♦(❡ ❛''(❛❝'✐✈❡ '♦ ✜(♠+ ✭✇❤✐❝❤ ✐+ ✐♥❞✐❝❛'❡❞ ❜②

❛ ❧♦✇❡( '❤(❡+❤♦❧❞ '❛① (❛'❡ tjeh ✭✹✳✺✮✮✱ '❡♥❞ '♦ ❧✐♠✐' ❛ ❝♦✉♥'(②✬+ ❛❜✐❧✐'② '♦

(❛✐+❡ (❡✈❡♥✉❡ ✭❝❢✳ ❙✉❜+❡❝'✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✱ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ '❤❡ ❝♦✉♥'(② '♦ ❜❡ ♠♦(❡

❛❣❣(❡++✐✈❡ ✐♥ '❛① ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ✭❛+ ✐♥❞✐❝❛'❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡( tjmin ✭✹✳✶✻✮✮✳ ❲❡ (❡❢❡(

'♦ '❤❡ ❧❛''❡( ♦✉'❝♦♠❡ ❛+ ❡✈❛#✐♦♥ ❡✛❡❝)✳

❋✐❣✉(❡ ✹✳✹✿ ❇❡♥❝❤♠❛(❦ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ '❛① (❛'❡+ ✐♥ ❝❛+❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✭❞❛(❦ ❣(❡②

❝✉(✈❡✮ ❛♥❞ ❧♦✇ ✭❧✐❣❤' ❣(❡② ❝✉(✈❡✮ ✜(♠ ♠♦❜✐❧✐'②

�

�

���

���

���

���

�

� ��� ��� ��� ��� �

�	

�
�

��


�

��

�
��� � ������

�

��


�

��

�
��� � �� ������

��

���

◆♦"❡✿ ❋♦" ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❧❡+ Πj
"✉♥ ❢"♦♠ 0 +♦ 1 ✭❛❧❧ ♣❛"❛♠❡+❡"2 ❛"❡ 2❝❛❧❡❞ ❛❝❝♦"❞✐♥❣❧②✮✳

❇❡+✐❞❡+ ❝♦✉♥'(② +✐③❡ ❛♥❞ ✜(♠+✬ ✐♥❝❡♥'✐✈❡ '♦ ❡✈❛❞❡ '❛①❡+✱ ❧♦❝❛'✐♦♥✲+♣❡❝✐✜❝

(❡♥'+ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥'✐✜❡❞ ❛+ ❛ '❤✐(❞ ❞❡'❡(♠✐♥❛♥' ♦❢ '❛① ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥✳ ❚♦ +❡❡ '❤✐+✱

(❡❝❛❧❧ '❤❛' ❜♦'❤ ❝♦✉♥'(✐❡+ +❡' '❤❡✐( '❛① (❛'❡+ +✉❝❤ '❤❛' (❡+✐❞❡♥' ✜(♠+ ♣(❡❢❡(

'❛①✲❝♦♠♣❧✐❛♥' ❜❡❤❛✈✐♦( ♦✈❡( ❡✈❛+✐♦♥✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ✜(♠+✬ ❡①♣❡❝'❡❞ ♥❡' ♣(♦✜'

❢♦❧❧♦✇+ ❢(♦♠ πj
h ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜②

E[π]j = pjsπ
j
h = (1− tj)E[Π]j ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡♥ ♦♣❡(❛'✐♥❣ ✐♥ ❝♦✉♥'(② j✳ ▼♦❜✐❧❡ ✜(♠+ ❛(❡ ❛❜❧❡ '♦ ❧♦❝❛'❡ ✐♥ '❤❡ ❝♦✉♥'(②

✼✷



✇❤❡#❡ $❤❡✐# ❡①♣❡❝$❡❞ ♥❡$ ♣#♦✜$ ✐- ❤✐❣❤❡-$✳ ❆❝❝♦#❞✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ ♠♦❜✐❧❡ ✜#♠- ❧♦❝❛$❡

✐♥ ❝♦✉♥$#② x ✐❢
(

1− tx
)

E[Π]x ≥
(

1− ty
)

E[Π]y.✶✽ ✭✹✳✶✽✮

❖❜✈✐♦✉-❧②✱ ✜#♠- ❛#❡ ❛$$#❛❝$❡❞ ❜② ❝♦✉♥$#②✲-♣❡❝✐✜❝ #❡♥$-✱ ❛- ❝❛♣$✉#❡❞ ❜② ❡①✲

♣❡❝$❡❞ ♣#♦✜$- E[Π]j = pjsΠ
j
✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧✐♥❣ $♦ ❜❡❛# ❛ ✭-♦♠❡✇❤❛$✮ ❤✐❣❤❡# $❛①

❜✉#❞❡♥ ✐♥ ♦#❞❡# $♦ ❧♦❝❛$❡ ✐♥ $❤❡ ❝♦✉♥$#② ✇✐$❤ $❤❡ ❤✐❣❤❡# E[Π]j✳ ❖$❤❡# $❤✐♥❣-
❡A✉❛❧✱ $❤❡ #❡-♣❡❝$✐✈❡ ❝♦✉♥$#② ✐-✱ $❤✉-✱ ❛❜❧❡ $♦ ❝❤❛#❣❡ ❛ ❤✐❣❤❡# $❛① #❛$❡ $❤❛♥

✐$- ❝♦♠♣❡$✐$♦# ✇❤✐❧❡ -$✐❧❧ ❛$$#❛❝$✐♥❣ $❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜#♠-✳

✶✾

❇❡ ❛✇❛#❡✱ ❤♦✇❡✈❡#✱

$❤❛$ ❧❛#❣❡ ❝♦✉♥$#②✲-♣❡❝✐✜❝ #❡♥$- ❞♦ ♥♦$ ♥❡❝❡--❛#✐❧② $#❛♥-❧❛$❡ ✐♥$♦ ❛ ❤✐❣❤ $❛①

#❛$❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ #❡✈❡♥✉❡ ✐❢ $❤❡#❡ ❛#❡ $❛① ❡✈❛-✐♦♥ ♦♣♣♦#$✉♥✐$✐❡- ❢♦# ✜#♠-✳ ■♥

♣❛#$✐❝✉❧❛#✱ ❝♦✉♥$#② j✬- $❛① #❛$❡ ❛♥❞ #❡✈❡♥✉❡ ❛#❡ ✐♥❝#❡❛-✐♥❣ ✐♥ Πj
✐❢ ✜#♠-✬

♦✉$-✐❞❡ ♦♣$✐♦♥ ✐- $❤❡ ❧✐♠✐$✐♥❣ ❢❛❝$♦# ♦❢ $❛①❛$✐♦♥ ✭t
j
= tjoh✮✱ ❜✉$ ❢❛✐❧ $♦ ❞♦ -♦ ✐❢

$❛① ❡✈❛-✐♦♥ ✐- ✭t
j
= tjeh✮✱ ❛- ❜♦$❤ ❧♦❝❛$✐♥❣ ✐♥ ❝♦✉♥$#② j ❛- ✇❡❧❧ ❛- ❡✈❛-✐♦♥ ❛#❡

♠♦#❡ ❛$$#❛❝$✐✈❡ $♦ ✜#♠- ✐❢ Πj
✐- ❤✐❣❤✳ ■♥ $❤❡ ❧❛$$❡# ❝❛-❡✱ $❤❡ ❝♦✉♥$#② ✐- ❢♦#❝❡❞

$♦ -❡$ ❛ #❛$❤❡# ❧♦✇ $❛① #❛$❡ ✐♥ ♦#❞❡# $♦ ♣#❡✈❡♥$ ✜#♠- ❢#♦♠ ❡✈❛❞✐♥❣ $❛①❡- ✭❝❢✳

❋✐❣✉#❡- ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✮✳ ❚❤✐- ♣❛$$❡#♥ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② -♦♠❡ ❝♦✉♥$#✐❡- ❛#❡ ❛❜❧❡

$♦ ❣❡♥❡#❛$❡ ❤✐❣❤ #❡✈❡♥✉❡ ❢#♦♠ ❧❛#❣❡ ❝♦✉♥$#②✲-♣❡❝✐✜❝ #❡♥$-✱ ✇❤✐❧❡ ♦$❤❡#- ❛#❡

♥♦$✳ ❖✉# #❡-✉❧$- -✉❣❣❡-$ $❤❛$ -✉❝❤ #❡♥$- ♦♥❧② $#❛♥-❧❛$❡ ✐♥$♦ ❛ ❤✐❣❤ $❛① ❛♥❞

❤✐❣❤ #❡✈❡♥✉❡ ✐❢ ✜#♠-✬ ❡✈❛-✐♦♥ ✐♥❝❡♥$✐✈❡- ❛#❡ -✉✣❝✐❡♥$❧② ❧♦✇✳

❚♦ -✉♠♠❛#✐③❡✱ ✇❡ ✐❞❡♥$✐❢② $❤#❡❡ ❞✐✛❡#❡♥$ ❢❛❝$♦#- $❤❛$ ❞❡$❡#♠✐♥❡ ❝♦✉♥✲

$#✐❡-✬ ❝♦♠♣❡$✐$✐✈❡ $❛① -❡$$✐♥❣ ❛♥❞✱ ❛- ❛ ❝♦♥-❡A✉❡♥❝❡✱ $❤❡ ♦✉$❝♦♠❡ ♦❢ $❛①

❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✿

✭✶✮ ❘❡♥$- ✲ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛$✐♦♥✲-♣❡❝✐✜❝ #❡♥$- Πj
❛❧❧♦✇ ❛ ❝♦✉♥$#② $♦ ❝❤❛#❣❡ ❛ ❤✐❣❤❡#

$❛①✱ ❜✉$ ♦♥❧② ✐❢ ✜#♠-✬ ❡✈❛-✐♦♥ ✐♥❝❡♥$✐✈❡- ❛#❡ -✉✣❝✐❡♥$❧② ❧♦✇✳

✭✷✮ ❙✐③❡ ✲ -♠❛❧❧ ❝♦✉♥$#✐❡- ✭❛- ✐♥❞✐❝❛$❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ♠❛-- αj
i ♦❢ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜#♠-✮

$❡♥❞ $♦ ❜❡ ♠♦#❡ $❛① ❛❣❣#❡--✐✈❡ ✭ ✐③❡ ❡✛❡❝&✮✳

✭✸✮ ❊✈❛-✐♦♥ ✐♥❝❡♥$✐✈❡- ✲ ❝♦✉♥$#✐❡- ✐♥ ✇❤✐❝❤ $❛① ❡✈❛-✐♦♥ ✐- ❛$$#❛❝$✐✈❡ $♦ ✜#♠-

✭❛- ✐♥❞✐❝❛$❡❞ ❜② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡- ♦❢ tjeh ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ Π
j

i ✭✹✳✶✸✮✮✱ ❞✉❡ $♦✱ ❡✳❣✳✱

✶✽

❲✐"❤♦✉" ❧♦'' ♦❢ ❣❡♥❡,❛❧✐"②✱ ✇❡ ❛''✉♠❡ "❤❛" ✜,♠' ♣,❡❢❡, ❝♦✉♥",② x ✐♥ ❝❛'❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡,❡♥❝❡✳
✶✾

❙✐♠✐❧❛, ✜♥❞✐♥❣' ❛,❡ ❞♦❝✉♠❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❧✐"❡,❛"✉,❡ ❢♦, ❞✐✛❡,❡♥" '♦✉,❝❡' ♦❢ ❝♦✉♥",②✲

'♣❡❝✐✜❝ ,❡♥"'✳ ❚❤❡'❡ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❣❣❧♦♠❡,❛"✐♦♥ ❡✛❡❝"' ✭❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ❑,✉❣♠❛♥✱

✷✵✵✹❀ ❑✐♥❞ ❡"✳ ❛❧✱ ✷✵✵✵✮✱ ♠❛,❦❡" '",✉❝"✉,❡ ✭❋❡,,❡"" ❛♥❞❲♦♦"♦♥✱ ✷✵✶✵❀ ❍❛✉✢❡, ❛♥❞❲♦♦"♦♥✱

✷✵✶✵✮✱ ♠❛,❦❡" '✐③❡ ✭❇❥♦,✈❛"♥ ❛♥❞ ❊❝❦❡❧✱ ✷✵✵✻❀ ❍❛✉✢❡, ❛♥❞ ❲♦♦"♦♥✱ ✶✾✾✾✮✱ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞

♣,♦✈✐'✐♦♥ ✭P✐❡,❡""✐ ❛♥❞ ❩❛♥❛❥✱ ✷✵✶✶❀ ❩✐''✐♠♦' ❛♥❞ ❲♦♦❞❡,'✱ ✷✵✵✽✮✱ ❛♥❞ ♥❛"✉,❛❧ ,❡'♦✉,❝❡

❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✭❖❣❛✇❛ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✮✳

✼✸



❜✉"❡❛✉❝"❛&✐❝ ❝♦""✉♣&✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♠✐&❡❞ &❛① ❡♥❢♦"❝❡♠❡♥&✱ &❡♥❞ &♦ ❜❡ ♠♦"❡

&❛① ❛❣❣"❡22✐✈❡ ✭❡✈❛#✐♦♥ ❡✛❡❝) ✮✳

◆♦&❡✱ ❤♦✇❡✈❡"✱ &❤❛& &❤❡2❡ ✜♥❞✐♥❣2 ♠❛② ♥♦& ❢✉❧❧② ❛♣♣❧② &♦ ❝♦✉♥&"✐❡2 ✐♥

✇❤✐❝❤ &❛① ❡✈❛2✐♦♥ ✐2 ❤✐❣❤❧② ❛&&"❛❝&✐✈❡ &♦ ✜"♠2✳ ❆2 ❛"❣✉❡❞ ✐♥ ❙✉❜2❡❝&✐♦♥ ✹✳✷✳✸

❛♥❞ 2❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣&❡" ✸✱ ✐& ❝❛♥ ❜❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❢♦" 2✉❝❤ ❝♦✉♥&"✐❡2 &♦ &♦❧❡"❛&❡ &❛①

❡✈❛2✐♦♥✱ ❛& ❧❡❛2& &♦ 2♦♠❡ ❡①&❡♥&✳ ❆❝❝♦"❞✐♥❣❧②✱ &❤❡ &❤"❡❛& ♦❢ ❡✈❛2✐♦♥ ❞♦❡2 ♥♦&

❧✐♠✐& &❤❡2❡ ❝♦✉♥&"✐❡2✬ &❛① 2❡&&✐♥❣✳ ❚❤✉2✱ &❤❡ ❡✈❛#✐♦♥ ❡✛❡❝) 2❤♦✉❧❞ ♥♦& ❛♣♣❧②

&♦ ❝♦✉♥&"✐❡2 &❤❛& &♦❧❡"❛&❡ &❛① ❡✈❛2✐♦♥✳

❚❤✐2 "❡❛2♦♥✐♥❣ ✐2 2✉♣♣♦"&❡❞ ❜② ❞❡2❝"✐♣&✐✈❡ 2&❛&✐2&✐❝2 ♣"♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❑❡❡♥

❛♥❞ ❙✐♠♦♥❡ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ &❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥&2 ✐♥ ❝♦"♣♦"❛&❡ &❛①❛&✐♦♥ ❢"♦♠

✶✾✾✵ &♦ ✷✵✵✶✱ &❤❡② ✜♥❞ &❤❛& 2&❛&✉&♦"② &❛① "❛&❡2 ❤❛✈❡ ❞❡❝"❡❛2❡❞ &❤❡ ♠♦2& ✐♥

✉♣♣❡"✲ ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✲✐♥❝♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥&"✐❡2✱ ❝♦♠♣❛"❡❞ &♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞

❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥&"✐❡2✳

✷✵

■♥ &❤❡ ❝♦♥&❡①& ♦❢ ♦✉" ♠♦❞❡❧✱ ✐& 2❡❡♠2

"❡❛2♦♥❛❜❧❡ &♦ &❤✐♥❦ ♦❢ ✉♣♣❡"✲ ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✲✐♥❝♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥&"✐❡2 ❛2 &❤❡

♦♥❡2 ✇❤✐❝❤ ❢❡❛&✉"❡ ❛ ♠♦❞❡"❛&❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✈❛2✐♦♥ ❛&&"❛❝&✐✈❡♥❡22✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✭❧♦✇✲✐♥❝♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣✮ ❝♦✉♥&"✐❡2 2❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛"❛❝&❡"✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ✭✈❡"②

❤✐❣❤✮ ❛&&"❛❝&✐✈❡♥❡22 ♦❢ &❛① ❡✈❛2✐♦♥✳ ❆❝❝♦"❞✐♥❣❧②✱ &❤❡ ❡✈❛#✐♦♥ ❡✛❡❝) ♣"❡❞✐❝&2

✉♣♣❡"✲ ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✲✐♥❝♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥&"✐❡2 &♦ ❜❡ ♠♦"❡ ❛❣❣"❡22✐✈❡ ✐♥ &❛①

❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥ &❤❛♥ &❤❡✐" ❝♦✉♥&❡"♣❛"&2✱ ✇❤✐❝❤ 2❡❡♠2 &♦ ❜❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐&❤ &❤❡

♦❜2❡"✈❛&✐♦♥2 ♦❢ ❑❡❡♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❡ ✭✷✵✵✹✮✳

✷✶

✹✳✸✳✸ ❖♣%✐♠❛❧ %❛① ♣♦❧✐❝②

❲❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝♦✉♥&"✐❡2✬ ♦♣&✐♠❛❧ &❛① ♣♦❧✐❝② ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛22✉♠❡

E[Π]x = E[Π]y ❢♦" ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❊N✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮ &❤❡♥ 2✐♠♣❧✐✜❡2 ❛♥❞ ❛❧❧

♠♦❜✐❧❡ ✜"♠2 ❧♦❝❛&❡ ✐♥ ❝♦✉♥&"② x ✐❢

(1− tx) ≥ (1− ty
)

⇔ tx ≤ ty. ✭✹✳✶✾✮

❚❤✐2 ♠❡❛♥2 &❤❛& &❤❡ ❝♦✉♥&"② ✇✐&❤ &❤❡ ❧♦✇❡" tjmin ✭✹✳✶✻✮ ✐2 ❛❜❧❡ &♦ ❛&&"❛❝&

&❤❡ ♠❛22 ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✜"♠2 ✐♥ ❡N✉✐❧✐❜"✐✉♠✱ ❜② 2❡&&✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡" &❛① "❛&❡ &❤❛♥

✐&2 ❝♦♠♣❡&✐&♦"✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉2 ♦✉" ❛♥❛❧②2✐2 ♦♥ ❝♦✉♥&"② x✳ ◆❡✈❡"&❤❡❧❡22✱ &❤❡

"❡2✉❧&2 ❛♥❛❧♦❣♦✉2❧② ❛♣♣❧② ❢♦" ❝♦✉♥&"② y✳

✷✵

❖♥ ❛✈❡%❛❣❡✱ (❤❡ (❛① %❛(❡+ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦✉♥(%② (②♣❡+ ❤❛✈❡ ❞❡❝❧✐♥❡❞ ♦✈❡% (✐♠❡✳ ❚❤✐+✱ ❛( ❧❡❛+(

♣❛%(✐❛❧❧②✱ %❡✢❡❝(+ ❛♥ ✐♥❝%❡❛+✐♥❣ ❝❛♣✐(❛❧ ♠♦❜✐❧✐(② ❛♥❞ ❛♥ ✐♥(❡♥+✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ (❛① ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥✳

✷✶

❖❜✈✐♦✉+❧②✱ (❤✐+ ✐+ ❛ %❛(❤❡% +✉♣❡%✜❝✐❛❧ ❛++❡++♠❡♥( ❛♥❞ ❛ ♠♦%❡ (❤♦%♦✉❣❤ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ❛♥❛❧✲

②+✐+ ✐+ ♥❡❝❡++❛%② ✐♥ ♦%❞❡% (♦ ❞❡(❡%♠✐♥❡ (❤❡ ♣%❛❝(✐❝❛❧ %❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐(② ♦❢ ♦✉% ✜♥❞✐♥❣+✳

✼✹



■❢ txmin > tymin✱ ❝♦✉♥'(② x ♣(❡❢❡(, '♦ '❛① ♦♥❧② '❤❡ (❡,✐❞❡♥' ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜(♠,✳

❚❤❡♥✱ ✐', '❛① (❛'❡ ❛♥❞ ❡①♣❡❝'❡❞ (❡✈❡♥✉❡ ❛(❡ ❛, ❞❡,❝(✐❜❡❞ ✐♥ ❙✉❜,❡❝'✐♦♥ ✹✳✸✳✶

✭❜❡♥❝❤♠❛(❦ ❝❛,❡✮ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t
j

i ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❞ E[R]ji ✭✹✳✶✶✮✳
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tymin ♠✉,' ❤♦❧❞✳ ❈♦✉♥'(② x ✐, ❛❜❧❡ '♦ ❛''(❛❝' '❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜(♠, ✇✐'❤♦✉' ,❡''✐♥❣

✐', '❛① (❛'❡ ❜❡❧♦✇ '❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛(❦ ❧❡✈❡❧ ✐❢ t
x

i ≤ tymin ❤♦❧❞,✳
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,❡''✐♥❣ ✐❢ txmin ≤ tymin < t
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i ✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ✜(,'✱ ❝♦✉♥'(② x✬, '❛①
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❛''(❛❝' '❤❡ ✜(♠, ✇✐'❤ ❛ '❛① (❛'❡ ❛, ❤✐❣❤ ❛, t
y

i ✐❢ ♠♦✈✐♥❣ ,❡❝♦♥❞✳ ■❢ t
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i ✭❛♥❞

❜❡❧♦✇ t
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txopt =

{

t̃x ✐❢ txmin ≤ tymin < t
x

i

t
x

i ♦'❤❡(✇✐,❡

✭✹✳✷✵✮
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✐❢ txmin ≤ tymin < t
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t
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i (α
x
i + αm)E[Π]
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✐❢ txmin ≤ t
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i ≤ tymin

t
x

i α
x
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✐❢ txmin > tymin,

✭✹✳✷✶✮
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i ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿
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y
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✭✹✳✷✷✮
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■♥ ♦#❞❡# &♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤& &❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢  ✐③❡ ❡✛❡❝& ❛♥❞ ❡✈❛ ✐♦♥ ❡✛❡❝& ♦♥ &❤❡

♦✉&❝♦♠❡ ♦❢ &❛① ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥&✐♥✉❡ &♦ ❛55✉♠❡ E[Π]x = E[Π]y ✐♥ &❤✐5

5❡❝&✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ &❤❡ ❛❜♦✈❡ #❡❛5♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉5❡ ♦❢ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢

tjmin ✐♥ ✭✹✳✶✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ 5&❛&❡ &❤❛& ❝♦✉♥&#② x ❛&&#❛❝&5 &❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜#♠5 ✐❢

txmin ≤ tymin ⇔
t
x

i

t
y

i

≤
αy
i

αy
i + αm

(

αx
i

αx
i + αm

)

−1

. ✭✹✳✷✹✮

❚❤❡ ❢#❛❝&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❧❡❢&✲❤❛♥❞ 5✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡E✉❛❧✐&② ✭✹✳✷✹✮ ♣✉&5 &❤❡ ❛&&#❛❝&✐✈❡♥❡55

♦❢ &❛① ❡✈❛5✐♦♥ ✐♥ ❝♦✉♥&#② x ✐♥ #❡❧❛&✐♦♥ &♦ &❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❝♦✉♥&#② y✳ ■❢ &❤❡ ❢#❛❝&✐♦♥

✐5 ❧❛#❣❡# &❤❛♥ ♦♥❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ t
x

i > t
y

i ✮✱ &❛① ❡✈❛5✐♦♥ ✐5 ♠♦#❡ ❛&&#❛❝&✐✈❡ &♦ ✜#♠5✱

❛♥❞ ❛ 5&#✐❝&❡# ❧✐♠✐&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❣♦✈❡#♥♠❡♥&✬5 &❛① 5❡&&✐♥❣✱ ✐♥ ❝♦✉♥&#② y✳ ❚❤❡

❡①♣#❡55✐♦♥ ♦♥ #✐❣❤&✲❤❛♥❞ 5✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✷✹✮ #❡❧❛&❡5 &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ 5✐③❡ ♦❢ ❝♦✉♥&#② y✱ ✐♥

&❡#♠5 ♦❢ #❡5✐❞❡♥& ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜#♠5✱ &♦ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ 5✐③❡ ♦❢ ❝♦✉♥&#② x ❛♥❞ &♦ &❤❡

♠❛55 ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✜#♠5✳ ❚❤❡ ❡①♣#❡55✐♦♥ ❡①❝❡❡❞5 ♦♥❡ ✐❢ ❝♦✉♥&#② y ✐5 ❧❛#❣❡# &❤❛♥

❝♦✉♥&#② x✱ ✐✳❡✳ ❢♦# αx
i < αy

i ✳

❋✐❣✉#❡ ✹✳✺ ✐❧❧✉5&#❛&❡5 ❤♦✇ ❜♦&❤ ❢❛❝&♦#5✱ ❝♦✉♥&#② 5✐③❡ ❛♥❞ ❡✈❛5✐♦♥ ❛&&#❛❝✲

&✐✈❡♥❡55✱ ❥♦✐♥&❧② ❞❡&❡#♠✐♥❡ &❤❡ ♦✉&❝♦♠❡ ♦❢ &❛① ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥✳ ❋♦# &❤❛& ♣✉#♣♦5❡✱

&❤❡ #❡❧❛&✐✈❡ ❛&&#❛❝&✐✈❡♥❡55 ♦❢ &❛① ❡✈❛5✐♦♥ ✐♥ ❝♦✉♥&#② y✱ ❛5 ♠❡❛5✉#❡❞ ❜② t
x

i /t
y

i ✱

✐5 ♣❧♦&&❡❞ ❛❣❛✐♥5& &❤❡ 5✐③❡ ♦❢ ❝♦✉♥&#② y✱ αy
i ✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥5&❛♥& ✈❛❧✉❡5 ❛#❡ ❛55✉♠❡❞

❢♦# αx
i ❛♥❞ αm✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉#✈❡ ❞❡♣✐❝&5 ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥5 ♦❢ αy

i ❛♥❞ t
x

i /t
y

i ❢♦#

✇❤✐❝❤ ✭✹✳✷✹✮ ❤♦❧❞5 ✇✐&❤ ❡E✉✐&② ✭txmin = tymin✮✳ ❆❝❝♦#❞✐♥❣❧②✱ ❝♦✉♥&#② x ✭y✮
5❡&5 ❛ ❧♦✇❡# &❛① #❛&❡ ❛♥❞ ❛&&#❛❝&5 &❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜#♠5 ❢♦# ❛❧❧ ♣♦✐♥&5 ❧②✐♥❣ ❜❡❧♦✇

✭❛❜♦✈❡✮ &❤✐5 ❝✉#✈❡✱ ❢♦# ✇❤✐❝❤ txmin < tymin ✭txmin > tymin✮ ❤♦❧❞5✳

❚❤❡ ✈❡#&✐❝❛❧ ❞❛5❤❡❞ ❧✐♥❡ ♠❛#❦5 ❛❧❧ ♣♦✐♥&5 ❢♦# ✇❤✐❝❤ αx
i = αy

i ✱ ♠❡❛♥✐♥❣

&❤❛& &❤❡ ❝♦✉♥&#✐❡5 ❛#❡ ♦❢ ❡E✉❛❧ 5✐③❡✱ ✇❤✐❧❡ αx
i < αy

i ✭❝♦✉♥&#② x ✐5 5♠❛❧❧❡# &❤❛♥

❝♦✉♥&#② y✮ ❤♦❧❞5 ❢♦# ❛❧❧ ♣♦✐♥&5 ❧②✐♥❣ #✐❣❤& &♦ &❤✐5 ❧✐♥❡✳

❚❤❡ ❤♦#✐③♦♥&❛❧ ❞❛5❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛&❡5 ❛❧❧ ♣♦✐♥&5 ❢♦# ✇❤✐❝❤ &❤❡ ❝♦✉♥&#✐❡5✬

❜❡♥❝❤♠❛#❦ &❛① #❛&❡5 ❛#❡ ❡E✉❛❧✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t
x

i /t
y

i = 1✳ ❚❤✐5 ♠❡❛♥5 &❤❛& &❤❡

❡✈❛ ✐♦♥ ❡✛❡❝& ✐5 &❤❡ 5❛♠❡ ❢♦# ❜♦&❤ ❝♦✉♥&#✐❡5 ❛❧♦♥❣ &❤✐5 ❧✐♥❡✳ ■❢ &❛① ❡✈❛5✐♦♥ ✐5

♠♦#❡ ❛&&#❛❝&✐✈❡ ✐♥ ❝♦✉♥&#② y✱ t
x

i /t
y

i > 1 ❤♦❧❞5✱ ✇❤✐❝❤ ✐5 &❤❡ ❝❛5❡ ❢♦# ❛❧❧ ♣♦✐♥&5

❧②✐♥❣ ❛❜♦✈❡ &❤❡ ❤♦#✐③♦♥&❛❧ ❧✐♥❡✳

●✐✈❡♥ &❤❡ &✇♦ ❞❛5❤❡❞ ❧✐♥❡5✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐5&✐♥❣✉✐5❤ ❢♦✉# ❛#❡❛5✱ ♦# #❡❣✐♠❡5✱

♣#❡5❡♥& ✐♥ &❤❡ ❋✐❣✉#❡ ✹✳✺✳

✼✼



❋✐❣✉$❡ ✹✳✺✿ ❙✐③❡ ✭-✮ ❛♥❞ ❡✈❛-✐♦♥ ✭❡✮ ❡✛❡❝6 ❛- ❞❡6❡$♠✐♥❛♥6- ♦❢ 6❛① ❝♦♠♣❡6✐6✐♦♥
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y(s,e) y(e) 

x(s,e) 

y(s) 

x(s) 

x(e) 

❚❤❡ ✉♣♣❡$ ❧❡❢6 ❛$❡❛ ❞❡♥♦6❡❞ ❜② I ❞❡♣✐❝6- ❛ $❡❣✐♠❡ ✇❤❡$❡ ❝♦✉♥6$② y ✐-
-♠❛❧❧❡$ ✭αx

i > αy
i ✮ ❛♥❞ ❝❤❛$❛❝6❡$✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡$ ❛66$❛❝6✐✈❡♥❡-- ♦❢ 6❛① ❡✈❛-✐♦♥

✭t
x

i /t
y

i > 1✮✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ 6♦ ❝♦✉♥6$② x✳
❚❤❡ ❧♦✇❡$ ❧❡❢6 ❛$❡❛ ❞❡♥♦6❡❞ ❜② II ❞❡♣✐❝6- ❛ $❡❣✐♠❡ ✇❤❡$❡ ❝♦✉♥6$② y ✐-

-♠❛❧❧❡$ ✭αx
i > αy

i ✮ ❛♥❞ ❝❤❛$❛❝6❡$✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡$ ❛66$❛❝6✐✈❡♥❡-- ♦❢ 6❛① ❡✈❛-✐♦♥

✭t
x

i /t
y

i < 1✮✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ 6♦ ❝♦✉♥6$② x✳
❚❤❡ ❧♦✇❡$ $✐❣❤6 ❛$❡❛ ❞❡♥♦6❡❞ ❜② III ❞❡♣✐❝6- ❛ $❡❣✐♠❡ ✇❤❡$❡ ❝♦✉♥6$② y ✐-

❧❛$❣❡$ ✭αx
i < αy

i ✮ ❛♥❞ ❝❤❛$❛❝6❡$✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡$ ❛66$❛❝6✐✈❡♥❡-- ♦❢ 6❛① ❡✈❛-✐♦♥

✭t
x

i /t
y

i < 1✮✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ 6♦ ❝♦✉♥6$② x✳
❋✐♥❛❧❧②✱ 6❤❡ ✉♣♣❡$ $✐❣❤6 ❛$❡❛ ❞❡♥♦6❡❞ ❜② IV ❞❡♣✐❝6- ❛ $❡❣✐♠❡ ✇❤❡$❡ ❝♦✉♥✲

6$② y ✐- ❧❛$❣❡$ ✭αx
i < αy

i ✮ ❛♥❞ ❝❤❛$❛❝6❡$✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡$ ❛66$❛❝6✐✈❡♥❡-- ♦❢ 6❛①

❡✈❛-✐♦♥ ✭t
x

i /t
y

i > 1✮✱ ❝♦♠♣❛$❡❞ 6♦ ❝♦✉♥6$② x✳
❘❡❝❛❧❧ 6❤❛6 ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ $❡-✐❞❡♥6 ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✜$♠- ✭ ✐③❡ ❡✛❡❝&✱ -✮ ❛♥❞ ❛

❤✐❣❤ ❛66$❛❝6✐✈❡♥❡-- ♦❢ ❡✈❛-✐♦♥ ✭❡✈❛ ✐♦♥ ❡✛❡❝&✱ ❡✮ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦✉♥6$② ♠♦$❡ ❛❣❣$❡-✲

-✐✈❡ ✐♥ 6❛① ❝♦♠♣❡6✐6✐♦♥✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡$ tjmin ✭✹✳✶✻✮✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣❧②✱ ❝♦✉♥6$②

x ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉-❧② ❛66$❛❝6- 6❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜$♠- ✐♥ ❘❡❣✐♠❡ III✱ ❛- ❜♦6❤ ❡✛❡❝6-

♠❛❦❡ ❝♦✉♥6$② x ♠♦$❡ ❛❣❣$❡--✐✈❡ 6❤❛♥ ❝♦✉♥6$② y✳ ❚❤✐- ✐- ✐♥❞✐❝❛6❡❞ ❜② 6❤❡

❧❛❜❡❧ ①✭-✱❡✮ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✺✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉-❧②✱ ❝♦✉♥6$② y ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉-❧② ❛66$❛❝6-
6❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜$♠- ✐♥ ❘❡❣✐♠❡ I✳
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❇② ❝♦♥%&❛(%✱ %❤❡ ♦✉%❝♦♠❡ ♦❢ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥ ✐(✱ ✐♥ ♣&✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♠❜✐❣✉♦✉(

✐♥ ❘❡❣✐♠❡( II ❛♥❞ IV ✱ (✐♥❝❡ ❡✐%❤❡& ❝♦✉♥%&② ♠❛② ❛%%&❛❝% %❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜&♠(✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡%❤❡& %❤❡  ✐③❡ ♦& %❤❡ ❡✈❛ ✐♦♥ ❡✛❡❝% ❞♦♠✐♥❛%❡(✳ ■♥ ❘❡❣✐♠❡

II ✭IV ✮✱ ❝♦✉♥%&② x ❛%%&❛❝%( %❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✜&♠( ✐❢ %❤❡ ❡✈❛ ✐♦♥ ✭ ✐③❡✮ ❡✛❡❝%

❞♦♠✐♥❛%❡(✳ ❚❤✐( ✐( %❤❡ ❝❛(❡ ❢♦& ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥( ♦❢ αy
i ❛♥❞ t

x

i /t
y

i ❧②✐♥❣ ❜❡❧♦✇

%❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉&✈❡✱ ✐♥ %❤❡ ①✭❡✮ ✭①✭(✮✮ ❛&❡❛✳

■♥ ❡❛&❧✐❡& ♠♦❞❡❧( ♦❢ ❛(②♠♠❡%&✐❝ %❛① ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥✱ ❧✐❦❡ ❇✉❝♦✈❡%(❦② ✭✶✾✾✶✮

❛♥❞ ❲✐❧(♦♥ ✭✶✾✾✶✮✱ ♦♥❧② %❤❡  ✐③❡ ❡✛❡❝* ✐( ♣&❡(❡♥%✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ %❤❛% ❧❛&❣❡& ❝♦✉♥✲
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6✐✈❡ ❉❡❝✐#✐♦♥ ■♥#6✐6✉6✐♦♥#✱ ❛♥❞ ❚❛① ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❇❡❤❛✈✐♦% ❛♥❞ ❖%❣❛♥✐③❛#✐♦♥ ✷✷✱ ✷✽✺✕✸✵✸✳

✽✺



❆❧♠✱ ❏✳✱ ❏✳ ▼❛()✐♥❡③✲❱❛③0✉❡③✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼❝❈❧❡❧❧❛♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦((✉♣)✐♦♥ ❛♥❞

❋✐(♠ ❚❛① ❊✈❛B✐♦♥✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦# ❛♥❞ ❖#❣❛♥✐③❛4✐♦♥✱

✶✷✹✱ ✶✹✻✲✶✻✸✳

❆❧♠✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇✳ ❚♦(❣❧❡( ✭✷✵✵✻✮✳ ❈✉❧)✉(❡ ❉✐✛❡(❡♥❝❡B ❛♥❞ ❚❛① ▼♦(❛❧❡ ✐♥ )❤❡

❯♥✐)❡❞ ❙)❛)❡B ❛♥❞ ✐♥ ❊✉(♦♣❡✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ 56②❝❤♦❧♦❣②✱ ✷✼ ✭✷✮✱

✷✷✹✲✷✹✻✳

❆❧♠✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❇✳ ❚♦(❣❧❡( ✭✷✵✶✶✮✳ ❉♦ ❊)❤✐❝B ▼❛))❡(❄ ❚❛① ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❛♥❞

▼♦(❛❧✐)②✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❇✉6✐♥❡66 ❊4❤✐❝6✱ ✶✵✶✱ ✻✸✺✲✻✺✶✳

❆♥❞(❡♦♥✐✱ ❏✳✱ ❇✳ ❊(❛(❞✱ ❛♥❞ ❏✳ ❋❡✐♥B)❡✐♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❛① ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ ❏♦✉#♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐4❡#❛4✉#❡ ✸✻ ✭✷✮✱ ✽✶✽✕✽✻✵✳

❆(♠B)(♦♥❣✱ ❈✳❙✳✱ ❏✳▲✳ ❇❧♦✉✐♥✱ ❆✳❉✳ ❏❛❣♦❧✐♥③❡(✱ ❛♥❞ ❉✳❋✳ ▲❛(❝❦❡( ✭✷✵✶✺✮✳

❈♦(♣♦(❛)❡ ●♦✈❡(♥❛♥❝❡✱ ■♥❝❡♥)✐✈❡B✱ ❛♥❞ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❆❝✲

❝♦✉♥4✐♥❣ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱ ✻✵ ✭✶✮✱ ✶✲✶✼✳

❆(♠B)(♦♥❣✱ ❈✳❙✳✱ ❏✳▲✳ ❇❧♦✉✐♥✱ ❛♥❞ ❉✳❋✳ ▲❛(❝❦❡( ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ■♥❝❡♥)✐✈❡B ❢♦(

❚❛① X❧❛♥♥✐♥❣✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❆❝❝♦✉♥4✐♥❣ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱ ✺✸ ✭✶✲✷✮✱ ✸✾✶✲✹✶✶✳

❆✉(✐♦❧✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲❛(❧)❡(B ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❛①❛)✐♦♥ ❇❛B❡ ✐♥ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❈♦✉♥)(✐❡B✱

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 5✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱ ✽✾ ✭✹✮✱ ✻✷✺✲✻✹✻✳

❆✉B)✐♥✱ ❈✳❘✳✱ ❛♥❞ ❘✳❏✳ ❲✐❧B♦♥ ✭✷✵✶✼✮✳ ❆♥ ❊①❛♠✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ ❘❡♣✉)❛)✐♦♥❛❧

❈♦B)B ❛♥❞ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢(♦♠ ❋✐(♠B ✇✐)❤ ❱❛❧✉❛❜❧❡ ❈♦♥✲

B✉♠❡( ❇(❛♥❞B✱ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 4❤❡ ❆♠❡#✐❝❛♥ ❚❛①❛4✐♦♥ ❆66♦❝✐❛4✐♦♥✱ ✸✾

✭✶✮✱ ✻✼✲✾✸✳

❆②②❛❣❛(✐✱ ▼✳✱ ❚✳ ❇❡❝❦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉❡♠✐(❣✉❝✲❑✉♥) ✭✷✵✵✼✮✳ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ▼❡❞✐✉♠

❊♥)❡(♣(✐B❡B ❛❝(♦BB )❤❡ ●❧♦❜❡✱ ❙♠❛❧❧ ❇✉6✐♥❡66 ❊❝♦♥♦♠✐❝6✱ ✷✾ ✭✹✮✱ ✹✶✺✲

✹✸✹✳

❇❛❧❛❦(✐B❤♥❛♥✱ ❑✳✱ ❏✳ ❇❧♦✉✐♥✱ ❛♥❞ ❲✳❘✳ ●✉❛②✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❉♦❡B ❚❛① ❆❣❣(❡B✲

B✐✈❡♥❡BB (❡❞✉❝❡ ❈♦(♣♦(❛)❡ ❚(❛♥B♣❛(❡♥❝②❄✱ ❲♦(❦✐♥❣ X❛♣❡(✱ ❯♥✐✈❡(B✐)②

♦❢ X❡♥♥B②❧✈❛♥✐❛✳

❇❛❧❞✇✐♥✱ ❘✳❊✳✱ ❛♥❞ X✳ ❑(✉❣♠❛♥ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆❣❣❧♦♠❡(❛)✐♦♥✱ ■♥)❡❣(❛)✐♦♥ ❛♥❞

❚❛① ❍❛(♠♦♥✐B❛)✐♦♥✱ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✽ ✭✶✮✱ ✶✕✷✸✳

✽✻



❇❛♠❡✲❆❧❞(❡❞✱ ❈✳❲✳✱ ❏✳❇✳ ❈✉❧❧❡♥✱ ❑✳❉✳ ▼❛(3✐♥✱ ❛♥❞ ❑✳5✳ 5❛(❜♦3❡❡❛❤ ✭✷✵✶✸✮✳

◆❛3✐♦♥❛❧ ❈✉❧3✉(❡ ❛♥❞ ❋✐(♠✲❧❡✈❡❧ ❚❛① ❊✈❛E✐♦♥✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❇✉)✐♥❡)) ❘❡✲

)❡❛#❝❤✱ ✻✻ ✭✸✮✱ ✸✾✵✲✸✾✻✳

❇❛E✐♥❣❡(✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍❛❧❧❡(❜❡(❣ ✭✷✵✵✹✮✳ ❘❡♠♦❞❡❧✐♥❣ 3❤❡ ❈♦♠♣❡3✐3✐♦♥ ❢♦(

❈❛♣✐3❛❧✿ ❍♦✇ ❉♦♠❡E3✐❝ 5♦❧✐3✐❝E ❊(❛E❡E 3❤❡ ❘❛❝❡ 3♦ 3❤❡ ❇♦33♦♠✱ ❆♠❡#✲

✐❝❛♥ 2♦❧✐3✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✽ ✭✷✮✱ ✷✻✶✲✷✼✻✳

❇❛✉♠❛♥✱ ❈✳❲✳✱ ❛♥❞ ▲✳❏✳ ❙❦✐3❦❛ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦(♣♦(❛3❡ ❙♦❝✐❛❧ ❘❡E♣♦♥E✐❜✐❧✐3② ❛E ❛

❙♦✉(❝❡ ♦❢ ❊♠♣❧♦②❡❡ ❙❛3✐E❢❛❝3✐♦♥✱ ❘❡)❡❛#❝❤ ✐♥ ❖#❣❛♥✐③❛3✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦#✱

✸✷✱ ✻✸✲✽✻✳

❇❡E❧❡②✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼❝▲❛(❡♥ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❛①❡E ❛♥❞ ❇(✐❜❡(②✿ 3❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❲❛❣❡

■♥❝❡♥3✐✈❡E✱ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉#♥❛❧✱ ✶✵✸ ✭✹✶✻✮✱ ✶✶✾✲✶✹✶✳

❇❡E❧❡②✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❚✳ 5❡(EE♦♥ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❛①❛3✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥3✱ ✐♥✿ ❆✉❡(✲

❜❛❝❤✱ ❆✳❏✳✱ ❘✳ ❈❤❡33②✱ ▼✳❙✳ ❋❡❧❞E3❡✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙❛❡③ ✭❊❞E✳✮✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦

♦❢ 5✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝E✳ ❊❧E❡✈✐❡(✱ ❆♠E3❡(❞❛♠✱ ❱♦❧✳ ✺✱ ✺✶✲✶✶✵✳

❇❡E❧❡②✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❚✳ 5❡(EE♦♥ ✭✷✵✶✹✮✳ ❲❤② ❉♦ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❈♦✉♥3(✐❡E ❚❛① ❙♦

▲✐33❧❡❄✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ 2❡#)♣❡❝3✐✈❡)✱ ✷✽ ✭✹✮✱ ✾✾✲✶✷✵✳

❇❡E3✱ ▼✳❈✳✱ ❆✳ ❇(♦❝❦♠❡②❡(✱ ❍✳❏✳ ❑❧❡✈❡♥✱ ❏✳ ❙♣✐♥♥❡✇✐❥♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲❛E❡❡♠

✭✷✵✶✺✮✳ 5(♦❞✉❝3✐♦♥ ✈❡(E✉E ❘❡✈❡♥✉❡ ❊✣❝✐❡♥❝② ✇✐3❤ ▲✐♠✐3❡❞ ❚❛① ❈❛♣❛❝✲

✐3②✿ ❚❤❡♦(② ❛♥❞ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢(♦♠ 5❛❦✐E3❛♥✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 2♦❧✐3✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱

✶✷✸ ✭✻✮✱ ✶✸✶✶✲✶✸✺✺✳

❇✐(❞✱ ❘✳▼✳✱ ❏✳ ▼❛(3✐♥❡③✲❱❛③^✉❡③✱ ❛♥❞ ❇✳ ❚♦(❣❧❡( ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❛① ❊✛♦(3 ✐♥

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❈♦✉♥3(✐❡E ❛♥❞ ❍✐❣❤ ■♥❝♦♠❡ ❈♦✉♥3(✐❡E✿ ❚❤❡ ■♠♣❛❝3 ♦❢ ❈♦(✲

(✉♣3✐♦♥✱ ❱♦✐❝❡ ❛♥❞ ❆❝❝♦✉♥3❛❜✐❧✐3②✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②)✐) ❛♥❞ 2♦❧✐❝②✱ ✸✽

✭✶✮✱ ✺✺✲✼✶✳

❇❥`(♥E❦♦✈✱ ❈✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠❜❛3✐♥❣ ❈♦((✉♣3✐♦♥✿ ❖♥ 3❤❡ ■♥3❡(♣❧❛② ❇❡3✇❡❡♥

■♥E3✐3✉3✐♦♥❛❧ ◗✉❛❧✐3② ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ❚(✉E3✱ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ▲❛✇ ❛♥❞ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝)✱ ✺✹ ✭✶✮✱ ✶✸✺✲✶✺✾✳

❇❥♦(✈❛3♥✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❈✳ ❊❝❦❡❧ ✭✷✵✵✻✮✳ 5♦❧✐❝② ❈♦♠♣❡3✐3✐♦♥ ❢♦( ❋♦(❡✐❣♥ ❉✐✲

(❡❝3 ■♥✈❡E3♠❡♥3 ❜❡3✇❡❡♥ ❆E②♠♠❡3(✐❝ ❈♦✉♥3(✐❡E✱ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✺✵ ✭✼✮✱ ✶✽✾✶✲✶✾✵✼✳

✽✼



❇!✱ ❊✳❊✳✱ ❏✳ ❙❧❡♠*♦❞✱ ❛♥❞ ❚✳❖✳ ❚❤♦*❡2❡♥ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❛①❡2 ♦♥ :❤❡ ■♥:❡*♥❡:✿
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:✐✈❡ ❈♦<:<✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✾✺ ✭✾✮✱ ✶✵✸✻✲✶✵✹✼✳

❉❥❛♥❦♦✈✱ ❙✳✱ ❚✳ ●❛♥<❡#✱ ❈✳ ▼❝▲✐❡<❤✱ ❘✳ ❘❛♠❛❧❤♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❤❧❡✐❢❡# ✭✷✵✶✵✮✳

❚❤❡ ❊✛❡❝: ♦❢ ❈♦#♣♦#❛:❡ ❚❛①❡< ♦♥ ■♥✈❡<:♠❡♥: ❛♥❞ ❊♥:#❡♣#❡♥❡✉#<❤✐♣✱

❆♠❡#✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉#♥❛❧✿ ▼❛❝#♦❡❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✷ ✭✸✮✱ ✸✶✲✻✹✳

❉#❡❤❡#✱ ❆✳✱ ❈✳ ❑♦:<♦❣✐❛♥♥✐<✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼❝❈♦##✐<:♦♥ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍♦✇ ❉♦ ■♥<:✐:✉✲

:✐♦♥< ❆✛❡❝: ❈♦##✉♣:✐♦♥ ❛♥❞ :❤❡ ❙❤❛❞♦✇ ❊❝♦♥♦♠②❄✱ ■♥4❡#♥❛4✐♦♥❛❧ ❚❛①

❛♥❞ (✉❜❧✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✶✻ ✭✻✮✱ ✼✼✸✲✼✾✻✳

❉✉❧❧❡❝❦✱ ❯✳✱ ❏✳ ❋♦♦❦❡♥✱ ❈✳ ◆❡✇:♦♥✱ ❆✳ ❘✐<:❧✱ ▼✳ ❙❝❤❛✛♥❡#✱ ❛♥❞ ❇✳ ❚♦#❣❧❡#

✭✷✵✶✻✮✳ ❚❛① ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❛♥❞ )<②❝❤✐❝ ❈♦<:<✿ ❇❡❤❛✈✐♦#❛❧ ❊①♣❡#✐♠❡♥:❛❧

❊✈✐❞❡♥❝❡ ✉<✐♥❣ ❛ )❤②<✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛#❦❡#✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱

✶✸✹✱ ✾✲✶✽✳

❉②❝❦✱ ❆✳✱ ❆✳ ▼♦#<❡✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩✐♥❣❛❧❡< ✭✷✵✶✵✮✳ ❲❤♦ ❇❧♦✇< :❤❡ ❲❤✐<:❧❡ ♦♥

❈♦#♣♦#❛:❡ ❋#❛✉❞❄✱ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✻✺ ✭✻✮✱ ✷✷✶✸✲✷✷✺✸✳

❉②#❡♥❣✱ ❙✳❉✳✱ ▼✳ ❍❛♥❧♦♥✱ ❛♥❞ ❊✳▲✳ ▼❛②❞❡✇ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❊✛❡❝:< ♦❢ ❊①❡❝✲

✉:✐✈❡< ♦♥ ❈♦#♣♦#❛:❡ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❚❤❡ ❆❝❝♦✉♥4✐♥❣ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✺ ✭✹✮✱

✶✶✻✸✲✶✶✽✾✳

❉②#❡♥❣✱ ❙✳❉✳✱ ▼✳ ❍❛♥❧♦♥✱ ❊✳▲✳ ▼❛②❞❡✇✱ ❛♥❞ ❏✳❘✳ ❚❤♦#♥♦❝❦ ✭✷✵✶✼✮✳ ❈❤❛♥❣❡<

✐♥ ❈♦#♣♦#❛:❡ ❊✛❡❝:✐✈❡ ❚❛① ❘❛:❡< ❖✈❡# :❤❡ )❛<: ✷✺ ❨❡❛#<✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✶✷✹ ✭✸✮✱ ✹✹✶✲✹✻✸✳

❉②#❡♥❣✱ ❙✳❉✳✱ ❏✳▲✳ ❍♦♦♣❡<✱ ❛♥❞ ❏✳❍✳ ❲✐❧❞❡ ✭✷✵✶✻✮✳ )✉❜❧✐❝ )#❡<<✉#❡ ❛♥❞

❈♦#♣♦#❛:❡ ❚❛① ❇❡❤❛✈✐♦#✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❆❝❝♦✉♥4✐♥❣ ❘❡.❡❛#❝❤✱ ✺✹ ✭✶✮✱ ✶✹✼✲

✶✽✻✳

❊❞♠❛♥<✱ ❆✳✱ ▲✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊♠♣❧♦②❡❡ ❙❛:✐<❢❛❝:✐♦♥✱ ▲❛❜♦# ▼❛#✲

❦❡: ❋❧❡①✐❜✐❧✐:②✱ ❛♥❞ ❙:♦❝❦ ❘❡:✉#♥< ❆#♦✉♥❞ ❚❤❡ ❲♦#❧❞✱ ◆❇❊❘ ❲♦#❦✐♥❣

)❛♣❡# ◆♦✳ ✷✵✸✵✵✱ ❈❛♠❜#✐❞❣❡✱ ❯♥✐:❡❞ ❙:❛:❡<✳

✾✵



❊♠"❛♥✱ ▼✳❙✳✱ ❛♥❞ ❏✳❊✳ ❙+✐❣❧✐+③ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥ ❙❡❧❡❝+✐✈❡ ■♥❞✐"❡❝+ ❚❛① ❘❡❢♦"♠ ✐♥

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❈♦✉♥+"✐❡C✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✽✾ ✭✹✮✱ ✺✾✾✲✻✷✸✳

❊✇❡"+✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ◆✐❡♠❛♥♥ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ ❚❤❡♦"② ♦❢ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡ ✲ ▼❛♥❛❣❡"✐❛❧

■♥❝❡♥+✐✈❡C ❢♦" ❚❛① P❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ▼✉❧+✐✲❚❛C❦ P"✐♥❝✐♣❛❧✲❆❣❡♥+ ▼♦❞❡❧✱

❲♦"❦✐♥❣ P❛♣❡" ◆♦✳ ✹✽✺✶✱ ❈❊❙✐❢♦✳

❊❨ ✭✷✵✶✹✮✳ ❇"✐❞❣✐♥❣ +❤❡ ❉✐✈✐❞❡✿ ❍✐❣❤❧✐❣❤+C ❢"♦♠ +❤❡ ✷✵✶✹ ❚❛① ❘✐C❦ ❛♥❞

❈♦♥+"♦✈❡"C② ❙✉"✈❡②✳ ❤++♣✿✴✴✇✇✇✳❡②✳❝♦♠✴P✉❜❧✐❝❛+✐♦♥✴✈✇▲❯❆CC❡+C✴❡②✲

+❛①✲"✐C❦✲C✉"✈❡②✲✷✵✶✹✴✩❋■▲❊✴❡②✲+❛①✲"✐C❦✲C✉"✈❡②✲✷✵✶✹✳♣❞❢✳

❆❝❝❡CC❡❞ ✵✷✴✶✻✴✷✵✶✽✳

❋❡""❡++✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ■✳ ❲♦♦+♦♥ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♠♣❡+✐♥❣ ❢♦" ❛ ❉✉♦♣♦❧②✿ ■♥+❡"♥❛+✐♦♥❛❧

❚"❛❞❡ ❛♥❞ ❚❛① ❈♦♠♣❡+✐+✐♦♥✱ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✹✸ ✭✸✮✱

✼✼✻✲✼✾✹✳

❋✐C♠❛♥✱ ❘✳✱ ❏✳ ❙✈❡♥CC♦♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆"❡ ❈♦""✉♣+✐♦♥ ❛♥❞ ❚❛①❛+✐♦♥ ❘❡❛❧❧② ❍❛"♠✲

❢✉❧ +♦ ●"♦✇+❤❄ ❋✐"♠ ▲❡✈❡❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥5 ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝.✱ ✽✸ ✭✶✮✱ ✻✸✲✼✺✳

❋❥❡❧❞C+❛❞✱ ❖✳❍✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋✐❣❤+✐♥❣ ❋✐C❝❛❧ ❈♦""✉♣+✐♦♥✿ ▲❡CC♦♥C ❢"♦♠ +❤❡ ❚❛♥✲

③❛♥✐❛ ❘❡✈❡♥✉❡ ❆✉+❤♦"✐+②✱ (✉❜❧✐❝ ❆❞♠✐♥✐.5#❛5✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥5✱ ✷✸

✭✷✮✱ ✶✻✺✲✶✼✺✳

❋♦"C+❛+❡"✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❘✳❈✳ ❈❤"✐C+❡♥C❡♥ ✭✷✵✶✼✮✳ ◆❡✇ P❧❛②❡"C✱ ◆❡✇ ●❛♠❡✿ ❚❤❡

❘♦❧❡ ♦❢ +❤❡ P✉❜❧✐❝ ❛♥❞ P♦❧✐+✐❝❛❧ ❉❡❜❛+❡ ✐♥ +❤❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ❆❝+✐♦♥ ♦♥

■♥+❡"♥❛+✐♦♥❛❧ ❚❛① ■CC✉❡C✱ ❊✉"♦♣❡❛♥ ❚❛① P♦❧✐❝② ❋♦"✉♠ ❘❡C❡❛"❝❤ P❛♣❡"✳

❋♦"+✐♥✱ ❇✳✱ ●✳ ▲❛❝"♦✐①✱ ❛♥❞ ▼✳❈✳ ❱✐❧❧❡✈❛❧ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❛① ❊✈❛C✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧

■♥+❡"❛❝+✐♦♥C✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✾✶ ✭✶✶✮✱ ✷✵✽✾✲✷✶✶✷✳

❋"❛♥❝✐C✱ ❇✳✱ ■✳ ❍❛C❛♥✱ ❏✳❈✳ P❛"❦✱ ❛♥❞ ◗✳ ❲✉ ✭✷✵✶✺✮✳ ●❡♥❞❡" ❉✐✛❡"❡♥❝❡C

✐♥ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❘❡♣♦"+✐♥❣ ❉❡❝✐C✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢"♦♠ ❆❝❝♦✉♥+✐♥❣

❈♦♥C❡"✈❛+✐C♠✱ ❈♦♥5❡♠♣♦#❛#② ❆❝❝♦✉♥5✐♥❣ ❘❡.❡❛#❝❤✱ ✸✷ ✭✸✮✱ ✶✷✽✺✲✶✸✶✽✳

●❛❧❧❡♠♦"❡✱ ❏✳✱ ❊✳▲✳ ▼❛②❞❡✇✱ ❛♥❞ ❏✳❘✳ ❚❤♦"♥♦❝❦ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ❘❡♣✉+❛+✐♦♥❛❧

❈♦C+C ♦❢ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❈♦♥5❡♠♣♦#❛#② ❆❝❝♦✉♥5✐♥❣ ❘❡.❡❛#❝❤✱ ✸✶✭✹✮✱

✶✶✵✸✲✶✶✸✸✳

●❛✉+❤✐❡"✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ●♦②❡++❡ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❛①❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦""✉♣+✐♦♥✿ ❚❤❡♦"②

❛♥❞ ❋✐"♠✲❧❡✈❡❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢"♦♠ ❯❣❛♥❞❛✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✹✻ ✭✷✸✮✱

✷✼✺✺✲✷✼✻✺✳

✾✶



●❛✉#❤✐❡'✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ●♦②❡##❡ ✭✷✵✶✻✮✳ ❋✐7❝❛❧ :♦❧✐❝② ❛♥❞ ❈♦''✉♣#✐♦♥✱ ❙♦❝✐❛❧

❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛-❡✱ ✹✻✱ ✺✼✲✼✾✳

●❛✉#❤✐❡'✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ❘❡✐♥✐❦❦❛ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙❤✐❢#✐♥❣ ❚❛① ❇✉'❞❡♥7 ❚❤'♦✉❣❤ ❊①✲

❡♠♣#✐♦♥7 ❛♥❞ ❊✈❛7✐♦♥✿ ❆♥ ❊♠♣✐'✐❝❛❧ ■♥✈❡7#✐❣❛#✐♦♥ ♦❢ ❯❣❛♥❞❛✱ ❏♦✉-♥❛❧

♦❢ ❆❢-✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❡3✱ ✶✺ ✭✸✮✱ ✸✼✸✲✸✾✽✳

●❡✱ ❲✳✱ ❉✳ ▼❛#7✉♠♦#♦✱ ❛♥❞ ❏✳▲✳ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮✳ ❉♦ ❈❋❖7 ❤❛✈❡ ❙#②❧❡❄ ❆♥

❊♠♣✐'✐❝❛❧ ■♥✈❡7#✐❣❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❊✛❡❝# ♦❢ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❈❋❖7 ♦♥ ❆❝❝♦✉♥#✐♥❣

:'❛❝#✐❝❡7✱ ❈♦♥4❡♠♣♦-❛-② ❆❝❝♦✉♥4✐♥❣ ❘❡3❡❛-❝❤✱ ✷✽ ✭✹✮✱ ✶✶✹✶✲✶✶✼✾✳

●♦❦❛❧♣✱ ❖✳◆✳✱ ❙✳❍✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ▼✳❲✳ :❡♥❣ ✭✷✵✶✼✮✳ ❈♦♠♣❡#✐#✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦'♣♦'❛#❡

❚❛① ❊✈❛7✐♦♥✿ ❆♥ ■♥7#✐#✉#✐♦♥✲❜❛7❡❞ ❱✐❡✇✱ ❏♦✉-♥❛❧ ♦❢ ❲♦-❧❞ ❇✉3✐♥❡33✱

✺✷ ✭✷✮✱ ✷✺✽✲✷✻✾✳

●♦'❞♦♥✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❲✳ ▲✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❛① ❙#'✉❝#✉'❡7 ✐♥ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❈♦✉♥#'✐❡7✿

▼❛♥② :✉③③❧❡7 ❛♥❞ ❛ :♦77✐❜❧❡ ❊①♣❧❛♥❛#✐♦♥✱ ❏♦✉-♥❛❧ ♦❢ :✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱

✾✸ ✭✼✮✱ ✽✺✺✲✽✻✻✳

●'❛❤❛♠✱ ❏✳❘✳✱ ▼✳ ❍❛♥❧♦♥✱ ❚✳ ❙❤❡✈❧✐♥✱ ❛♥❞ ◆✳ ❙❤'♦✛ ✭✷✵✶✸✮✳ ■♥❝❡♥#✐✈❡7 ❢♦'

❚❛① :❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢'♦♠ #❤❡ ❋✐❡❧❞✱ ❚❤❡ ❆❝❝♦✉♥4✐♥❣

❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾ ✭✸✮✱ ✾✾✶✲✶✵✷✸✳

●✉✐7♦✱ ▲✳✱ :✳ ❙❛♣✐❡♥③❛✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩✐♥❣❛❧❡7 ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ❈♦'♣♦'❛#❡

❈✉❧#✉'❡✳ ❏♦✉-♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱ ✶✶✼ ✭✶✮✱ ✻✵✲✼✻✳

❍❛❧❧❡'❜❡'❣✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛7✐♥❣❡' ✭✶✾✾✽✮✳ ■♥#❡'♥❛#✐♦♥❛❧✐③❛#✐♦♥ ❛♥❞ ❈❤❛♥❣❡7

✐♥ ❚❛① :♦❧✐❝② ✐♥ ❖❊❈❉ ❈♦✉♥#'✐❡7✿ #❤❡ ■♠♣♦'#❛♥❝❡ ♦❢ ❉♦♠❡7#✐❝ ❱❡#♦

:❧❛②❡'7✱ ❈♦♠♣❛-❛4✐✈❡ :♦❧✐4✐❝❛❧ ❙4✉❞✐❡3✱ ✸✶ ✭✸✮✱ ✸✷✶✲✸✺✷✳

❍❛❧❧7✇♦'#❤✱ ▼✳✱ ❏✳❆✳ ▲✐7#✱ ❘✳❉✳ ▼❡#❝❛❧❢❡✱ ❛♥❞ ■✳ ❱❧❛❡✈ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ ❇❡❤❛✈✲

✐♦'❛❧✐7# ❛7 ❚❛① ❈♦❧❧❡❝#♦'✿ ❯7✐♥❣ ◆❛#✉'❛❧ ❋✐❡❧❞ ❊①♣❡'✐♠❡♥#7 #♦ ❊♥❤❛♥❝❡

❚❛① ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ ❏♦✉-♥❛❧ ♦❢ :✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱ ✶✹✽✱ ✶✹✲✸✶✳

❍❛♥❧♦♥✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍❡✐#③♠❛♥ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❚❛① ❘❡7❡❛'❝❤✱ ❏♦✉-♥❛❧

♦❢ ❆❝❝♦✉♥4✐♥❣ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱ ✺✵ ✭✷✲✸✮✱ ✶✷✼✲✶✼✽✳

❍❛♥❧♦♥✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❧❡♠'♦❞ ✭✷✵✵✾✮✳ ❲❤❛# ❞♦❡7 ❚❛① ❆❣❣'❡77✐✈❡♥❡77 ❙✐❣✲

♥❛❧❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢'♦♠ ❙#♦❝❦ :'✐❝❡ ❘❡❛❝#✐♦♥7 #♦ ◆❡✇7 ❛❜♦✉# ❚❛① ❙❤❡❧#❡'

■♥✈♦❧✈❡♠❡♥#✱ ❏♦✉-♥❛❧ ♦❢ :✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝3✱ ✾✸ ✭✶✲✷✮✱ ✶✷✻✲✶✹✶✳

✾✷



❍❛♥#❡♥✱ ❙✳❉✳✱ ❇✳❇✳ ❉✉♥❢♦-❞✱ ❆✳❉✳ ❇♦##✱ ❘✳❲✳ ❇♦##✱ ❛♥❞ ■✳ ❆♥❣❡-♠❡✐❡-

✭✷✵✶✶✮✳ ❈♦-♣♦-❛=❡ ❙♦❝✐❛❧ ❘❡#♣♦♥#✐❜✐❧✐=② ❛♥❞ =❤❡ ❇❡♥❡✜=# ♦❢ ❊♠♣❧♦②❡❡

❚-✉#=✿ ❆ ❈-♦##✲❞✐#❝✐♣❧✐♥❛-② H❡-#♣❡❝=✐✈❡✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❇✉)✐♥❡)) ❊-❤✐❝)✱

✶✵✷✱ ✷✾✲✹✺✳

❍❛-❞❡❝❦✱ ■✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍❡-=❧ ✭✷✵✶✹✮✳ ❈♦♥#✉♠❡- ❘❡❛❝=✐♦♥# =♦ ❈♦-♣♦-❛=❡ ❚❛①

❙=-❛=❡❣✐❡#✿ ❊✛❡❝=# ♦♥ ❈♦-♣♦-❛=❡ ❘❡♣✉=❛=✐♦♥ ❛♥❞ H✉-❝❤❛#✐♥❣ ❇❡❤❛✈✐♦-✱

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❇✉)✐♥❡)) ❊-❤✐❝)✱ ✶✷✸✱ ✸✵✾✲✸✷✻✳

❍❛-#=❛❞✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✈❡♥##♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❇-✐❜❡#✱ ▲♦❜❜②✐♥❣✱ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥=✱

❆♠❡#✐❝❛♥ 2♦❧✐-✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✺ ✭✶✮✱ ✹✻✲✻✸✳

❍❛#❛♥✱ ■✳✱ ❈✳❑✳ ❍♦✐✱ ◗✳ ❲✉✱ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✶✹✮✳ ❇❡❛✉=② ✐# ✐♥ =❤❡ ❊②❡ ♦❢

=❤❡ ❇❡❤♦❧❞❡-✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝= ♦❢ ❈♦-♣♦-❛=❡ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦♥ =❤❡ ❈♦#= ♦❢

❇❛♥❦ ▲♦❛♥#✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝)✱ ✶✶✸ ✭✶✮✱ ✶✵✾✲✶✸✵✳

❍❛✉✢❡-✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ■✳ ❲♦♦=♦♥ ✭✶✾✾✾✮✳ ❈♦✉♥=-② ❙✐③❡ ❛♥❞ ❚❛① ❈♦♠♣❡=✐=✐♦♥

❢♦- ❋♦-❡✐❣♥ ❉✐-❡❝= ■♥✈❡#=♠❡♥=✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 2✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝)✱ ✼✶ ✭✶✮✱

✶✷✶✕✶✸✾✳

❍❛✉✢❡-✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ■✳ ❲♦♦=♦♥ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♠♣❡=✐=✐♦♥ ❢♦- ❋✐-♠# ✐♥ ❛♥ ❖❧✐❣♦♣♦❧✐#✲

=✐❝ ■♥❞✉#=-②✿ ❚❤❡ ■♠♣❛❝= ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥=❡❣-❛=✐♦♥✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ■♥-❡#♥❛✲

-✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝)✱ ✽✵ ✭✷✮✱ ✷✸✾✲✷✹✽✳

❍✐♥❞-✐❦#✱ ❏✳✱ ▼✳ ❑❡❡♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼✉=❤♦♦ ✭✶✾✾✾✮✳ ❈♦--✉♣=✐♦♥✱ ❊①=♦-=✐♦♥ ❛♥❞

❊✈❛#✐♦♥✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ 2✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝)✱ ✼✹ ✭✸✮✱ ✸✾✺✲✹✸✵✳

❍♦✐✱ ❈✳❑✳✱ ◗✳ ❲✉✱ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣ ✭✷✵✶✸✮✳ ■# ❈♦-♣♦-❛=❡ ❙♦❝✐❛❧ ❘❡#♣♦♥#✐❜✐❧✐=②

✭❈❙❘✮ ❛##♦❝✐❛=❡❞ ✇✐=❤ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢-♦♠ ■--❡#♣♦♥#✐❜❧❡

❈❙❘ ❆❝=✐✈✐=✐❡#✱ ❚❤❡ ❆❝❝♦✉♥-✐♥❣ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✽ ✭✻✮✱ ✷✵✷✺✲✷✵✺✾✳

❍♦♥❣✱ ◗✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙♠❛-= ✭✷✵✶✵✮✳ ■♥ H-❛✐#❡ ♦❢ ❚❛① ❍❛✈❡♥#✿ ■♥=❡-♥❛=✐♦♥❛❧ ❚❛①

H❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❋♦-❡✐❣♥ ❉✐-❡❝= ■♥✈❡#=♠❡♥=✱ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✺✹ ✭✶✮✱ ✽✷✕✾✺✳

■♥#=✐=✉=❡ ♦❢ ❇✉#✐♥❡## ❊=❤✐❝# ✭✷✵✶✼✮✳ ❆==✐=✉❞❡# ♦❢ =❤❡ ❇-✐=✐#❤ H✉❜❧✐❝ =♦ ❇✉#✐✲

♥❡## ❊=❤✐❝# ✷✵✶✼✳ ❤==♣✿✴✴✇✇✇✳✐❜❡✳♦-❣✳✉❦✴✉#❡-❛##❡=#✴❜-✐❡✜♥❣#✴✐❜❡❴#✉-✲

✈❡②❴❛==✐=✉❞❡#❴♦❢ ❴=❤❡❴❜-✐=✐#❤❴♣✉❜❧✐❝❴=♦❴❜✉#✐♥❡##❴❡=❤✐❝#❴✷✵✶✼✳♣❞❢✳

❆❝❝❡##❡❞ ✵✷✴✶✸✴✷✵✶✽✳

✾✸



❏❛♥❡❜❛✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❙✳ ❖+,❡-❧♦❤ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❛① ❛♥❞ ,❤❡ ❈✐,② ✲ ❆ ❚❤❡♦-② ♦❢ ▲♦❝❛❧

❚❛① ❈♦♠♣❡,✐,✐♦♥✱ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✱ ✶✵✻✱ ✽✾✲✶✵✵✳

❏❛♥❡❜❛✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❲✳ G❡,❡-+ ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❛① ❊✈❛+✐♦♥✱ ❚❛① ❈♦♠♣❡,✐,✐♦♥ ❛♥❞

,❤❡ ●❛✐♥+ ❢-♦♠ ◆♦♥❞✐+❝-✐♠✐♥❛,✐♦♥✿ ❚❤❡ ❈❛+❡ ♦❢ ■♥,❡-❡+, ❚❛①❛,✐♦♥ ✐♥

❊✉-♦♣❡✱ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉#♥❛❧✱ ✶✵✾ ✭✹✺✷✮✱ ✾✸✕✶✵✶✳

❏❡♥+❡♥✱ ❆✳❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙,❛,❡✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐♥ ❘❡+♦✉-❝❡✲-✐❝❤ ❊❝♦♥♦♠✐❡+✱ ❆3❧❛♥3✐❝
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✐:② '❡;❢♦;♠❛♥❝❡ ❛99♦❝✐❛:❡❞ ✇✐:❤ ❚❛① ❆✈♦✐❞❛♥❝❡❄✱ ❏♦✉(♥❛❧ ♦❢ ❇✉.✐♥❡..

❊0❤✐❝.✱ ✶✷✼ ✭✷✮✱ ✹✸✾✲✹✺✼✳
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