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Einleitung

Algebraische Gruppen spielen in der algebraischen Geometrie eine zentrale Rolle. So
sind algebraische Varietdten auf denen eine algebraische Gruppe operiert besonders gut
erforscht, da die Gruppenoperation zusétzliche Moglichkeiten liefert wesentliche Struk-
turen der Varietédten zu beschreiben und zu verstehen.

Gegenstand dieser Arbeit sind halbeinfache algebraische Gruppen. Dies sind zusammen-
héngende lineare algebraische Gruppen G # {e}, deren Radikal R(G) trivial ist bzw.
die keinen nichttrivialen zusammenhéngenden abelschen Normalteiler besitzen. Halb-
einfache algebraische Gruppen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper sind bis
auf Isomorphie durch ihr Wurzelsystem bestimmt. Dies bringt eine reichhaltige Struktur
mit sich, die das Studium der Gruppen erleichtert. Wir wollen halbeinfache algebraische
Gruppen im Folgenden von einem arithmetischen Standpunkt aus untersuchen.

Sei also G eine liber einem algebraischen Zahlkérper k definierte halbeinfache algebra-
ische Gruppe. Wir wollen die Verteilung der k-rationalen Punkte G(k) verstehen. Ein
natiirlicher Ansatz in der diophantischen Geometrie ist es hierfiir eine ,Héhenfunktion®
H : G(k) — R einzufithren und die Punkte beschrinkter Héhe zu untersuchen. Ist fiir
jede positive reelle Zahl B die Anzahl Ngu (B) = #{g9 € G(k) : H(g) < B} endlich,
so wird das asymptotische Verhalten der Zahlfunktion Ng@) : Rsp — R bestimmt.
Hierbei haben zwei Funktionen f, g : Ryo — Rs( das gleiche asymptotische Verhalten,
falls

lim m =1

t=o0 g(t)
gilt. Wir schreiben dann f ~ g.

Ist X eine iiber k definierte quasi-projektive Varietdt, so wurde obige Fragestellung
bereits vielfach untersucht. Betrachten wir den Fall X = P™ etwas genauer. Sei M}, die
Menge der Standardbewertungen von k und « = [z¢ : ... : x| € P™(k) mit homogenen
Koordinaten z; € k. Dann ist die Standardhohe von x beziiglich k£ definiert als

Hy(z) = H max{|z;], : 0 <i < m},
UEMk

wobei M die Menge der Standardbewertungen von k ist. Ein Satz von Douglas G.
Northcott besagt, dass fiir jede positive reelle Zahl B die Anzahl Npm;)(B) = #{z €
P (k) : Hi(x) < B} endlich ist. Das zugehorige asymptotische Verhalten der Z&hlfunk-
tion Npm () wurde von Stephen H. Schnauel bestimmt. Es gilt

Npm () (B) ~ lim, 1 ((s — 1)Gk(s)) <2”(27T)r2> (m + 1)1 721 gL,

Cs(m +1) V1Di
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wobei (; die Dedekindsche Zetafunktion des Korpers k, Dy seine Diskriminante und 7,
bzw. 2ry die Anzahl der reellen bzw. imaginéren Einbettungen von k in C bezeichnet.

Ist X eine beliebige iiber k definierte quasi-projektive Varietdt und ¢ : X — P™ ein iiber
k definierter Morphismus, so kann die Standardhdhe von P™(k) auf X (k) tibertragen
werden. Wir setzen

Hy o, : X(k) = Rsq, o — Hy(o(z)).

Besitzt ¢ nur endliche Fasern, so ist Nxx)(¢, B) = #{r € X(k) : Hpo(x) < B}
fiir jedes B € Ry endlich und das asymptotische Verhalten der Z&hlfunktion kann
untersucht werden. Die Batyrev-Manin-Vermutung besagt, dass

Nx @) (p, B) ~ ’YX,k(QO)BaX’k(‘p)(log B)tx,k(w)—l

gilt, wobei vx i (¢), ax x(p) und tx () gewisse von der Varietdt X, vom Morphismus
¢ und vom Zahlkorper £ abhéngige Konstanten sind. Wir werden in genauer auf
Hohenfunktionen auf quasi-projektiven Varietdten und die Batyrev-Manin-Vermutung
eingehen.

Kehren wir nun zu unserer halbeinfachen algebraischen Gruppe G zurtick. Ist ¢ : G —
P ein iiber k definierter Morphismus, so kann, wie oben beschrieben, die Verteilung der
k-rationalen Punkte G(k) beziiglich Hj , untersucht werden. Fiir halbeinfache algebrai-
sche Gruppen von adjungiertem Typ wurden derartige Héhenfunktionen in [STBTOT]
bzw. [GMOOS]| untersucht und die Batyrev-Manin-Vermutung fiir die wundervolle Kom-
paktifizierung von G bewiesen.

In dieser Arbeit werden wir eine neue Hohenfunktion auf G(k) einfithren. Diese ist nicht
durch einen Morphismus in einen projektiven Raum definiert, sondern nutzt Objekte,
die auf natiirliche Weise aus der Gruppe heraus entstehen. Wir wollen die Definition
der Hohenfunktion nun skizzieren. Zunéchst definieren wir hierzu fiir jede Bewertung
v € My eine v-adische lokale Hohenfunktion H, : G(k,) — Rs;, wobei k, fiir die
Vervollstandigung von k beziiglich v steht.

Sei v € M, eine Bewertung von k. Ist v archimedisch, so fixieren wir eine maximale
kompakte Untergruppe K, von G(k,) und betrachten den homogenen Raum %2, =
G(k,)/ K, als riemannschen symmetrischen Raum. Mit dist, : 2, x 2, — R>q bezeich-
nen wir die zugehorige von der riemannschen Struktur induzierte Metrik auf 2.

Ist v nicht-archimedisch, so betrachten wir das Bruhat-Tits-Gebaude %, von G(k,). Dies
ist ein (Poly-)Simplizialkomplex, der als Vereinigung gewisser Unterkomplexe, sogenann-
ter Apartments, dargestellt werden kann. Die Apartments sind hierbei euklidisch-affine
Réume, deren (poly-)simpliziale Struktur durch das relative Wurzelsystem von G beziig-
lich k, erzeugt wird. Die Gruppe G(k,) operiert auf dem Bruhat-Tits-Gebdude %,. Wir
fixieren auch hier, durch die Wahl einer ,speziellen Ecke &, in 4, eine maximale kom-
pakte Untergruppe K, = Stabg,)(&) und fassen G(k,)/K, iiber die Bahnabbildung
als Teilmenge von %, auf. Fiir fast alle nicht-archimedischen Bewertungen v wéhlen wir
K, = G(o,), wobei o, den Bewertungsring von k, bezeichnet.
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Die euklidischen Metriken auf den Apartments lassen sich zu einer wohldefinierten Me-
trik auf dem ganzen Bruhat-Tits-Gebaude fortsetzen. Somit sind sowohl die riemann-
schen symmetrischen Rdume als auch die Bruhat-Tits-Gebdude metrische Rdume, auf
denen die Gruppe G(k,) abstandstreu operiert. Auferdem existieren zahlreiche weitere
interessante Parallelen zwischen beiden Réumen, siehe zum Beispiel [Tit75].

Da wir uns nur fiir Abstdnde zwischen Ecken des Gebdudes interessieren, werden wir
im Gegensatz zu obiger ,euklidischer Metrik mit einer kombinatorischen Metrik dist, :
V(#,) x V(A,) — Rso auf der Menge der Ecken V(%4,) des Bruhat-Tits-Gebédudes 4,
arbeiten. Diese ist definiert als die ,Weglange* auf dem Graphen der Ecken und Kanten
des Gebaudes. Motiviert wurde dieser Ansatz durch Arbeiten von Yuri I. Manin [Man91]
und Annette Werner [Wer(1], [Wer(02], in denen diese kombinatorische Metrik verwendet
wurde, um lokale Schnittzahlen zu berechnen.

Die v-adischen lokalen Hohenfunktionen sind wie folgt definiert. Wir betrachten fiir jedes
v € My, den ausgewdhlten Punkt K, auf G,/K, und die Abstidnde zu Elementen in der
G(k,)-Bahn von K. Genauer definieren wir fiir g, € G(k,) die v-adische lokale Hohe
H,(g,) durch

logv(Hv(gv)) = diStv(Kvygva)a

wobei
{loge, falls v archimedisch,
log, =

log, , falls v nicht-archimedisch.

Ist g € G(k), so definieren wir die (globale) Hohe von g als

H(g) = ] Hu(9).

veEMj,

Beziiglich dieser Hohenfunktion werden wir die k-rationalen Punkte G(k) untersuchen.
Als erstes behandeln wir die spezielle lineare Gruppe SL,. Hier konnen wir den rie-
mannschen symmetrischen Raum mit dem dreidimensionalen hyperbolischen Raum H
identifizieren. Dariiber hinaus ist das Bruhat-Tits-Gebdude 4, ein Baum, auch Bruhat-
Tits-Baum genannt. Durch einen Vergleich mit geeigneten Hohenfunktionen auf quasi-
projektiven Varietédten erzielen wir unser erstes Resultat:

Satz. Es gilt Ngp,u)(B) < oo fiir alle B € Ry. Ferner ist
Nei, () (B) ~ cB*?

fiir eine Konstante ¢ € Ry.

Im weiteren Verlauf der Arbeit beweisen wir die Endlichkeit der Anzahl der Punkte
beschréankter Hohe fiir halbeinfache algebraische Gruppen G, die iiber k spalten. Hierfiir
betrachten wir zunachst die Hohenfunktion Hgy,, () fiir die spezielle lineare Gruppe in
beliebiger Dimension und zeigen als wichtigen Schritt:

Satz. Sei B € R.. Dann gilt Ngp,, r)(B) == #{A € SL,(k) : Hsp,,x)(A) < B} < o0,
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Ist g die Lie-Algebra von G und Ad : G — GL(g) die adjungierte Darstellung, so gilt
Ad(G) C SL(g). Durch diesen Sachverhalt gelingt es uns einen Zusammenhang zwischen
den Hohenfunktionen H und Hgy,, (1) herzustellen. Zusammen mit der Cartan-Zerlegung
fiir die nicht-archimedischen Gruppen G(k,) erhalten wir damit das gewiinschte Ergeb-
nis:

Satz. Sei G eine iiber dem Zahlkorper k spaltende halbeinfache algebraische Gruppe
und B € R.y. Dann gilt Ng(B) < oo.

Zum Abschluss der Arbeit beschéftigen wir uns mit dem asymptotischen Verhalten der
Zahlfunktion Ngr,, ) : Ry — R>o. Um dieses zu bestimmen, reicht es nach einem Tau-
berschen Satz von Shikao Ikehara, Norbert Wiener und Hubert Delange das analytische
Verhalten der Hohenzetafunktion

ZsL,iy(s) = Y Hsp,m(A
A€SLa (k)

zu kennen. Die Erfahrung zeigt, dass das analytische Verhalten der Hoéhenzetafunk-
tion gleich dem des Hohenintegrals ist. Um dieses Integral zu definieren, setzen wir
die Hohenfunktion Hgy,, (x) zunédchst auf die adelewertigen Punkte SL,(Aj) fort. Ist
A = (A,) € SL,(Ag), so definieren wir

Hgr,,,(a,)( H Hgr,,,k,)(A

veEMj,

Mit der Wahl eines geeigneten Haarschen Mafses p auf G(Ay) definieren wir das (globale)
Hohenintegral von SL,, (k) als

Tsv,m)(s) = /S . )HSank)(A)*Sdu(A).
Ly (Ag

Dieses ist als Produkt lokaler Hohenintegrale darstellbar. Diese lokalen Hohenintegra-
le untersuchen wir im archimedischen Fall mit Hilfe der Polarzerlegung und im nicht-
archimedischen Fall mit Hilfe der Cartan-Zerlegung. Insgesamt erhalten wir:

Satz. Sei «a,, = max{i(n —i) : 1 < i < n — 1}. Dann ist das globale Hohenintegral

Zs1.,. (k) (s) holomorph fiir alle s € C mit Re(s) > a, + 3, mit Ausnahme eines einfachen
Polsin s = o, + %

Schliefslich stellen wir die folgende Vermutung iiber das asymptotische Verhalten der
Zéhlfunktion Ngp,, (k) auf:

Vermutung. Es gilt

fiir eine Konstante ¢ € Ry.
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Die vorliegende Arbeit ist in fiinf Kapitel unterteilt:

Im ersten Kapitel fithren wir zunédchst die Menge der Standardbewertungen M des
algebraischen Zahlkorpers k ein und fixieren diesbeziiglich einige Bezeichnungen. Im
Anschluss daran stellen wir Hohenfunktionen auf quasi-projektiven Varietdten vor. Da
wir im Verlauf dieses Textes auf Hohenfunktionen zu metrisierten Geradenbiindeln Bezug
nehmen werden, gehen wir dabei ausfiihrlich auf deren Konstruktion ein. Im letzten
Abschnitt formulieren wir die Batyrev-Manin-Vermutung.

Ab dem zweiten Kapitel betrachten wir iiber dem Zahlkorper k definierte halbeinfache
algebraische Gruppen G. Im ersten Teil des zweiten Kapitels definieren wir unsere neue
Hohenfunktion H : G(k) — Rx;. Wir besprechen kurz einige fundamentale Eigenschaf-
ten von H und illustrieren anschlieend, im zweiten Teil, die eingefiihrten Begriffe an
Hand eines ersten Beispiels, der speziellen linearen Gruppe SLy. Wir beweisen fiir jedes
B € Ry die Endlichkeit von Ngp, ) (B) und bestimmen das asymptotische Verhalten
von Ngi,x)(B) fiir B — oo.

Im dritten Kapitel beschaftigen wir uns mit der speziellen linearen Gruppe in beliebiger
Dimension. Wir fixieren fiir jedes v € M} die maximale kompakte Untergruppe

SO, (R), falls k, =R,
K, = {SU,(C), falls k, = C,
SL,(0,), sonst,

und bestimmen diesbeziiglich die v-adische lokale Hohenfunktion Hgy,,(x,). Nach einer
kurzen Abhandlung des archimedischen Falls konstruieren wir fiir nicht-archimedische
Bewertungen v € Mj das Bruhat-Tits-Gebaude von SL, (k,). Zunéchst beschreiben wir
hierfiir den durch die affine Weyl-Gruppe von SL,, definierten Simplizialkomplex und
realisieren anschliefsend das Bruhat-Tits-Gebaude durch Homothetieklassen von Gittern
von vollem Rang in k;'. Im letzten Abschnitt des Kapitels beweisen wir fiir jedes B € R+
die Endlichkeit von Ngr,, k) (5).

Im wvierten Kapitel widmen wir uns beliebigen iiber k definierten halbeinfachen algebrai-
schen Gruppen. Ziel der ersten beiden Abschnitte ist es, die v-adischen lokalen Hohen-
funktionen H, mit den v-adischen lokalen Hohenfunktionen Hgr,, (x,) zu vergleichen. Im
ersten Abschnitt erreichen wir dies fiir archimedische Bewertungen, durch eine geeigne-
te Wahl der Metriken, direkt iiber die Killing-Form. Den zweiten Abschnitt beginnen
wir mit der allgemeinen Definition eines affinen Gebaudes und fiihren anschliefsend das
Bruhat-Tits-Gebdaude von G(k,) fiir nicht-archimedisches v € M}, ein. Danach stellen
wir den gewiinschten Zusammenhang zwischen den lokalen Hohenfunktionen H, und
Hgy,, (k,) her und beschéftigen uns dariiber hinaus mit der Abhéingigkeit der Hohenfunk-
tion von den maximalen kompakten Untergruppen K,. Im letzten Abschnitt betrachten
wir iiber k spaltende halbeinfache algebraische Gruppen und zeigen die Endlichkeit von
Ng @) (B) fiir jedes B € Ry. Dies folgt aufgrund der obigen Zusammenhénge aus der
Endlichkeit von Ngr,, x)(B)-

Im fiinften Kapitel betrachten wir wieder die spezielle lineare Gruppe. Wir beschéftigen
uns zunéchst mit Hohenzetafunktionen im Allgemeinen und stellen diese als wichtiges
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Hilfsmittel zur Bestimmung der Asymptotik der Zahlfunktion vor. Anschlieffend setzen
wir unsere Hohenfunktion auf die adelewertigen Punkte SL,,(Ay) fort und fiithren das
globale Hohenintegral ein. Wir erklaren, warum wir annehmen, dass das analytische
Verhalten des Integrals mit dem der Hohenzetafunktion iibereinstimmt und berechnen
anschlieffend die lokalen Hohenintegrale. Im letzten Abschnitt fithren wir diese Ergeb-
nisse schliefslich zusammen und bestimmen das analytische Verhalten des globalen Ho-
henintegrals.

Wir setzen im Folgenden Kenntnisse der Theorie der algebraischen Varietéten, insbe-
sondere der algebraischen Gruppen, wie sie zum Beispiel in [Sha74], [Har77], [Bor91],
[Hum75| zu finden sind, voraus. Referenzen fiir die Theorie der Lie-Gruppen sind [Hel78)|
und [HN12]. Als Nachschlagewerke zur klassischen algebraischen und analytischen Zah-
lentheorie eignen sich [Neu99| und [Nar04]. Mit fett gedruckten Buchstaben, z.B. X bzw.
G, bezeichnen wir die Varietdten und Gruppen iiber C. Die Lie-Algebra g von G ist da-
her als C-Vektorraum zu verstehen. Weiter betten wir samtlich Vervollstandigungen k,
von k in C ein.









Kapitel 1

Hohenfunktionen auf quasi-projektiven
Varietaten

Sei k ein algebraischer Zahlkorper und X eine iiber k definierte algebraische Varietét.
Eine Hohenfunktion auf den k-rationalen Punkten von X ist eine Funktion H : X (k) —
R.g, welche die ,arithmetische Grb’i&e‘ﬂ eines Punkts € X(k) misst. Um konkrete
Hohenfunktionen zu definieren, werden wir zunéchst eine geeignete Menge von Bewer-
tungen des Zahlkorpers & wahlen. Diese Wahl fixiert gewissermafien die ,Grofe einer
algebraischen Zahl und wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels beschrieben. Anschlie-
flend werden wir verschiedene bekannte Hohenfunktionen auf algebraischen Varietéten
kennenlernen.

1.1 Bewertungen

Eine detaillierte Einfithrung in die Bewertungstheorie, inklusive folgender Sachverhalte,
ist in [Neu99, Kapitel II] und [HS00, Part B, §1| zu finden.

Sei k ein algebraischer Zahlkérper, d.h. n == [k : Q] < oo.

Definition 1.1.1. Eine Bewertung von k ist eine Abbildung
vk — Rzo,

welche die folgenden Eigenschaften fiir alle x,y € k erfiillt:
(i) v(z) = 0 genau dann, wenn = = 0,
(i) v(zy) = v(z)v(y),

(iii) v(z +y) <o(z) +v(y).

Erfillt v zusétzlich die starkere Bedingung

(iii)” v(z +y) < max{v(z),v(y)} fir alle z,y € k,

!Siehe [HS00, Part BJ.
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so heillt v nicht-archimedisch, andernfalls wird v archimedisch genannt. Wir schreiben
auch |-|, anstelle von v().

Im Folgenden wollen wir spezielle Bewertungen von k betrachten. Sei o der Ring der
ganzen Zahlen in k und x € k. Der Ring o ist ein Dedekindring, insbesondere kénnen
gebrochene Ideale eindeutig in ein Produkt von Primidealen in o zerlegt werden. Fiir

x € k* gilt also
T0 = H pordp(m)

pCo Primideal

mit eindeutigen ord,(z) € Z. Sei p ein Primideal ungleich Null in 0. Dann ist die p-
adische Bewertung von k fiir x € k definiert durch

‘ . (Normk@(p))fordp(x), falls = £ 0,
vp() = [zl =
0, falls x = 0,
wobei Normyg(a) = |o/a| die Norm des Ideals a C o bezeichnet. Es gilt v,(k*) = Z,
d.h. ||, ist eine nicht-archimedische diskrete Bewertung mit Bewertungsring o, = {z €
k : |z|, < 1} (der Lokalisierung von o nach p), maximalem Ideal po, = {z € k :

|z[, < 1} und Einheitengruppe o; = {z € k : |z, = 1}. Weiter ist o, ein diskreter
Bewertungsring, also insbesondere ein Hauptidealring. Wir wiahlen ein Primelement 7, €
op. Dieses erzeugt das maximale Ideal po, und jedes x € £* kann eindeutig als Produkt

r = umy" mit einer Einheit u € o und m € Z geschrieben werden. Es gilt m = ord, ().

Seien fir 1 <i<n
v k—C

die verschiedenen Einbettungen von k in C. Wir definieren die zugehorigen archimedi-
schen Bewertungen fir x € k als

vi(x) = |z|; = |gi(2)],

wobei |-| den Standardbetrag auf C bezeichnet. Die Menge dieser archimedischen und
nicht-archimedischen Bewertungen bezeichnen wir mit A} und nennen sie die Menge
der Standardbewertungen von k. Die Teilmenge aller archimedischen Bewertungen wird
mit M°, die aller nicht-archimedischen Bewertungen mit M} bezeichnet.

Beispiel 1.1.2 (Bewertungen von Q). Sei p eine Primzahl. Jedes x € Q* kann als
r = p™¢ mit eindeutigen Zahlen m, a,b € Z, b > 0 und p { ab geschrieben werden. Daher
ist ord ( ) == ord(,)(z) = m und die p-adische Bewertung von Q ist gleich

|x|p _ p—ordp(m)‘
Da die Inklusionsabbildung die einzige Einbettung von Q in C ist, ist die einzige ar-
chimedische Bewertung von Q der Standardbetrag |-|. Sei z = £]] rdp(@) Dann
ist

p prim p

H 2], = || H ‘$|p H pordp(m H p*ordp(ff —

vEMg p prim p prim p prim
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Allgemein gilt die Produktformel:

Proposition 1.1.3 ([HS00], Proposition B.1.2). Sei x € k*. Dann ist x € o fir fast
alle Primideale p C o0 und
II 1zl =1.

’UEMk

Fiir jedes v € My, sei k, die Vervollstindigung von k beziiglich v. Die kanonische Ein-
bettung von £ in £, wollen wir mit ¢, bezeichnen:

Oy k= ky.

Wir fassen k iiber ¢, als Unterkérper von k, auf. Die Fortsetzung von v bzw. ||, auf k,
bezeichnen wir ebenfalls mit v bzw. |-|,.

Ist v; € M;* eine archimedische Bewertung von k und ¢; : £ — C die zugehorige
Einbettung. Dann ist ¢,, () = ¢;(z) fir alle z € k.

Sei v € M} eine nicht-archimedische Bewertung von & und p das zugehorige Primideal in
0. Sei weiter 0, .= {z € k, : |z|, < 1} der Bewertungsring von k, und m, sein maximales
Ideal. Dann ist auch o, ein diskreter Bewertungsring und es gilt

O/, = 0y /PO, = 0/p.

Wir setzen ¢, = |0, /m,| = |o/p| = Normyg(p). Sei 7, € o, der obige Erzeuger von po,.
Dann erzeugt m, = ¢,(m,) das maximale Ideal m, und jedes x € k} kann als z = un}’
mit eindeutigem u € o und m € Z geschrieben werden. Dariiber hinaus ist

|x|v _ qv— ordy (z)

mit ord,(z) == m.

Beispiel 1.1.4 (Vervollstdndigungen von Q). Die Vervollstdndigung von Q beztiglich
seiner archimedischen Bewertung ist der Korper R der reellen Zahlen. Fiir eine Primzahl
p ist die Vervollstdndigung von Q beziiglich der p-adischen Bewertung der Korper der
p-adischen Zahlen Q,. Sein Bewertungsring ist der Ring der ganzen p-adischen Zahlen
Z,, mit maximalem Ideal pZ,. Es gilt

Ly [Py = L) [pLp) = L] PL,
wobei Z,) die Lokalisierung von Z nach dem Primideal (p) C Z bezeichnet.

Der Ring der Adele Ay von k ist das eingeschrinkte direkte Produkt der Vervollsténdi-
gungen k, beziiglich der Unterringe o, fiir v € M, d.h.

Ay = H k, = {(xv) € H k, : x, € 0, fir fast alle v € ]\/[,8}
vEMjp,

Da fiir jedes x € k* gilt x € o fiir fast alle v € M}, kann k {iber die Diagonaleinbettung
k— Ay, z— (z,2,...)

als diskreter Unterring von Ay betrachtet werden.
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1.2 Hohenfunktionen auf quasi-projektiven Varietaten

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir einen kurzen Uberblick {iber Héhen-
funktionen auf quasi-projektiven Varietéiten geben und Hohenfunktionen zu metrisierten
Geradenbiindeln einfiihren. Dariiber hinaus werden wir die Batyrev-Manin-Vermutung
tiber die Verteilung k-rationaler Punkte beschrankter Hohe erldutern. Siehe auch [CL10],
[Tsc09] und [TB0OY).

Die elementarste Hohenfunktion ist die Standardhohe auf der Menge der QQ-rationalen
Punkte P (Q) des projektiven Raums. Ist = € P™(Q), so existieren, bis auf Multiplika-

tion mit dem Faktor —1, eindeutige teilerfremde z; € Z mit © = [z : ... : x,,). Fir diese
ist die Standardhohe von z definiert als

H(z) = max{|z;| : 0 <i < m},

wobei || den Standardbetrag auf Q bezeichnet. Ein Punkt ist hierbei ,,grofs“/, hoch®, wenn

er jarithmetisch kompliziert“ ist. So sind sich zum Beispiel die Punkte z := [1 : 1] und
y=[1: %] im geometrischen Sinne recht dhnlich, jedoch ist y aus arithmetischer Sicht

deutlich ,komplexer als z. Es ist H(xz) = 1 und H(y) = 10000, d.h. die Héhenfunktion
spiegelt diesen Unterschied wieder. Fiir den algebraischen Zahlkorper k lasst sich dieser
Hohenbegriff wie folgt verallgemeinern:

Definition 1.2.1. Seien z € P™(k) und x; € k homogene Koordinaten mit x = [z :
: Tp). Dann ist die Standardhéhe von x beziiglich k definiert als

Hy(x) = H max{|z;], : 0 <i < m}.

veE My,

Die dadurch definierte Abbildung Hy : P™(k) — Rs; nennen wir die Standardhéhen-
funktion auf P (k) beziiglich k.

Bemerkung 1.2.2. Die Standardhéhe ist wohldefiniert. Zum einen gilt fiir alle homo-
genen Koordinaten 0 # z;, dass z; € o} fiir fast alle v € M} ist, d.h. nur endlich viele
Faktoren in obigem Produkt sind von 1 verschieden. Zum anderen ist die Definition
unabhéngig von der konkreten Wahl dieser Koordinaten. Dies ldasst sich leicht mit der
Produktformel, siche Proposition [1.1.3] iiberpriifen.

Bemerkung 1.2.3. Ist v € M; und [|-[|,, ., die Maximumsnorm auf dem k,-Vektorraum
k™t so gilt fiir die Standardhohe auf P™ (k) beziiglich k

@) = T 1o - )l

veEMj,

fur alle z = [zo, ..., 2m] € P (k).
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Beispiel 1.2.4. Seik =Qund z = [z : ... : 2] € P"(Q) mit homogenen Koordinaten
x; € Z, fir die ggT(zo, ..., 2,) = 1 gilt. Dann ist max{|z;|, : 0 < i < m} =1 fiir jede
Primzahl p und daher

Hg(x) = max{|a;| : 0 <i <m} [ max{|zil,:0<i<m}=Hx).
p prim

Weiter gibt es fiir jedes B € R.o nur endlich viele x € Z mit |z| < B. Insbesondere ist
Nem(q)(B) = #{z € P"(Q) : Ho(z) < B} < oc.

Dieser Sachverhalt gilt auch fiir den Zahlkorper k, wie folgende Proposition zeigt:

Proposition 1.2.5 ([Nor50|, Theorem 1). Sei B € R.g. Dann gilt

Npmy(B) = #{x € P™(k) : Hy(x) < B} < o0.

Die Abbildung Npm@y : Ryg — Rso nennen wir die Zdhlfunktion von P™(k) beziiglich
Hy.. Ein natiirliches Anliegen ist es nun, das asymptotische Verhalten der Zahlfunktion
genauer zu bestimmen. Hierbei sagen wir, dass zwei Funktionen f,g : Ryg — R das
gleiche asymptotische Verhalten haben und schreiben f ~ g, falls gilt

lim m:1.

t=o0 g(t)
Proposition 1.2.6 (|[Sch79|, Corollary). Es gilt

Newg () ~ 1= (5 = DG(5) <2m<z7r>m> (m & 1yl gt

Cr(m +1) V| Dl

wobei (. die Dedekindsche Zetafunktion des Korpers k, Dy seine Diskriminante und rq
bzw. 2ry die Anzahl der reellen bzw. imagindren Finbettungen von k in C bezeichnet.

Wir wollen nun einen dhnlichen Hohenbegriff fiir eine beliebige iiber k definierte normale
quasi-projektive Varietdt X einfithren und die Zahlfunktion untersuchen. Ein nahelie-
gender Ansatz eine Hohenfunktion auf X (k) zu definieren ist es, einen tiber k definierten
Morphismus ¢ : X — P™ zu betrachten und die Standardhéhenfunktion auf P (k) auf
X (k) zuriickzuziehen. Wir setzen

Hyp : X(k) = Rxsq, 2 = Hy(o(z))

und nennen Hy, , die Hohenfunktion auf X (k) beziiglich k und ¢. Morphismen von X nach
P™ kénnen durch Geradenbiindel mit hinreichend vielen globalen Schnitten beschrieben
werden. Wir werden diese Idee daher in die Sprache der metrisierten Geradenbiindel
iibersetzen.

Sei also X eine iiber k definierte normale quasi-projektive Varietidt und E ein Gera-
denbiindel iiber X. Weiter sei v € Mj. Dann ist fiir jedes x € X(k,) die Faser E, ein
eindimensionaler k,-Vektorraum, auf dem wir folgende Normen und Metriken betrach-
ten:
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Definition 1.2.7. Sei v € M}, und V ein k,-Vektorraum. Eine v-adische Norm auf V
ist eine Abbildung |||, : V' — Rx¢, welche die folgenden Bedingungen fiir alle z,y € V
erfiillt:

(i) ||l=|l, = 0 genau dann, wenn z = 0,
(ii) ||ax|, = |alo||z||, fur alle a € k,,
(iil) [z + yllo < llzllo + [yl

Definition 1.2.8. Sei v € M}, X eine iiber k definierte normale quasi-projektive Va-
rietdt und F ein Geradenbiindel iiber X. Eine v-adische Metrik auf F ist eine Familie
v-adischer Normen {||-||, , : z € X(k,)} auf den Fasern F, fiir jedes z € X(k,), so dass
fiir jede offene Teilmenge U C X und jeden Schnitt s € T'(U, E) die Abbildung

U(ky) = Rso, @ = [s(2)lue

stetig beziiglich der v-adischen Tt opologieﬂ auf U(k,) ist. Wir schreiben auch kurz ||-||,
fiir die Familie {{[|-[|, , : # € X(ky)}.

Beispiel 1.2.9. Sei E ein sehr amples Geradenbiindel iiber X und s = {sq, ..., sy} eine
tiber k definierte Basis von I'(X, ). Ist € X(k,) und s € I'(X, £) mit s(x) # 0, so

setzen wir

Is(@)z, = (max

0<i<m

andernfalls gilt [[s(x)|[5, = 0. Diese Festsetzung ist unabhingig von der Wahl des
Schnitts s € I'(X, E) und definiert daher eine wohldefinierte v-adische Metrik [|-||° =
{5, - = € X(ky)} auf E. Wir nennen ||-||5 die durch die Basis s definierte v-adische
Metrik auf E.

Die v-adischen Metriken sind mit den herkémmlichen Operationen von Geradenbiindeln
vertraglich:

Lemma 1.2.10. Sei v € My und X eine tber k definierte normale quasi-projektive
Varietit. Weiter sei I ein Geradenbiindel iber X und |-||, = {[|-ll,, : * € X(k,)} eine
v-adische Metrik auf E. Dann gilt:

(a) Ist E' ein Geradenbiindel iiber X und ||| = {||||;x cx € X(ky)} eine v-adische
Metrik auf E', so definiert die folgende Vorschrift eine v-adische Metrik ||-|| ,®||-||, =
{1112z € X(k,)} auf dem (inneren) Tensorprodukt E® E'. Sei U C X offen mit
Rahmen s € T'(U, E) und s' € T(U, E'). Dann setzen wir fiir alle v € U(k,)

I(s @ ) (@)l = lI5(2) ol (@)1

2Siehe [PR94, §3.1].
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(b) Ist E* = E~! das zu E duale Geradenbiindel, so definiert die folgende Vorschrift
eine v-adische Metrik |||, = {I|-[, . : © € X(k,)} auf E* = E~'. Sei U C X offen
mit Rahmen s € I'(U, E). Dann setzen wir fir alle x € U(k,)

Is*(@)I15.0 = lls (@)

(c) Ist E' ein Geradenbiindel iber einer tber k definierten normalen quasi-projektiven
Varietit Y und |||, = {HH;y cy € Y(k,)} eine v-adische Metrik auf E', so definiert
die folgende Vorschrift eine v-adische Metrik ||-||, ® ||-|| = {‘|'H§(x,y) s (z,y) €
X(ky) x Y(ky)} auf dem (&ukeren) Tensorprodukt E X E’. Seien U C X bzuw.
U’ CY offen mit Rahmen s € I'(U, E) und s' € I'(U’, E'). Dann setzen wir fir alle
(z,y) € U(k,) x U'(k,)

1(s B 8") (2 P lowy = 5@ oalls' @) o

(d) Ist Y eine dber k definierte normale quasi-projektive Varietdt und ¢ : Y — X ein
tber k definierter Morphismus quasi-projektiver Varietditen, so definiert die folgende
Vorschrift eine v-adische Metrik |-l = {[|-|l, : v € Y(k,)} auf dem Riickzug ¢*E
von E unter ¢. Sei U C X offen mit Rahmen s € T'(U, E). Dann setzen wir fir alle

y € o ' (U(k,))
le* sy, = lIs(eW)llv.ew

Beweis. Die obigen Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der offenen Teilmengen
und der jeweiligen Rahmen. Mit den Konventionen

10115 = [101[3 o = 101z = NOII5, =

()

fir alle + € X(k,) und alle y € Y(k,) erhalten wir daher wohldefinierte v-adische
Metriken auf den jeweiligen Geradenbiindeln. n

Definition 1.2.11. Sei X eine iiber k definierte normale quasi-projektive Varietét.

(i) Sei E ein sehr amples Geradenbiindel iiber X und [|-[[,, = {[l'll, : v € M}
eine Familie v-adischer Metriken auf E. Existiert eine iiber & definierte Basis s =

{s0s...,8m} von I'(X, E) und ist [|-||, = |||I° fiir fast alle v € M}, so nennen wir
[[57, eine adelische Metrik auf £ und E := (E, ||HMk) ein adelisch metrisiertes
Geradenbiindel.

(ii) Sei E ein beliebiges Geradenbiindel iiber X und ||-[|;, = {l‘ll, : v € M} eine
Familie v-adischer Metriken auf E. Existieren zwei adelisch metrisierte sehr ample
Geradenbiindel E; = (Ey, {[|-[|,; : v € My}) und Ey = (Ea, {[|-[|,, : v € M}}) iiber
X mit E = E; @ E;" und

-l = 1My @ NNl 2

fiir fast alle v € My, so nennen wir [-||,, eine adelische Metrik auf ' und E =
(E, ||||Mk) ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel.
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Bemerkung 1.2.12. Ist £ ein Geradenbiindel iiber X, so gibt es immer zwei sehr ample
Geradenbiindel F;, und E, iiber X mit F = E; ®; E; ", siehe [HS00, Theorem A.3.2.3].

Definition 1.2.13. Sei X eine iiber k definierte normale quasi-projektive Varietdat und
E=(E, ||||Mk) ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel iiber X mit [|-||,, = {[[-[[, : v €
My} und ||, = {|Il,, : € X(ky)} fiir alle v € Mj. Weiter sei z € X(k) und U eine
offene Umgebung von x mit einem Rahmen s € I'(U, E). Dann definieren wir die Hdhe
Hg(x) von x beziiglich E als

Hg(z) = ] lIs(@)llos

ve My,

Die Funktion Hg : X(k) — R.g, * — Hg(x) nennen wir die Hohenfunktion auf X(k)
beziiglich IE.

Bemerkung 1.2.14. Da das Geradenbiindel E adelisch metrisiert ist, sind nur endlich
viele Faktoren in obigem Produkt von 1 verschieden. Dariiber hinaus ist die Hohen-
funktion dank der Produktformel, siehe Proposition [I.1.3] unabhéngig von der Wahl der
offenen Umgebung U und des Rahmens s € I'(U, E). Insgesamt ist die Héhenfunktion
auf X(k) beziiglich E also wohldefiniert.

Beispiel 1.2.15. Wir betrachten das Hyperebenenbiindel Opm (1) iiber P™ mit den zu
den Koordinaten z; gehérenden globalen Schnitten s; : P™ — Opm(1), fir 0 < i <

m. Dann ist s = {sg,..., S} eine tiber k definierte Basis von I'(P™, E') und folglich
Es = (Opm (1), ||][3;,) mit der adelischen Metrik [|-[|3, = {||-|[} : v € My} ein adelisch
metrisiertes Geradenbiindel tiber P™. Ist © = [xg : ... : ] € P™(k), so ist z; # 0 fiir

ein 0 < 7 < m und daher gilt mit der Produktformel

_ si(x) T
H e . S 1 — ¢ — —_ — .
£, (2) velMlk(HSJ (m)”v,x) 3 Or%l%}fn Sj(:L‘) . Ogl%}r(n 7, 1L Orgz‘ag}r(an’v
= Hk(fﬂ),

d.h. Hg, ist die Standardhthenfunktion auf P™ (k) beziiglich k. Diese wurde lokal fiir alle
v € M, durch die Maximumsnorm |||,  auf dem k,-Vektorraum k""" definiert, d.h. es

1st
Hi(@) = [T I(zo.- - 2m) oo
veMj,
fir alle z = [xo : ... : xy,] € P™(k). Wahlen wir hierbei anstelle der Maximumsnorm

fiir endlich viele v € M}, eine andere v-adische Norm auf k™! so erhalten wir eben-
falls wohldefinierte v-adische Metriken auf Opm (1) und somit eine adelische Metrik auf

Opm (1)

In Lemma [1.2.10 haben wir bereits gesehen, dass die v-adischen Metriken mit den Ope-
rationen der Geradenbiindel vertréglich sind. Das Gleiche gilt folglich auch fiir die Ho-
henfunktionen:



1.2 Hohenfunktionen auf quasi-projektiven Varietaten 23

Proposition 1.2.16. Sei X eine tber k definierte normale quasi-projektive Varietdt.
Weiter sei E = (E,{||-||, : v € My}) ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel tiber X.
Dann gilt:

(a) Ist B = (B {|||l, : v € My}) ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel iiber X,
so ist auch E @ B = (E @ E' {||-Il, ® I, : v € My}) ein adelisch metrisiertes
Geradenbiindel iiber X und es gilt

Hypgw (z) = He(z) Hp ()

fir alle x € X(k).

(b) Auch das zu E duale Geradenbiindel E* = (E* {||-|[, : v € My}) ist ein adelisch
metrisiertes Geradenbiindel tber X und es gilt

Hg-(z) = Hg(z)™"
fir alle x € X(k).

(c) Ist B = (E'{|||I, : v € My}) ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel iiber einer
tber k definierten normalen quasi-projektiven Varietit Y, so ist auch EX E' =
(ERE" {|I,X]|I, : v € My}) ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel iiber X x 'Y
und es gilt

Hgyxgy (2,y) = Hey () Hg, (y)
fiir alle (z,y) € X(k) x Y (k).

(d) Ist Y eine tber k definierte normale quasi-projektive Varietit und ¢ :' Y — X
ein tber k definierter Morphismus quasi-projektiver Varietdten, so ist der Rickzug
OB = (¢*E {|'|7 : v € My}) ein adelisch metrisiertes Geradenbindel iber Y und
es gilt

Hyx(y) = He(p(y))

fir alle y € Y(k).
Beweis. Folgt sofort aus Lemma [I.2.10] O
Beispiel 1.2.17. Sei X eine iiber k definierte normale quasi-projektive Varietat und
p: X — P
ein iiber k definierter Morphismus quasi-projektiver Varietdten. Weiter sei die Basis s

von I(P™, Opn (1)) und Eg = (Opm (1), ||-|3,,) Wie in Beispiel |1.2.15) gewéhlt. Dann ist

¢*Eg ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel und

Hyeg,(v) = He,(¢(2)) = Hi(p(2)) = Hi ()

fur alle z € X(k). Wir erhalten also gerade die Hohenfunktion auf X (k) beztiglich £ und
p.
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Die Hohenfunktionen zu verschiedenen adelischen Metriken eines Geradenbiindels iiber
einer projektiven Varietit unterscheiden sich nur geringfiigig:

Proposition 1.2.18 (Siehe zum Beispiel [CL10], §2.4.6). Sei X eine tber k definierte
normale projektive Varietit und E ein Geradenbiindel iber X. Weiter seien ||-||,, und

||||§V[]c zwei adelische Metriken auf E und E = (E, ||||Mk) bzw. E' = (E, ||||/]Wk) Dann
gibt es eine positive reelle Konstante ¢ € R, so dass

—1
¢ <
~ Hg(z)

<c
fir alle x € X(k) gilt.

Hiermit lasst sich die Endlichkeit der Anzahl der Punkte beschrankter Hohe zu amplen
Geradenbiindeln auf die Endlichkeit der Anzahl der Punkte beschrankter Standardhohe
im projektiven Raum zuriickfiihren:

Proposition 1.2.19 (Siehe zum Beispiel [CL10], §2.4.8). Sei X eine dber k definierte
normale projektive Varietdt und E = (E, HHMk) ein adelisch metrisiertes amples Gera-
denbiindel iber X. Sei weiter B € Ryg. Dann gilt

1.3 Die Batyrev-Manin-Vermutung

Die Batyrev-Manin-Vermutung stellt fiir glatte projektive Varietdten einen Zusammen-
hang zwischen dem asymptotischen Verhalten der Zéhlfunktion Nx ) (E,-) : Rug — Rx
und der Geometrie der Varietdt her. Diesen werden wir nun genauer beschreiben:

Sei X eine iiber k definierte glatte projektive Varietat und Pic(X) die Picard-Gruppe von
X. Wir fassen Pic(X), je nach Situation, als Gruppe der Divisorenklassen auf X modulo
linearer Aquivalenz ,,=;," oder als Gruppe der Isomorphieklassen von Geradenbiindeln
iiber X auf. Fiir einen Divisor D auf X bzw. ein Geradenbiindel E iiber X schreiben
wir [D] bzw. [E] fir die jeweilige Klasse in Pic(X). Weiter sei Pic(X)g = Pic(X) ®z R
der R-Vektorraum iiber Pic(X) und Aeg(X) C Pic(X)r der Kegel der effektiven Divi-
soren/Geradenbiindel auf/iiber X. Man beachte, dass Pic(X)g ein endlichdimensionaler
R-Vektorraum ist.

Sei wx das kanonische Geradenbiindel iiber X. Wir fordern nun, dass wx nicht effektiv
ist, d.h. [wx] ¢ Aeg(X) gilt. Dies ist zum Beispiel fiir Fano-Varietiten, d.h. glatten
projektiven Varietdten mit amplem anti-kanonischem Geradenbiindel w;(l, automatisch
erfiilllt. Fiir ein Geradenbiindel E, dessen Isomorphieklasse [E] im Inneren des Kegels
Aegr(X) C Pic(X)g liegt, setzen wir

ax i(F) = min{y € R: y[E] + [wx] € Aeg(X)}.
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Gilt dariiber hinaus, dass Aeg(X) in einer Umgebung von ax x(E)[E] + [wx] polyedrisch
ist, so definieren wir ferner

tx x(E) = max{codim(o) : o ist eine Seite von Aeg(X) mit ax x(E)[E] + [wx] € 0}.

Geometrisch lassen sich diese Konstanten wie folgt veranschaulichen:

Abbildung 1.1: Geometrische Interpretation von ax ;(£) und tx ;(E).

Ist s die Verbindungsstrecke zwischen [wx| und [E] in Pic(X)g, so schneidet s den Rand
des Kegels A (X) in genau einem Punkt z. Dieser Punkt teilt die Strecke s im Verhéltnis
axk(F) : 1 und es gilt

tx x(F) = max{codim(o) : o ist eine Seite von Aeg(X) mit x € o}.

Mit den Konstanten ax x(F) und tx () haben Victor Batyrev und Yuri I. Manin in
[BM90] die folgende Vermutung aufgestellt:

Vermutung. Sei X eine iiber k definierte glatte projektive Varietdt und E = (E Al Mk>
ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel iiber X, dessen Klasse [E] im Inneren des Kegels
Aeg(X) C Pic(X)r liegt. Weiter liege [wx] nicht in Aeg(X) und Aeg(X) sei in einer
Umgebung von ax (E)[E] + [wx] polyedrisch. Dann gibt es fiir jede hinreichend grofe
endliche Erweiterung &’|k und jede hinreichend kleine dichte offene Teilmenge U C X
eine Konstante yy i (E) € Roo mit

Nu)(E, B) ~ yup (E)B**+F) (log B)xkF) =1,

Bemerkung 1.3.1. Die Batyrev-Manin-Vermutung stellt eine Verallgemeinerung einer
von Manin in [FMT89| fiir Fano-Varietéten formulierten Vermutung dar. Genauer wird
dort eine Asymptotik der obigen Art mit ax (F) = 1 und tx x(E) = rk(Pic(X)) erwar-
tet.



26 1. Hohenfunktionen auf quasi-projektiven Varietaten

Bemerkung 1.3.2. Die Wahl der adelischen Metrik auf dem Geradenbiindel fliefst nur
in die Konstante yy 4 (E) ein. Emmanuel Peyre hat in [Pey95] eine Verfeinerung der
Batyrev-Manin-Vermutung formuliert und eine genaue Form der Konstanten vy x (E)
angegeben.

Bemerkung 1.3.3. Die Batyrev-Manin-Vermutung wurde bereits fiir zahlreiche Klassen
von Varietéten bewiesen. Siehe zum Beispiel [CL10, §4| fiir eine umfangreiche Auflistung.
Dennoch ist sie in ihrer volligen Allgemeinheit leider falsch. Ein Gegenbeispiel ist zum
Beispiel in [BT96b] zu finden.

Im Zentrum unseres Interesses stehen in dieser Arbeit algebraische Gruppen, genauer
gesagt halbeinfache algebraische Gruppen. Viele Varietéten, fiir die die Batyrev-Manin-
Vermutung bewiesen wurde, sind projektive Varietdten X, auf denen eine algebraische
Gruppe G operiert und die G als dichte offenen Bahn enthalten, siehe auch §5.1.1] Die
auf X(k) betrachteten Hohenfunktionen H induzieren durch die Bahnabbildung eine
Hohenfunktion auf G(k) und es wird das asymptotische Verhalten von

New)(B) = #{g € G(k) : H(g) < B}

fir B — oo bestimmt. Wir werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine neue Ho-
henfunktion auf halbeinfachen algebraischen Gruppen untersuchen, die nicht durch eine
Einbettung in einen projektiven Raum definiert ist.



Kapitel 2

Hohenfunktionen auf halbeinfachen
algebraischen Gruppen

Im Folgenden sei k ein algebraischer Zahlkérper und M die Menge der Standardbe-
wertungen von k. Wir iibernehmen die Notationen aus 1.1} Weiter sei G eine iiber k
definierte halbeinfache algebraische Gruppe. Wir wollen nun auf eine natiirliche Weise

eine neue Hohenfunktion auf G(k) einfithren, die nicht, wie in , durch einen Mor-
phismus in einen projektiven Raum definiert ist.

2.1 Definition

Die lineare algebraische Gruppe G kann als abgeschlossene Untergruppe von GL,, reali-
siert werden, die iiber k definiert ist. Wir fixieren im Folgenden eine solche Realisierung
und schreiben G(0) = G N GL,(0) und G(0,) = G N GL,(0,) fiir alle v € M. Ist
v € My, so setzen wir G, = G(k,).

Sei zunéchst v € Mg° eine archimedische Bewertung. Dann kénnen wir G, als reelle
Lie-Gruppe betrachten. Da GG, nur endlich viele Zusammenhangskomponenten hat, gibt
es eine echte maximale kompakte Untergruppe K, von G, und alle maximalen kompak-
ten Untergruppen von G, sind konjugiert zueinander, siehe [PR94, Theorem 3.5/3.6|
und [HN12, Theorem 14.1.3]. Wir fixieren im Folgenden eine mazimale kompakte Un-
tergruppen I, von G,. Weiter ist G, eine zusammenhéngende halbeinfache Lie-Gruppe
mit zusammenhéngender maximaler kompakter Untergruppe K, = G; N K,. Daher gibt
es einen analytischen involutiven Automorphismus o, : G — G, mit Fixpunktmenge
(Go)™ = K, d.h. G)/K? = G,/K, ist ein riemannscher symmetrischer Raum, siehe
[Hel78, VI, Theorem 1.1] und [Hel78, IV, Proposition 3.4].

Sei nun v € M} eine nicht-archimedische Bewertung. Dann operiert G, auf dem Bruhat-
Tits-Gebiude A, = B(G,k,) von G,. Niheres zur Konstruktion des Bruhat-Tits-
Gebaudes ist in zu finden. Wir wihlen eine spezielld!| Ecke &, € %, und setzen

K, := Stabg, (&).

ISiehe Definition [4.2.43
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Dann ist nach [Tit79, §3.2] K, eine maximale kompakte Untergruppe von G, und wir
konnen G, /K, mit der Bahn von &, unter der G,-Wirkung in 4, identifizieren. Weiter
wihlen wir eine endliche Menge S; C M}, so dass fiir alle v € MY \ S, die Ecke &,
hyperspezielﬂ ist und K, = G(o0,) gilt. Nach [Tit79, §3.9.1] gibt es eine solche Menge

Sk C M7, vergleiche auch §4.2.3
In beiden Féllen kann G, /K, als metrischer Raum realisiert werden. Weitere Details
hierfiir sind in §4| zu finden. Mit dist, : G, /K, x G,,/K, — R bezeichnen wir die zuge-

horige Metrik auf G,/K,. G, operiert auf natiirliche Weise transitiv und abstandstreu
von links auf G, /K,:

Gv X Gv/Kv — Gv/Kva (gv7 thv) = gv(thv) = (gvhv)Kv-

Definition 2.1.1. (i) Sei v € M;. Fir g, € G, definieren wir die v-adische lokale
Héhe H,(g,) von g, durch

logv(HU(gv)) = diStU(Kva gva),

wobei
log,, falls v e Mg,
log, = 0
log, , falls v e M.

(ii) Sei g € G(k). Dann ist die (globale) Hihe von g definiert als

H(g) = ][] Ho(9).

ve My,

Bemerkung 2.1.2. In obiger Definition fassen wir G(k) iiber die Einbettungen ¢, :
k — k, aus fiir alle v € M}, als Teilmenge von G, auf.

Bemerkung 2.1.3. Die Hohenfunktion H : G(k) — R, ist wohldefiniert, d.h. fiir jedes
g € G(k) ist H,(g) = 1 fiir fast alle v € M.

Beweis. Sei g € G(k). Da der Abstand dist,(K,,gK,) fir alle v € My nichtnegativ
ist, gilt H,(g) > 1 fiir alle v € My und daher H(g) > 1. Weiter ist g € G(0,) =
G(k,) N GL,(0,) fiir alle bis auf endlich viele v € M} und folglich ¢K, = K,. Wir
erhalten

Hy(g) = g0 =1

fir alle bis auf endlich viele v € Mj,. O

Bemerkung 2.1.4. Die Definition der Hohenfunktion héangt lokal von der Wahl der
maximalen kompakten Untergruppen K, und den Metriken auf G, /K, ab. Unterschied-
liche Wahlen konnen die Hohe beeinflussen. Wir werden uns mit diesen Abhéngigkeiten
genauer am Ende der Abschnitte und beschiftigen.

2Siehe Definition [4.2.46
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Bemerkung 2.1.5. Sei v € Mj. Nach Konstruktion ist die v-adische lokale Héhenfunk-
tion H, : G, — Ry, fir alle g, € G, konstant auf den Doppelnebenklassen K,g,K,.
Denn sind z,, 2! € K,, so gilt wegen der G,-Invarianz der Metrik

dist, (Ky, 1,g,2) K,,) = dist, (2, ' K, o7, K,) = dist, (K, g, K.,

d.h. H,(g,) = Hy(zpg,7)).

Ziel dieser Arbeit ist es, analog zu den in betrachteten Objekten, fiir k-spaltende
halbeinfache algebraische Gruppen die Endlichkeit der Anzahl der Punkte beschrénkter
Hohe

Now (B) = #{g € G(k) : H(g) < B}

fiir jedes B € R+ zu zeigen. Eine algebraische Gruppe heifst hierbei k-spaltend, bzw.
tiber k spaltend, falls sie einen maximalen Torus T besitzt, der iber k spaltet, d.h. T
ist iiber k definiert und es gibt einen iiber k definierten Isomorphismus T = G¢, fiir
ein d € N. Fiir die Gruppe SL,, werden wir dariiber hinaus auch die Asymptotik von
Ngr,, k) (B) fiir B — oo untersuchen.

2.2 Ein Beispiel: SL,

Wir wollen obige Begriffe nun am Beispiel G := SLs illustrieren. Hierfiir werden wir fiir
jede Bewertung v € M) eine maximale kompakte Untergruppe K, wéahlen, den metri-
schen Raum G, /K, genauer beschreiben und die lokalen Hohen Hgy,,1,) bestimmen.

Sei v € Mg® eine archimedische Bewertung von k, d.h k, € {R,C}. Ist k, = C, so
betrachten wir den dreidimensionalen hyperbolischen Raum H, siehe auch [EGMO9S,
§1,1]. Dieser kann als folgende Teilmenge des Schiefkorpers der Quaternionen H, mit
R-Standardbasis {1,1, j, k}, aufgefasst werden

H={z+yi+rj:z,y e RreRy}
={z+rj:2€C,reR.o}.

Die Gruppe SLy(C) operiert auf H durch Mébiustransformation

SLy(C) x H — H, ((Z b) , 2 +rj) = (a(z + 1)) +b)(c(z+ 1)) +d) ™" = 2" + 1"

d
mit -
. (az+0b)(cz+d)+ acr? . r
2" = und "= .
lcz + d|? + |c|?r? lcz + d|? + |c|?r?

Diese Wirkung ist transitiv und der Stabilisator von j ist die (maximale kompakte)
Untergruppe SUs(C) der unitaren Matrizen in SLy(C). Mit der Bahnformel erhalten wir
eine Bijektion

H = SL,(C)/ SU,(C).



30 2. Hohenfunktionen auf halbeinfachen algebraischen Gruppen

Ist k, = R, so betrachten wir die hyperbolische Ebene H' als zweidimensionale Teilmenge
von H:
H ={x+rj:xeRreRy}.

Die Untergruppe SLy(R) von SLy(C) operiert transitiv auf H' und der Stabilisator von
J ist SO5(R), die Gruppe der orthogonalen Matrizen in SLy(R). Zusammen erhalten wir
auch hier eine Bijektion
H' = SLy(R)/ SO (R).
Die Gruppe SU,(C) ist die Fixpunktmenge der analytischen Involution
1

o : SLQ(C) — SLZ((C)a A (tz)_ ’

d.h. ‘H kann als riemannscher symmetrischer Raum beschrieben werden, vergleiche auch
[EGMO9S8, §1.6]. Da SO3(R) = SU2(C) N SLy(R), ist SO5(R) die Fixpunktmenge von
0lsLy(ry, d.h. auch H' ist ein riemannscher symmetrischer Raum.

Wir betrachten auf H bzw. H’ die zur quadratischen Form

s dz? + dy* + dr?

r2
gehorende riemannsche Struktur. Den durch die induzierte Metrik definierten Abstand
zwischen zwei Punkten p, ¢ € H nennen wir hyperbolischen Abstand und bezeichnen ihn

mit distsr,,)(p, ¢). Der hyperbolische Abstand zweier Punkte ist invariant unter der
SLy(k,) Wirkung, siehe [EGM98, Proposition 1.3|. Weiter gilt:

Lemma 2.2.1 (JEGM9S]|, Proposition 1.6 und 1.7). Firp=z+rj, q=2'"+r'j € H ist

cosh(distsr,,)(p, ¢)) = 6(p, @)

|z — 2| + r? + r'?

2rr!

§(p,q) =

a b

Fiir eine Matriz A = (c d) € SLy(C) gilt insbesondere

a1
0(j, Aj) = 5 (lal* + [bI* + lel* + |d]*).

Damit ldsst sich die archimedische v-adische lokale Hohe einer Matrix A, € SLa(k,) nun
leicht bestimmen:

Proposition 2.2.2. Seiv € M und A, € SLy(k,). Dann gilt fir die (archimedische)
v-adische lokale Héhe

HSL2(I€U)(AU) — odistsLy (ky) (7,407)
= der mazimale Eigenwert von 'A,A,

= [[Au]17 2,

wobei || Ay||v,2 = max|z|, ,=1 || Av||v2 die Matriznorm von A, beziiglich der euklidischen/
hermiteschen Standardnorm |||, , auf K ist.
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Bemerkung 2.2.3. Da SU,(C) der Stabilisator von j in SLy(C) ist, kann SUs(C) mit
dem Punkt j € H identifiziert werden. Selbiges gilt fiir SO2(R) und ;7 € H'. Somit
entspricht obige Hohe der Hohe aus Definition [2.1.1{(1).

a b

Beweis. Sei A, = (c d) € SLa(k,). Dann gilt, nach Lemma [2.2.1

1 . .
= af? + b +[ef? + [d) = 505, A
= cosh(distgr, (x,)(J; Avj))
— l(ediStSva)(ﬂ'vA”j) + e~ Gistsiy) (A

2

1

= §(HSL2(kU)(Av) + Hepy ) (A0) ™),

d.h. Hgp,k,)(Ay) ist eine Nullstelle von
X2 —(laf + b + |c* + |d) X +1 = X? — Tr(*A,A) X + det(PA,A) = penar((ALAL),

dem charakteristischen Polynom penar(fA,A4,) € ky[X] von *A,A,. Da der Abstand von j
und A,j nichtnegativ ist, gilt Hsr,,)(A,) > 1 und daher ist Hsp,,)(A,) der maximale
Eigenwert von ‘A, A,. O

Sei nun v € M} eine nicht-archimedische Bewertung von &, d.h. k, eine endliche Erwei-
terung von Q, fiir eine Primzahl p. Wir betrachten die Menge %, aller o,-Gitter von
vollem Rang in k2, d.h.

%, = {Spany, (v1,vs) : {v1,v2} C k2 ist k,-Basis}.
GLa(k,) wirkt auf %, transitiv via

GLy(ky) X £, — Z,, (A, Spangy, (v1,v2)) — Spany (Avy, Avs).

Sei L, := Spany, ((é) : ((1))) Dann ist GLy(0,) der Stabilisator des Standardgitters

L, und es gilt die Bijektion
%, = GLa(k,)/ GLa(0y).
Wir betrachten %, nun modulo Homothetie. Seien L, M € %,. Dann ist
L~M:=3Nek,: M=M\L.

Die Menge der Homothetieklassen {L}, L € £, bezeichnen wir mit .£*. Offensichtlich
induziert die Wirkung von GLs(k,) auf .Z, auch eine Wirkung von GLy(k,) auf £
und, auf natiirliche Weise, auch eine wohldefinierte transitive Wirkung von PGLy(k,)
auf £

PGLy(ky) x 27 = 2, ([A]{L}) = {AL}.
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Setzen wir u, == {L,}, so ist PGLy(0,) der Stabilisator von w, und daher
.;%U* = PGLQ(kU>/ PGLQ(OU).

Wir nennen zwei verschiedene Klassen z, 2" € £ benachbart, wenn es Vertreter L, L' €
%, von x,z’ gibt, so dass gilt

7L C L C L.
Diese Relation definiert einen ungerichteten Graphen (£, £,) mit Eckenmenge .Z* und
Kantenmenge

E = {{x,2'} C £ : 2z und 2’ sind benachbart} .

(&L, E,) ist ein Baum, genauer gesagt der Bruhat-Tits-Baum von SLs(k,), sieche [Ser(03,
I,§2,11, §1] und [ABOS, §6,9]. Jede Ecke {Span,, (vi,v2)} hat genau g,+1 viele Nachbarn,
namlich {Spany (m,v1,v2)} und {Spany (vi + a;v2, m,v2)}, fiir ein Vertretersystem {a; :
1 <i<gq,} von 0,/m,, siche auch Abbildung

Wir definieren auf (£, E,) einen Abstandsbegriff. Seien x, 2’ € £F. Dann ist der kom-
binatorische Abstand distgy,,)(z, ') zwischen = und 2’ definiert als

distsr, (k,) (@, 2) = min{m € N : es gibt Ecken = = ¢y, z1,..., 2, = 2/, so dass
x; und x;,1 benachbart sind fiir alle 0 <7 <m — 1},
falls  # 2/, und distgy,,)(z,2") = 0, falls z = 2.

Da die Wirkung von GLy(k,) die Nachbarschafts-Relation erhélt, ist auch der kombina-
torische Abstand invariant unter dieser Wirkung. Explizit ldsst sich der Abstand zweier
Gitterklassen wie folgt berechnen:

Lemma 2.2.4 (|[Wer(Ol], Lemma 4.2). Seien x = {L},x :={L'} € L und
s=min{l: 7 L/ C L}, r=max{l: L Cn L'},
dann ist
distsr, k) (@, 2') = s — 7.
Betrachten wir nun die durch GLy(k,) induzierte Wirkung von SLs(k,) auf £

Proposition 2.2.5. Sei L, das Standardgitter in k? und u, == {L,}. Weiter sei
92/”3‘ = {x € £ : distgr,,) (w0, ¥) € 2Z}.

Dann ist .,QU\* die Bahn von w, unter der Wirkung von SLy(k,) auf £ und die mazimale
kompakte Untergruppe Slio(0,) ist der Stabilisator von w,. Insbesondere gibt es eine
Bijektion

SLy(k,)/ SLa(0y) = 27

v
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U2

Abbildung 2.1: Der Bruhat-Tits-Baum von SLy(Qs). Die SLy(Q5)-Bahn der Homothe-
tieklasse uy des Standardgitters L, C Q3 ist durch schwarze Punkte
gekennzeichnet.

Beweis. Es ist nur der erste Teil der Aussage zu zeigen. Der Rest der Behauptung ist

klar. Sei A = (CCL 2) € SLy(k,) und m = min{ord,(a), ord,(b), ord,(c), ord,(d)}. Dann

ist B :== 7, ™A eine Matrix mit Koeffizienten in o,, d.h. insbesondere BL, C L,. Weiter
sind die Koeffizienten von B teilerfremd, det(B) = 7, %" und m < 0. Nach dem FEle-
mentarteilersatz gibt es eine 0,-Basis {v1, va} von L,, so dass BL, = Spang, (v1, m, *"vs)
gilt. Insbesondere ist dann

AL, = m'BL, = Spany, (m,"vi, T, "vs).
Es folgt
min{l : 7' AL, C L,} = —m, max{l: L, C 7, AL,} = m.
Mit Lemma gilt distsr, k,) (ty, Auy) = —m —m = —2m, d.h. Au, € ,,2/”2“
Sei nun x € cé%, L e % mitx ={L} und A € GLy(k,) mit L = AL,. Wir kénnen
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass det(A) = 7! fiir ein [ € Z gilt.

Denn ist det(A) = 7lu mit [ € Z und 1 # u € 0, so ist B := diag(u™!,1) € GLy(0,),
det(AB) = 7! und L = ABL,.

Es reicht zu zeigen, dass det(A) = A\? fiir ein A € k, ist, denn dann ist B == A\7'A4 €
SLy(k,) und Bu, = {AL,} = «.

Seien a,b,c,d € k, mit A = (CCL Z) und m := min{ord,(a), ord,(b), ord,(c), ord,(d)}.

Analog zu obiger Argumentation gibt es mit dem Elementarteilersatz eine o,-Basis
{v1,v2} von L,, so dass
AL, = Spang, (mvr, m, " oy)
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gilt. Folglich ist
mln{l : WiALv - Lv} = —m, rnax{l : LU - WiALU} =m —1

und daher distsy, &, ) (U, ©) = distgr, k) (v, {ALy}) = —m — (m = 1) = —2m + 1 € 2Z
nach Voraussetzung. Wir erhalten [ € 2Z und somit det(A) = A\? fiir ein \ € k,. O

Die nicht-archimedische v-adische lokale Hohe sieht nun wie folgt aus:
Proposition 2.2.6. Sei L, das Standardgitter in k?* und w, = {L,}. Weiter sei A, =

(CCL 2) € SLao(ky). Dann gilt fir die (nicht-archimedische) v-adische lokale Hohe

distspy (ky ) (Wo,Avtiy)

Hsp, (k) (Av) =qu
=max{|aly, [b]s, |c|s, |d[, }?

=l Az

0,007

wobei ||Ay|lvoe = max|y, =1 [|AvT|lvo die Matriznorm von A, beziglich der Mawi-
mumsnorm |||, . auf k7 ist.

Bemerkung 2.2.7. Da SLy(0,) der Stabilisator von u, in SLy(k,) ist, kann SLy(0,) mit

dem Punkt w, € £ identifiziert werden. Somit entspricht auch die nicht-archimedische
lokale Hohe auf SLy(k,) der Hohe aus Definition [2.1.1)(1).

Beweis. Sei m := min{ord,(a), ord,(b), ord,(c), ord,(d)} wie im Beweis von Proposition
2.2.5, Dort wurde gezeigt, dass distgr,, (x,)(ty, Avtl,) = —2m ist. Folglich gilt

dist v (vaAvuv)
HSLQ(k,U)(A’U) = qu SLg (kv)

_ (qfin{ord” (a),ordv(b),ordv(c),ordv(d)}) —2
: ord, (a ord, ordy (c ordy -2
:mln{qu()’qu(b)’qu()’qu(d)}
—ordy(a —ordy —ordy(c —ordy, 2
— max{ gy (@) g ord®) g-ordele) g ordu(d))

= max{|aly, [b], |, ‘d‘v}Z-

]

Sei nun A € SLy(k). Wir wollen die Héhe Hgp,k)(A) = [[,cns, HsLa(k,)(A) mit der
Hohe zu einem metrisierten Geradenbiindel iiber einer algebraischen Varietédt wie in
vergleichen. Dazu betrachten wir den Morphismus

@ : SLy — P, (CCL Z)r—)[a:b:c:d]

und die folgende Familie v-adischer Normen {||-||, : v € M;} auf den k,-Vektorrdumen
Maty(k,) = k. Ist M, € Maty(k,), so setzen wir

Myl -

_ JIMyl|sz2, falls v archimedisch,
B | Myllv.00, falls v nicht-archimedisch.
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Fiir archimedische Bewertungen v € Mg® bezeichne hierbei ||-||,, die von der eukli-
dischen /hermiteschen Standardnorm auf k2 induzierte Matrixnorm. Fiir nicht-archime-
dische Bewertungen v € M bezeichne |||, ., die Matrixnorm beziiglich Maximums-
norm auf k2. Dies definiert nach Beispiel eine adelische Metrik auf dem Geraden-
biindel Ops (1) und somit insbesondere auf Ops(2) = Ops (1) ® Ops(1), siche Proposition
1.2.16, Wir nennen diese adelische Metrik HH% und schreiben E; = (Ops(2), HH%) fiir
das adelisch metrisierte Geradenbiindel. Insbesondere gilt nach Proposition

Hsp,r) (A) = Hi,(9(A)) = Hpep, (A).

Da ¢ nur endliche Fasern hat, folgt die Endlichkeit von Ngr,)(B) fiir alle B € Ry
aus der Endlichkeit von Nps)(Ez, B), siche Proposition [1.2.19, Wir erhalten also die
folgende Aussage:

Proposition 2.2.8. Sei B € R.y. Dann gilt
NSLz(k)(B) = #{A c SLZ(k) . HSL2(]€)(A> S B} < Q.

Wir kénnen SLs auch als offene Teilmenge der projektiven Quadrik X := Vps4(g) mit der
quadratischen Form q := tot3—tto—t2 € k[to, t1, to, t3, t4] auffassen. Sei Uy = X\ Vx (t4).
Dann ist die Abbildung

O{ISLQ—>U4, (CCL Z

)l—)[a:b:c:dzl]

ein Isomorphismus algebraischer Varietdten. Wir werden im Folgenden SLs und Uy mit-
einander identifizieren. Sei B die Matrix von ¢ in einer Basis e, ..., e; von k°. Dann
ist nach [PR94] Proposition 2.14] SO5(q) .= {A € SL; : "ABA = B} eine halbeinfache
algebraische Gruppe. Diese operiert nach dem Theorem von Witt, siche zum Beispiel
[Lan02, XV, Theorem 10.2|, transitiv auf X via

SOs(q) x X — X, (A, [2]) ~ [Ax].

Bezeichnen wir mit P den Stabilisator von [1 : 0 : 0 : 0 : 0] € X, so erhalten wir eine
Bijektion

X = 505(q)/ P,
iiber die wir X als verallgemeinerte Fahnenvarietit auffassen konnen. Um das asympto-
tische Verhalten von Ngp,x)(B) fiir B — oo genauer zu bestimmen, wollen wir nun die
Ergebnisse von Jens Franke, Yuri I. Manin und Yuri Tschinkel aus [FMT89] anwenden.

Sei H ein Hyperebenendivisor in P*. Dann ist X ein glatter, zu 2H linear dquivalenter,
Divisor. Fiir den kanonischen Divisor auf P* gilt Kp:+ =y, —b>H, somit gilt mit der
Adjunktionsformel fiir den kanonischen Divisor Kx auf X

KX =lin (K[p4 + X)|X =lin —bHH + 2H’X =lin _BH‘X

Insbesondere gilt dann fiir das anti-kanonische Geradenbiindel wx' = Ox(3), wobei
Ox(3) = Ox(1)®3 mit dem Hyperebenendivisor Ox (1) iiber X ist. Weiter ist nach dem
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Grothendieck-Lefschetz-Theorem fiir Picard-Gruppen, siehe [Har70, IV, Corollary 3.3],
Pic(X) = Pic(P*) = Z, d.h. rk(Pic(X)) = 1. Wir betrachten den Morphismus

VX = PP [mg:ay my s wy) v [mo i ay  wy o as).

Dann ist ¢ = 1|1, und Hgp,x)(A) = Hy-g,(A) fiir alle A € SLy(k). Der Morphismus )
induziert einen Homomorphismus

Y* : Pic(P?) — Pic(X), [E] = [¢*E]

mit Ox(1) = ¢*(Ops(1)) und wyg' = ¥*(Ops(3)).
Sei E3 == (Op3(3), |- H%f’k) analog zu E, durch obige Metriken auf k! adelisch metrisiert. In

[EMT89, §2.5, Corollary| wurde gezeigt, dass Nx ) (¢*(Es), B) ~ ¢'B fiir eine Konstante
¢ € Ry gilt. Da (Hy«(ry))*? = Hy+(w,), siehe Proposition [1.2.16] folgt

Nx () (V" (Es), B) ~ "B/

fiir eine Konstante ¢’ € Ryg. Sei Y = Vx(t4) = X ~\ SLs. Wir betrachten die Segre-
Einbettung

o PY X Pt = PP, ([0 : 2], [yo = 1)) = [Zoyo : Towr : 1y - 21y1]
und den induzierten Morphismus
o* : Pic(P?) — Pic(P' x PY), [E] — [0*E).
Dann ist Op1 (1) K Op1(1) = 0*(Ops (1)) und Op:1(2) K Op1(2) = 0*(Ops(2)). Weiter ist
Bi=0ctlotly: Y =P xP!
ein Isomorphismus und fiir alle y € Y (k) gilt

Hyw,)(y) = Hg, (¥(y)) = Hg, (0 0 B8(y)) = Hym)(B()),

d.h. fiir alle B € Roq ist Ny (¢*(E2), B) = N1 ey (0*(E2), B). Da P! eine verallge-
meinerte Fahnenvarietét mit rk(Pic(P')) = 1 und wy," = Opi(2) ist, folgt mit [FMTS9),
§1.2, Proposition|

Ny ) (¥*(Ez), B) = Nipxpryx) (0¥ (E2), B) ~ ¢ Blog(B)

€ R.p. Dalimp_, Bg’?}f) = 0 trigt das Komplement Y = X\SLs
also nicht wesentlich zur Asymptotik bei und es folgt Nep, ) (1/*(Ez), B) ~ ¢B3/? fiir eine

Konstante ¢ € Ryy. Wir erhalten daher:

/1!

fiir eine Konstante ¢

Satz 2.2.9. Es qilt
Nsto(i(B) ~ cB*?

fur eine Konstante ¢ € Ryy.



Kapitel 3

Die spezielle lineare Gruppe

Sei G = SL,, k ein algebraischer Zahlkérper und M} die Menge der Standardbewer-
tungen von k. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus und §2.1] In diesem Kapitel
werden wir die Ergebnisse des vorhergehenden Beispiels fiir n > 2 verallgemeinern.
Zunéchst berechnen wir dafiir in den néchsten beiden Abschnitten die v-adische loka-
le Hohe Hgy,,k,)(Ay) einer Matrix A, € SLy(k,) fiir v € M;. Anschliefend werden
wir die globale Héhenfunktion Hgp,, k) : SLn(k) — Rs; untersuchen und zeigen, dass
Nsr, () (B) = #{A € SL,(k) : Hsr,,)(A) < B} fiir alle B € R endlich ist.

3.1 Die archimedischen lokalen Hohen

Sei v € Mg® eine archimedische Bewertung, d.h. k, € {R,C}. Wir werden zunéchst,
in Verallgemeinerung von §2.2] einen geeigneten riemannschen symmetrischen Raum
G,/ K, konstruieren, auf dem G, = SL,(k,) transitiv operiert und anschliefend die
v-adischen lokalen Héhen berechnen. Vergleiche auch [Hel78|, IV, Proposition 3.4] und
[Wer02l, §4].

Wir betrachten die zusammenhéngende reelle Lie-Gruppe G, mit der maximalen kom-
pakten Untergruppe

v o

SO, (R), falls k, =R,
SU,(C), falls k, = C.

Die Lie-Algebra g, von G, kann als reelle Lie-Algebra aufgefasst werden. Um dies her-
vorzuheben schreiben wir g. Ist k, = R, so stimmen die reellen Lie-Algebren g, und
g% iiberein. Sei weiter €, die zu K, gehérende Lie-Unteralgebra von g&. K, ist die Fix-
punktmenge der Involution

oy Gy — Gy, A (FA)!
mit Differential in e, .= E,, € SL,(k,)

do, = (doy)e, : g — g, X —= —'X
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in e, = E, € SL,(k,). Darii@r hinaus ist €, der Eigenraum zum Eigenwert 1 von do,,
dh. t,={X eglt: X =-tX} und g% = ¢, ® p,, wobei p, = {X € gf: X =X} den
Eigenraum zum Eigenwert —1 von do, bezeichnet.

Sei pr : G, — G,/K, die kanonische Projektion. Das Differential dpr = (dpr),, :
gr — (Gy/K,)k, ist surjektiv mit Kern €,. Folglich ist dpr|,, : p, = (G,/K,)k, ein
Isomorphismus.

Sei weiter Ad¥ : G, — GL(gR®) die adjungierte Darstellung mit Differential ad’ :=
(AdAdY)., : g® — gl(g®). Dann ist die Killing-Form auf gi,

2n Tr(XY), falls k, = R,

B g® xg® 5 R, (X)) Tr(ad® X ad®Y) =

v B % B (XY = Trlad, Xad ¥) =4 R o(Tr(XY), falls iy = C,
eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform, siehe [Hel78, 111, §8 und Lemma 6.1]
und positiv definit auf p,. Folglich ist auch die skalierte Killing-Form

1 pR _ _
By xR (X.Y) o {%B%(X, Y) =nTr(XY), falls k, = R,

1B, (X,Y) = nRe(Tr(XY)), fallsk, =C
eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform und positiv definit auf p,. Durch obi-
gen Isomorphismus d pr |, : 9, = (Go/K,) g, induziert By, (k) auch eine positiv definite
nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf (G,/K,)k,. Diese kann durch die na-
tirliche G,-Wirkung von links auf G,/K, in alle Tangentialrdume (G,/K,)p,, p» €
G,/ K,, verschoben werden und wir erhalten eine wohldefinierte G,-invariante riemann-
sche Struktur auf G, /K, siehe auch . Den zugehérigen G,-invarianten riemannschen
Abstand zwischen zwei Punkten p,q € G, /K, bezeichnen wir mit dists,,,)(p, ¢). Fol-
gendes Lemma ist eine leichte Folgerung aus [Wer(2, Lemma 4.1]:

Lemma 3.1.1. Sei A, € G, = SL,(k,). Dann ist

n 2
distgr,,, (k) (Ky, Ay K,) = nZlog(\/Qw») ,
i=1

wober die HM 1 <1 <n, die (positiven reellen) Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms von *A, A, bezeichnen.

Beweis. Sei A, € G, und A, = K+/tA,A,, mit geeignetem K € K,, die Polarzerlequng
der Matrix A,. Dann gibt es ein T € K,, so dass T\/!A,A,T~" = diag(, [Ou1s- s/ Ovn)
und folglich A, = KT 'diag(y/0y1,--.,/0un)T ist. Wegen der G,-Invarianz des Ab-
stands ergibt sich
distsr,, (k) (Kv, Ay K,) = distsy, (k) (Ko, KT diag(y/0u1, - - - \/Ouon) TK)
= diStSLn(kU)(Km diag(\/ 91,71, AV Hv,n)Kv).

Die Aussage folgt nun direkt aus [Wer(2, Lemma 4.1]. O
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Aus obigem Lemma ergibt sich sofort:

Proposition 3.1.2. Sei v € Mg° eine archimedische Bewertung und A, € G, =
SL,.(ky,). Dann ist die v-adische lokale Hohe von A, gleich

n 2
Hsr, (k,)(Av) - edistsLn (k) (Ko AvKv) — e\/nzizlbg( Vo)

Y

wobei die 0,;, 1 <1i <mn, die (positiven reellen) Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms von *A,A, bezeichnen.

3.2 Die nicht-archimedischen lokalen Hohen

Sei nun v € M} eine nicht-archimedische Bewertung von k. Wir betrachten die maxi-
male kompakte Untergruppe K, = SL,(0,) von G, = SL,(k,). In diesem Abschnitt
werden wir das Bruhat-Tits-Gebéude sy, (k) von SL,(k,) geeignet konstruieren und
anschliefsend die nicht-archimedische lokale Hohe auf SL,,(k,) beziiglich K, bestimmen.
Die Ecken des Bruhat-Tits-Gebaudes %g,, (x,) werden wir hierbei als Homothetieklassen
von Gittern in k' beschreiben. Auf diesen Klassen wirkt SL,,(k,) auf natiirliche Weise.
Dariiber hinaus kann der Simplizialkomplex %sr,, () als Vereinigung von zueinander
isomorphen Unterkomplexen dargestellt werden. Diese Unterkomplexe sind isomorph
zum Simplizialkomplex X(W,¢) der durch die affine Weyl-Gruppe W,¢¢ von SL,(k,)
bestimmt ist. Auf diese wollen wir nun zunéchst genauer eingehen.

3.2.1 Die affine Weyl-Gruppe

Um die affine Weyl-Gruppe von SL,,(k,) zu definieren, reicht es einen maximalen Torus in
G = SL,, zu wahlen, der iiber k, spaltet. Die folgenden Aussagen sind wohlbekannt und
in diversen Lehrbiichern zu finden, siche zum Beispiel [Bor91] und [Bou02]. Wir haben
sie hier noch einmal in einer fiir uns geeigneten Zusammenstellung niedergeschrieben.

Sei zundchst S der maximale Torus der Diagonalmatrizen in GL,,, X*(S) seine Charak-
tergruppe und X, (S) seine Kocharaktergruppe. Wir werden X*(S) und X, (S) iber die
folgenden Isomorphismen mit Z" identifizieren:

Z" — X*(S), (€1, ) = | X@rrmn) 0 S = G, = [ a].

7" = X (S), (z1, ..., %0) = [Aar,zn) : G = S,a—
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Der maximale Torus T = S N G von G spaltet iiber k, folglich ist T auch ein iiber
k, spaltender Torus und die folgende Konstruktion ist unabhéngig von der Wahl der
Bewertung v € M.

Fiir A € X,(T) und x € X*(T) sei (A, x) € Z die ganze Zahl mit (y o \)(t) = t*X fiir
alle t € G,,. Dies definiert eine duale Paarung

() X (T) x XH(T) = Z, (A x) = (A x),

siche [Bor91l, Proposition 8.6]. Wir setzen V := X,(T) ®z R und identifizieren iiber die
obige Paarung X*(T) ®zR mit dem dualen Vektorraum V*. Die R-bilineare Fortsetzung
von (-,-) auf V' x V* bezeichnen wir ebenfalls mit (-, -).

Da T C S, erhalten wir durch Einschrénkung der Charaktere von S einen kanonischen
Isomorphismus

X*(T) = Z"/(1,...,1)Z.

Die zugehérige duale Abbildung liefert die [somorphie

X (T) 2= {(x1,...,2,) € Z": Z:c = 0}.

Auch hier werden wir die jeweiligen Gruppen durch die obigen Isomorphismen identifi-
zieren. Es gilt V = {(x1,...,2,) e R": Y7 2, =0}, V*=R"/D mit © == (1,..., )R

und

(o) VXV SR (w1, 2), (1Y) D) > s
i=1

Sei weiter N := Ng(T) der Normalisator von T in G und Z := Zg(T) der Zentralisator
von T in G. Dann ist Z = T und N ist die Untergruppe der Monomialmatrizen in
G. Die Gruppe N operiert auf natiirliche Weise durch Automorphismen auf X*(T) und
X, (T):

N x X*(T) — X%T), (m,x) — my:=xolnn(m™),

N x X,(T) — X.(T), (m,A) — mA:=Inn(m)o A,

wobei Inn(g) : G — G, z — grg~! die Konjugation mit einem Element g € G in einer
Gruppe G bezeichnet. Die Wirkung des Torus T ist hierbei trivial, d.h. auch die Weyl-
Gruppe W := N/T von G beziiglich T operiert auf X*(T) bzw. X,(T). Insbesondere
werden durch R-lineare Fortsetzung treue Wirkungen durch Automorphismen von W
auf V* und V induziert. Wir identifizieren W auf diese Weise mit einer Untergruppe von

GL(V) bzw. GL(V™).

Da jede Monomialmatrix eindeutig als Produkt einer Permutationsmatrix mit einer Dia-
gonalmatrix geschrieben werden kann, ist die Weyl-Gruppe W isomorph zur symmetri-
schen Gruppe S, via

Sp, = W, 0 — w, = pr(diag(1,...,1,sgn(0))P,),
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wobei P, € GL, die Permutationsmatrix zu ¢ € S, und pr : N — N/T = W die
kanonische Projektion bezeichnet. Fiir die Wirkungen von W auf V' und V* ergibt sich
somit

WxV — ‘/, (wa, (xl, . ,xn)) — (.1'0(1), C. ,xg(n))

und
WxV*— V*7 (waa (wla cee 7$n) +©) = (xa(l)a e ,xo'(n)) +9.

Sei nun g = sl, die Lie-Algebra von G und ¢ := ®(T, G) die Menge der Wurzeln von
G beziiglich T, d.h.

® ={a € X*(T) ~ {0} : go # {0}},
wobei g, = {X € g: Ad(t)(X) = a(t)X fir allet € T} und Ad : G — GL(g) die ad-
jungierte Darstellung von G bezeichnet. ® ist ein reduziertes irreduzibles Wurzelsystem
vom Typ A,_1. Mit der Standardbasis {1, ...,,} von R" berechnet man leicht

®={xy:1<i,j<n,i#j}
mit Xij — E&; —€&j + 9. Es gllt
Wxd— o, (wm Xij) = Xo=1(i)o=1(5)>

d.h. W permutiert die Wurzeln von G. Betrachten wir auf V* das W-invariante Skalar-
produkt

<> VX VSR, ((:vl,...,xn)—|—£D,(y1,...,yn)+©)|—>inyi,

=1

so entspricht das zur Transposition (ij) € S, gehorende Element w(;;) € W gerade der
linearen orthogonalen Spiegelungﬂ an der Hyperebene {x € V* :< x, x;; >= 0} senkrecht
zu x;;. Folglich ist W die Weyl-Gruppe des Wurzelsystems &.

Wir fixieren die Basis
Aq; = {X’i,i+1 1< < n}

von ®. Dies definiert die Menge der positiven Wurzeln als @ = {x;; : 1 <i < j < n}
und die der negativen Wurzeln als @~ = {x;; : 1 < j < i < n}. Die hochste Wurzel in
P beziiglich Ag ist X = > 1" | Xiit1 = Xin-

Sei nun ® die Menge der Kowurzeln von ®. Dann ist & = {Xij 1 <4, <n,i#j}
wobei x;; = €; —¢; € V die Kowurzeln von x;; bezeichnet. Die Weyl-Gruppe, aufgefasst
als Untergruppe von GL(V'), permutiert die Kowurzeln analog zu den Wurzeln durch

W x &= &, (we, Xij) = Xo-1())o-10)-

Mit dem W-invarianten Skalarprodukt

< > VXV =R (21,0, 20), (Y1, Yn)) Hinyi
i=1

ISiehe [Bou02, V, §3.3].
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kann w;; als lineare orthogonale Spiegelung an der Hyperebene H;;, senkrecht zu X,
mit

Hj={z eV <z x; >= (x,xi) =0}
betrachtet werden, d.h. wgj () = o — (x,x45)Xs; fiir alle x € V. Folglich bilden die
Kowurzeln ein reduziertes irreduzibles Wurzelsystem in V' vom Typ A, ; mit Weyl-
Gruppe W.

Wir interessieren uns fiir zwei Gitter in V. Zum einen @) := Spany(X;it1 : 1 < i < n),
das Kowurzelgitter, fir das hier ) = X, (T) gilt. Und zum anderen das Kogewichtsgitter
P = Spany(\; : 1 <i < n) mit der zu Ag beziiglich (-,-) dualen Basis {\;: 1 <i<n}
(auch fundamentale Kogewichte genannt). Mit P* := Spang__(A; : 1 <4 < n) bezeichnen
wir das Monoid der dominanten Kogewichte. Es gilt

)\Z’ = E Er — — E Ek
n
k=1 k=1

und folglich @ C Spany(Q, A1) = P und P/Q = Z/nZ via

n—1

P—Z/nZ, A (n—i)(\ Xiin1) + nZ. ()

i=1

Sei .o/ der euklidisch-affine RaumE] iiber V, der aus V' durch Vergessen des ,Null-Punkts*
entsteht und £ ein beliebiger Punkt in &/ mit (¢ — 0, x;,+1) € Z fiir alle 1 < i < n.
Offensichtlich erfiillt 0 diese Bedingung, um die freie Wahl des ,,Ursprungs* zu betonen
schreiben wir jedoch ¢ anstatt 0.

Sei 1 <4,j <n,i# jund! € Z. Eine affine Funktion 0,;, : &/ — R mit
Oija(x) = (2 — & Xij) — 1

fir alle x € &, wird affine Wurzel auf &/ zum Charakter x;; und [ € Z genannt. Die
Menge aller affinen Wurzeln auf .« zu ® bezeichnen wir mit ®,y;. Fiir eine affine Wurzel
0,51 sel Hijy = {x € & : (x — &, x4;) = } die zugehorige Verschwindungshyperebene
und s;;,; die affine orthogonale Spiegelungﬂ an H,j,;. Es gilt fiir alle z € &/

sija(x) = 2 — ((z = & xi5) — DXij = wagy (x — &) + I35 + €.

Wir setzen 7 == {H;;; : 1 < 1,5 <n,i# j,l € Z} und bezeichnen mit W, die affine
Weyl-Gruppe von ® auf o7, d.h. die Untergruppe von Aff(.«7), die von den Spiegelungen
sijy erzeugt wird. Es gilt:

(i) w(H) € A fiir alle w € W,y und alle H € 7.

(ii) Jeder Punkt in o besitzt eine Umgebung, die nur endlich viele Hyperebenen H €
JC schneidet.

2Siehe auch t
3Siche [Bou02l V, §2.4].
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Aus der konkreten Darstellung der Spiegelungen s;;,; kann man leicht ablesen, dass
Wa £ =W x Q

gilt. Wir fassen @ iiber die Einbettung @ — W, A= 1y mit 7\ 1 & — &, = 4+ A
als Untergruppe von W, auf.

Die Hyperebenen H € ¢ partitionieren 7. Genauer betrachten wir fiir jedes H;;; € ¢
die offenen Halbrdume H;;;l ={r e (x—-&xiy) >} und Hy, = {z € & :
(r — &, x45) < I} und nennen eine Teilmenge A C &/ der Form A = (., Un(A) mit
Un(A) € {H,H*,H } eine Zelle in &/ beziiglich W,s;. Die nichtleeren Zellen in &/
beziiglich W,s bilden eine Partition von ..

Wir schreiben X(W,zf) fiir die Menge der Zellen in &7 beziiglich W, s und definieren
eine partielle Ordnung ,,<* auf X(W,ss). Sind A und B zwei Zellen in &/ beziiglich
Wagss, so schreiben wir B < A und sagen, dass B eine Seite von A ist, falls Uy (B) €
{H,Uy(A)} fir alle H € S gilt. ¥(W,ss) mit der Relation ,,<*“ definiert einen gefirbten
Simplizz’alkomplezﬂ den wir im Folgenden néher beschreiben werden:

o
g
Kammer

/N /N

Abbildung 3.1: Der Simplizialkomplex der affinen Weyl-Gruppe von SL3. Es wurde ex-
emplarisch je eine Kammer, Kante und Ecke markiert.

Ist A = Nyer Un(A) eine Zelle in &7 beziiglich Weys, so definieren wir den Trdger
von A als Supp(4) = (\ye . v, ay—p H. Die Dimension von Supp(A) nennen wir auch
Dimension von A. O-dimensionale (bzw. 1-dimensionale) Zellen in .o heiften Ecken (bzw.
Kanten) in &/ beziiglich W,s¢. Die Menge der Ecken in & beziiglich W,s; bezeichnen
wir mit V(Waff). Es gﬂt V(Waff) =P+ f

Die Zusammenhangskomponenten von &7 \ |, H werden Kammern in o/ beziiglich
Ways genannt. Sie sind die Zellen maximaler Dimension n — 1. Jede Kammer hat genau

4Die folgenden Begrifflichkeiten im Zusammenhang mit Simplizialkomplexen sind zum Beispiel in
[ABOS, §A.1] zu finden. Siehe auch [Bou02, V, §3 und VI, §2] und §4.2.1}
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n Ecken. Die Menge der Kammern in o/ beziiglich W, ;s bezeichnen wir mit C(Wyy).

Jede Ecke A + & mit A € P ist Ecke von genau n!-vielen Kammern. Diese kénnen durch
Elemente der Gruppe 5,, indiziert werden, genauer korrespondiert zu jedem o € S,, die
Kammer

n—1
o . + —
CY = (ﬂ HJ ) oiirno N Ho(l),a(n);l) + A
=1

Weiter lassen sich die Seiten (C); von Cf wie folgt durch Teilmengen I C {1,...,n}
parametrisieren:

ﬂie],i;én H:(i),cr(iJrl);O A Ha(l),a(n);l N ml%[ Hg(i)’g(iJFl)?O + >\’ falls n € I’

(C)r =
Nier H iy o0 N Nigrizn Ho@oti+10 0 Hoyomya ) + A, fallsn ¢ 1.

Da jede Kammer eine Ecke hat und jede Zelle Seite einer Kammer ist, haben wir somit
simtliche Zellen in & beziiglich W, beschrieben. Wir setzen C¢ := C{! und bezeichnen
die Menge der Ecken von C¢ mit Ve = {{,\; +& : 1 < i < n — 1}, vergleiche auch
Abbildung

Der Simplizialkomplex 3 (W,sr) kann gefdrbt werden, d.h. es gibt eine Funktion ¢ :
V(Warr) — {0,...,n — 1}, so dass fiir jede Kammer C' € C(W,s) die Einschrénkung
auf die Menge der Ecken von C eine Bijektion ist. Der Wert ¢(z) einer Ecke x € V(W,yy)
wird auch Typ von x genannt.

Eine Férbung ist nach [Car97, Lemma 1.5] eindeutig durch das Bild von V, bestimmt.
Wir wollen im Folgenden die Farbung T : V(W,sr) — {0,...,n — 1} mit t(§) == 0 und
TN\ + &) =n —i fiir alle 1 <i < n — 1 betrachten.

\V4

A2+ €&

/\ /N

Hiay Hisz.

Abbildung 3.2: Der gefirbte Simplizialkomplex der affinen Weyl-Gruppe von SL3. Es gilt
,schwarz = Typ 0%, ,weils = Typ 1 und ,,grau = Typ 2.
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Lemma 3.2.1. Sei A+& € V(Ws5) eine beliebige Ecke in of beziglich Wosr. Dann gilt
n—1
TA+E) = <Z(n —1)(A, Xi,i+1>> mod n,
i=1

wobei (x) modn € Zso den eindeutigen Rest v mit 0 < r < n bei der euklidischen
Division einer Zahl x € 7 durch n bezeichnet.

Beweis. Mit (o) folgt die Behauptung sofort aus [Bou02, VI, §2.3, Corollary]. O

3.2.2 Gitterklassen und das Bruhat-Tits-Gebaude

Wir werden nun fiir jedes v € M} das Bruhat-Tits-Gebéude von G, = SL,(k,) konstru-
ieren. Vergleiche auch [Gar97, §19| und [ABOSg], §6.9].

Definition 3.2.2. Sei
%, = {Spany (v1,...,vn) : {v1,..., v} C Ky ist k,-Basis}

die Menge der o,-Gitter von vollem Rang in k'. Wir betrachten %, modulo Homothetie,
d.h. wir nennen zwei Gitter L, M € %, dquivalent, wenn es ein A € k} mit M = AL
gibt. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf .%,. Die Menge der Homotheticklassen
{L}, L € %,, bezeichnen wir mit .£*. Fiir d4quivalente Gitter L, M € %, schreiben wir
auch L ~ M.

Bemerkung 3.2.3. GL,(k,) wirkt auf ., transitiv via
GL,(ky) X 2, = %, (A,Spang (v1,...,v,)) — Spang, (Avi,. .., Avy).

Weiter ist GL,(0,) der Stabilisator des Standardgitters L, = Spany (e1, ..., e,) mit der
Standardbasis {ei, ..., e,} C kI'. Wir erhalten somit eine Bijektion

GLy(ky)/ GL,(0,) & %,

Offensichtlich induziert die Wirkung von GL,, (k,) auf .%, auch eine Wirkung von GL,,(k,)
auf ZF und, auf natiirliche Weise, auch eine wohldefinierte transitive Wirkung von
PGL, (k,) auf £

PGLy (ko) x £ = 27, ([A] {L}) — {AL}.
Folglich ist PGL,(0,) der Stabilisator von u, := {L,} und wir kénnen
PGL,(k,)/ PGL,(0,) = £

v

identifizieren.
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Proposition 3.2.4. Sei L, das Standardgitter in k) und
.,5?3‘ = {{Spany, (70'vy, ..., wimv,)} € L) {v1,...,v,} ist 0,-Basis von Ly,

n
a; € Zyar <as <...<a, und Z%’:O}.
i=1

Dann ist 2‘ die Bahn von u, = {L,} in £ unter der von GL,,(k,) induzierten SL, (k,)-
Wirkung. Weiter ist SL,,(0,) der Stabilisator von w, und wir erhalten eine Bijektion

SLu(k)/ SLu(0,) = ;.
Beweis. Sei A = (a;;) € SLyn(k,) und m := min{ord,(a;;) : 1 < i,j < n}. Dann ist
B = 7;™A eine Matrix mit Koeffizienten in o,, d.h. insbesondere BL, C L,. Nach
dem Elementarteilersatz gibt es eine o,-Basis {vy,...,v,} von L, und geeignete a; € Z
mit 0 < a1 < ay < ... <a, und Y1 a; = ord,(det(B)) = —nm, so dass BL, =
Spany, (mg'vy, ..., Temvy,) gilt. Insbesondere ist dann

AL, = m'BL, = Spang, (7, vy, ..., 7y " ,),

d.h. Au, € 2.

Sei nun L = Spany, (7§'vy, ..., mo"v,) fir eine 0,-Basis {vy,...,v,} von L, und a; € Z
mit a; < as <...<a,und Y "  a =0.Dannist AL, = L fiir die Matrix A € GL,,(k,)
deren i-te Spalte gerade dem Vektor m%v; entspricht und es gilt det(A) = u [, 7% = u
fiir eine Einheit v € of. Mit B := diag(u™!,1,...,1) € GL,(0,) ist det(AB) = 1 und
ABLy = L. Folglich liegt {L} in der SL,(k,)-Bahn von w,. O

Definition 3.2.5. Wir nennen zwei verschiedene Klassen x, 2’ € £ benachbart, wenn
es Vertreter L, L' € £, von x,z’ gibt, so dass

L CL CL
gilt.

Bemerkung 3.2.6. (a) Sind L, L' € ., Gitter mit m,L C L' C L, so gilt auch 7,L" C
m,L C L’. Insbesondere ist obige Relation symmetrisch.

(b) Sind zwei Klassen x, 2" € £ benachbart, so gilt fiir zwei beliebige Vertreter L, L’ €
%, von x, 2’ stets entweder L C L' oder L' C L, siehe [Gar97, §19.1].

(c) Die SL,(k,)-Wirkung auf .2 erhilt die Nachbarschafts-Relation der Gitterklassen.

(d) Die Nachbarschafts-Relation definiert einen Simplizialkomplex PBsy,, k), dessen Sim-
plizes gerade die Teilmengen von .Z" bestehend aus paarweise benachbarten Gitter-
klassen sind. Genauer ist HBgr,, (1) der Fahnenkomplezﬂ mit Eckenmenge £

®Siehe auch [ABOS, §A.1.2].
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Es gilt:

Proposition 3.2.7. Sei %sy,, ) der Simplizialkomplex aus Bemerkung (d) und
Y (Wasg) der Simplizialkomplex beziiglich der affinen Weyl-Gruppe Weoss von SL,(k,)

aus §3.2.1. Es gilt:

(a) Eine nichtleere Teilmenge {xo,...,xq} C Z£F ist genau dann ein d-Simplex in
BSL k), wenn es fir jedes 0 < i < d Vertreter L; € x; gibt, so dass

WUngLdg...nggLo

gilt. Insbesondere bestehen maximale Simplizes in By, ,) genav aus n Ecken und
jeder Simplex liegt in einem mazimalen Simplex.

(b) Ist B == {vy,...,v,} eine Basis von k", so ist die Menge <P aller Simplizes in
B (k,), deren Ecken in VP = {{Spany, (7@'vy,...,70mv,)} a1,...,a, € Z} lie-
gen, ein Unterkomplex von PBsi,,k,), der isomorph zu X(Weysys) ist. Unterkomplexe
von Bsr,,k,) der Form & fiir eine Basis B von kI werden Apartments in Bt ()
genannt.

(c) Es gilt
BSL, (k) = U AP

BCE? Basis

Ferner gibt es fiir je zwei Simplizes A, A" € B, k) ein Apartment o in Bsi, (k)
so dass A, A" € o gilt. Sind o/ und /' Apartments in PBsy, (k) und A und A’
Simplizes in PBsr, (k) mit A, A" € o N ', so gibt es einen Isomorphismus von
Simplizialkomplexen of — ', der A und A" punktweise fest ldsst.

Beweis. Die Aussagen aus (a) und (c) werden in [Gar97, §19.1, 19.2] gezeigt oder sind
klar. Wir werden also nur (b) beweisen. Sei B := {vq,...,v,} eine Basis von k. Of-
fensichtlich ist «7® ein Simplizialkomplex mit Eckenmenge V2. Es bleibt also nur die
Isomorphie /P = 3(W, ;) zu beweisen. Hierfiir werden wir zunéchst die Simplizes in
B genauer beschreiben.

Wegen (a) sind die maximalen Simplizes in .@.F genau von der Form C7 = {{Lg,o}, e

{Lgm_l}} wobei L7, := Spang, (7 vy,. .., 7g"v,) und fiir alle 1 <7 <n—1
Ao Qo (i Qs (i +1 Ao (n +1
LY ; = Spang, (m D 0atys -« s 0" 0y T T Wiy e T va(n)>
fiir geeignete o € S,, und a = (aq,...,a,) € Z" ist. Die Seiten von C7 sind dann genau

die Teilmengen (A7), = {{LJ,} :i €I}, wobei I alle Teilmengen von {0,...,n — 1}
durchlauft.

Wir betrachten die wohldefinierte Abbildung

ol P — S(Wayy)
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mit
n—1

PPELY) = (aip —a)hi+§

i=1
fiir jede Ecke {L} = {Spany, (7%v1,...,7%"v,)} € VZ und

P ({{ Lo}, {La}}) = { <Z (P (L) - 5)) tEiceR ud Yo 1}

1=0 =0

fiir jeden d-Simplex {{Lo},...,{Lq}} in &P. Wir werden zeigen, dass ¢ ein Isomor-
phismus von Simplizialkomplexen ist.

Sei A ein Simplex in .7 Z. Mit obigen Uberlegungen gibt es ein n-Tupel a = (a1, . .., a,) €

Z™, eine Permutation o € S,, und eine Teilmenge I C {0,...,n — 1}, so dass A = (A7),
ist. Daher gilt mit der Notation vom Ende von §3.2.1]

el (A) = {(ch(tpf({l}gz}) —5)) +&:c; € Ry fiir alle s € I und ch- = 1}

il i€l

= (Cga)fv
wobei 2, = """ a1 — a;)\; und IC{1,...,n} mit

7o I, falls 0 ¢ 1,
I~ {0}u{n}, fallsOer

gesetzt wird und o2 ist eine surjektive simpliziale Abbildung. Folglich ist ©? bijektiv
auf den Eckenmengen VZ und V(W,;¢) und somit insgesamt ein Isomorphismus von
Simplizialkomplexen. O

Definition 3.2.8. Der Simplizialkomplex %s,,1,) wird Bruhat-Tits-Gebdude der spe-
ziellen linearen Gruppe genannt. In §4.2.2| werden wir das Bruhat-Tits-Gebaude einer
beliebigen iiber k, definierten halbeinfachen algebraischen Gruppe konstruieren.

Bemerkung 3.2.9. Fiir n = 2 haben wir das Bruhat-Tits-Geb&ude in konstruiert.
Die Apartments von %gr,1,) sind die zweiseitigen unendlichen Wege in %sr, 4, ), siche

auch Abbildung [3.3
Korollar 3.2.10. (a) Das Gebiude PBst,, (1, besitzt eine wohldefinierte Firbung

T, & —{0,...,n— 1}, {Spany (v1,...,v,)} — (ord,(det(vy, ..., v,))) mod n.

Hierbei bezeichnet det(vy, . .., v,) die Determinante der Matriz M (vy, ..., v,), deren
i-te Spalte gleich v; ist, und (x) mod n € Zso den eindeutigen Rest r mit 0 <r <n
bei der euklidischen Division einer Zahl x € 7 durch n.

(b) Es gilt 92/’2" ={x € L 1,(xr) = 0}, wobei (,Q? die Bahn von u, = {L,} unter der
SL,,(k,)- Wirkung bezeichnet, vergleiche Proposition [3.2.4)
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Abbildung 3.3: Der Bruhat-Tits-Baum von SLy(Q,). Es wurde exemplarisch ein Apart-
ment markiert.

Beweis. (a) folgt direkt aus der konkreten Beschreibung der maximalen Simplizes im
Beweis von Proposition [3.2.7] Da det(vy, ..., v,) € 0 fiir jede o,-Basis {v1,...,v,} von
L, gilt, folgt in (b) die Inklusion 2“ C {x € £ : 1,(x) = 0} direkt aus Proposition
. Ist z = {Spany, (v1,...,v,)} € & fiir eine Basis {v1,...,v,} von kI mit T,(z) =

0, so ist det(vy,...,v,) = un*® fiir ein geeignetes k € Z und u € of. Folglich ist
A= M(m,*u oy, ... 7w %0,) € SL,(k,) mit AL, = 7% Spany_(v1,...,v,) und somit
x = Au, € L. O

Wir definieren eine kombinatorische Metrik auf der Eckenmenge £

Definition 3.2.11. Seien z,2’ € Z. Dann ist der kombinatorische Abstand zwischen
x und 2’ definiert als

distsr,, (k,) (2, 2") = min{m € N : es gibt Ecken z =z, z1,..., 2, = 2/, so dass
x; und x;,1 benachbart sind fiir alle 0 <7 <m — 1},
falls  # o', und distgy,, (x,)(z,2") =0, falls = 2.
Bemerkung 3.2.12. Da die SL,(k,)-Wirkung die Nachbarschafts-Relation erhélt, ist

die kombinatorische Metrik invariant unter der SL,, (k,)-Wirkung.

Der kombinatorische Abstand zweier Ecken ldsst sich wie folgt berechnen:

Lemma 3.2.13 ([Wer(l|, Lemma 4.2). Seien x = {L}, 2’ = {L'} € £,
s=min{l: 7' L' CL} wund r:=max{l:LC7x L'}

Dann ist
distsr,,, (k,) (2, r)y=s—r.
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Bemerkung 3.2.14. Fiir n = 2 haben wir nun drei zueinander dquivalente Beschreibun-
gen der Bahn £ von u,, vergleiche Proposition m, Korollar 3.2.10[ und Proposition
2235

.,2/”3 = {{Spany, (7, “v1, mlv2)} € L : {v1,v5} ist 0,-Basis von L,,a € Z}
={z e 1,(x) =0}
= {z € & : distsp,(k,)(uv, ¥) € 2Z}.

Proposition 3.2.15. Sei A, = (a;;) € SLu(k,) und A;' = (by) die 2u A, inverse
Matriz. Dann ist

distgr,, (k) (o, Aptty) = —min{ord,(a;;) : 1 < ¢, j < n} —min{ord,(b;) : 1 <i,j < n}.

Beweis. Sei A, = (a;;) € SL,(k,) und A;' = (b;;). Mit Proposition gibt es eine

0,-Basis {vi,...,v,} von L, und a; € Z mit a; < ... < a, und Y ;' , a; = 0, so dass
Agu, = {Spanov(wglvl, . ,Wg"vn)} gilt. Dann ist

min{l : 7} Spany, (75 v, ..., Ty v,) C Ly} = —ay,

max{l : L, C mt Spany, (7801, ..., 70"0,)} = —a,

und mit Lemma [3.2.13| folgt distsr,,x,)(ty, Avtly) = @, — a;. Wir miissen also die Ex-
ponenten a; und a, genauer bestimmen. Im Beweis von Proposition [3.2.4] wurden diese
wie folgt gebildet:

Sei m = min{ord,(a;;) : 1 < 4,j < n}. Dann ist a; = m + [; und a, = m + I,
wobei 7! der erste und 7'» der n-te Elementarteiler der Matrix 7, ™A, ist. Der erste
Elementarteiler von 7, ™A, ist gleich dem grofiten gemeinsamen Teiler der Eintrage der

Matrix 7, ™A,. Da die Eintrdge von m, ™A, nach Konstruktion teilerfremd sind, ist
folglich [y = 0 und a; = m.

Der n-te Elementarteiler von 7, ™A, entspricht dem Quotienten aus der Determinante
von 7, ™A, und dem groften gemeinsamen Teiler der (n—1)-Minoren der Matrix 7, ™ A,.
Es gilt det(m,™A,) = 7, ™" und die Menge der (n — 1)-Minoren der Matrix 7, ™A, ist
gleich der Menge der (n — 1)-Minoren der Matrix A,, multipliziert mit 7, " "™, Da
det(A,) = 1, entspricht die Menge der (n — 1)-Minoren von A, wiederum der Menge der
Eintrige von A;'. Insgesamt erhalten wir

l, = —nm — ord, (ggT{m, " V™b; : 1 <i,j <n})
= —nm — min{ordv (W;(”_l)msz) 1<, < n}
= —nm — (—(n — 1)m + min{ord, (b;;) : 1 <4,5 <n})
= —m — min{ord,(b;;) : 1 <, < n},

d.h. @, = —min{ord,(b;;) : 1 <i,j < n}, und damit die Behauptung. O

Mit obiger Proposition folgt nun sofort:
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Proposition 3.2.16. Sei v € M} eine nicht-archimedische Bewertung, A, € SL,(k,)
und A,' die zu A, inverse Matriz. Dann ist die v-adische lokale Hohe von A, gleich

d' t ’UvA’U v —
HSLn(kU)(AU) — qyls SLn(kv)(u Uy) _ HAU||U700||AU 1Hv700.

wobei || Ay|v,00 = Max|jy, =1 || AvT|lv00 die Matriznorm von A, € SLy(k,) beziglich der
Mazimumsnorm |-, ., auf &k} ist.
Bemerkung 3.2.17. Da SL,(0,) der Stabilisator von w, in SL,(k,) ist, identifizieren

wir SL,(0,) mit dem Punkt u, € Dé? Somit entspricht obige v-adische lokale Hohe auf
SL,,(k,) der lokalen Hohe aus Definition [2.1.1[i) beziiglich der maximalen kompakten
Untergruppe SL,(0,).

3.3 Die Endlichkeit von Ngr,, ) (5)

Nachdem wir nun die v-adischen lokalen Hohenfunktionen Hg,, (k) auf SLy,(k,) fiir alle
v € M, bestimmt haben, werden wir nun die zugehorige globale Hohe einer Matrix
A € SL, (k) betrachten. Diese ist, wie in §2.1] definiert als

Hsp,, i) (A) =[] Hsrowmn(A)-

veE My,

Hierbei fassen wir SL, (k) auf natiirliche Weise durch die Einbettungen ¢, : k — k,
aus §1.1| als Teilmenge von SL,(k,) auf. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es fiir alle
B € R die Endlichkeit von

Nsv, k) (B) = #{A € SLy(k) : Hsp,x)(A) < B}
Zu zeigen:

Satz 3.3.1. Sei B € R.g. Dann gilt Ngi,,(x)(B) < oo.

Beweis von Satz[3.3.1 Um die Anzahl der Matrizen beschrénkter Hohe in SL, (k) ab-
zuschatzen, wollen wir unsere Hohe mit einer Hohe zu einem adelisch metrisierten Ge-
radenbiindel auf einer projektiven Varietéat vergleichen, siehe §1.2] Hierzu definieren wir
zunéchst eine Familie v-adischer Normen {||-||, : v € M} auf den k,-Vektorraumen
Mat, (k,) = k:,f}z. Sei v € Mj. Dann setzen wir fiir M € Mat,,(k,)

| M||v2, falls v archimedisch,
1Ml = {

| M||y00, falls v nicht-archimedisch.

Fiir archimedische Bewertungen v € Mp® bezeichne hierbei |||, , die von der eukli-
dischen/hermiteschen Standardnorm auf £ induzierte Matrixnorm. Fiir nicht-archime-
dische Bewertungen v € Mg® bezeichne |-, ., die Matrixnorm beziiglich Maximums-
norm auf k. Dies definiert nach Beispiel eine adelische Metrik auf dem Hy-

perebenenbiindel Op2 1) (1). Wir nennen diese adelische Metrik [|-,, und schreiben
E = (Opgmz_1) (1), ||| Mk) fiir das zugehorige adelisch metrisierte Geradenbiindel.
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Sei A € SL, (k). Zunéchst betrachten wir die archimedischen Bewertungen v € M.
Nach Proposition gilt

\/ 21 110g ’U 2
Hsr, (k,)(

Y

wobei die 6,;, 1 <1i <mn, die (positiven reellen) Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms von ‘o, (A)p,(A) bezeichnen.

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei 0,1 < ... <0,,. Dann ist §,, der maximale
Eigenwert von ‘o, (A)p,(A), 0,1 der maximale Elgenwert von ‘o, (A1), (A1) und wir
erhalten

— o oo o i= 1lO
A A7 [l = eo8(v/2un)tos(y/Bus V Siates(Vo) _ g ),

Hierbei haben wir fiir die mittlere Ungleichung verwendet, dass (a —b)? < 2(a® + b?) fiir
alle a,b € R gilt.

Da fiir nicht-archimedische Bewertungen v € M} nach Proposition [3.2.16

Hs, (k) (A) = [ Allo[|A™ o

gilt, folgt insgesamt
Hsp,09(A) = [ Hsvuen(A) = T IALIAT,

vE My, vEMy,

und daher fiir alle B € Ry

NSLn(k)<B) = #{A S SLn(k‘) : HSLn(k)(A) < B}
<#{AesL.(k): ] IAlLIIA. < B}

’UEMk

Wir betrachten nun den Morphismus
@ 1 SL, — PO =1 5 PO 4 s ([A], [ATY]).

Da E ein adelisch metrisiertes Geradenbiindel auf P~ ist, ist auch EXE ein adelisch
metrisiertes Geradenbiindel auf P~ x P("*~1) giehe Proposition [1.2.16] und es gilt

Heme(p(4)) = [ 1ALIATL

veEMj,

fiir alle A € SL,, (k). Da ¢ nur endliche Fasern hat, folgt die Endlichkeit von Ngr,, ) (B)
fiir alle B € R aus der Endlichkeit von Np.2-1), pn2-1)) ) (EXE, B), siehe Proposition
1.2.19. [



Kapitel 4

Die Endlichkeit von Ng;)(B)

Sei nun G C GL,, wieder eine beliebige iiber einem algebraischen Zahlkérper k& definierte
halbeinfache algebraische Gruppe. Wir behalten die Bezeichnungen aus und bei
und schreiben g bzw. g, bzw. g, fiir die Lie-Algebren von G bzw. G(k) bzw. G, = G(k,)
fir v € Mj,. Weiter setzen wir n = dim(G) = dimc(g) = dimg(gx) = dimg, (g,)-

Das Ziel der ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels ist es, einen Zusammenhang zwi-
schen den v-adischen lokalen Hohenfunktionen H, : G, — Rs; und den v-adischen
lokalen Hohenfunktionen Hgr,,(,) auf SL,(k,) aus §3.1) und herzustellen. Hierfiir
werden wir noch einmal allgemein auf die Konstruktion der v-adischen lokalen Hohen-
funktionen, inklusive der metrischen Rdume G, /K, eingehen.

Im letzten Abschnitt werden wir zeigen, dass fiir k-spaltende Gruppen G die Anzahl

Naw)(B) = #{g € G(k) : H(g) < B},

der Punkte beschrinkter (globaler) Hohe H, fiir alle B € R endlich ist. Dazu wer-
den wir auf die in bewiesene Endlichkeit von Ngp,, ) (B) zuriickgreifen. Folgende
Beobachtung ist dabei zentral:

Lemma 4.0.2. Sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und ¢ : G — GL(V) ein
Morphismus algebraischer Gruppen. Dann ist ¢(G) C SL(V).

Beweis. Sei det : GL(V) — G,, die Determinantenabbildung. Dann ist det o ¢ ein Cha-
rakter von G. Da G = [G, G] gilt, besitzt G keine nichttrivialen Charaktere und es folgt
det(p(g)) =1 fiir alle g € G. O

Bemerkung 4.0.3. Seien Ad : G — GL(g) bzw. Ady : G(k) — GL(gx) bzw. Ad, :
G, — GL(g,) die adjungierten Darstellungen der Gruppen G bzw. G(k) bzw. G,.
Nach Lemma ist Ad(G) C SL(g) und daher mit g = g ®x C = gi, ®;, C auch
Ad(G(k)) € SL(gx) und Ad,(G,) C SL(g,) fiir alle v € M;. Im Folgenden werden wir
daher

Ad: G — SL(g) bzw. Adg:G(k) — SL(gx) bzw. Ad,:G, — SL(g,)

schreiben.
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4.1 Symmetrische Raume und die archimedischen
lokalen Hohen

Sei v € M eine archimedische Bewertung und K, eine maximale kompakte Untergrup-
pe von G,. In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst unsere Wahl der Metrik des sym-
metrischen Raums G, /K, genauer beschreiben und anschlieftend die dadurch induzierte
v-adische lokale Hohenfunktion H, untersuchen. Eine gute Einfilhrung in die Theorie
der symmetrischen Réume, inklusive folgender Begriffe, ist in [Hel78| zu finden.

Wir betrachten G, als reelle Lie-Gruppe und bezeichnen mit G die Zusammenhangs-
komponente von G,. Diese ist eine zusammenhédngende halbeinfache Lie-Gruppe mit
zusammenhéngender maximaler kompakter Untergruppe Ko = G N K,. Nach [Hel7S,
VI, Theorem 1.1] gibt es einen analytischen involutiven Automorphismus o, : G — G,
mit Fixpunktmenge (G9)7 = K5 und G5 /K ist ein riemannscher symmetrischer Raum,
sieche [Hel78| IV, Proposition 3.4].

Als Metriken auf G, /K, betrachten wir geeignete durch den Diffeomorphismus
Py Gz/Ks — GU/K’U’ ggKg = gSKv (2)

von G /K¢ auf G,/ K, induzierte Metriken. Unsere Wahl der Metriken auf G¢ /K¢ wollen
wir nun genauer beschreiben, siche auch [Hel78|, IV, Proposition 3.4]. Um die Notation
zu vereinfachen, werden wir GG, = G, annehmen.

Sei zunéchst k, = R. Sei weiter sl(g,) die Lie-Algebra von SL(g,) und ad, : g, — s((g,)
das Differential der adjungierten Darstellung Ad, : G, — SL(g,) in e,, dem neutralen
Element in G,. Da g, eine halbeinfache reelle Lie-Algebra ist, ist die Kulling-Form

By, : gy X g, — R (X,Y) — Tr(ad,(X)ad,(Y))

eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform mit B,(a(X),a(Y)) = B,(X,Y) fir
alle € Aut(g,) und alle X,Y € g,. Insbesondere ist B, invariant unter Ad, (k).

Weiter ist g, = €, @ p,, wobei ¢, = {X € g, : (do,).,(X) = X} die Lie-Algebra von K,
bezeichnet und p, = {X € g, : (do,)e, (X) = —X} ist, siche [Hel78, VI, Theorem 1.1].
Diese direkte Summe ist eine Cartan-Zerlegung und (do,)., eine Cartan-Involution von
g Insbesondere ist die symmetrische Bilinearform

Bdo'v : gv X gv — Ra (X7 Y) = _BU(X’ (dgﬂ)ev (Y))

positiv definit, d.h. B, ist auf €, negativ definit und auf p, positiv definit, siehe |[Hel7S,
I11, Proposition 7.4].

Sei pr : G, — G,/K, die kanonische Projektion. Mit 7(g,) bezeichnen wir fiir jedes
gv € G, den Diffeomorphismus 7(g,) : G,/ K, — G,/ K,, tK, — g,2K,.
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Das Differential (dpr)e, : g, — (G,/K,)k, ist surjektiv mit Kern ¢,. Folglich erhalten
wir einen Isomorphismus (d pr)e, |p, : P» = (Gu/K,)k, und kénnen, wie folgt, eine positiv
definite symmetrische Bilinearform auf (G, /K, )k, definieren

Qx, + (Go/Ko)k, x (Go/Ko)k, = R, (X,Y) = Bu((dpr)e, [, (X), (dpr)e, |5, (V)

Allgemein setzen wir fir p, = g, K, € G,/ K,

Qp, 1 (Go/Ko)p, X (Gu/Ko)p, = R, (X,Y) = Qr, ((d7(g,7))p, (X), (d7(g, ), (V).

Da B, unter Ad,(K,) invariant ist und
(d pr)ev|p_1,1 o (d7(wy))k, = Ady(zy) 0 (d pr)%lp_vl

fir alle x, € K, gilt, erhalten wir fiir jedes p, € G, /K, eine wohldefinierte positiv defi-
nite symmetrische Bilinearform und die Abbildung p, — @), ist eine G,-invariante rie-
mannsche Struktur auf G, /K. Insbesondere induziert diese Struktur eine G,-invariante
Metrik auf G,/ K,.

Sei nun k, = C. Die Lie-Algebra g, von GG, kann sowohl als komplexe, als auch als reelle
halbeinfache Lie-Algebra aufgefasst werden. Wir betrachten parallel beide Strukturen.
Wenn wir g, als reelle Algebra betrachten, schreiben wir g¥ anstatt g,.

Sei sl(g,) die Lie-Algebra von SL(g,) und ad, : g, — sl(g,) das Differential der adjungier-
ten Darstellung Ad, : G, — SL(g,) in e,. Da g, halbeinfach ist, ist die Killing-Form

By, :gy X g, — C, (X,Y) = Tr(ad,(X) ad,(Y))

eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform mit B,(a(X),a(Y)) = B,(X,Y) fir
alle a € Aut(g,) und alle X,Y € g,. Mit SL(gR), sl(g¥), Ad¥, ad¥ und B® bezeichnen
wir analog die zu g¥ korrespondierenden Objekte. Es gilt nach [Hel78|, 111, Lemma 6.1]

BX(X,Y) = 2Re(B,(X,Y))

fiir alle X, Y € g®. Auch B¥ ist eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform mit
BXa(X),a(Y)) = BX(X,Y) fiir alle « € Aut(gF) und alle X,Y € g&. Insbesondere ist
BY invariant unter Ad¥(K,).

Sei £, die zu K, gehérende Lie-Unteralgebra von g¥. Dann kann o, so gewiihlt werden,
dass ¢, eine kompakte reelle Form von g, und (do,)., die zugehorige Konjugation von
g, beziiglich €, ist. Insbesondere ist gf = €, @ i€, eine Cartan-Zerlegung, (do,)., eine
Cartan-Involution von g%, ¢, = {X € g% : (do,).,(X) = X} und p, =ik, = {X € g&:
(doy)e, (X) = —X}, siehe [Hel78, III, Theorem 6.3 und VI, Theorem 1.1] und [HN12|
Lemma 13.2.3, Lemma 13.2.8 und Theorem 14.1.3].

Man beachte, dass (do,)., ein Automorphismus von g, jedoch keiner von g, ist. Dies
liefert uns eine hermitesche Sesquilinearform

B, 90 X g0 = C, (X, Y) = —B,(X, (doy)., (Y))
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und eine symmetrische Bilinearform
By gy X gy =2 R, (X,Y) = —BJ(X, (do,), (Y)) = 2Re(By,, (X, Y)).

Beide sind positiv definit, d.h. B, bzw. BX ist auf £, negativ definit und auf p, positiv
definit, siehe [Hel78|, 111, Proposition 7.4].

Analog zur Konstruktion fiir £, = R definieren wir auch in diesem Fall eine GG -invariante
Metrik auf G,/K,. Hierfiir ersetzen wir in obiger Beschreibung lediglich alle zu g, kor-
respondierenden Objekte durch die jeweiligen zu g gehorenden reellen Objekte.

Wir wollen nun wieder zwischen GG, und G;, unterscheiden. Offensichtlich konnen wir in

obiger Konstruktion (fiir G2) die Killing-Form B, bzw. BX auch durch eine Skalierung

Be: guxge — R, (X,)Y) = kBo(X,Y), fallsk, =R,
B,ﬂfv DB xgt 5 R (X)Y) = kBX¥X,Y), fallsk,=C,

fir ein x, € Ry ersetzen und erhalten ebenso wohldefinierte G} -invariante Metriken
auf G° /K. Diese iibertragen wir durch den Diffeomorphismus v, auf G, /K, und erhal-
ten auch dort G,-invariante Metriken, siehe (). Wir wollen im Folgenden nur derartig
konstruierte Metriken auf G,/K, betrachten. Die zur Skalierungskonstanten r, geho-
rende Metrik auf G, /K, bezeichnen wir mit dist}" : G,/ K, x G,/K, — R, die dazu
gehorende v-adische lokale Hohenfunktion mit H/™.

Bevor wir uns nun der Abschétzung der v-adischen lokalen Hohe H, zuwenden, heben
wir noch die folgenden zwei Aussagen hervor.

Lemma 4.1.1 ([Hel78|, VI, Exercise A.3). Fiir den Normalisator Ngs(K3) von K in
Go gilt Ngs (K°) = K°.

Lemma 4.1.2. Die adjungierte Darstellung Ad, : G, — SL(g,) ist eine eigentliche
Abbildung, d.h. Urbilder kompakter Mengen sind kompakt.

Beweis. Da G eine halbeinfache algebraische Gruppe ist, ist der Kern der adjungierten
Darstellung Ad : G — SL(g) gleich dem Zentrum Z(G) und daher endlich. Folglich ist,
wegen g = g, ®y, C, auch Ker(Ad,) endlich und somit Ad, : G, — Ad,(G,)NSL(g,) eine
Uberlagerung von Ad,(G,,) N SL(g,) mit endlichen Fasern, siche zum Beispiel [OV93), 1,
§4.3]. Man sieht nun leicht, dass Urbilder kompakter Teilmengen in Ad,(G,) N SL(g,)
kompakt in G, sind. Da Ad,(G,) N SL(g,) eine topologische Lie-Untergruppe in SL(g,)
ist, gilt dies auch fiir kompakte Teilmengen in SL(g,). O

Satz 4.1.3. Sei v € M° eine archimedische Bewertung und Ad, : G, — SL(g,) die
adjungierte Darstellung von G,. Weiter sei B, eine beziiglich Bq,, orthonormale Basis
von @, und i, : SL(g,) — SL,(k,) der durch diese Basiswahl induzierte Isomorphismus.
Mit Hg,,r,) : SLn(ky) = Rsq bezeichnen wir die v-adische lokale Héohenfunktion auf
SL,(k,) aus . Dann gilt fir alle g, € G,

H,:jv (gv) _ edistgjv(Kv,gva) — HSLn(kU)(Lv(Adv(gv)))%

fiir ein geeignetes v, € Ry, das nur von der Skalierungskonstanten k, der Metrik auf
G,/ K, abhingt.
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Beweis. Sei I, die Untergruppe der Isometrien in SL(g,) beziiglich By,,. Dann gilt
tp(I,) = C, mit

O SO, (R), falls k, =R,
"7 SUL(C), falls k, = C

Sei zunéchst G, = GY zusammenhéngend. Dann ist K, = (G,)?” und daher (do,)., o
Ad,(z,) = Ad,(x,) o (doy),, fir alle z, € K,. Folglich ist Ad,(x,) fiir alle z, € K, eine
[sometrie beziiglich Bg,, und somit ¢,(Ad,(K,)) C C,. Weiter ist fiir alle X € p, und
alle Y, Z € g,

Bao, (ady(X)(Y), Z) = —B,(|X,Y], (dow)e, (2)) = —B,(Y,[(doy)e, (Z), X])
= By(Y, [(dow)e, (2), (dow)e, (X)]) = =By(Y, (doy)e, (X, Z]))
= Buo, (Y, ady(X)(2)),

d.h. ad,(X) ist selbstadjungiert beziiglich Bq,, und daher de,(ad,(p,)) C {X € sl,(k,) :
X =1'X}, wobei di, == (dey)iq @ sl(g,) — sl,(k,) das Differential von ¢, in id € SL(g,)
bezeichnet.

Nach Lemma[£.1.2)ist Ad, und somit auch ¢,0Ad, eine eigentliche Abbildung. Insbeson-
dere ist das Urbild der maximalen kompakten Untergruppe C, eine maximale kompakte
Untergruppe in G,. Wegen K, C (1, o Ad,)"(C,) folgt K, = (1, o Ad,)"*(C,) und
L, o Ad, induziert eine wohldefinierte Einbettung

Ad, : Gy/Ky — SLy (ko) /Co, oKy = to(Ady(g0))Ch.

Diese erméglicht uns nun, die Metrik auf G,/ K, mit der in untersuchten Metrik auf
SL,(k,)/C, zu vergleichen. Sei dazu zunéchst k, = R. Dann wird die Metrik auf G, /K,

durch die symmetrische Bilinearform

B, 180 X gy = R, (X)Y) = k,By(X,Y) = K, Tr(ad,(X) ad,(Y))
= Ky Tr(dey(ad,(X))de,(ad,(Y)))

induziert. Weiter sei By, (ry die skalierte Killing-Form auf s[,(R) aus §3.1| und distgy,, (r)
die zugehorige Metrik auf SL,(R)/SO,(R). Es gilt

By, ) : s, (R) x s[,(R) = R, (X,Y) = nTr(XY)
und somit fiir alle X, Y € g,

Ky

B, (X,Y) = Bs[n(]R)(dLv<ad (X)), dey(ad,(Y))).

Ist k, = C, so sei die Metrik auf G, /K, durch die symmetrische Bilinearform

B gy x gy 2 R, (X,Y) = k,By(X,Y) = 2k, Re(Tr(ad,(X) ad,(Y)))
= 2k, Re(Tr(de,(ad, (X))de, (ad,(Y))))
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induziert. Weiter sei By, (¢) die skalierte Killing-Form auf sl,(C)® aus i und distgy,, (c)
die zugehorige Metrik auf SL,(C)/SU,(C). Es gilt

Ba, ) : 50, (C)F x s1,(C)F - R, (X,Y) = nRe(Tr(XY))
und somit fiir alle X,Y € g}f{

2K,

BE(X,Y) = 22 By 0 (draady (X)), iy (2l (V).

Wir setzen

. \/%, falls k, = R,
T B, falls by = C.

Da duy(ad,(p,)) € {X € sl,(ky) : X = "X} gilt, ergibt sich die zu B,, bzw. BE gehd-
rende riemannsche Struktur auf G,/K,, bis auf den Faktor 72, gerade als der Riickzug
unter Ad, der Struktur beziiglich By, (1,) auf SL,,(k,)/C,. Fiir den zugehorigen Abstand
erhalten wir fur alle g,, g, € G,

diStgv (gvaa gz/;Kv) = Y diStSLn(kv)(Lv (Adv (gv))Cm Lv(Adv(g;))Cv)'

Sei nun G, # G¢. Mit Lemma ist auch in diesem Fall das Urbild von C,, unter ¢,0Ad,
eine maximale kompakte Untergruppe K| von G,. Diese enthélt nach Konstruktion K?
und es gibt ein g, € G2 mit K. = ¢,K,g, ", siche [HNT2, Theorem 14.1.3|. Folglich gilt

9 Kg,' CK, NG, und K. C K/ NG.
Da alle drei Untergruppen maximal kompakt in Gy, sind, erhalten wir
9,19, = K,N Gy = K,

d.h. g, € Ngo (K). Mit Lemma [4.1.1] gilt somit g, € K und daher K, = g,K,g,"' = K,
d.h. 1, (Ad,(K,)) C C,.

Die Metrik auf G, /K, wird durch den Diffeomorphismus
Vot Go/ Ky = Go/ Ky, g K]+ g Ky
von der Metrik auf G9/K; induziert. Seien also g,,¢, € G, beliebig und g2, g’ € G¢
geeignet mit ¥, (g0 K9) = ¢, K, baw. ¢,(g)'K3) = ¢, K,. Dann gibt es z,, 2, € K, mit
Gy = g bzw. gl ) = go’ und es gilt mit ¢,(Ad,(K,)) C C,
diSth (gvav QZ;KU) = v diStSLn(kv)(Lv(Adv(gg))Cm Lv(Adv (95/))011)

=Y diStSLn(k'u) (to(Ady(gu0))Cy, 1o (Ad, (g;x;))cv)

= 7, distsy,, (k,) (Lo (Ady(90)) Cy, to(Ad, (90))Co)-
Insbesondere folgt fir alle g, € G,

disty (Ky, g Ky) = 7o distsr,, (k) (Cos Lo (Ady(g0))Cy)

und daher

I (g,) = o8 Uul) — gre it ConsAo)C0) = B (1, (Ad, (0,))) 7
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Die archimedischen lokalen Hohenfunktionen H* hangen von der Wahl der maximalen
kompakten Untergruppen K, von G, und der Metrik auf G,/K,, genauer der Skalie-
rungskonstanten k, der Killing-Form auf g, bzw. g&, ab. Wihlen wir jedoch fiir verschie-
dene maximale kompakte Untergruppen die gleiche Skalierungskonstante, so weichen die
Hohen nur geringfiigig voneinander ab. Es gilt:

Korollar 4.1.4. Seien K, und K,» zwei mazimale kompakte Untergruppen von G,
und diStUJ : (Gv/Kv,l) X (Gv/Kv,l) — RZO bzw. diStU72 : (GD/KU72) X (GU/KUQ) — RZO
zwei zur selben Skalierungskonstanten gehdrende Metriken auf G,/K,1 bzw. G,/ K, .
Weiter seien H,; bzw. H,o die zu dist,; bzw. dist,o gehdrenden v-adischen lokalen
Héhenfunktionen auf G,,. Dann gibt es eine Konstante ¢, € R<q, so dass

HUJ (gv)
Hvﬂ(gv)

;' < <6

fiir alle g, € G, gilt.

Beweis. Sei i € {1,2}, 0,; : G5 — G der analytische involutive Automorphismus mit
Fixpunktmenge K, und B, ; eine beziiglich By, , orthonormale Basis von g,. Diese

Basis definiert einen Isomorphismus ¢,; : SL(g,) — SLy(k,) iiber den wir SL(g,) mit
SL,,(k,) identifizieren. Mit Satz gilt fiir alle g, € G,

Hv,i (gv) = HSLn(kv) (Lv,i (Adv (gv)))% )

wobei Hgy,, (x,) die v-adische lokale Héhenfunktion auf SLy, (k) aus bezeichnet. Wei-
ter gibt es eine von g, unabhéngige Matrix M, € GL,(k,) (Basiswechsel) mit

Lv,1<Adv<gv)) = MULU,Q(Adv(gv))qul'

Ist k, = C, so kann durch Multiplikation mit einem geeigneten Skalar M, € SL,(k,)
angenommen werden. Ist k£, = R, so betrachten wir die Polarzerlegung von M,, d.h.
wir schreiben M, = O,S, mit einer orthogonalen Matrix O, € GL,(R) und einer posi-
tiven symmetrischen Matrix S, € GL,(R). Da Konjugation mit O, die Eigenwerte von
tSyty2(Ady(9,))S; 1Syt 2(Ady(gy))S, ! nicht dndert, gilt

HSLn(kv)(MvLU,Q(Adv(gv))Mv_l)% = HSLn(kv)(SULU,Q(Adv(gv))Su_l)%

und auch S, kann durch Multiplikation mit einem geeigneten Skalar als in SL,,(R) liegend
angenommen werden. Folglich gibt es insgesamt eine Matrix M, € SL,,(k,) mit

Hv,l(gv) = HSLn(ku)(Lv,l(Adv(gv)))% = HSLn(kv)(Mq/;LvQ(Adv(gv))Mq/;_l)%-

Sei nun

O - SO, (R), falls k, =R,
"7 SUL(C), falls k, = C,
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und distgr,,, (x,) die zu Hgy,, (k,) korrespondierende Metrik auf SLy, (k,)/C,,. Dann gilt wegen
der SL,, (k,)-Invarianz der Metrik und der Dreiecksungleichung

distst,, (k) (Cos My ty2(Ady(g,)) M, Cy)
< distsr,, (k,)(Cy, M, Cy) + distsy,, (k) (M, Cy, Mty 2(Ady(g,))Cl)
+ distsr, (k) (Mo to.2(Ady () Coy Mty 2(Ady(g,)) M, Cy)
=2 diStSLn(kv)(Cva M{,Cv) + diStSLn(kv) (Cv, Lv,g(Ade (gv))Cv)

und folglich
Hs, k) (M 2(Ady (g,)) M) < e Hs, () (bo,2(Adu(g0)))
mit ¢, = Hgr,, (x,)(M,)?". Wir erhalten
Hyi(g0) < oHsr, (k) (to,2(Adu(90))) = ¢ Ho2(90)-
Ahnlich gilt auch
H,2(9) < coHsy, (k) (to1(Ady(90)))" = o Hy1(g0)

und somit insgesamt

4.2 Bruhat-Tits-Gebaude und die
nicht-archimedischen lokalen Hohen

Sei nun v € M eine nicht-archimedische Bewertung. Auch hier wollen wir die v-adische
lokale Hohenfunktion H, iiber die adjungierte Darstellung Ad, : G, — SL(g,) mit der
v-adischen lokalen Hohenfunktion Hgr,, (r,) fiir n = dim(G) = dimy, (g,) in Verbindung
setzen. Um dies zu erreichen, werden wir im Folgenden genauer auf die Definition des
Bruhat-Tits-Gebaudes %, = #(G, k,) eingehen.

4.2.1 Affine Gebaude

Bruhat-Tits-Gebaude sind affine Gebaude. In diesem Abschnitt werden wir uns daher
zunichst allgemein mit der Definition eines affinen Gebédudes beschéftigen. Eine aus-

fithrliche Einfiihrung in die Theorie affiner Gebéude, inklusive der meisten der folgenden
Begriffe, ist zum Beispiel in [ABOS], §10, §11]E] zu finden.

!Hier werden affine Gebdude ,euklidisch“ genannt. Dariiber hinaus werden nur Gebéude deren Apart-
ments Simplizialkomplexe sind betrachtet. Wir werden auch Polysimplizialkomplexe zulassen.
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Im Folgenden sei A ein euklidisch-affiner Raum, d.h. ein affiner Raum iiber einem end-
lichdimensionalen euklidischen Vektorraum V und < -,- > das zugehorige euklidische
Skalarprodukt auf V. Weiter sei Aff(A) die Automorphismengruppe von A. Durch die
Wahl eines ,Null-Punkts“ £ € A kénnen wir GL(V) und V' als Untergruppen von Aff(A)
auffassen und Aff(A) = GL(V) x V identifizieren:

GL(V) — Aff(A), o= [p: A plr =&+,
Vo — Aff(A), U 7y A , x +ul,
GL(V)xV = Aff(A), (p,u)— [ruop: A — A 1z — ox—&+u+¢].

= A, r
— A z ~

Sei f € Aff(A). Ist f = 7, o ¢ fiir ein ¢ € GL(V) und ein u € V, so nennen wir ¢
den [linearen Anteil und 7, den Verschiebungsanteil von f. Der lineare Anteil von f
ist unabhéngig von der Wahl des ,Null-Punkts* ¢ € A. Ist W,¢; eine Untergruppe von
Aff(A), so schreiben wir Wff fir die Gruppe der linearen Anteile von Wy, d.h. Wy
ist das Bild der Projektion W, — GL(V), (¢, u) — ¢. Unter der obigen Identifikation
ist die Untergruppe der affinen Isometrien von A gleich O(V') x V.

Die Menge der affinen Funktionen f : A — R konnen wir mit dem semidirekten Produkt
V*xR identifizieren. Fiir jede affine Funktion f gibt es eine eindeutige Linearform ¢ € V*
und ein eindeutiges | € R mit f(z) = ¢(x — £) + [ fiir alle 2 € A. Auch hier nennen wir
@ den linearen Anteil von f.

Definition 4.2.1. Eine affine Spiegelungsgruppe auf einem euklidisch-affinen Raum A
ist eine Gruppe W,ss bestehend aus Isometrien von A, so dass es eine Menge .7 von
Hyperebenen in A mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Wasp wird von den affinen orthogonalen Spiegelungen sy an H, fiir alle H € JZ,
erzeugt.

(ii) 2 ist W,ss-invariant, d.h. w(H) € J fiir alle w € Wy und alle H € 2.

(iii) S ist lokal endlich, d.h. jeder Punkt in A hat eine Umgebung, die nur endlich
viele Hyperebenen H € 7 schneidet.

Proposition 4.2.2 ([Bou02|, V, §3, Theorem 1). Sei W, eine affine Spiegelungsgruppe
auf einem euklidisch-affinen Raum A und 7 die zugehorige Menge von Hyperebenen in
A. Dann gilt

H = {H Hyperebene in A : sy € Wesr}.

Dies liefert uns die Wohldefiniertheit folgender Begriffe:

Definition 4.2.3. Sei W, eine affine Spiegelungsgruppe auf einem euklidisch-affinen
Raum A und 77 die zugehorige Menge von Hyperebenen in A. Fiir jedes H € 7 sei
H™ der positive und H~ der negative, durch H beschrinkte, offene Halbraum. Genauer
ist Ht ={z € A: f(x) >0} und H- ={x € A: f(z) <0} falls f: A — R eine affine
Funktion mit H = {z € A : f(x) = 0} ist.

Eine Zelle in A beziiglich W, ist eine Teilmenge A = (., Un(A) von A mit Uy (A) €
{H,H* H"} fiir alle H € . Eine nichtleere Zelle in A beziiglich W, ;¢ mit Uy (A) # H
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fir alle H € S heift Kammer in A beziiglich Wesf. Ist Uy(A) = H fiir genau ein
H € J, so nennen wir A ein Paneel in A beziiglich W, sr. Wir schreiben 3 (W,s) fiir
die Menge der Zellen in A beziiglich W.

Auf ¥(W,ss) kann eine partielle Ordnung definiert werden. Sind A, B € (W), A =
Nyew Un(A) und B = (e Un(B), so nennen wir B eine Seite von A und schreiben
B < A, wenn Uy (B) € {H,Uy(A)} fiir alle H € A gilt. Der Abschluss einer Zelle A in
A beziiglich W, ist definiert als A == {B € X(W,;;) : B < A}.

Ist A = (Nyen Un(A) eine Zelle in A beziiglich W, ¢, so nennen wir den affinen Un-
terraum Supp(A) = Npe . v, ay—p H den Triger von A. Die Tréger der Paneele einer
Kammer C' € X(W,ss) werden Winde von C' genannt. Die Dimension von A ist defi-
niert als die Dimension von Supp(A). 0-dimensionale (bzw. 1-dimensionale) Zellen in A
beziiglich W, ;s heifien auch Ecken in A beziiglich W,s¢ (bzw. Kanten in A beziiglich
Wagy).

Bemerkung 4.2.4. Die nichtleeren Zellen in A beziiglich W, bilden eine Partition von
A. Die Kammern sind nichtleere konvexe Mengen, die das Komplement A ~\ (., H
partitionieren. Sie sind die Zusammenhangskomponenten dieses Komplements und die
Zellen in A beziiglich W, ;s von maximaler Dimension m = dim(A). Die Zellen in A
beziiglich W,s; der Dimension m — 1 sind genau die Paneele in A beziiglich W¢.

O@e/

Kammer

FEcke

A AT AN

Abbildung 4.1: Der Simplizialkomplex der affinen Weyl-Gruppe eines Wurzelsystems
vom Typ Ay (entspricht SL3). Es wurde exemplarisch eine Kammer in-
klusive ihrer Wénde, Paneele (=Kanten) und Ecken markiert.

Definition 4.2.5. Sei W, eine affine Spiegelungsgruppe auf einem euklidisch-affinen
Raum A und 57 die zugehorige Menge von Hyperebenen in A. Ein Punkt x € A heift
speziell beziiglich Wy, falls es zu jeder Hyperebene H € J¢ eine zu H parallele Hy-
perebene H' € 7 mit x € H' gibt.

Proposition 4.2.6 (|[Bou02], V, §3, Proposition 10). Ist W,z eine affine Spiegelungs-
gruppe auf einem euklidisch-affinen Raum A, so gibt es einen speziellen Punkt beziiglich
Waff.
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Bemerkung 4.2.7. Nach Konstruktion ist jeder beziiglich W,s; spezielle Punkt in A
auch schon eine Ecke in A beziiglich W, siehe auch [Bou02, V, §3.10, Corollary|. Wir
sagen daher auch spezielle Ecke anstatt spezieller Punkt. Nicht jede Ecke ist speziell,
siehe Abbildung [4.2]

Abbildung 4.2: Der Simplizialkomplex der affinen Weyl-Gruppe eines Wurzelsystems
vom Typ Gs. Alle Schnittpunkte der Geraden sind Ecken, jedoch sind
nur die markierten Fcken speziell.

Definition 4.2.8. Sei W, eine affine Spiegelungsgruppe auf einem euklidisch-affinen
Raum A und 7 die zugehorige Menge von Hyperebenen in A. Weiter sei £ € A ein
fester , Null-Punkt®. Ist

H =H(P) ={Hy, €Dl e}

fiir ein reduziertes Wurzelsystemf] ® C V* mit Hoy = {z € A : (x — {,a) = [} fiir alle
a € ® und [ € Z, so nennen wir W, eine affine Weyl—Gruppeﬂ (von @) auf A.

Proposition 4.2.9. Sei W,ss eine affine Weyl-Gruppe auf einem euklidisch-affinen
Raum A und X(W,ys) die Menge aller Zellen in A beziiglich W, ss. Dann sind die Kam-
mern in A beziiglich Wyss offene Polysimplizeﬂ d.h. Produkte von offenen Simplizes.
Insbesondere ist A, zusammen mit der Menge (W, rr) und der Seitenrelation ,<* ein
Polysimplizialkomplex.

Beweis. Siehe [Bou02, VI, §2.1] und |[BT72] §1.3.3|. O]

2Niheres zu (abstrakten) Wurzelsystemen ist zum Beispiel in [Bou02 VI, §1| zu finden.
3Vergleiche auch [Bou02, VI, §2].
4Im Sinne von [BT72, §1.1].
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Bemerkung 4.2.10. Jeder Polysimplex ist ein direktes Produkt von Simplizes. Sind
die Kammern in obiger Proposition Simplizes, so wird A, zusammen mit der Menge
Y (Waysy) und der Seitenrelation ,,<*, Simplizialkomplex genannt. (W, ) ist dann auch
ein Simplizalkomplex im herkémmlichen Sinne.

Definition 4.2.11. Sei W, eine affine Weyl-Gruppe auf einem euklidisch-affinen Raum
A und X(W,sr) die Menge aller Zellen in A beziiglich W, . Ein affines Gebdude vom Typ
W, ist ein Polysimplizialkomplex % zusammen mit einer Menge 2 von Unterkomplexen
von A, fiir die folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Jeder Polysimplizialkomplex 7 € 2 ist isomorph zu A, zusammen mit der Menge
aller Zellen (W, ;) und der Seitenrelation ,,<*.

(ii) Fiir je zwei Polysimplizes A, B C A gibt es ein &/ € 2, so dass A, B C &/ gilt.
Insbesondere gilt B = J,cq 4.

(iii) Sind o/, &’ € A und A, B C &/ N/’ Polysimplizes, so gibt es einen Isomorphismus
von Polysimplizialkomplexen ¢ : &7 — &/’ der A und B punktweise fest lasst.

2 heilkt Apartmentsystem von % und die Elemente o/ € 2 heilen Apartments in .
Die Gruppe W, wird auch affine Weyl-Gruppe des Gebdudes % genannt.

Bemerkung 4.2.12. Auf einem affinen Gebédude konnen verschiedene Metriken einge-
fithrt werden. Da jedes Apartment &7 eines affinen Gebédudes Z# einer Partition eines
euklidisch-affinen Raums A entspricht kann auf % eine, durch die zugehorige euklidi-
sche Metrik induzierte Metrik eingefithrt werden. In der Literatur werden affine Gebau-
de daher auch euklidische Gebdude genannt. Dariiber hinaus ist ein affines Gebdude
ein Kammerkomplex, der vollstédndig durch sein zugrunde liegendes Kammersystem be-
stimmt ist. Auf diesem kann eine kombinatorische Metrik eingefiihrt werden. Auf beide
Begriffe wollen wir hier jedoch nicht weiter eingehen. Naheres dazu siehe zum Beispiel
in [ABOS, §5, §11].

Wir betrachten eine kombinatorische Metrik auf der Eckenmenge des affinen Gebéu-
des:

Definition 4.2.13. Sei # ein affines Gebédude, V(%) die Eckenmenge und £(#) die
Kantenmenge von Z. Wir nennen zwei verschiedene Ecken x,y € V(A) benachbart, falls
es eine Kante 0 € £(#) mit x,y € 7 gibt. Diese Relation definiert einen zusammenhén-
genden ungerichteten Graphen I'(4). Der kombinatorische Abstand dist(z,y) zwischen
zwei Ecken z,y € V(Z) ist definiert als

dist(x,y) := min{m € N : es gibt Ecken = = x¢, x1,..., 2, =y in A, so dass

x; und x;;; benachbart sind fir alle i = 0,...,m — 1},

falls x # y, und dist(x,y) := 0, falls © = y.

Bemerkung 4.2.14. Der kombinatorische Abstand zweier Ecken eines affinen Gebaudes
ist also die Lénge des kiirzesten Weges, der die Ecken auf dem zugrunde liegenden
Graphen verbindet. Es gelten die iiblichen Eigenschaften fiir x,y, z € V(4):
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(a) dist(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y,
(b) dist(z,y) = dist(y, z),
(c) dist(z,y) < dist(x, z) + dist(z, y).

Insbesondere ist dist : V(#) x V(#) — R eine Metrik auf der Eckenmenge des affinen
Gebdudes #.

Lemma 4.2.15. Sei # ein affines Gebiude mit Eckenmenge V(AB). Liegen zwei ver-
schiedene Ecken x,y € V(%) in einem Apartment o/ von B, so gilt

dist(z,y) = min{m € N : es gibt Ecken x = xg,x1,...,Ty =Yy in <, so dass

x; und x;1 benachbart sind fir alle i =0,...,m — 1}.

Beweis. Seien x # y € V(%) und & ein Apartment mit x,y € . Offensichtlich ist
jeder Weg in o7 auch ein Weg in %4, d.h.

dist(z,y) < min{m € N : es gibt Ecken = = x¢, 21, ..., 2, =y in &7, so dass

x; und x;, 1 benachbart sind fiir alle i = 0,...,m — 1}.

Betrachten wir einen minimalen Weg von x nach y in &, so ist das Bild unter jeder
RetraktionP| p : % — o ein Weg von z nach y in &7 von gleicher oder kleinerer Linge.
Die Behauptung folgt. m

4.2.2 Bruhat-Tits-Gebaude

Sei weiterhin v € M}. Im kommenden Abschnitt werden wir eine Zusammenfassung
der Konstruktion des Bruhat-Tits-Gebdaudes B, = B(G, k,) der Gruppe G, wieder-
geben und die fiir uns wichtigen Punkte hervorheben. Um das affine Gebaude %, zu
beschreiben, werden wir zunéchst ein geeignetes ,Modell“ fiir die Apartments, d.h. einen
euklidisch-affinen Raum mit einer affinen Weyl-Gruppe, einfithren und anschliefend
Kopien von diesem geeignet miteinander verkleben. Folgende Konstruktion geht auf
Francois Bruhat und Jacques Tits zuriick, siehe [BT72], [BT84]. Eine gute Ubersicht
findet sich in [Tit79] und [SS97, I, §1]. Wir werden uns im Folgenden weitestgehend
an [Lan96l §1, §11-§13| orientieren. Sdmtliche in diesem Abschnitt eingefiihrten Begrif-
fe hangen vom Korper k,, d.h. von der nicht-archimedischen Bewertung v, ab. Um die
Schreibweise zu vereinfachen, werden wir diese Abhéingigkeit jedoch in der Notation
unterdriicken.

Sei T C G ein maximaler k,-spaltender Torus, d.h. T ist iiber k, definiert, T = G%
iiber k, fiir ein d € N und T ist maximal mit dieser Eigenschaft. Man beachte, dass T
im Allgemeinen kein maximaler Torus von G ist. Enthéalt G einen iiber k, definierten

5Siehe [ABOS, Text nach Definition A.12. und Proposition 4.33] fiir eine Definition fiir Simplizialkom-
plexe. Diese kann analog auf Polysimplizialkomplex erweitert werden.
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maximalen Torus der iiber k, spaltet, so wird G spaltend iiber k, genannt. Wir setzen
T :=T(k,).

Fiir A € X,(T) und x € X*(T) sei (A, x) € Z die ganze Zahl mit (y o \)(t) = t*X fiir
alle t € G,,. Dies definiert eine duale Paarung

() X(T) x XH(T) = Z, (A x) = (A,

siehe [Bor91l, Proposition 8.6]. Wir setzen V' := X,(T) ®z R und identifizieren iiber die
obige Paarung X*(T) ®zR mit dem dualen Vektorraum V*. Die R-bilineare Fortsetzung
der obigen Paarung auf V' x V* bezeichnen wir ebenfalls mit (-, ).

Weiter sei N := Ng(T) der Normalisator von T in G und Z := Zg(T) der Zentralisator
von T in G. Die Gruppe N operiert auf natiirliche Weise durch Automorphismen auf
X*(T) und X,(T). Die Wirkung des Normalteilers Z ist hierbei trivial, d.h. auch die
Weyl-Gruppe von G beziiglich k,

W =N/Z=N/Z,

mit N := N(k,) und Z = Z(k,), operiert auf X*(T) bzw. X,(T). Insbesondere werden
durch R-lineare Fortsetzung treue Wirkungen durch Automorphismen von W auf V* und
V' induziert. Wir identifizieren W auf diese Weise mit einer Untergruppe von GL(V*)
bzw. GL(V).

Mit ® := ®(T, G) bezeichnen wir die Menge der kv—Wurzelnﬂ von G beziiglich T, d.h.

¢ = {a € X*(T) ~ {0} : g # {0}},

wobei g, = {X € g : Ad(t)(X) = a(t)X fiir alle t € T}. Offensichtlich definiert jede
k,~-Wurzel a eine Linearform auf V' und somit einen Untervektorraum H, = {z € V :
(x,a) = 0} von Kodimension 1. Die lineare orthogonale Spiegelung sy, € GL(V') auf V
an H, bezeichnen wir mit s,. Es gilt:

Proposition 4.2.16. (a) Sei < -, - > ein unter W invariantes Skalarprodukt auf V*.
Dann ist ® ein (abstaktes) Wurzelsystem in V*, dessen Weyl-Gruppe gleich W ist.
Insbesondere gibt es fir jedes a € ® eine (eindeutige) k,-Kowurzel & € V mit
(&,a) = 2 und W C GL(V*) wird von den Spiegelungen r,, € GL(V*), o € ®, mit
ro(x) =2 — (&, x)a fir alle x € V*, erzeugt.

(b) Sei ® = &(T,G) = {&: a € ®} CV die Menge der k,-Kowurzeln von G beziig-
lich T und < -,- > ein unter W invariantes Skalarprodukt auf V.. Dann ist ® ein
(abstaktes) Wurzelsystem in 'V, dessen Weyl-Gruppe gleich W ist. Insbesondere wird
W C GL(V') von den Spiegelungen s,, a € O, erzeugt und es gilt so(r) = r—(x, a)&
fir alle x € V.

Beweis. Siehe [Bor91, Theorem 21.2 und Theorem 21.6] und [Bou02, V, §2 und VI,
§1]. O

6Siche auch [Bor91l §21.1].
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Im Folgenden fixieren wir ein W invariantes Skalarprodukt < -,- > auf V.

Da T C Z, kann jeder Charakter von Z durch Einschrénkung auch als Charakter von T
betrachtet werden. Genauer kann X*(Z) als Untergruppe von endlichem Index in X*(T)
aufgefasst werden und es gilt V* = X*(Z)®zR. Dartiber hinaus gibt es einen eindeutigen
Gruppenhomomorphismus vy : Z — V, so dass

(v0(2), x) = —ordy(x(2))
fur alle z € Z und alle x € X*(Z) ist, siehe [Lan96, Lemma 1.1]|.
Beispiel 4.2.17 (SL,,, Teil 1). Sei G = SL,, und T der Torus der Diagonalmatrizen in
G, Notation siehe §3.2.1] Dann ist T = Z und

n—1 n—

vo: T — Vit — — Zordv(xi7i+1(t)))\i = — (ord,(z;)—ord, (1)) N :ZOrdv(Ii)si,

1 =1

—

n

i=1 i
falls t = diag(zy,...,x,).
Proposition 4.2.18. FEs gilt:

(a) Der Kern Z. = Ker(vy) ist die (eindeutige) mazximale kompakte Untergruppe von
Z.

(b) T, =T NKer(v) ={t €T :ord,(x(t)) =0 fir alle x € X*(T)} ist die (eindeutige)
mazximale kompakte Untergruppe von T'.

(¢) Das Bild vy(Z) = Z]Z, ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang dimg (V).
(d) vo(T) = T/T. ist eine Untergruppe von endlichem Index in vo(Z).

Beweis. Fiir (a) und (c) siehe |[Lan96, Proposition 1.2 und Lemma 1.3]. Da X*(Z) ei-
ne Untergruppe von endlichem Index in X*(T) ist, gilt 7. = {t € T : ord,(x(t)) =
0 fiir alle y € X*(T)} und mit (a) folgt (b). Der Beweis von (d) lduft &hnlich zu [PR94,
S. 155 oben|: Da T = (k)? = Z? x (0%)? fiir d == dimg(V) ist und (0})? die eindeutige
maximale kompakte Untergruppe von k¢ darstellt, folgt 7. = (0})?. Weiter ist dann
v(T) = T/T. = 7% und mit (c) folgt die Behauptung. O

Mit &7 bzw. o/ (G, T, k,) bezeichnen wir den affinen Raum tiber V, der aus V' durch
Vergessen des ,Null-Punkts”“ entsteht und erhalten einen Gruppenhomomorphismus

v:Z = M), 2= [Ty A — A, 1= 1+ 1p(2)). (%)

Proposition 4.2.19 (|Lan96], Proposition 1.8). Es gibt einen, bis auf einen eindeutigen
Isomorphismus von Aff(o7) = GL(V) x V' eindeutigen, Gruppenhomomorphismus

v: N — Aff(«7),
derv:Z — Aff(<) aus fortsetzt. Fir diesen gilt pry(v(m)) = pr(m) € W fiir alle
m € N, wobei pr; : Aff(«7) — GL(V), (p,x) — ¢ die Projektion auf die erste Kompo-

nente und pr : N — N/Z = W die kanonische Projektion bezeichnet. Insbesondere ist
v(N)=W.
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Beispiel 4.2.20 (SL,,, Teil 2). Sei G = SL,, und T wie in Beispiel Dann ist
N = Ng(T) die Gruppe der Monomialmatrizen in G und jedes m € N kann eindeutig als
Produkt einer Matrix diag(1,...,1,sgn(o))P, fiir ein o € S,, mit einer Diagonalmatrix
d(m) in G geschrieben werden. Hierbei bezeichnet P, € GL, die Permutationsmatrix
zu o € S, und der Rest der Notation ist in zu finden. Weiter gilt

v: N — Af(), m — (wy, vo(d(m))).

Wir wollen nun eine geeignete Untergruppe von v(N) als affine Weyl-Gruppe auf 7
realisieren. Hierflir betrachten wir fiir jedes v € ® die Wurzelgruppe U, d.h. U, ist die
eindeutig bestimmte iiber k, definierte abgeschlossene zusammenhédngende unipotente
Untergruppe von G, die von Z normalisiert wird und Lie-Algebra g, + g2, hat, wobei
020 = {0}, falls 2a ¢ @ ist, siche [Bor91l Proposition 21.9].

Sei a € ¢ und U, = U,(k,). Fiir alle u € U, besteht der Schnitt N N U_,ulU_, aus
genau einem Element m(u) € N, sieche [BT65, §5] oder |[Lan96, Lemma 0.19]. Ist e das
neutrale Element in G, und e # u € U,, so ist pr(m(u)) = s,. Genauer ist v(m(u)) eine
affine orthogonale Spiegelung mit pr(v(m(u))) = s,, siehe |[Lan96, Lemma 10.25 und
Proposition 10.28] und Proposition |4.2.19]

Wir wahlen nun einen ,Null-Punkt* ¢ € &7, so dass wir &/ mit V identifizieren kénnen.
Hierfiir fixieren wir eine Basis A C ®. Den Punkt £ € &/ wihlen wir dann derart, dass
fir alle @« € A ein Element u € U, \ {e} existiert, so dass v(m(u))(§) = £ gilt.

Proposition 4.2.21. Sei a € & und u € U, \ {e}. Dann gilt:

(a) Es gibt ein p,(u) € R, so dass v(m(u))(x) = so(z — &) — pa(u)a + & fir alle x € of
gilt. Insbesondere ist v(m(u)) die affine orthogonale Spiegelung an der Hyperebene

Hy,={rved : (z—E&a)=—pu(u)}.
Wir setzen ¢q : Uy N {e} = R, u— pu(u).

(b) Fiirr e R ist
Unr ={u e U, ~A{e} : @a(u) > r}U{e}

eine kompakte, offene Untergruppe von U, und es gilt

Yo(u) =sup{r e R:u e U,,}.

(c) Sei 'y C R das Bild von ¢,. Die Teilmenge

Il = {@a(u) 1 u € Uy \ {e} und po(u) = sup{pa(z) : € ulsa ~ {e}}}

mit Us, = {e}, falls 2a ¢ ®, stellt eine diskrete Teilmenge von R dar. Ist o € ®
mit 2ac ¢ O, so gilt 0 € ', =17,
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Beweis. Siehe [Lan96, Corollary 11.6| fiir (a), [Lan96, 10.19, Lemma 10.20, Proposition
11.5 und Proposition 12.11] fir (b) und [Lan96, 4.8, Proposition 4.19 und Proposition
10.24] fiir (c). O

Beispiel 4.2.22 (SL,,, Teil 3). Sei ® = {x;; : 1 <4,j < n,i# j} die Menge der Wurzeln
von G = SL,, beziiglich T wie in §3.2.1} Die zu einer Wurzel y;; € ® korrespondierenden
Objekte werden wir durch den Index ij kennzeichnen. Sei also U;; die zu x;; gehorende
Wurzelgruppe. Dann gilt U;; = Uj(k,) = {u;(a) : a € k,} mit u;;(a) = ((uij(a))s) €
Mat,, (k,) und

1, falls s =t,
(wij(a))st =< a, fallss=1iundt=j,
0, sonst.

Weiter gilt N N Ujui;(a)Us; = {m;(a)} fir alle a € k, mit m;;(0) == E,, und fiir a # 0

, falls s =t, s # 1,5 # j,

a, falls s =4 und t = 7,

(mij(a))st = —a7!, fallss=jund t =1,

0, sonst.
Fiir alle x € & erhalten wir
v(mi;(a))(z) = wey (@ =€) — ordu(a) Xy + € = Siji— ordu(a) (%),
d.h. v(m;;(a)) ist die Spiegelung an der Hyperebene H,j,— ord, (o) und
wij + Uij N~ {e} = Z, u;;(a) — ord,(a).
Folglich ist I';; = I'}; = Z und fiir r € R
Uijr = {ui;j(a) - ord,(a) > r} U{E,}.

Definition 4.2.23. Eine affine Funktion 6 : &/ — R fiir die es ein « € ® und ein [ € [}
gibt mit 0(z) = (v — &, a) + 1 fir alle x € o7, wird affine Wurzel von &/ genannt. Die
Menge aller affinen Wurzeln von o7 bezeichnen wir mit ®,;.

Definition 4.2.24. Fiir eine affine Wurzel 6 € ®,5p sei Hy = {z € &/ : §(x) = 0}
die Verschwindungshyperebene. Wir setzen 7 = {Hy : 0 € ®,s¢} und bezeichnen mit
Wayss die Untergruppe von Aff(7), die von den affinen orthogonalen Spiegelungen sy
an H mit H € J¢ erzeugt wird, d.h.

Waff = <8H:H€%>.

Beispiel 4.2.25 (SL,, Teil 4). Mit Beispiel 4.2.22| sehen wir sofort, dass fir G = SL,
die hier eingefiihrten affinen Wurzeln genau denen aus §3.2.1] entsprechen. Insbesondere
ist W,y die affine Weyl-Gruppe von ® auf <.
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Bemerkung 4.2.26. ®,;r, 5 und W, sind unabhéngig von der Wahl des ,Null-
Punkts* £ € 7. Ist @ reduziert, d.h. 2o ¢ @ fiir alle a € , so gilt:

Qo ={(-—& ) +¢a(u) e @, ue U, \{e}},
H ={Hp,: o€ ® uecl,{e}}
W =(v(m(u)) :a € &, u e U, \{e}).

Proposition 4.2.27. Es gilt:
(a) Wy ist eine Normalteiler von endlichem Index in v(N).
(b) w(H) € F fir alle w € v(N) und alle H € €.

(c) Wayys ist die affine Weyl-Gruppe eines eindeutigen reduzierten Wurzelsystems U auf
o, so dass H# = {Hyy:a € W, l € Z} mit Hy, = {x € & : (v — & o) =1} fir
alle « € U und | € Z gilt. Insbesondere ist &7 zusammen mit der Menge der Zellen
E(Wayss) in o beziiglich W sy und der Seitenrelation ,,<“ ein Polysimplizialkomplez,

siehe Proposition [{.2.9

Beweis. Siehe [Lan96l Proposition 11.8] fiir (a) und (b). (¢) wird in [Tit79, §1.7] erwéhnt,
wir werden dies hier etwas genauer erlautern:

Nach [Rou77, Lemme 2.1.9] gibt es eine endliche Untergruppe Ny von N, so dass
pr(No) = W und v(N) = v(Ny) X v(Z) gilt. Die Gruppe v(Z) = vy(Z) ist eine freie
abelsche Gruppe vom Rang dim(.¢/), siche Proposition [£.2.1§(c), d.h. insbesondere ei-
ne diskrete Untergruppe von v(N) und operiert daher eigentlich auf o7, siehe [Bou98,
I1I, §4.4]. Da v(Ny) endlich ist, operiert auch v(N) = v(Np) x v(Z) und damit auch
die Untergruppe W,y eigentlich auf 7. Nach Proposition [4.2.21](c) ist 0 € T, fiir alle
a € & mit 2a ¢ &. Folglich gibt es fiir jede Hyperebene H € J# eine parallele Hyper-
ebene H' € 7, die £ enthélt und € ist ein spezieller Punkt beziiglich W,sr. Wegen (b)
liegen mit jeder Hyperebene H € . auch die Hyperebenen H + vy(z) fiir alle z € Z
in J, insbesondere gibt es in jeder Richtung ¢ fiir o € ® Verschiebungen in W, und
die Untergruppe der Verschiebungen in W,; hat Rang dim(). Mit (b) sind somit alle
Voraussetzungen von [Bou02l, VI, §2, Proposition 8| erfiillt und die Behauptung folgt. [

Bemerkung 4.2.28. Jedes Element des Wurzelsystems ¥ aus Proposition ist
proportional zu einem Element in ® und es gilt Wff = W, siehe [BT72, §1.4.1]. Spaltet
die Gruppe G iiber k,, so ist ® reduziert und es gilt sogar & = U, siehe auch [Tit79,
§1.1]. Dennoch ist ¥ im Allgemeinen nicht proportional zu @, siche [Tit79, §1.7] (auch
nicht, wenn ¢ reduziert ist).

Den Polysimplizialkomplex .o# wahlen wir als Prototyp der Apartments des Bruhat-Tits-
Gebaudes. Um das gesamte Gebéude fiir G, zu definieren, werden wir Kopien von diesem
geeignet miteinander verkleben. Hierfiir betrachten wir die folgenden Untergruppen von

Gy:
Sei z € of. Wir setzen
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Man beachte, dass U, unabhéngig von der Wahl des , Null-Punkts* ¢ € & ist.

Definition 4.2.29. Wir definieren die folgende Relation ,,~* auf G, x 7. Seien (g, x),
(h,y) € G, x &/. Dann ist (g,x) ~ (h,y), wenn es ein m € N gibt, so dass v(m)(z) =y
und g~ thm € U, gilt.

Proposition 4.2.30 (|[Lan96|, Lemma 13.1). Die Relation ,~* ist eine Aquivalenzrela-
tion auf G, X <.

Definition 4.2.31. Wir schreiben %, = #B(G,k,) = G, x &/ / ~ fir die Menge der
Aquivalenzklassen beziiglich ,~“. Die Aquivalenzklasse von (g,z) € G, x &/ wird mit
(g, ) bezeichnet.

Proposition 4.2.32 (|[Lan96], Lemma 13.2). Sei e das neutrale Element in G,. Es gilt:
(a) G, operiert auf A, via
Gy X By = By, (9, (h,y)) = g(h,y) = (gh,y).

(b) Die Abbildung
o — B, v (e,x)
15t ingektiv.
Bemerkung 4.2.33. Wir identifizieren &/ liber obige Abbildung als Teilmenge von %,
und schreiben auch gz fiir die Aquivalenzklasse von (g,z) € G, X & in %,. Es gilt

mz = v(m)(x) fir alle m € N und z € o/, d.h. die Wirkung von G, auf o setzt die
Wirkung von N auf o fort, siehe Proposition [4.2.19|

Proposition 4.2.34 ([Lan96|, Proposition 13.6 und Corollary 13.8). Es gilt:
(a) Fiir alle g € G, gibt es ein m € N mit gv = max fiir allex € o Ng~ 1.
(b) N ist der Stabilisator von &7 in G,, d.h. N={ge€ G, : g/ = o/},

(c) Ker(v) ={g € G, : gx = x fiir alle x € o/}.

Wir iibertragen die Zellstruktur des Polysimplizialkomplexes .« durch die G,-Wirkung
auf ganz A,:

Definition 4.2.35. Eine Teilmenge A C %, heifst Zelle/ Kammer/Paneel/ Kante / Ecke
in %,, wenn es ein g € G, gibt, so dass gA C &7 Zelle/Kammer/Paneel/Kante/Ecke
beziiglich W, ;s ist. Wir schreiben ¥(4,) fiir die Menge der Zellen in %, und V(4,) fiir
die Menge der Ecken in %,.

Sind A, B € 3(%,), so ist B eine Seite von A, bzw. B < A, wenn es ein g € G, gibt mit
gA,gB C 4/, so dass gA und gB Zellen in &/ beziiglich W, sind und gB eine Seite
von gA ist.

Ist A€ X(A,) und A C g« fiir ein g € G, so nennen wir A auch eine Zelle in g.o7. Ist
A Kammer/Paneel /Kante/Ecke in %, so sagen wir auch Kammer/Paneel / Kante / Ecke
in g7/. Die Menge der Zellen in g/ notieren wir mit ¥(g<7). Die Einschrinkung der
Seitenrelation ,<* auf ¥(g<) bezeichnen wir ebenfalls mit ,,<“.
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Bemerkung 4.2.36. Nach Proposition [4.2.34(a) und Proposition [4.2.27|(b) sind obige
Begriffe wohldefiniert. Ebenso folgt ¥(.e7') = (W, ;) und die Seitenrelationen aus obiger
Definition und Definition {.2.3 stimmen tiberein.

Proposition 4.2.37 ([Lan96|, Proposition 13.10). Sei A € 3(4A,) eine Zelle in B, und
g € G, mit ANge/ # 0. Dann gibt es eine Zelle A" € L(Wyyy) in o mit A = gA'.
Insbesondere ist A € ¥(go/) und ¥(%4,) = Y(go).

g€eGy
Proposition 4.2.38. Sei B, = B(G, k,). Es gilt:

(a) Fiir alle g € G, ist g/ zusammen mit 3(g<f/) und der obigen Seitenrelation ein
Polysimplizialkomplez, der isomorph zu &/ zusammen mit X(Wesr) und der Seiten-
relation aus Definition [{.2.3 ist.

(b) Fiir A,B € ¥(A,) gibt es ein g € G, mit A, B € ¥(g9).

(c) Sind 9,9 € G, und A, B € X(g/) NX(g' ), so gibt es einen Isomorphismus von
Polysimplizialkomplexen ¢ : g/ — ¢'o/, der A und B punktweise fest ldsst.

Insbesondere ist B, zusammen mit 3(A,) und der obigen Seitenrelation ein affines
Gebdude mit Weyl-Gruppe Weors und Apartmentsystem 2 = {97 : g € G, }. Das Apart-
ment of = o/ (G, T, k,) heifft Standardapartment in %, (beziglich T ). Wir nennen %,
das Bruhat-Tits-Gebaude von G,.

Beweis. Fir g € G, folgt (a) direkt aus den Definitionen von ¥(g.</) und der Sei-
tenrelation. (b) folgt aus [Lan96l Proposition 13.12 (i)|]. Zu (c): Seien g¢,¢' € G, und
A, B € X(go)NX(¢). Dann ist g7'A,g7'B C & N ha/ mit h == g~'¢’. Nach Pro-
position [{.2.34(a) gibt es somit ein m € N mit h~'z = maz fiir alle z € g~'A bzw.
x € g~'B. Die Abbildung ¢ : &/ — ¢/, v — ghmg—'z = ¢'mg~ 'z liefert den gesuch-
ten Isomorphismus. O

Beispiel 4.2.39 (SL,, Teil 5). Sei %s,,k,) das Bruhat-Tits-Gebdude von SL,(k,) aus
Mit 4, bezeichnen wir das in diesem Abschnitt eingefiithrte Bruhat-Tits-Gebaude
von SL, (k,). Beide Begriffe sind dquivalent, wie der folgende wohldefinierte SL,,(k,)-in-
variante Isomorphismus von Simplizialkomplexen zeigt:

Sei B := {e1,...,e,} C k' die Standardbasis und
AP = {{Spany, (7%%€1,...,70"€,)} a1, ... an €L}

das zu B gehorende Apartment in sy, (1,). Wir betrachten den Isomorphismus ¢ aus
dem Beweis von Proposition [3.2.

ol P — S(Wayy)

mit

—_

n—

el ({LY) = ) (a1 —a)Xi + £

i=1
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fiir jede Ecke {L} = {Spany, (7%€1,...,me"e,)} in &P und

oy ({{Lo}, - {La}}) = {(Zc oo ({Li}) - )) +E&i¢€Ryound Y o= 1}

i=0
fiir jeden d-Simplex {{Lo},...,{L4}} in &ZP.

Ist 0 = {{Lo},...,{La}} nun ein beliebiger d-Simplex in HBgr,,(x,), so liegt o in ei-
nem Apartment o/7 fiir eine Basis B’ = {v1,...,v,} C k". Wir setzen M(c) =
M (det(vy, ..., v,) v, v,) € SLy (k). Dann gilt

M(o) o ={M(o) {Lo},...,M(0) " {La}} € &]

und der gesuchte Isomorphismus ist wie folgt definiert:
01 Bt = S(B,), 0 -5 {(00(0).7) : v € B (M(0) o)}

Bemerkung 4.2.40. Fiir die Konstruktion des Bruhat-Tits-Gebaudes von G, haben
wir einen maximalen k,-spaltenden Torus T, ein W-invariantes Skalarprodukt auf V'
und eine Fortsetzung v : N — Aff(&/) von v : Z — Aff(&7) aus (%)) gewéhlt. Im Wesent-
lichen ist die Konstruktion jedoch unabhéngig von dieser Wahl, denn ist %, ein weiteres
Bruhat-Tits-Gebdaude von G, so gibt es einen G,-invarianten Isomorphismus von Po-
lysimplizialkomplexen %, — ., der den kombinatorischen Abstand fest lésst, siehe
|[Lan96, Proposition 13.18]. Insbesondere gibt es eine Bijektion zwischen dem Apart-
mentsystem 2 des Bruhat-Tits-Gebéudes von G, und der Menge

{(G,S,k,) : S C G maximaler k,-spaltender Torus},

siehe [Tit79. §2.1].

Das Standardapartment & = o/ (G, T, k,) kann dabei fast immer wie folgt beschrieben
werden:

Lemma 4.2.41 (|Tit79], §3.6.1). Sei B, = #(G, k,) und q, = |0, /m,| > 4. Dann gilt
o ={x € B, tr=u firaletecT,.}.

Bemerkung 4.2.42. Da die G,-Wirkung auf %, per Definition die Zellstruktur erhélt,
werden insbesondere FEcken auf Ecken und Kanten auf Kanten abgebildet. Folglich bleibt
auch der kombinatorische Abstand dist(z,y) zweier Ecken z,y € V(%4,) erhalten, d.h.

dist(z, y) = dist(gx, gy)
fiir alle g € G,,.

Definition 4.2.43. Ein Punkt z € %, heif’t speziell, falls es ein g € G, gibt, so dass
gr € o liegt und gx speziell beziiglich W,z ist, sieche Definition Ist x € A,
speziell und gilt = € g7 fiir eine g € G,, so wird x auch speziell in go/ genannt.
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Bemerkung 4.2.44. Nach Proposition [4.2.34{a) und Proposition {4.2.27|(b) ist obiger
Begriff wohldefiniert. Ferner ist jeder spezielle Punkt in %, eine Ecke in %, vergleiche
Bemerkung [4.2.7. Wir sagen daher auch spezielle Ecke anstatt spezieller Punkt.

Bemerkung 4.2.45. Nach Proposition besitzt %, spezielle Ecken. Ist z € V(4,)
eine spezielle Ecke, so ist Stabg, (x) eine maximale kompakte Untergruppe von G, siehe
[Tit79, §3.2].

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir nun noch eine weitere ,besondere” Art von Ecken
des Gebdudes %, hervorheben. Hierfiir betrachten wir eine endliche Galois-Erweiterung
k! |k, mit Galois-Gruppe I' = Gal(k]|k,) und einen maximalen k!-spaltenden Torus
T in G, der iiber k, definiert ist und T enthélt. Weiter sei &' = &7 (G, T’ k]) das
Standardapartment beziiglich T" des Bruhat-Tits-Gebéudes %, .= %(G, k) und W, ;,
die zugehorige affine Weyl-Gruppe. Dann operiert die Galois-Gruppe I' auf ./’ und &/
kann mit der Fixpunktmenge in /" unter dieser Wirkung identifiziert werden, siehe
[Tit79, §1.10].

Definition 4.2.46. Ein Punkt x € £, heilst hyperspeziell, falls es ein g € G, mit gz €
</, eine endliche unverzweigte Galois-Erweiterung k! |k, und einen iiber k] spaltenden
maximalen Torus T in G mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) T’ ist iiber k, definiert,
(ii) T’ enthélt T,
(iii) gz ist speziell in &' = &/ (G, T', k;) beziiglich W ;.

Bemerkung 4.2.47. Hyperspezielle Punkte in 4, sind speziell, siehe [Tit79, §1.10.2],
und somit insbesondere Ecken in 4,. Wir sagen daher auch hyperspezielle Ecke in 2,.
Spaltet die Gruppe G iiber k,, so sind alle speziellen Ecken auch hyperspeziell.

Proposition 4.2.48 ([Tit79], §3.9.1). Fliir fast alle v € MY gibt es eine hyperspezielle
Ecke a € V(A,) mit G(o,) = Stabg, (a).

4.2.3 Die nicht-archimedischen lokalen Hohen

In diesem Abschnitt werden wir nun einen Zusammenhang zwischen der nicht-archime-
dischen v-adischen lokalen Hohenfunktion H, auf GG, und der v-adischen lokalen Hohen-
funktion Hsgr,, (x,) fiir n = dimy, (g,) herstellen.

Sei B, = B(G,k,) das Bruhat-Tits-Gebédude von G, £, € V(Z,) eine spezielle Ecke
und K, := Stabg, (& ). Die maximale kompakte Untergruppe K, erlaubt eine Zerlegung
der Gruppe G, in Doppelnebenklassen, die Cartan-Zerlegung von G, beziiglich K, die
eine gute Kontrolle des kombinatorischen Abstands dist, (x, y) zweier Ecken z,y € V(4%,)
ermoglicht. Diese Zerlegung werden wir im Folgenden beschreiben.



4.2 Bruhat-Tits-Gebaude und die nicht-archimedischen lokalen Hbohen 75

Da wir in diesem Abschnitt zwischen verschiedenen nicht-archimedischen Bewertungen
unterscheiden wollen, werden wir zunéchst noch einmal einige Notationen in Abhéngig-

keit von v fixieren, siehe auch §4.2.2

Sei also v € M} beliebig. Wir wiihlen einen maximalen k,-spaltenden Torus T, von G, so
dass &, € &/ (G, T,, k,) gilt, sieche Bemerkung[4.2.40] und betrachten <, := &/ (G, T,, k,)
als das Standardapartment von %,. Weiter sei N, :== Ng(T,) der Normalisator von T,
in G und Z, = Zg(T,) der Zentralisator von T, in G. Fiir die Mengen der k,-rationalen
Punkte schreiben wir T, .= T, (k,), N, = N,(k,) und Z, = Z,(k,). Die Weyl-Gruppe
von G beziiglich k, bezeichnen wir mit W,,.

Weiter sei (-, ) die Fortsetzung der dualen Paarung von X,(T,) x X*(T,) auf V,, x V
fur V, = X,(T,) ®z R und V;} .= X*(T,) ®z R. Mit v, : Z, — V,, bezeichnen wir den
eindeutigen Gruppenhomomorphismus mit

(o0(2), x) = —ordy(x(2))
fir alle z € Z, und alle x € X*(Z,) und
v, : Ny, — Aff(,)
sei eine Fortsetzung von
Zy = M), 2= [Ty, o) 1 Dy — Dy, T = 2+ Vyp(2)].

Sei ¢, .= ®(T,,G) C V* die Menge der k,-Wurzeln von G beztiglich T,,. Fiir die in Defi-
nition (4.2.23 eingefiihrte affine Wurzelmenge von 7, schreiben wir ®; ;, fiir die dadurch
definierte affine Hyperebenenmenge .77, und fiir die zugehorige affine Spiegelungsgruppe

v
aff-
Um o7, mit V, identifizieren zu konnen, setzen wir &, als ,Null-Punkt* von .<7,.

Wir werden nun einige Objekte beziiglich ®, einfiihren, die fiir das Verstdndnis der
Zellstruktur auf <7, und die Formulierung der Cartan-Zerlegung von Bedeutung sind,
siehe auch [Bou02, VI, §1].

Wir fixieren eine Basis Ag, == {ay1, ..., Qyp, } von &, mit n, = dimg(V,) = dimg(V})
und schreiben @ (bzw. @) fiir die Menge der positiven (bzw. negativen) Wurzeln
von @, beziiglich Ag, . Ist ®, irreduzibel, so bezeichne «, die hichste Wurzel von ®,
beziiglich Ag,. Ist &, = ®&; U ... U P, reduzibel, so ist Ag, = A; U...UA,, wobei A;
eine Basis der i-ten irreduziblen Komponente ®; ist. Mit a, bezeichnen wir in diesem
Fall die Summe iiber die hochsten Wurzeln von ®; beziiglich A;. Man beachte, dass
a, dann keine Wurzel mehr ist. In beiden Fillen gibt es eindeutige m,; € Z-o mit
widetildecn, =Y My 0ty ;.

Mit ¥, C V* bezeichnen wir das eindeutige reduzierte Wurzelsystem aus Proposition
mit affiner Weyl-Gruppe W7, ;. Da jedes Element in W, proportional zu einem
Element in ®, ist, gibt es eine eindeutige Basis Ay, = {Bv1,-- -, Pon, von ¥, und



76 4. Die Endlichkeit von Ng)(B)

eindeutige ¢,; € Ryp mit a,; = ¢,:0,; fiir alle 1 < i < n,, siche [Bou02, VI, §1.5,
Theorem 2.

Sei {fbw1s .-y fon, b die zu Ag, und {A,1,..., Ay p, } die zu Ay, beziiglich (-,-) duale
Basis in V,,, d.h. (py4, iy j) = (Avsis Buj) = 0ij, wobei 6;; das Kronecker-Delta bezeichnet.
Das Kogewichtsgitter von W, beziiglich Ay, nennen wir P, = Spang (A, 1,. .., Aun,)-

Mit Pt = SpanZ>0()\v,1, .++y Aum,) bezeichnen wir das Monoid der dominanten Koge-
wichte von ¥, beziiglich Ay,. Es gilt Pf = P, NS, fiir den durch Ag, bzw. Ay,
definierten Sektor S, (= Weyl-Kammer) in V,,
Sy ={x €V, : (x,a,;) >0 firalle 1 <i<mn,}
={z eV, :(x,B,;) >0 fir alle 1 <i<mn,}.
Nach [Bou02, VI, §2, Proposition 3| ist P, + £, gleich der Menge der speziellen Ecken
in o7, beziiglich W7, ,. Da w(H) € J, fiir alle H € J, und alle w € v,(N,) gilt, sieche
Proposition [4.2.27] ist insbesondere H + v, ¢(2) € JZ, fiir alle H € 7, und alle z € Z,.

Da &, speziell ist, ist folglich auch &, + v, () fiir alle z € Z, speziell in <, beziiglich
W, dh vyo(Zs) C P

Wir setzen nun Y, = v,0(Z,), Y," =Y, NP} und Z = v, ;(Y,"). Analog gilt fiir T,,

Xy =v0(Ty), XJf = X, NP} und T} = l/qfé(Xj) NT, = ZNT,. Man beachte, dass
Y," und X Monoide sind und Ker(v, ) C Z,F gilt.
Folgende Darstellung wird als Cartan-Zerleqgung von G, beziiglich K, bezeichnet:
Proposition 4.2.49 (Cartan-Zerlegung, [Tit79], §3.3.3). Es gilt

G, = K,Z} K,
wobei die Abbildung

KNG,/ K, =Y, K2 K, — v,0(z")

mit 2+ € ZF eine wohldefinierte Bijektion ist.

Beispiel 4.2.50 (SL,,, Teil 6). Sei G = SL,,. Weiter sei, wie in Beispiel 4.2.17, T der
Torus der Diagonalmatrizen in G und Z sein Zentralisator in G. Dann ist Z, = Z(k,) =
T(k,) =T,

—_

Vpo : Ty =V, diag(zy, ..., 2,) — — ) (ordy(x;) — ord, (xi41)) Ay

i=1

und wir erhalten

n

T = {diag(xy,...,2,) : 75 € ky,ord,(71) < ... < ordv(xn),Hxi =1}

=1
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Setzen wir

i=1

T} = {diag(ﬂgl,...,ﬁg"):ai €Z,a1 <...<a,und Zai:O},

so gibt es fiir jede Matrix A, € G, genau ein t;7 € i}, so dass A = x,t} 2! fiir geeignete
Ty, vh € K, gilt (Elementarteilersatz).

Proposition ldsst sich verfeinern zu:

Korollar 4.2.51. Es gilt
G,=K,E/TIK,

fiir eine endliche Teilmenge Ef C Z7.

Beweis. Vergleiche auch [PR94] S. 155 Mitte|. Nach Proposition |4.2.18)ist Y,, eine endlich
erzeugte freie abelsche Gruppe vom Rang n,,, auerdem ist 4, := [Y,, : X, ] endlich. Daraus
ergeben sich mehrere Sachverhalte. Zum e_inen ist nach Gordans Lemma, sieche [Ful93|
§1.2, Proposition 1], Y;© = Y,N P, =Y, NS, ein endlich erzeugtes Monoid, zum anderen
ist 7,Y, € X, und daher
Y, =i,(Y,NPHCiY,NPFCX,NPH=XCY" .
Folglich gibt es eine endliche Menge F, C Y,© = 1, 0(Z;) mit
Y=F"+iY =F+X/ .
Ist Ef C ZF eine endliche Menge mit v, o(E) = Ff, so ist
v o(By Ty ) = voo(EY) +vuo(T)) = B + X =Y, =v,0(Z))
und daher
Zt = Ker(v,0)ES T

Da 2§, = & + v,0(2) fiir alle z € Z, gilt, ist Ker(v,o) C Stabg, (&) = K, und die
Behauptung folgt aus Proposition O

Die Cartan-Zerlegung hilft nun den Abstand dist,(&,, g.&,) fiir ein Element g, € G, zu
bestimmen. Nach obiger Aussage gibt es fiir jedes g, € G, ein 2} € Z mit v, o(2)) € P,
und

dist, (§u, goéo) = disty(&y, 2, &) = disty(&w, vuo(z,) + &)
Diese Abstande konnen nach Lemma [£.2.15] direkt im Apartment <7, bestimmt und gut
kontrolliert werden, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 4.2.52. Sei A € P. Dann gilt

dist, (£, A + &) > Z  Bui)-

Sind alle Ecken in <7, speziell, so gilt sogar dist, (&, A + &) = D121 (X, Bui).
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_)\v,2

{¢////»~‘_

gv vl + fv

H H+ Ay H+ )
H+ Aot + Ao

Abbildung 4.3: Der Simplizialkomplex der affinen Weyl-Gruppe eines Wurzelsystems
vom Typ Gs. Die Hyperebenen H + A, 1, H + A1 + A2 und H + A
kreuzen jeden Weg von &, nach A +&,.

Beweis. Sei A € P} Ist U, reduzibel, d.h. ein direktes Produkt irreduzibler Wurzelsys-
teme, so kann jeder Weg von &, nach A\+&, durch einen gleichlangen Weg ersetzt werden,
der nacheinander die jeweiligen irreduziblen Komponenten ablauft. Wir nehmen daher
ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass das Wurzelsystem W, irreduzibel ist. Da
die Aussage fiir n, = 1 offensichtlich ist, sei dariiber hinaus n, > 1.

Die simpliziale Struktur auf .7, ist durch Schnitte der Hyperebenen H € JZ, bestimmt.
Jede Hyperebene in 5%, die zwischen &, und A + £, verlauft, kreuzt jeden Weg von &,
nach A\ +¢&,, d.h. sie enthélt mindestens eine Ecke des Weges. Insbesondere lasst sich die
Lange des kiirzesten Weges zwischen den Ecken &, und A+&, durch die Anzahl paralleler
Hyperebenen in J7,, die die Punkte voneinander trennen, abschétzen.

Sei H eine Hyperebene, die &, jedoch keine (weitere) Seite des polyedrischen Kegels
Sy + &, d.h kein A, ; fiir 1 < ¢ < n,, enthélt. Eine derartige Ebene existiert, da W,
irreduzibel und n, > 1 ist. Da A € P ist, ist (A, 3,,) > 0 fiir alle 1 < ¢ < n, und die

folgenden Hyperebenen liegen zwischen &, und A + &,
i—1
H = H+Y (A Bo) Aot + Ao,
1=1

wobei 1 <4 <n, und 0 < j < (X, B,,) gilt. Dies sind (3", (A, Bu.) + 1)-viele parallele
Hyperebenen. Da H"* = H und H™Mene) = H 4 X ist, muss jeder Weg von &,
nach \ + &, mindestens die Lange > (), B,,) haben und es folgt dist, (&, A + &) >

Z:L:Ul<)‘a Bv,i>'

Sind alle Ecken in o7, speziell, so gibt es keine Hyperebene, die echt zwischen £, und
Ao + &, liegt. Folglich bilden die Ecken {9 : 1 < i < n, und 0 < 5 < (X, 3,,)} mit
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AT = €y 4+ ST, Boad Aus + F A einen Weg von &, nach A + &, und die Behauptung
folgt. O

Bevor wir nun zur Hauptaussage dieses Abschnitts iibergehen, bendtigen wir noch fol-
gende Aussagen:

Lemma 4.2.53. Es gilt fir alle t € T,

Ny

voo(t) = = ordy(a,i(t)) o,

i=1

Dariber hinaus ist |a(t)|, > 1 fir alle t* € T, und alle « € O} .

Beweis. Seit € T,. Dann ist fiir alle y € X*(T,)

<— i: ordy (e ;i (1)) oo 4 X> = —ord, (1_1 ozv,i(t)“’“””"’()) = —ord,(x(t)).

=1

Da X*(Z,) als Untergruppe von endlichem Index in X*(T,) aufgefasst werden kann, gilt
insbesondere

<— > ordy (1)) o, X> = —ordy(x(t)) = (mo(t), x)-
i=1
fir alle x € X*(Z,) und der erste Teil der Behauptung folgt.

Sei nun ¢+ € T;f. Dann ist v, o(t7) € S,, d.h. —ord, (i (t1)) = (vpo(tT), ay,) > 0 fiir
alle 1 < i < n,. Es folgt |a,;(t")], > 1 fiir alle 1 < i < n, und somit auch die zweite
Behauptung. ]

Korollar 4.2.54. Es gilt fir alle t* € T,F
max{|a(t")], : a € ®,} = max{|a(tt) !, : a € ®,} < |a,(t1)]s,.

Ist ®, irreduzibel, so gilt sogar Gleichheit.

Beweis. Da &, = —®, gilt, ist die erste Gleichung offensichtlich. Sei t* € T.f, o € &

v

und r; € Z mit a = 2?21 i ;. Dann gilt 0 < r; < m,,; und mit Lemma [4.2.53

la(t)[;* < la(t™)], H|avz O < H|avz ) = ()l

Da —®F = &, und ¢, = & UP; folgt die Behauptung. Ist @, irreduzibel, so ist a, € P,
und wir erhalten Gleichheit. O
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Da T, ein maximaler k,-spaltender Torus ist, gilt

g = (8u)o @ @ (80)as

a€<I>v

wobei (g,)o = {X € g, : Ad,(¢)(X) = X fiirallet € T,,} und (g,)0 = {X € g, :
Ad,(t)(X) = a(t)X fir alle t € T,} fiir alle a € ®,, ist, vergleiche [PR94] §2.1.14].

Wir wéhlen eine k,-Basis B, von (g,)o und fiir jedes o € ®,, eine k,-Basis B, von (g,)a.
Dann ist B, = By U Uae% B, eine k,-Basis von g, und es gibt einen Isomorphismus
Ly : SL(gy) — SL,(ky).

Satz 4.2.55. Sei v € M} eine nicht-archimedische Bewertung und Ad, : G, — SL(g,)
die adjungierte Darstellung von G,. Weiter sei 8, eine wie oben gewdhlte Basis von
g, und v, : SL(g,) — SL,(k,) der durch diese Basiswahl induzierte Isomorphismus. Mit
Hgt,, (k) : SLin(ky) = Rxg bezeichnen wir die v-adische lokale Hohenfunktion auf SLy,(k,)

aus §3.3. Wir setzen
1

2C,My,

Yo -

mit ¢, == max{c,; : 1 <i <mn,} und m, = max{m,,; : 1 <i <n,}. Dann gibt es ein
Ny € Rop, so dass

H,(g,) = gy 5095 > i, Hyr, 1, (00(Ady (90)))

fur alle g, € G, gilt.

Beweis. Sei g, € G,. Nach Korollar |4.2.51] gibt es eine endliche Menge Ef C ZF, so

dass G, = K, E/T,f K, gilt. Folglich kénnen wir z,, 2}, € K,, z/ € Ef und t} € T,/ mit

Gy = xTy2z t ! wihlen.

Sei |||, , die Matrixnorm beziiglich Maximumsnorm auf k}. Da K, eine kompakte
Untergruppe von G, ist, ist auch ¢,(Ad,(K,)) C SL,(k,) kompakt und es gibt ein, von
g, unabhéangiges, a, € R.y mit

(|40 (Ady ()] 0,005 ||Lv(Adv($_1)>Hv,oo < a,

fir alle z € K,. Da E endlich ist, kénnen wir dariiber hinaus annehmen, dass

||Lv(Adv(Z+))||v,oov ||Lv(Adv((Z+)_1))||v,oo < a,

fir alle 2t € Ef gilt. Mit Proposition |3.2.16| folgt somit

HSLn(kv)(L'U<Ad'U(g'U))) = ||Lv<Adv(gv))Hv,ooHLv(Adv@v_l))”v,oo
= Hbv<Adv(va;rtu+x;)) Hv,ooHLU<Adv<<x;)il(tj)il(zjrlx;l))Hv,oo

< ag|eo (Ady () lo,00 e (Adu (£5) 7)) o0
= ayHs, (k,) (to(Adu (). (t)
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Durch die oben gewihlte Basis entspricht ¢,(Ad,(¢)) einer Diagonalmatrix mit den
Diagonalelementen a(t}), a € @, und dimy, ((g,)o) vielen Einsen. Da die Summe iiber
alle Wurzeln gleich 0 ist, erhalten wir ||t,(Ad,(t7))|lve = max{|a(ti)], : o € @}
und e, (Ady((£5) ™) [lo.co = max{|a(t{)7], : @ € ®,}. Es folgt mit Korollar [£.2.54]
m, = max{m,; : 1 <i <mn,} und Lemma

HSLn(ku)(Lv(Adv(tj))) < | (ty |2 H v ity |2m“

—2my M ordy (a5 (B
<Hlam R 1

Weiter gilt nach Lemma [4.2.53| mit o, ; = ¢, ;0,,; und ¢, = max{c,; : 1 <i <n,}

_ Zord sz t+ Z(VU,O(t:)7aU,i> == Z<Vv O(t ) Cy 25U1> < Cy Z<V'UO( ) BU Z>
i=1 i=1 —
Mit Lemma [4.2.52] (1), (1) und ¢, = vy 0(t)) + &, erhalten wir
HSLn(kU)<Lv<Adu<gv))) qumvf}u disty (Eu, b8 €u) <§)

Bleibt also nur noch der Abstand dist, (&,, ;" ¢,) abzuschétzen. Mit der G-Invarianz der
kombinatorischen Metrik, der Dreiecksungleichung, d, := max{dist,(z&,,&,) : 25 € E}
und K, = Stabg, (&) gilt

disty (&, 17 &) = disty (2] &y, 20 17 &) < disty (27, &) + disty (&, 2765 E,)
< d, + disty (2, &, 20t 2l &) = dy + disty (&, 2ozt 2)E,)

’l} v ’U

= dv + diStv (&M gvgv)-
Schliefslich folgt mit (§) und der Identifizierung K, = &,

st (1,) (to(Adu(g0))) < afgymeer (@t adBteCnasl) = qfgimeends , (g,)2m e

und daher 1
H,(gv) > nuHsw,, (k) (to(Ady(gy))) 2mvee

fiir ein geeignetes n, € R.y. O]

Die nicht-archimedischen lokalen Hohenfunktionen H, hangen von der Wahl der maxi-
malen kompakten Untergruppen K, von GG,,, genauer der speziellen Ecken &, des Bruhat-
Tits-Gebéaudes %, mit K, = Stabg, (§,) ab. Diese Abhéngigkeit wollen wir nun unter-
suchen. Es gilt:

Proposition 4.2.56. Seiv € M und seien &, 1 und &, o zwei spezielle Ecken des Bruhat-
Tits-Gebiudes B, = B(G, k,). Seien weiter H,; bzw. H,» die zu K, = Stabg,(£,.1)
bzw. K, o = Stabg, ({u,2) gehdrenden v-adischen lokalen Hohenfunktionen auf G,. Dann
gibt es eine Konstante ¢, € R.g, so dass

;1 S H’U,l(gv> S CU
Hv,Z(gv)
fir alle g, € G, gilt. Ist K, 1 = K2, so gilt H,1(9,) = Hy2(9,) fir alle g, € G,.

¢
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Beweis. Sei g, € G,,. Dann gilt wegen der Dreiecksungleichung und der G,-Invarianz der
kombinatorischen Metrik

diStv(gv,la gva,l) S diStv (€U717 51)72) + diStv (&;,2, gva,Q) + diStv (gvgfu,Zy gy&;,l)
=2 diStv <§U,17 51},2) + diStv (51},27 gvgv,2)

und daher mit den Identifizierungen K, ; = &, und K, 2 = &2

Hv,l(gv) S chv,Q(gv)a

wobei ¢, = gp St Ente2) jop Analog gilt

HU,2 (g'u> S chv,2(gv)

und somit i
;1§ v,l(gv) SCU-
Hv,2(9v)

Sei nun K, = K,; = K,2 und T, ein maximaler k,-spaltender Torus von G mit
€v1,&2 € P (G, T,, k). So ein Torus existiert nach Proposition (4.2.38(b) und wir be-
trachten alle in diesem Abschnitt eingefithrten Bezeichnungen beziiglich T,.

¢

Sei g, = wpz} ! mit z,, 2! € K, und 2z € Z eine Cartan-Zerlegung von g, beziiglich
K,. Dann gilt wegen der G,-Invarianz der kombinatorischen Metrik

diStv (gv,la g’uﬁv,l) - diStv (5@,17 Z:ng) - diStv (gv,l, V'U,O(Z;;i—) + 511,1)
und

diStv(Sv,Qa gva,Z) = diStv(gu,Qa Z:&;,Z) = diStU (61),27 Vv,D(zj) + 51},2)'
Da &, 1 und &, spezielle Punkte des Apartments <7 (G, T, k,) sind, gibt es ein A € P,
mit §,1 = &2 + A und es folgt

diStfu (511,17 gvgv,l) - diStv (51},2 + /\7 V’U,O(Z:—) + 511,2 + /\) = diStv (51),2 + )\7 gvgv,Z + /\)

Da H, = H, + A gilt, dndert eine Verschiebung um A den kombinatorischen Abstand
nicht und wir erhalten dist, (&, 1, g,&u1) = dist,(&y.2, 9uéo2), d.h.

Hyq (gv) = Hv,2(gv)-

]

Um die lokalen Hohenfunktionen zu einer globalen Hohenfunktion zusammenzusetzen,
wihlen wir nun, in Ubereinstimmung mit Proposition , eine endliche Teilmenge
Si, € M}, so dass fiir alle v € MY \ Sy die Ecke &, € V(%,) hyperspeziell ist und
K, = Stabg,(&,) = G(o,) gilt. Diese Bedingung ermoglicht es uns einen besseren Zu-
sammenhang zwischen den Wurzelsystemen @, und ¥, fiir v € M} \ S, herzustellen:
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Lemma 4.2.57. Fir alle v € M? \ Sy, gilt ¥, = & = {a € D, : 2a ¢ D,}.
Insbesondere ist ¢, == max{c,; : 1 <i<mn,} <1

Beweis. Sei v € MY\ Si. Es ist leicht zu sehen, dass ®7™ ein reduziertes Wurzelsystem
in V* ist. Mit Proposition 4.2.27c) reicht es also zu zeigen, dass

Hy,={H,,:ac®)" €L}

gilt, wobei H} , == {z € &, : (x — &,,a) = [} ist.

Da v € M \ S ist, gibt es eine endliche unverzweigte Galois-Erweiterung &/ |k, und
einen k! -spaltenden maximalen Torus T in G, der iiber k, definiert ist und T, enthélt.
Sei V] = X, (T)) ®z R und &7 = &/ (G, T, k]) das Standardapartment beziiglich T/
des Bruhat-Tits-Gebaudes %, = ZB(G, k). Weiter sei &/ = O(T/,G) C (V)" die
Menge der k;-Wurzeln von G beziiglich Ty, (®7 ;)" die Menge der affinen Wurzeln von
o, und (W) die dadurch definierte affine Spiegelungsgruppe auf «7,. Dann ist der

,Null-Punkt* &, ein spezieller Punkt in o7, beziiglich ( ;’ff)’ und
(Pars) ={( — &, o)+l €l €L},
siehe [Tit79, §1.1]. Weiter ist mit [Bor91l, §21.§]

o, = {a

vy tae @1~ {0}
und daher wegen [Tit79, §1.10.1]
Dosp = {{=&,a)+1:ae d,l e}

Fiir die Hyperebenenmenge 77, gilt also ¢, = {H};J ca € D, l €} Ist a € Py, DI
d.h. 2a € &, und [ € Z, so ist 2a € 7™ und

H;,l:{aje% rx =& ,a)y=1l}={r e ,:2(x—&, ) :2l}:H§a72l.

Wir erhalten H, € {H},: a € ®}™,] € Z} und die Behauptung folgt. O

Die Wahl der endlichen Teilmenge S, C M) fixiert fiir fast alle v € M} die maxi-
malen kompakten Untergruppen K,. Dies liefert, bei geeigneter Wahl der archimedi-
schen Hohenfunktionen H,, v € M°, eine gewisse ,Eindeutigkeit® der globalen Hohe

H(g) = [lyen, Holg) fiir g € G(k):

Proposition 4.2.58. Sei K; .= {K,; C G, : v € M} fir jedes i € {1,2} eine Familie
mazximaler kompakter Untergruppen, so dass fir alle v € M} eine spezielle Ecke &, ;
des Bruhat-Tits-Gebiudes B, = #B(G, k,) mit K,; = Stabg, (£,;) existiert. Weiter sei
Sk eine endliche Teilmenge von MY und K,; = G(o,) fir alle v € M \ Sy;. Fir
jedes v € M® sei dariber hinaus ein K, € Ry fiziert, so dass die durch die Killing-
Form induzierte Metrik auf G,/K,; durch k, skaliert ist. Mit H,; bezeichnen wir fir
jedes v € My die zu K, ; und den jeweiligen Metriken auf G,/K,; gehdrenden lokalen
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Hohenfunktionen auf G, und mit H; die zu {H,; : v € My} korrespondierende globale
Héhenfunktion auf G(k). Dann gibt es eine Konstante ¢ € R.q, so dass

1(9)
(9)

=

' <

<c

&

fir alle g € G(k) gilt.

Beweis. Setzen wir Sy = Si1 U Sk2, so ist S C M} endlich und fiir alle nicht-archime-
dischen v € M} \ S, gilt K,; = G(0,) = K, 2. Die Behauptung folgt nun direkt aus
Korollar und Proposition [4.2.56 O]

Bemerkung 4.2.59. Obige Proposition zeigt, dass die fiir uns interessanten Fragestel-
lungen, wie etwa die Endlichkeit der Anzahl der Punkte beschrankter Hohe Ng ) (B), im
Wesentlichen unabhéngig von den obigen Abhéngigkeiten beantwortet werden kénnen.
Lediglich die Wahl der Metriken auf G,/K, fir v € M° muss hierbei berticksichtigt
werden. Eine eindeutige Wahl der Metriken auf G, /K, konnte durch die Bedingung
Ky = 1 fiir alle v € Mg© erreicht werden, d.h. wir konnten fiir alle v € M die durch die
Killing-Form induzierte Metrik auf G, /K, wahlen. Fiir die spezielle lineare Gruppe hat
sich jedoch herausgestellt, dass durch eine Skalierung der Killing-Form eine bessere Ver-
gleichbarkeit unserer Hohe mit bekannten Hohenfunktionen erzielt werden kann, siehe
zum Beispiel §2.2] Daher haben wir die Freiheit der Skalierung fiir die archimedischen
Bewertungen beibehalten.

4.3 Spaltende halbeinfache algebraische Gruppen

Dank der Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte konnen wir nun fiir k-spaltende hal-
beinfache algebraische Gruppen G die Endlichkeit der Anzahl der Punkte beschrénkter
Hohe

Naw(B) = #{g9 € G(k) : H(g) < B}

fiir alle B € R+ beweisen:

Satz 4.3.1. Sei G eine tber k spaltende halbeinfache algebraische Gruppe. Dann gilt
N (B) < oo fiir alle B € Rs.

Beweis. Sei {K, C G, : v € My} eine Familie maximaler kompakter Untergruppen,
so dass fiir alle v € M} eine (hyper-)spezielle Ecke &, des Bruhat-Tits-Gebiudes %, =
B(G, k,) mit K, = Stabg, (§,) existiert. Mit dist, : V(%,) x V(%,) — Rsq bezeich-
nen wir die kombinatorische Metrik auf der Eckenmenge von %,. Weiter sei S, C M
eine endliche Teilmenge, so dass fiir alle nicht-archimedischen Bewertungen v ¢ S, gilt
K, = G(o,). Fiir jedes v € Mg® bezeichnen wir mit dist, : G,,/K, x G,/K, — Rx
die durch eine beliebige Skalierung der Killing-Form von g, bzw. g& induzierte Metrik
auf G, /K,. Dariiber hinaus sei H, fiir jedes v € M} die zu dist, gehorende v-adische
lokale Hohenfunktion auf G, und H die zu {H, : v € My} korrespondierende globale
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Hohenfunktion auf G(k). Schlieklich sei Hgy,,(k,) fiir jedes v € M, die v-adische lokale
Hohenfunktion auf SL,,(k,) aus , dists,,, (k,) die jeweilige Metrik auf den dort betrach-
teten metrischen Rdumen und Hgy,, ) die zu {Hgp,x,) : v € My} gehorende globale
Hohenfunktion auf SL,, (k).

Wir wollen nun die Ergebnisse aus Satz [£.1.3] und Satz .2.55] verwenden, um die End-
lichkeit von Ng@(B) fiir B € R zu zeigen. Hierfiir fixieren wir zunéchst eine geeignete
Identifizierung von SL(gx) = SL,,(k):

Sei T ein maximaler Torus von G, der iiber k spaltet und ®, die Menge der k-Wurzeln
von G beziiglich T. Dann gilt fiir die Lie-Algebra g, von G(k)

g = (8k)o D GB (9k)as

acdy

wobei (gr)o = {X € gr : Adg(t)(X) = X fur allet € T(k)} und (gi)o = {X € g :
Adi(t)(X) = a(t)X fiur alle t € T(k)} fir alle a € @ ist, siche [PR94, §2.1.14]. Wir
wahlen eine mit dieser Zerlegung vertragliche Basis 8 von g, d.h. 8, = %OUUaECDk B,
wobei B ein k-Basis von (g )o und B, fiir jedes a € Py, eine k-Basis von (gy), ist. Diese
Basiswahl liefert einen Isomorphismus ¢ : SL(gx) — SL,(k), der durch Erweiterung der
Skalare fiir jedes v € M}, einen Isomorphismus ¢, : SL(g,) — SL,(k,) induziert.

Da G iiber k definiert ist, ist die adjungierte Darstellung Ad, : G, — SL(g,) gleich der
Erweiterung der Skalare der adjungierten Darstellung Ady : G(k) — SL(gyx). Folglich
ist 1 (Adg(g9)) = t,(Ady(g)) fiir alle g € G(k) und ¢,(Ad,(K,)) C SL,(0,) fur fast alle
v € M. Vergrofern wir die Ausnahmemenge Sy gegebenenfalls, so kénnen wir daher
t,(Ad,(K,)) C SL,(0,) fiir alle v € MY \ S annehmen.

Da T {iber k spaltet, gibt es ein d € N und einen iiber k£ definierten Isomorphismus
v : T — G‘fn. Dieser Isomorphismus ist fiir alle v € M, iiber k, und fiir fast alle
v € M auch iiber 0, definiert. Durch eine geeignete Vergroferung der Ausnahmemenge
S;, konnen wir somit annehmen, dass ¢ und ¢! fiir alle v € M ,? ~ S); Uber o, definiert
sind. Folglich ist T(0,) = ¢~ *((0})4) = T(k,). fiir alle v € MY \ Sk, wobei T(k,). die
maximale kompakte Untergruppe von von T(k,) bezeichnet. Insbesondere gilt

T (k). = T(0,) € G(0,) = Stabg,(&,).
Mit Lemma [4.2.41]ist daher &, € (G, T, k,) fiir alle v € Mp \ Sj.

Sei v € MY\ Sy und g € G(k). Wir werden nun H,(g) geeignet nach unten abschitzen.
Die Notation fiir den Rest dieses Beweises ist in §4.2.3) zu finden. Da T ein maximaler
Torus von G ist, ist T = Zg(T) und es gibt nach Proposition [4.2.49| (Cartan-Zerlegung)
xy,x, € K, = G(o,) und ¢t} € T(k,)" mit g = z,t} 2. Wegen ¢,(Ad,(K,)) C SL,(0,)
gilt daher mit Bemerkung

HSLn(kv)(LU (AdU (gv>)) = HSLn(kv)(l’v (Adv (‘Tvtv—i_xfu))) = HSLn(kv)(LU<AdU (t’:}‘—)))
Weiter zeigt man analog zum Beweis von Satz

Hgr, (k) (Lo (Ady(81))) < Hy(gu)>™,



86 4. Die Endlichkeit von Ng)(B)

wobei ¢, und m, wie in Satz definiert sind, und wir erhalten insgesamt

Hv(g) > HSLn(kv)(Lv(Adv(g)))%

_1
2C,my

mit v, =

Fiir alle v € Sy existiert ein k,-spaltender maximaler Torus T, mit &, € &/ (G, T, k,).

Daher gibt es nach Satz [4.2.55| eine Matrix M, € GL,(k,) (Basiswechsel!) und ein
H,(9) 2 moHsv, () (Moo (Ady(9)) M),

v

wobei v, = gesetzt ist und ¢, und m, beziiglich T, gewéhlt sind. Da auch GL,, (k)
auf dem Bruhat Tits-Gebéude von SL,(k,) operiert und die kombinatorische Metrik
invariant lésst, gilt

distsr, (k,) (SLn(00), to(Ady(g)) SLn(00))
< 2dists, (k) (SLn(04), M, SLy,(0,)) + distsr, k) (SLn(00), Mty (Ady(g)) M, SL,(0,))

und daher
Hsy,, (k) (to(Ady(g))) <
Zusammengefasst erhalten wir
Hy(g) = 1y Hs, (k) (to(Adu(9)))

fiir ein geeignetes 7, € Ryy.

Ebenso gibt es fiir v € M° nach Satz eine Matrix M, € GL,(k,) und ein 7, € R5q
mit

Qdist SLn v 7M'u SLn v —
¢ SLy, (k) (SLin(0v) (o ))HSLn(kv)(Mva(Adv(g))M 1).

v

Hv(g) = HSLn(kv)(MvLU(Adv(g))M_l)%'

v

Analog zum Beweis von Korollar kann die Matrix M, € GL,(k,) durch eine Matrix
M, € SL,(k,) ersetzt werden und es gilt wie fiir v € S

H,(9) = 1y Hsp, (k) (6o (Ady(9)))"

fiir ein geeignetes 7, € R.g. Insgesamt erhalten wir somit fiir die globale Héhe H(g)

veEMj,

> H Hgr,, (1) (to(Ady( H 7y Hst,, (k) (bo (Ady ( H 0y Hsr,, (k) (0o (Ady(9))) 7.

’U%Sk vESy ’UG]Woo

Da die Wurzelsysteme der maximalen Tori T und T, fiir alle v € S isomorph sind, sind
die Konstanten -, fiir alle nicht-archimedischen Bewertungen v € M} gleich. Setzen wir

n = HveskuM;f n,, und 7y = maxyenr, Vo, S0 folgt

H(g) > n H Hsv, k) (to(Ady(9)))" = nHsr, k) (1:(Adk(9)))-

vE My,
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Da g = g ®; C und G halbeinfach ist, gilt
Ker(Adg) C Ker(Ad) = Z(G).

Ferner ist das Zentrum von G und somit auch der Kern von Ad;, endlich. Die Endlichkeit
von Ng ) (B) folgt nun direkt aus Satz O

Bemerkung 4.3.2. Spaltet die Gruppe G iiber dem Grundkorper k nicht, so gibt es eine
endliche Galois-Erweiterung I|k, sieche [Hum75, §34.4, Theorem], iiber der G spaltet. Um
die Endlichkeit von Ng ) (B) auch in diesem Fall zu beweisen, scheint es vielversprechend
zu sein, eine geeignete Hohenfunktion auf G(I) zu betrachten und deren Einschrankung
auf G(k) mit der Hohenfunktion auf G(k) zu vergleichen.






Kapitel 5

Das asymptotische Verhalten von

Wir haben in die Endlichkeit von Ngy,, ) (B) = #{A € SL,(k) : Hs,x)(A) < B}
fiir alle B € R+ gezeigt. In diesem Kapitel wollen wir nun das asymptotische Verhalten
der Zdihlfunktion Ny, k) : Rso = Rxo, B+ Ngr, (x)(B) untersuchen. Die Bezeichnungen
tibernehmen wir aus §Ij und §3]

5.1 Die Hohenzetafunktion

Ein wichtiges Hilfsmittel um das asymptotische Verhalten der Z&hlfunktion zu bestim-
men, ist die Hohenzetafunktion:

Definition 5.1.1. Sei X eine abzéhlbar unendliche Menge und f : X — Rs; eine
(Hohen-)Funktion, so dass fiir alle B € R.q die Anzahl

Nxf(B) =#{r e X : f(x) < B}
endlich ist. Dann wird die durch die Reihe

Zxg(s) =) flx)™*

zeX

erklarte Funktion Zx ;(s) Hohenzetafunktion von X beziiglich f genannt. Sie ist definiert
fiir jede komplexe Zahl s € C, fiir die die Reihe konvergiert.

Bemerkung 5.1.2. Zy ¢(s) kann als allgemeine Dirichlet-Reihe mit positiven Koeffizi-
enten dargestellt werden. Insbesondere konvergiert Zx f(s) in jeder Halbebene Re(s) > b,
b € R, in der Zx s(s) konvergiert, auch schon absolut. Existiert ein sy € C, so dass
Zx f(s0) konvergiert, so ist Zx f(s) entweder fiir alle s € C konvergent, oder es gibt eine
Konvergenzabzisse a. Diese ist definiert als die kleinste reelle Zahl a € R, so dass Zx f(s)
fir alle s € C mit Re(s) > a konvergiert und fiir alle s € C mit Re(s) < a divergiert,
siche [Apo90, §8|.
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Ist das Verhalten der Hohenzetafunktion fiir Re(s) = a bekannt, so kann das asympto-
tische Verhalten von Nx ¢(B) fiir B — oo mit Hilfe des folgenden Tauberschen Satzes
bestimmt werden. Fiir ,a = 1“ und ,,» = 1 wurde dieser von Shikao Ikehara und Norbert
Wiener, siehe [Tke31], [Wie32], bewiesen und anschliefend von Hubert Delange verallge-
meinert:

Satz 5.1.3 (|[Delb4], Théoreme III). Sei r eine positive ganze Zahl und a eine positive
reelle Zahl. Ist o : Rsg — Rs( eine nicht-abnehmende Funktion und konvergiert das
Integral

f(s) = /OOO a(t)e *tdt

in der Halbebene Re(s) > a, so dass dort

f(s)=g(s)(s —a)™" + h(s)
gilt, mit zwei fiir Re(s) > a holomorphen Funktionen g, h und g(a) # 0, so ist

g(a’) eattr—l‘

aft) ~ (r—1)!

Fiir die Hohenzetafunktion folgt daraus:

Korollar 5.1.4. Set X eine abzdihlbar unendliche Menge und f : X — Rs; eine Funk-
tion, so dass Nx f(B) < oo fir alle B € Ry gilt. Weiter sei r eine positive ganze Zahl
und a eine positive reelle Zahl. Ist Zx (s) fiir Re(s) > a absolut konvergent und

Zx.(5) = g(s)(s —a)™" + h(s)

mit zwei fir Re(s) > a holomorphen Funktionen g, h und g(a) # 0, so ist

Ny (B) ~ 20 B log(5))

Beweis. Es ist leicht zu zeigen, dass
Zxs(s) = 3/ Nx;(B)B~*'dB
1

fir Re(s) > a gilt. Setzen wir nun B = €', so folgt die Behauptung direkt aus Satz
.13l O

In vielen Beweisen der Batyrev-Manin-Vermutung, vergleiche §1.3] wurde dieser Zusam-
menhang genutzt. Man hat das analytische Verhalten der Hohenzetafunktion bestimmt,
um das asymptotische Verhalten der Zahlfunktion zu erhalten. Es gibt unterschiedli-
che Ansétze, um das Konvergenzverhalten der Hohenzetafunktion zu untersuchen. Wir
wollen hier einen Ansatz aus der harmonischen Analysis skizzieren. Dieser wurde unter
anderem verwendet um die Batyrev-Manin-Vermutung fiir die folgenden Varietiten X
zu beweisen:
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Torische Varietéten; siche [BT98| und [BT964]

Aquivariante Kompaktifizierungen von Vektorgruppen; siehe [CLT02]

Aquivariante Kompaktifizierungen der Heisenberg Gruppe; siehe [ST04]

Wundervolle Kompaktifizierungen von halbeinfachen Gruppen von adjungiertem
Typ; siehe [STBTO7] und [GMOOS|

o Aquivariante Kompaktifizierungen von unipotenten Gruppen; siehe [ST15]

In all diesen Fillen ist X eine iiber k definierte dquivariante Kompaktifizierung einer
iiber k definierten algebraischen Gruppe G, d.h. X ist eine projektive Varietit, die G
als dichte offene Teilmenge enthélt und die natiirliche Wirkung von G auf sich selbst ist
zu einer Wirkung von G auf X fortsetzbar. Ist Hg : X(k) — R, die Hohenfunktion zu
einem adelisch metrisierten Geradenbiindel E = (E, || - ||,) iiber X, dessen Klasse [E] in
der Picard-Gruppe Pic(X) von X im Inneren des Kegels der effektiven Geradenbiindel
A (X) C Pic(X)g liegt, so wird gezeigt, dass die Zahlfunktion Ngu)(E, -) = Na ), #:(+)
das von Victor Batyrev, Yuri . Manin und Emmanuel Peyre vermutete asymptotische
Verhalten hat.

Um dies zu erreichen werden die adelewertigen Punkte G(Ay) von G, d.h. das einge-
schrankte Produkt der Gruppen G,, mit v € My, beziiglich der Untergruppen G(o,) fiir
v € MY, betrachtet und G(k) durch die Diagonaleinbettung k& — Ay, als eine diskrete
Untergruppe von G(Ay) aufgefasst. Die Hohenfunktion Hy kann dann auf natiirliche
Weise zu einer Funktion auf G(Ay) fortgesetzt werden. Die Fortsetzung wird ebenfalls
mit Hg bezeichnet. Als wichtigstes Werkzeug wird die Reihe Z(E, s, g) eingefiihrt. Sie
ist definiert als
Z(E,s,8) = Y Hg(yg)™
v€G (k)

fir g € G(Ag) und alle s € C, fiir die die Reihe konvergiert. Setzen wir g gleich
dem neutralen Element e in G(Ay), so ergibt sich die herkdmmliche Héhenzetafunktion
Zaw)(E,s) = Zak),u:(s) auf G(k) beziiglich Hg. Die Reihe Z(E, s,g) wird nun mit
Methoden der harmonischen Analysis untersucht und eine Spektralzerlegung betrachtet.
Insbesondere gilt fiir die Hohenzetafunktion

Zaw(E,s) = Z(E,s,e) = / Hg(g) *du(g) + weitere Terme,
G(Ag)

wobei 1 ein geeignet normiertes Haarsches Mafs auf G(Ay) bezeichnet. Weiter stellt sich
heraus, dass das analytische Verhalten von Zg)(E, s) im Wesentlichen gleich dem des
Héhenintegrals g (E,s) = fG(Ak)HE(g)*Sdp(g) ist. Genauer gilt fiir jede positive
ganze Zahl r und jede positive reelle Zahl a:

Ist das Hohenintegral Zg (I, s) holomorph fiir Re(s) > a, mit Ausnahme
eines r-fachen Pols bei s = a, so ist auch die Héhenzetafunktion Zgu(E,s) ()
holomorph fiir Re(s) > a, mit Ausnahme eines r-fachen Pols bei s = a.



92 5. Das asymptotische Verhalten von Ngr,, x)(B) fiir B — oo

Im Allgemeinen koénnen auch noch weitere Terme der obigen Darstellung von Zg ) (E, s)
Einfluss auf den Pol in s = a haben. Diese beeinflussen aber lediglich die Konstante
in der Asymptotik von Ng)(E, B) fiir B — oo und werden daher hier nicht weiter
betrachtet.

Kehren wir nun zur Situation G := SL, zuriick. Wir fixieren fiir jedes v € M} ein
Haarsches Ma® p,, auf SL, (k,). Fiir v € M} fordern wir

vol(K,) = / djia(s) = 1.

Diese Wahl induziert ein wohldefiniertes Haarsches Maf p auf SL,(Ay), siehe [PR94]
§3.5]. Weiter setzen wir die Hohenfunktion Hgy,, k) wie folgt auf SL,(A) fort. Ist A =
(Ay) € SL,(Ay), so definieren wir

Hsp, () (A) = ] Hsvogen) (Av):

veMj,

Dies ist wohldefiniert, da A, € SL,(0,) und somit Hgr,, (x,)(A,) = 1 fiir fast alle v € M)
gilt. Das Integral

ISLn(k)(S) = / HSLn(Ak)(A)_Sd,u(A)
SLn(Ak)

nennen wir das globale Hohenintegral von SL, (k). Es ist definiert fiir alle s € C fiir die
es konvergiert und es gilt, wie wir spéater sehen werden,

Tsr,iy(s) = [[ Zsrawn(s),

vEM]p,

wobei die Integrale

ISLn(kv)<S) = / HSLn(kv)(AU>7Sd/’LU(Av)
SLp (kv)

v-adische lokale Hohenintegrale genannt werden. Die Hohenzetafunktion von SL, (k) be-
ziiglich Hgy,, (x) ist definiert durch die Reihe

ZsLy(s) = > Hspm(A)™.
AESLy (k)

Im Hinblick auf die obigen Beobachtungen scheint es vielversprechend zu sein, dass
auch in diesem Fall das analytische Verhalten der Hohenzetafunktion Zgr,,(k(s) mit
dem des Hohenintegrals Zgr,, ) (s) tibereinstimmt. Dies ldsst sich vermutlich analog zu
den in [STBTOT7| bewiesenen Aussagen zeigen. Wir werden daher im Folgenden das
Hohenintegral genauer untersuchen um mit Satz einen geeigneten Kandidaten fiir
das asymptotische Verhalten von N, (x)(B) fiir B — oo zu erhalten. Dafiir betrachten
wir die v-adischen lokalen Hohenintegrale zunéchst separat.
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5.2 Die archimedischen lokalen Hohenintegrale

Sei v € M* eine archimedische Bewertung. In diesem Abschnitt werden wir das analy-
tische Verhalten des archimedischen lokalen Hohenintegrals

TS, (k) (8) = / Hgr,, (k) (Ay) " *dpy(Ay)
ST (Kv)

bestimmen. Dazu betrachten wir die folgende, durch die Cartan-Zerlegung der reellen
Lie-Algebra induzierte, Zerlegung von SL, (k,). Sie ist leicht aus der Polarzerlegung von
SL,(k,) herleitbar und wird auch oft selbst Polarzerleqgung genannt. Es gilt

SLa(ky) = | | Kot/ K,

tert
mit
P SO, (R), falls k, =R,
" | SUL(C), falls k, = C,
und

T/E = {diag(asl,...,xn) s € Rug, o < ... <z, und Hxl = 1},

i=1

vergleiche [GV88, Lemma 2.2.3|. Hierbei ist 7/7} ein Untermonoid der Gruppe T." der
Diagonalmatrizen in SL,,(k,) mit positiven reellen Eintrégen:

Tr = {diag(xl, cey Ty) t x € Ryg und Hxl = 1}.
i=1

Weiter fixieren wir auf K, das Haarsche Maf ji, 1 mit

vol(K,) = / () = 1.

Mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins tiber SL,,(k,) gilt nach [GV88] Proposition
2.4.6)

ISLn(kU)(S)Z/ _ Hgsp, e (ot @) T T () d e (@) dpe 2 (6 dpo i (27,), ()
Ky

><T;r><K1,
fiir ein passend normiertes Haarsches Mafs ji, o auf T.F und
T; X
. . J 7
J(diag(xy,...,z,)) = H - —
- Ty Ty
1<i<j<n

fir alle diag(x1,...,z,) € T,F. Diese Darstellung ermoglicht uns nun die konkrete Be-
rechnung des Integrals:
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Proposition 5.2.1. Es gilt

n—1 . n—1 og(x; 2
)6_3\/”(27;—1 10g(£1)2+(2i:1 log( z)) )dIn_l o dl’l

It (k) (8) = av/ F(zy,... 20
D

fir eine Konstante a, € Ry,

Flon o) = ] <%-§)ﬁ(m%—ﬁxl>

1<i<j<n N i/ S \Fi L= Tt 4
und
i1 —1/(n—i+1)
D = {(a:l,...,xnl) ER" M 0<m <lunda,_q <z < (le>
=1

fiiralleQﬁign—l}.

Beweis. Da die v-adische Héhenfunktion Hgy,(x,) nach Bemerkung 2.1.5) auf den Dop-
pelnebenklassen K,t! K, fir alle tJ € T, konstant ist und das Haarsche Maf auf K,
mit vol(K,) = 1 gewéhlt wurde, folgt aus (&) sofort

TsL,, (ko) ( / Hgu,, k) (85) T (8 dpo 2 (87).-

Dariiber hinaus gilt

n—1
T’UJr = {diag(l‘l, ey, Tp-1, H$zl) NS IR>0}7
=1

d.h. T} kann durch Projektion auf die ersten n — 1 Eintriige als Teilmenge des R"!
aufgefasst werden. Auferdem gibt es eine Konstante a, € R, so dass fiir alle X C T.F

n—1
/,Lv’2<X) = av/ H ZEi_ld[En_l oo dx1
X =1

ist. Mit Proposition und

n—1 n—
F(xy,...,xh1) = J(diag(ml,...,xn_l,Hxi_1>> Hxi_l
i=1 j

erhalten wir daher

—s ! log(z;)? n—Llog(x; ?
TS, (k) ( —av/ \/ R >F(a:1,...,xn,1)dxn,1...dxl,

wobel

n—1
D = {(xl,...,xnl) cR" 1 :0<xm <... <2, 1 < Ha:zl}
i=1

gesetzt wird. Da D’ = D ist, folgt die Behauptung. ]
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Sei nun

n2

an =max{i(n —i): 1 <i<n—-1} = {(In—’l)("ﬂ)
T4

falls n gerade,

falls n ungerade.

Man beachte, mit der Notation aus §3.2.1} dass a,, = max{(\;,2p) : 1 <7 <n — 1} ist,
wobei 2p = S0 i(n — i)xii1 die Summe der positiven Wurzeln ®* bezeichnet. Wir
werden in §5.4] zeigen, dass das Produkt tiber alle v-adischen lokalen Hohenintegrale

IT Zsv.(s)

’UGMk

fir Re(s) > a,, + % holomorph ist, mit Ausnahme eines einfachen Pols in s = a,, + %,
vergleiche Satz Der folgende Satz zeigt, dass die archimedischen lokalen Héhenin-

tegrale keinen Einfluss auf diesen Pol haben:

Satz 5.2.2. Sei v € M eine archimedische Bewertung von k. Dann ist das v-adische
lokale Hohenintegral Zgt,, i, (s) fir Re(s) > a,, + % eine holomorphe Funktion.

Beweis. Sei 3, = «,, + i und s € C mit Re(s) > §,. Wir iibernehmen die Notation aus
der vorhergehenden Proposition. Dann gilt fir alle (xy,...,2,-1) € D

’F(ﬂcl T 1)65\/"<Z?11 log(@:)2+(1,! log(:))”) '

- n(> ! =i n—1 . 2
S F(Qfl, o 71Un_1)e 571\/ (Zz:l log( )2"‘(21:1 log( )) )

Folglich reicht es nach [EIs05, IV, Satz 5.8| zu zeigen, dass

— n(> " log(x;)? "1 log(z; 2
m/me“wx%ﬂem¢(zﬂ1a)+@;ug<0kmwyndm @
D

endlich ist. Dies folgt direkt aus den folgenden Aussagen. m

Wir behalten weiterhin die Notation aus Proposition bei. Um das Integral (#)
geeignet abzuschétzen, werden wir als ersten Schritt den Integrationsbereich D in Teil-
bereiche D; unterteilen. Anschlieffend werden wir die Endlichkeit der dadurch definierten
Teilintegrale zeigen.

Lemma 5.2.3. Es ist

n—1

D=||Di.

=1

wobei

D, = {(azl,...,xnl) eER":0<x < Lxjy <z; <1 fir all62§j§n—1}
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und fir alle 1 <i<n—2
D, = {(ml,...,xn_l) eR" 1 0<p < Lzjy <z; <1 fiiralle2 <j<t,

i —1/(n—1) j—1 —1/(n—j+1)
I <wipq < (H Qil) und v < x; < (H SL’l)
1=1

=1

fdrallei—l—QSjgn—l}.

Beweis. Nach Konstruktion sind die Mengen D; fiir alle 1 <7 < n — 1 disjunkt. Ferner
lasst sich per Induktion leicht zeigen, dass

UDi:{(xl,...,xn1)€R"1:0<x1§1,xj1§xj§1f1'jr alle 2 < 7 < m,

—1/(n—j+1)
undxj_lgarj§<Hxl> fﬁrallem+1§j§n—1}
=1

fiir alle 1 <m < n — 1 gilt, woraus die Behauptung folgt. O]

Auf den Teilbereichen D; erhalten wir die folgenden Abschatzungen:
Lemma 5.2.4. Seil <i<n—1undfj, = an—l—l. Dann gilt fir alle (z1,...,2,-1) € D;

e*ﬁn\/”(Z?;f log(z;)2+ (Zl 1 log(azl < H 2n— 1

Beweis. Sei (xy1,...,2,-1) € D;. Dann gilt 0 < x; < --- < x; < 1 und daher

H l,l2n—1 _ 6—(271—1) (Zle log(xl))2'

Folglich reicht es zu zeigen, dass
n 52 n—1 i 2
Zlog z;)? (Z log( ) > (Z IOg(JJl))

ist. Ist n > 7, so gilt > n — 1 und somit

( )

Zlog 7;)? (Z log(x; ) > (n—1) Z:log(xl)2
> iZlog(ml)Q - Z (log(z;) — log(xy)) (Z log(z; > :

1<j<m<i
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Ist n < 6, so kann die Ungleichung fallweise durch &hnliche quadratische Ergdnzungen
iiberpriift werden. O

Lemma 5.2.5. Fir alle (x1,...,2,.1) € D gilt

—(2n—2i+1)
Fler, .. s <H o)

Beweis. Sei (x1,...,2,-1) € D. Dannist 0 <z; < ... <z, 1 < H:.:ll xi_l und daher

Flay,...,ta) = ] (?-i-)ﬁ( T Hxl)

)

1<i<j<n 1=1
n—1
x; 1 —(n—2i) —(n+1)
< T () (g, ) - T Tl
1<i<j<n 1= 1 i=1
n—1
_ H wj—(2n—2i+1).
i=1
O
Satz ergibt sich nun direkt aus der Endlichkeit der folgenden Integrale:
Proposition 5.2.6. Sei 8, = o, + i. Dann qilt fir alle1 <1 <n-—1
— n oglx; 2 oglx; 2
/ F(zy,...,2,1)e Bn\/ <Z g+ (X5 o) >dxn_1 .odry < 00
D;
Beweis. Mit Lemma und Lemma gilt
—Br [0 log(x;)2 " og(z; ?
/ F(zy,...,xp_1)e g \/ ( I Togaa)+ (20 og(e) >dxn_1 .ooday
D;
/ H —(2n—21+1) H lzn 1d$n L. d
Di 1=
n—1
/ ngl 2 H “@n2AA g g
Di 1= = H—l
/ / / Hm%l 2f(xy,...,z5)dx; ... dwy,
Tie1 =1
wobei f(xy,...,2;) € Q[z1,...,x;] geeignet gewdhlt wurde. Da der Integrand nun nur

noch ein Polynom ist, ist das Integral endlich und die Behauptung folgt. O
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5.3 Die nicht-archimedischen lokalen Hohenintegrale

Sei nun v € M} eine nicht-archimedische Bewertung von k. Wir erinnern uns daran,
dass die folgenden Bezeichnungen fiir das Bruhat-Tits-Gebdude %y, 1,y von SL,(k,) in
und den Beispielen in eingefiihrt wurden. In diesem Abschnitt werden wir das

nicht-archimedische lokale Hohenintegral

Tt (5) = / Ht o) (Au)~dpan(A)
SLy, (kv)

genauer bestimmen. Hierfiir betrachten wir, wie in Beispiel [4.2.50| die Cartan-Zerlegung
von SL,,(k,) beziiglich K, = SL,(0,). Es gilt

SLu(ky) = | | Kot K.,
theTy
wobei
i}?r = {diag(wgl,...,ﬁgn) ra; € Z,a1 < ... < a, und Zai = O}
i=1
ist. Da die v-adische lokale Hohenfunktion Hgy,, (x,) auf den Doppelnebenklassen K, tI K,

fur alle ¢} € 7/’} konstant ist, vergleiche Bemerkung , ergibt sich fiir das lokale
Hohenintegral

ISLn(k:U)(S):/S ( )HSLn(kn(Av)_deu(Au): > Hsp ) (65) 7 VOl KWt K. (O)
Ly (ky —

th ek

Als ersten Schritt werden wir daher das Volumen vol(K,t} K,) fiir jedes ¢t} € i}\* be-
stimmen. Da vol(K,) = vol(4,K,) =1 fiir alle A, € SL,(k,) gilt, ist

vol(K t! K,)) = #{A,K, : A, € SL,,(k,) und A, K, C K tTK,},

d.h. vol(K,t] K,) ist gleich der Anzahl der Linksnebenklassen von K, in der Doppelne-
benklasse Kt} K,. Diese Anzahl wurde von Nagayoshi Iwahori in [Iwa66| berechnet. Um
die genaue Formel anzugeben, werden wir zunéchst noch ein paar Begriffe einfiihren:

Die affine Weyl-Gruppe W, ;s von SL,, beziiglich des Torus der Diagonalmatrizen T ist
eine Coxeter- GruppeE] mit Erzeugendensystem S = {s; : 0 < i < n—1}, wobei s¢ = 51 5.1
und s; i= 81,0 = Wi ip1) fiir 1 <i <n—1 gilt, vergleiche §3.2.1} Die Weyl-Gruppe W
wird von Sy = S\ {so} erzeugt. Fiir ein id # w € Wy wird die kleinste Zahl » € N mit
w = s; -+, fir geeignete iy,..., 4, € {0,...,n— 1} Linge von w beziiglich S genannt
und mit [(w) bezeichnet. Weiter ist [(id) := 0. Analog kann auch ein Léngenbegriff fiir
W beziiglich Sj eingefiihrt werden. Dieser entspricht der Einschrankung der Lange von

INiheres zu Coxeter-Gruppen ist zum Beispiel in [Bou02, Chapter IV, §1] zu finden.
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W auf W. Fiir eine Teilmenge X C W, s definieren wir das Poincaré-Polynom von
X in der Unbestimmten ¢ als
X(t) =) .

zeX
Sei tf = diag(7®,..., %) € T;. Dann ist
n—1 n
)\t;f = 1/1,70(t;r) = Z(CL,L'+1 — az))\l = Zaiei S P+
=1 i=1

eine Kowurzel, d.h. insbesondere ein Element von W,zr. Weiter ist A+ (m,) = . und
Aip # A falls tF # tF'. Nach [Bou02, IV, §1, Exercise 3| existiert ein eindeutiger
Représentant kleinster Lénge w;+ € W,y der Doppelnebenklasse WA+ W. Dariiber
hinaus schreiben wir W+ fiir den Stabilisator von A+ in W. Mit diesen Bezeichnungen
gilt:

Lemma 5.3.1. Sei t] € ’_Z/ff Dann gilt
W(t) = W ()W (1)

mit W = {w e W : l(wz) > l(w) fiir alle z € Wi}

Beweis. Sei t € TEF Nach [Hum90, §1.12, Theorem| gibt es eine Teilmenge I,+ C Sy,
so dass
Wtj = Wlt+

gilt, wobei W[t . die von [;+ erzeugte Untergruppe von W bezeichnet. Folglich ist nach
[Hum90,, §1.11]
W (t) = W,y (DU (1)

mit U = {w € W : l(ws) > l(w) fiir alle s € I+ }. Die Behauptung folgt nun aus
[Hum90,, §1.10, Proposition]|. ]

Proposition 5.3.2. Sei t} € f\j Dann gilt

VLKt K,) = W (g) gl = —— 200 Hwgp),

Beweis. Da das Volumen gleich der Anzahl der Linksnebenklassen von K, in der Dop-
pelnebenklasse Kt} K, ist, folgt die Aussage mit Lemma direkt aus [Iwa60, §5,
Example 1]. O

Da die Anzahl der Linksnebenklassen von K, in Kt K, gleich der Méachtigkeit der
Bahn von ¢ K, unter der Wirkung von K, auf SL,(k,)/K, ist, konnen wir das Volumen
vol(K,tF K,) noch auf eine weitere, Gebdude-theoretische, Weise interpretieren. Diese
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wird uns die Berechnung des Hohenintegrals erleichtern. Sei dazu sy, (x,) das Bruhat-
Tits-Gebédude von SL,(k,), £ seine Eckenmenge, T, die Farbung aus Korollar |3.2.10
und

.,é’? ={{Spany, (70'v1,...,70"v,)} € L : {vy,...,v,} ist o,-Basis von Ly, a; € Z,

a; <ay <...<a,und Zaizo} ={z e 2 1(x) =0} C B, (k)

=1

Die Menge .,é% ist nach Proposition die Bahn von u,, = {L, } unter der Wirkung von
SL,(k,) auf HBsi,, (i), wobei L, C kj das Standardgitter bezeichnet. Da K, unter dieser

Wirkung der Stabilisator von w, ist, kénnen wir SL,,(k,)/ K, mit .,2/”} identifizieren. Diese
Identifizierung ist mit den jeweiligen Wirkungen von SL, (k,) vertréglich. Insbesondere

erhalten wir vol( Kt} K,,) als die Méchtigkeit der K,-Bahn von ¢ u, in 3}

Diese Bahn wollen wir nun mit Hilfe einiger Ergebnisse aus James Parkinsons Arbeit
[Par06a] beschreiben. In dieser Arbeit untersucht Parkinson Beziehungen zwischen Ge-
béuden und Hecke-Algebren. Der fiir uns relevante Teil des Artikels ist eine Verallgemei-
nerung einiger Resultate seines Doktorvaters Donald Cartwright aus [Car01]. Es werden
regulire Gebdude im Allgemeinen betrachtet, die nicht zwangslaufig als Bruhat-Tits-
Gebédude einer algebraischen Gruppe realisierbar sein miissen. Genauer werden gewisse
Operatoren auf den Mengen der Kammern bzw. der Ecken des Gebaudes definiert, die
davon erzeugten Algebren untersucht und als Hecke-Algebren bzw. Zentren von Hecke-
Algebren realisiert. In diesem Zusammenhang hat Parkinson die folgenden Objekte ein-
gefiihrt, die wir nun fiir den Spezialfall des Bruhat-Tits-Gebaudes von SL,,(k,) betrach-
ten werden:

Definition 5.3.3. Sei &/ ein Apartment in %, (r,). Weiter sei T, die Farbung von
Bst1,,(k,) aus Korollar und T die Farbung von ¥(W,ss) aus Lemma [3.2.1] Ein
Isomorphismus von Simplizialkomplexen ¢ : &7 — (W, ss) heifit Typ-rotierend, falls es
eine Zahl | € Z mit 1(¢(x)) = (T,(z) + 1) mod n fiir jede Ecke = in 7 gibt. Ist [ = 0,
d.h. gilt T(p(z)) = T,(2) fiir jede Ecke x in 7, so heifst ¢ Typ-erhaltend.

Bemerkung 5.3.4. Man kann leicht iiberpriifen, dass diese Definition mit Definition
5.1 in [Par06al iibereinstimmt.

Bemerkung 5.3.5. Bezeichnet B = {vy,...,v,} eine k,-Basis von k" und «7® das zuge-
horige Apartment in Py, (k,), s0 ist @7 : &P — S(W, ) aus dem Beweis von Propositi-
on|3.2.7ein Typ-rotierender Isomorphismus. Denn ist x = {Spanov (m8yg, ... e vn)} €
</, mit a; € Z, so gilt

(8 (x)) = r(imiﬂ —a@-»i) - <i<n—i><ai+l —a») mod

i=1 i=1
n n—1 n

= <Z(n — i+ 1)a; — Z(n - i)ai> mod n = (Z ai> mod n
i=2 i=1 i=1

= (1,(x) — ord,(det(vy, ..., v,))) mod n.
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Ist B eine 0,-Basis von L,, so ist det(vy,...,v,) € o und der Isomorphismus p? sogar
Typ-erhaltend.

Wir betrachten die folgenden Mengen, wobei £ € &7, wie immer, ein ausgewéhlter Punkt
mit (£ — 0, xii+1) € Z fiir alle 1 <14 < n ist:

Definition 5.3.6. Sei z € £ und A € P*. Wir setzen

Va(z) = {y € £ : es gibt ein Apartment &7 in Hsr,,,(,) und einen Typ-rotierenden
Isomorphismus ¢ : &/ — X(Wyyy), so dass z,y € o, ¢(z) = £ und

o(y) = A+ gilt}.

Es gilt:

Proposition 5.3.7 (|[Par06al, Proposition 5.6 und Lemma 5.9). (a) Fir je zwei Ecken
x,y € LF gibt es ein A € P mit y € Vy(x).

(b) Ist x € ZF, \,N € PT und existiert ein y € Vy(x) N Vi (x), so ist A = N.

v

(c) Seix € £, A€ Pt undy € Vi(z). Ist weiter o/ ein Apartment in Bsy,, k) mit
x,y € A, so gibt es einen Typ-rotierenden Isomorphismus ¢ @ o — X(W,sr) mit

p(x) = € und o(y) = A+¢.
(d) Seixe L, A€ PT undy,y € Vi(x). Dann gilt T,(y) = T,(y').

v

Bemerkung 5.3.8. Aus den Punkten (a) und (b) der obigen Proposition folgt insbe-
sondere fiir jede Ecke z € £

AepP+

Die SL,,(k,)-Bahn :2’? von u, in %" lésst sich analog beschreiben, siche Korollar |5.3.11]

Wie wir schon in Proposition gesehen haben, héngt das Volumen vol(K,t} K,) fiir

ein t; € 1" eng mit dem dominanten Kogewicht A+ zusammen. Daher werden wir die
Menge der dominanten Kogewichte genauer untersuchen:

Lemma 5.3.9. Es gilt {\+ : t} € 7/’}} ={ e P :t(A+&) =0}

n—1

Beweis. Sei t} € 7/? Dann ist A+ = > .0 (aip1 — a;)\; fiir geeignete a; € Z mit
ar <ay <...<a,und Y a; = 0. Folglich ist A+ € PP und

T\t +§) = (Z(n —i)(aj1 — ai)> mod n = <Z ai) mod n = 0.

i=1 =1
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Weiter gibt es fiir jedes A = 3.1 b\ € PT mit T(A+ &) =0 ein | € Z mit 3. (n —
i)b; = nl. Wir setzen a; = (Zi_l bj) —{firl1 <¢<n.Dannist a; € Z mit a; < ay <

j=1
... <a, und
n n 1—1 n—1
Zai — Z((Z@) — l) = Z(n—z’)bi —nl =0,
i—1 i—1 \ \j=1 =1
dh. ¢ = diag(n®, ..., 7%) € T," und A = \,. O

Lemma 5.3.10. Sei A € P mit t(A+ &) = 0. Dann ist

Vi(uy) = {z = {Spany, (7'v1, ..., 70"v,) } : B ={v1,...,v.} ist 0,-Basis von Ly,
a; € Z und o5 (x) = A+ £} Q@.

Beweis. Sei A € P mit T(A+ &) = 0. Sei weiter z = {Spany, (7%v1,...,7"v,)} € :5/’?
mit einer o,-Basis B = {vy,...,v,} von L, a; € Z und ¢Z(z) = A +&. Nach Bemerkung
5.3.5| ist 2 Typ-erhaltend. Weiter ist nach Konstruktion ©?(u,) = ¢ und somit = €
V)\<uv).

Sei nun z € V) (u,) und A = Z;:ll b;\; fiir geeignete b; € Zso. Weiter sei B = {vy, ..., v,}
eine beliebige o,-Basis von L,. Dann setzen wir a; := 0 und a; = E;;ll b; fir 2 <¢ < n.
Folglich gilt ¢P(u,) = & und pB(y) = A+ € fiir y == {Spany, (72vy,...,70"v,)},
d.h. auch y € Vi(u,). Da ¢ nach Bemerkung [5.3.5| Typ-erhaltend ist, folgt T,(y) =
T(A + &) = 0. Mit Proposition [5.3.7(d) erhalten wir insbesondere T,(z) = 0, d.h.

S :?? und es gibt eine 0,-Basis B’ = {wy,...,w,} von L, und ¢; € Z mit x =
{Spany, (7Swy,..., 7" w,)}, ¢ < e < ..o < und Y0 ¢ = 0. Nach Konstruktion
in P (u,) = € und @8 (x) = N + ¢ fiir ein N € P*, d.h. € Vy(u,). Mit Proposition
[5.3.7(b) folgt A = X" und daher auch die Behauptung. O

Korollar 5.3.11. Es gilt
DZ)* = |_| V,\(uv).

AEPT,
T(A+£)=0

Beweis. Eine Inklusion ist mit obigem Lemma offensichtlich. Fiir die andere Inklusion
sel x € 3? Dann ist t,(x) = 0 und es gibt eine 0,-Basis B von L, und ein A € P~
mit z € B, pP(u,) = € und pB(z) = X + £ Da P nach Bemerkung ein
Typ-erhaltender Isomorphismus ist, folgt € Viy(u,) und T(A + &) = 1,(z) = 0. Die
Disjunktheit der Vereinigung folgt aus Proposition [5.3.7|(b). O

Mit diesen Beobachtungen ergibt sich fiir die K,-Bahn von ¢ u,:

Proposition 5.3.12. Sei t} € f} Dann gilt K,(t}u,) = Vi (uo). Insbesondere ist
Vol(Kuty Ky) = Vi, (uy)]-
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Beweis. Sei t € fvjf und seien a; € Z geeignet mit ¢ = diag(7®,..., w%). Weiter
sei A, € K, = SL,(0,). Dann ist Atfu, = {Spany (7%v1,...,75"v,)}, wobei v; die
i-te Spalte von A, bezeichnet. Weiter ist B := {vy,...,v,} eine 0,-Basis von L, und
OB (Autiuy) = S (aiy — ahi + € = A +& dh Aytfu, € V) (uy) nach Lemma
[£.3.91und Lemma [£.3.10 ’

Ist umgekehrt x € V,\t N (uy), so gibt es nach Lemma [5.3.9| und Lemma [5.3.10| eine 0,-

Basis B == {v1,...,v,} und b; € Z mit x = {Spany, (75 v1,...,7"v,)} und F(z) =

A+ + & Insbesondere ist a1 — a; = by — b fiir alle 1 < ¢ < n — 1. Folglich gilt
Ty = M(vy,...,v,) € K, und

r = z,{Spany (r0'er, ..., mre,)} =z, {7l " Spany, (7er, ..., more,)} = ot uy,
d.h. z liegt in der K,-Bahn von ¢ u,. O

Mit den Ergebnissen von Parkinson ergibt sich damit eine weitere Darstellung von
vol( Kt} K,):

Korollar 5.3.13. Sei t+ € TF. Dann gilt

Wia,") | o2

vol(K,trK,) = W% ,
ty v

wobei 2p die Summe der positiven Wurzeln ®F bezeichnet.

Beweis. Sei {x1,%2,...,2,—1} ein beliebiger (n — 2)-Simplex (Paneel) in gy, x,). Wir
miissen zeigen, dass die Anzahl der Ecken zq € ZF fiir die {xo, z1,..., 2,1} ein (n—1)-
Simplex (Kammer) in %, ,) ist, gleich g, + 1 ist. Die Aussage folgt dann direkt aus
[ParOGh, Proposition 1.5 und Proposition A.1|. Nach Proposition [3.2.7|(a) gibt es fiir
jedes 1 <7 <n —1 einen Vertreter L; € x; mit

WlegLnflg...ngng.

Setzen wir L, = m,Lq, so existiert aus Dimensionsgriinden ein 1 < j < n — 1, fiir
das L;/L;j11 = (0,/m,)? und L;/Li11 = 0,/m, fiir alle ¢ # j ist. Insbesondere gibt es
genau % = ¢y + 1 viele paarweise verschiedene Gitter L C k) mit L;1; C L C L;
und kein echtes Gitter zwischen L;;; und L; falls i # j. Daher erhalten wir genau
qv + 1 viele verschiedene Moglichkeiten die Folge m,Ly € L,y € ... € L; zu einer
maximalen Folge zu erweitern. Mit Proposition [3.2.7(a) und Bemerkung [3.2.6(b) folgt

die Behauptung. O

Wenden wir uns nun der lokalen Héhe von ¢ zu:
Lemma 5.3.14. Sei t} € f} Dann ist

SN 4 Xai4)
Hop, oy (t) = qu :
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Beweis. Sei t} = diag(wf*,...,7%) mit a; € Z, a1 < ay < ... < a, und Y a; = 0.

v

Dann ist nach Proposition [3.2.16

-1
S Mai—an) i1 (A oXait)
v - Yv .

Hsy, k) (ty) = @y~ = ¢
]

Zusammengefasst erhalten wir fiir die nicht-archimedischen lokalen Hohenintegrale die
folgende Form:

Satz 5.3.15. Seiv € M} eine nicht-archimedische Bewertung von k. Dann gilt

W , n- P
ISLn(kv)(S) = Z M <)\’2p>7(2i:11 <)‘7Xz,7,+1>)5

1\ Qv )
rep+ ka(qyl)

T(A4+£)=0
wobei Wy den Stabilisator von X in W und 2p = Z;:lli(n — 1) Xii+1 die Summe der
positiven Wurzeln ®F bezeichnet.

Beweis. Die Behauptung folgt mit (<)) sofort aus Lemma Korollar [5.3.13| und
Lemma (5.3.14] [l

Die Menge der dominanten Kogewichte vom Typ 0 lasst sich weiter wie folgt beschrei-
ben:

Lemma 5.3.16. Es gilt

n—1
AePrit(A+&) =0} = {Zmi (a1, ..., an_1) GM},
=1

wobes
n—2

M = {(ml, ey M9, NMyy_1 + (Z”%) mod n) im,; € Lo fir allel <i<n— 1}
i=1

und (x) mod n € Zsq den eindeutigen Restr mit 0 < r < n bei der euklidischen Division
einer Zahl x € Z durch n bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen beide Inklusionen. Sei A = 7" a;\; mit (ay, ..., a, 1) € M. Dann
gibt es m; € Z>o mit (ay,...,a4,-1) = (ml, e M9, MMy 1 + (Z;:f imi) mod n) Es

folgt a; € Z> fiir alle 1 <7 <n —1 und

n—2 n—2
TA+¢) = (Z(n —)m; + nmy,_1 + (Z imi> mod n) mod n = 0.

i=1 =1



5.3 Die nicht-archimedischen lokalen Hohenintegrale 105

Sei nun A € Pt mit t(A —|— €) = 0. Weiter seien a; € Zso mit A = >~ a;\;. Dann
existiert ein [ € Z mit 3.1 (n — )a; = nl und folglich gilt

n—2 n—2
p—1 = nl — Z(n —i)a; =nl — Z n—1) (Z zal> mod n + (Z zal) mod n.
i=1 i=1

Sei |-] die Abrundungsfunktion (Gauf-Klammer) und [-] die Aufrundungsfunktion.
Dann gilt (z) modn = 2 — n|%| fir alle € Z und —|—y] = [y] fiir alle y € R.
Mit diesen Rechenregeln erhalten wir

(Z iai> mod n = (— ' (n— i)ai> mod n = _im —i)a; — n{_zlﬂ:—l?ﬁn - i)aiJ

i=1

= F?;m — W

d.h. (a1,...,a,-1) € M. O

Dies erméglicht uns eine weitere Darstellung der nicht-archimedischen lokalen Héhenin-
tegrale:

Satz 5.3.17. Seiv € M} eine nicht-archimedische Bewertung von k. Dann existiert ein
F € Z[t,u] mit F(t,0) =1, so dass fir Re(s) > a,, = max{i(n —1i) : 1 <i<n—1} gilt

n—1

s 1
ISL"(’C“)(S) - F(qv’ % ) H 1 — —n(s—i(n—1i)) "

i=1 v

Insbesondere ist Igy,, (i) (s) fiir Re(s) > o, eine holomorphe Funktion.

Beweis. Mit Satz und Lemma [5.3.16] gilt fiir alle s € C

N Wi(g")
Tstaen(s) = ) TR 0
12@:0, . (Z:l 12 mi\; +(nmn 1+(Zf‘ 12 zmz) mod n) ) q,

- qv—(zzl 12(8 i(n—1))m;+ (s—(n—l))nmn_1+(s—(n—1))(ZZL 12 zmz) mod n)

Um Zgr,, (x,)(s) in ein Produkt von geometrischen Reihen umzuformen, spalten wir die
Summation tiber die Parameter m; fir 1 < ¢ < n — 2 in Restklassen modulo n auf.
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Dadurch wird der Rest (Z?:_IQ imi) mod n von den m; unabhéngig und wir erhalten

iy (2 (s—i(n—9) ki (s—(n—1)) (722 ik; ) mod n
Wiy S (SI7 k) mod n)

' qv—(zzzf n(s—i(n—i))m) _

Die Poincaré-Polynome im Nenner sind von den Parametern m; mit 1 < ¢ < n—1 abhén-
gig. Auch diese Abhéngigkeit wollen wir eliminieren, um die geometrischen Reihen zu
identifizieren. Wir werden daher die Stabilisatoren W, mit A € P genauer bestimmen:

0 A

Abbildung 5.1: Die Weyl-Kammer mit den dominanten Kogewichten von SL3. Es gibt
genau vier Untergruppen von W, die als Stabilisatoren von dominanten
Kogewichten auftreten konnen: Wy = W, W, , W,, und W) = {id}.

Sei S ={z €V :(x, x5i11) >0 firalle 1 <i<n-—1}die durch Ag = {xii+1:1<i <
n—1} definierte Weyl-Kammer in V. Dann ist der Abschluss S = Spang_ {A1,..., Au_1}
ein polyedrischer Kegel in V und Pt = S N P. Die Weyl-Gruppe W operiert auf V
durch Spiegelungen an den Hyperebenen H;; = {x € V : (x,x;;) = 0} mit 1 < 4,5 <
n und ¢ # j. Insbesondere besitzen nur Punkte, die auf diesen Hyperebenen liegen,
nichttriviale Stabilisatoren. Dariiber hinaus sind Stabilisatoren W) von Punkten 0 #
A € PT, die im relativen Inneren der selben Seite des polyedrischen Kegels S liegen,
gleich, vergleiche auch Abbildung Die Seiten o des Kegels S sind genau von der
Form o = Spang_ { A, ..., A, } fiir Teilmengen {i1,...,i,} € {1,...,n —1}. Daher ist
Relint(o) = Spa_an{)\il,...,)\ir} fir o # {0} und es gilt W), = W) fir A\, N € P

genau dann, wenn

{I<i<n—1:(Axu+)#0={1<i<n—1:(N xi41)# 0}
ist. Folglich lisst sich fiir jedes Tupel (0,...,0) # (k1, ..., kn2) € {0,...,n — 1}"2 die
Reihe

00 _ - Z?:_Q(s—i(n—i))ki—l—(s—(n—l)) Z:LZ_QZk, mod n
e (St ) o)

W -1
m;=0, (12 (mmtks) At (nmp 1+ (X127 ks ) mod n) A1) (¢
1<i<n—1

— Z?:_ln(sfi(nfi))mi
e |
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in eine endliche Summe aus Summanden der Form

- — Z?:_z(s—i(n—i))ki—i-(s—(n—l)) Z:L:_Q ik; ) mod n 00
W(Qv 1)611} ( 1 ( 1 ) ) Z ,(Z?:*ll n(sfi(nfi))mi)

Wi(g; 1) i

fiir geeignet gewdhlte nichtleere Teilmengen {iy,...,%,} C {1,...,n — 1} und X €
Spang_ { i, ..., A, } umformen. Ist (ki,...,k,—2) = (0,...,0), so taucht auferdem 1
genau einmal als Summand auf.

Fiir Re(s) > o, = max{i(n —i): 1 <i<n-—1} gilt

S —n(s—i(n—1))

—(Zi n(s=itn—i))ym;) Qv
2:1 o) 1 = | H 1 qv_n(s—i(n—i))
ze{zlz,_,’zr} 1€{i1,...,ir}
o ool 1
_ H q;n(sfl(nfz)) H (1 . q;n(sfl(nfl))) H - ey o
i€{in,enin} i@ {it,ein} i=1 Qv

Ferner gibt es nach [Bou02l, VI, §1, Proposition 17, Corollary 3| ein eindeutiges langstes
Element wy in W, wobei [(wg) gleich der Anzahl der positiven Wurzeln in & ist. Es
folgt 1(wg) = @ und —I(wp) ist der kleinste Exponent von ¢, im Laurent-Polynom
1
1

W(g,!). Nach Lemma [5.3.1] ist auch % ein Laurent-Polynom in der Variable g,

)
-1
mit ganzzahligen Koeffizienten. Insbesondere ist der kleinste Exponent von ¢, in %

grofer oder gleich —I(wy) = —@ und —@ +n(i1(n —iy)) > 0. Wir erhalten

W 171 —n(s—i(n—1 —s
L_) T & = f(g, ;)

fir ein Polynom f € Z[t,u] mit f(¢,0) = 0 und folglich gibt es insgesamt ein F' € Z[t, u]

mit
n—1

, 1
ISLn(k'u)(S) = F(q,q,°) H 1 “n(s—i(n—i)) "
i=1 + — Qv

Da in obigen Termen nur fir den Fall (kq, ..., k,—2) = (0,...,0) und A = 0 ein konstanter
Term auftaucht und dann der gesamte Ausdruck gleich 1 ist, gilt F'(¢,0) = 1. [

In folgendem Abschnitt werden wir nun das analytische Verhalten des globalen Hohen-
integrals bestimmen. Dazu werden wir das Euler-Produkt iiber die nicht-archimedischen
lokalen Hohenintegrale untersuchen. Euler-Produkte dieser Art wurden allgemein in
[SWOS] betrachtet. Sie stellen eine Verallgemeinerung der Euler-Produkte von Theodor
Estermann in [Est28] dar. Siehe auch [Kur84| und [Kur86].
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5.4 Das globale Hohenintegral

Zum Abschluss dieser Arbeit werden wir nun das analytische Verhalten des globalen
Hohenintegrals

Tsvua(s) = / Hep, () (A)"dp(A)
SLn(Ag)

bestimmen. Sei dazu wieder 2p die Summe der positiven Wurzeln @+ = {y;; : 1 <i <
j <n} und
a, =max{(\;,2p) : 1 <i<n-—1}
=max{i(n —i):1<i<n-—1}

B %2, falls n gerade,

Zunachst betrachten wir das Fuler-Produkt liber die nicht-archimedischen lokalen Ho-
henintegrale:

Satz 5.4.1. Das Euler-Produkt

T8 00() = [ st

’UGMO

1

ist holomorph fiir Re(s) > o, + 3, mit Ausnahme eines einfachen Pols in s = oy, + 1.

Genauer ist
Z8r, () (8)Ck (2(s — ) ™

fir Re(s) > ay, + % holomorph fortsetzbar, wobei (}, die Dedekindsche Zetafunktion von
k bezeichnet.

Beweis. Zuerst werden wir die Fille n = 2 und n = 3 gesondert betrachten. Sei v € M.
Dann gilt fiir Re(s) > ap =1
1+ ql 2s
Tspa (k) (5) = gD

und daher fiir Re(s) > 1+ %

(1+ 1— 25) 1 — 1]—2(5—1)
To,m()Gk(2(s = 1)) 7' = ] . (z(sql) ) = [[ @+a™).

veM 1—a vEM]

Da nach [SWO08, Lemma 5.4] das Euler-Produkt HUEMO(l + ¢l 7%) fiir Re(s) > 1 eine

holomorphe Funktion ist, folgt die Behauptung. Ist v € M} und Re(s) > a3 = 2, so
erhalten wir
f@0,4,°)

2
(1 _ qvfs(sz))

TsLy(k,) (5) =
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mit f(t,u) =1+ (t + 262 + 265 + t1)u? + (261 + 20°)u’ + (¢ + 2 + 27 + ¢%)u + .
Folglich ist fiir Re(s) > 2+ 1

L3 k)( s)Gk(2(s = 2)) 7! = G(3(s — 2)) H 9(q0,4,")

vGMO

mit g(t,u) == 14 (¢ 422 +2t3)u? + (2¢1 4+ 2% )u® — (208 + 269 )ud — (2420 + 2411 +-12) 0,5 — #1348,
Nach [SWO08, Lemma 5.4| ist das Euler-Produkt [, . A 9(qv, q,®) holomorph fiir Re(s) >
2+ % und die Behauptung folgt.

Sei nun n > 4. Wir werden zeigen, dass IgLn(k)(s)Ck(Q(s — a,,)) 7! fiir Re(s) > ap, + 1
holomorph fortsetzbar ist. Laut Satz[5.3.17| gibt es ein Polynom F' € Z[t, u] mit F'(t,0) =
1, so dass fiir Re(s) > a, + + gilt

() = 1[ Flawa”) HCk (s —i(n—1i))).

vEM)P

Fiir Re(s) > ay, + 3 erhalten wir daher

T8, 09 (9)G(2(s — an) ™" = T Flaw,a;°)(1 = ,77) HCk (s —i(n = 1))).

UGMO

Da das Produkt [[7, ¢x(n(s —i(n —i))) fiir Re(s) > o, + % holomorph ist, reicht es zu
zeigen, dass das Euler-Produkt

H F anqy 2(5 ocn))

vGMO

fiir Re(s) > a, + 1 holomorph ist.

Sei G(t,u) = F(t,u)(1 — t**u?). Und H(t,u) = G(t,u) —1 = 37", 33" aut'u’ fir
geeignete m,n; € N und a;; € Z. Dann reicht es nach [Rem98, A.1, §2.1] zu zeigen, dass
ZUGMO |H(gu, q,°)| fiir Re(s) > a,, + 3 konvergiert. Dies ist erfiillt, wenn fiir Re(s) >

o, + 7 alle Reihen ZUEMO laud q, | = |aj| EveMo b " konvergieren, d.h. wenn alle

Exponenten (I —xj) von q, in H(qy,q, ") fiir x > a,, + 21; echt kleiner —1 sind.
Dies werden wir nun zeigen. Da fiir x > o, + % das Euler-Produkt iiber die Faktoren
n—1

1
H —n(x—i(n—1i))

i—1 1 — qu

endlich ist, sind in der zugehorigen Reihenentwicklung alle von 0 verschiedenen Exponen-
ten von ¢, echt kleiner —1 (ist ein Exponent grofer oder gleich —1, so zeigt ein Vergleich
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mit der Dedekindschen Zetafunktion die Divergenz des Produkts). Daher kénnen wir
auch die Exponenten in

n—1 1

Tt (e (@) (1= ¢, 7)) = (14 H(a, 0,7)) | | | g i)
=1 - Yo

untersuchen und zeigen, dass fiir > a, + i alle von 0 verschiedenen Exponenten von

4
¢, echt kleiner als —1 sind.

Sei nun r > «, + i. Dann gilt mit Satz [5.3.15{ und Lemma |5.3.16

(1- g, 2~ an))ISLn(kv)(x)

RS W(g,")
- Z W )(qv)

m;=0, (Z" 12 m;\; +(nmn 1+(Zn 12 zml) mod n)

)q—(Z?;f(ac—i(n—i))mi-i—(x—(n—1))nmn_1+(J:—(n—1))(ZZL 12 zml) mod n)

Sei A € P™ mit T(A+¢) = 0. Dann besitzen die Laurent-Polynome ﬁ”’,)) nach Lemma
die Zahl 1 als konstanten Term und alle von 0 verschiedenen Exponenten von ¢, sind
negativ. Folglich kdnnen wir diese Faktoren fiir unsere Betrachtungen vernachlassigen.
Sei (my,...,m,_1) € Z" . Wir betrachten die Terme

—(" 2 (z—i(n—i))mi+(z—(n—1))nmp_1+(z—(n— n=2im;) mod n
f(z,my, ... ,mu_1) :zqy( = it met e (e (n= 1) (5 i) mod n)

mit den Exponenten

e(x,my,...,My_1) = — (Z(aj —i(n—14)m; + (x — (n — 1))nm,_,

S LT!

Ist
2, falls n gerade und i = 5
n; = 4 1, falls n ungerade und i = ”+1 oder i = ”T_l,
0, sonst,
so ist
e(x,ny,...,np_1) = —2(x — ay,)

und der Term f(z,nq,...,n,_1) wird in der obigen Reihe durch die Multiplikation mit

2(xz—an)

<1 — o 2(17%)) annulliert. Da der Exponent von ¢, echt kleiner 0 ist, brauchen

wir auch diesen Term ansonsten nicht weiter zu beriicksichtigen.

Es reicht also zu zeigen, dass e(z,my,...,m,_ 1) < —1 fiir alle (my,...,m, 1) € Z"!
mit (mq,...,mp_1) # (0,...,0) und (mq,...,my_1) # (n1,...,n,_1) gilt.
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Ist 7 # 3, falls n gerade, bzw. ¢ # "T_l, ”TH, falls n ungerade, so ist i(n — i) < a,, — 1.
Daher gilt fiiralle 1 <7 <n—1

1 s _n
7, falls n gerade und i = 3,
s o 1 s ntl s n—1
r—i(n—1)> {1, falls n ungerade und i = ™= oder i = 252,
5
4

sonst.

9

Existiert ein 1 <¢ <n—1mit m; > 1 und ¢ # 7, falls n gerade, bzw. i # ”T_l, "Tl, falls
n ungerade, so folgt
e(z,my,...,my_1) < —1.

Sei also m; = 0 fiir alle 1 <¢ <n —1 mit i # 3, falls n gerade bzw. i # "T_l, ntl

ungerade. Ist n gerade, so gilt fiir mn # 2

[\j‘

Ist n ungerade, so ist fiir (manl,mn 1) #(1,1)

e(z, M, .. 1) = — ((m— (n = 1)4<”+ 1)) (s + )

-1 1
+(£E—(n—1))(n7m7121+n; mn~2H) modn)

1 5/n—1 n+1 d
< = Z(mnT—l—l-??”LnTH)-i-Z 5 mnT_l+ 5 m’ﬂT-‘rl mod n

<-1

Die Behauptung folgt. m

Satz 5.4.2. Das Produkt
I Zor.n(s)
vEMjp,

1

ist holomorph fir Re(s) > a, + %, mit Ausnahme eines einfachen Pols in s = ap + 3.

Ferner gilt fiir das globale Hohenintegral

ISLn(k)(S) = H ISLn(kv)(S)

UEMk

fiir alle s € C mit Re(s) > a, + 3.



112 5. Das asymptotische Verhalten von Ngr,, x)(B) fiir B — oo

Beweis. Nach Satz [b.2.2sind die archimedischen lokalen Hohenmtegrale TS, (k) () fiir
Re(s) > ap, + 5 holomorphe Funktionen. Folglich ist mit Satz 1f das Produkt

IT Zsven(s) = T, () T Toraeen! (©)

vEM], vEME®

holomorph fiir Re(s) > a,, + 1, mit Ausnahme eines einfachen Pols in s = o, + 3.

Sei nun v € M und s € C mit Re(s) > a,, + 3. Dann ist (Hsp, k)" : SLy(k,) — C,
Ay = Hsp, k) (A,) 7 stetig und (Hsp, (k) *(Ky) = 1. Weiter gilt |Hsy, ,)(4,) | =
Hgr, (k) (Ay) " R®) fiir alle A, € SL,(k,) und daher, mit den Sétzen [5.2.2 und [5.3.17,
HS_LSn(kU) € £1(SLn(kv))

Da das Produkt (V) fir s € C mit Re(s) > o, + 3 und s # a, + 5 endlich ist und

Hs, oy (Ay)"(*2) > 0 fiir alle A, € SL,(k,) gilt, folgt mit [Taf67, Lemma 3.3.1,
Lemma 3.3.2, Theorem 3.3.1]

H/ Hs, (k,) (Av) > dpiy (Ay)

Tsr.,. (k) (8) :/ Hsy, (a)(A)*du(A
SLn (Ag) vers,  Stn (k)

= 1] Zsv.e)(s)

vE My

fiir alle s € C mit Re(s) > o, + 3. O

Wie schon in §5.] diskutiert, gehen wir davon aus, dass das analytische Verhalten des
globalen Hohenintegrals Zgy,, (x) mit dem der Hohenzetafunktion Zsr,, () ibereinstimmt.
Genauer gelte fiir jede positive ganze Zahl r und jede positive reelle Zahl a:

Ist das Integral Zgr,,(x)(s) holomorph fiir Re(s) > a, mit Ausnahme eines r-
fachen Pols bei s = a, so ist auch die Hohenzetafunktion Zgr,, ) (s) holomorph (%)
fir Re(s) > a, mit Ausnahme eines r-fachen Pols bei s = a.

Mit dieser Annahme und Satz[5.1.3] kénnen wir nun direkt die gesuchte Aussage iiber das
asymptotische Verhalten von Ngp,, ) (B) fiir B — oo ablesen, vergleiche auch Proposition

229
Korollar 5.4.3. Sei (x) erfillt. Dann gilt

Nsp, ) (B) ~ ¢Bon+3

fiir eine Konstante ¢ € Ry.
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k : algebraischer Zahlkdrper,

X(1) : Menge der l-rationalen Punkte der Varietdt X iiber einen Korper [,

v, | - |» : Bewertung des Korpers k oder seiner Vervollstandigung k,,

o0 : Ring der ganzen Zahlen in k,

|-|: Standardbetrag auf C,

Mj, : Menge der Standardbewertungen von k,

Mg : Menge der archimedischen Standardbewertungen von £,

M} : Menge der nicht-archimedischen Standardbewertungen von k,

k, : Vervollstindigung von k beziiglich v, [I7]

wy : k — k, : kanonische Einbettung von k in k,,

0, : Bewertungsring von k,, beziiglich der nicht-archimedischen Bewertung v,

m, : maximales Ideal in 0, [17]

¢v : Machtigkeit von o, /m,,

m, : Erzeuger des maximalen Ideals m,,

ord,(x) : Ordnung von z beziiglich m,,

Qp, Zy : Korper der p-adischen Zahlen bzw. Ring der ganzen p-adischen Zahlen, @

Ay : Adelering von k,

[l lv,00 : Maximumsnorm auf k" oder Matrixnorm auf Mat,, (k,) beziiglich dieser Norm,
f~g: fund g haben das gleiche asymptotische Verhalten,

(x : die Dedekindsche Zetafunktion des Korpers k,

| - ||az, : adelische Metrik,

E=(E,||-||m,) : adelisch metrisiertes Geradenbiindel,

Hg : X(k) = R : Hohenfunktion auf X (k) beziiglich des adelisch metrisierten Geradenbiindels E,
Ox(1) : Hyperebenenbiindel iiber der Varietiit X,

E ®E’ : adelisch metrisiertes (inneres) Tensorprodukt der metrisierten Geradenbiindel E, E’,
E* : adelisch metrisiertes duales Geradenbiindel zum metrisierten Geradenbiindel E,
EXE : adelisch metrisiertes (duferes) Tensorprodukt der metrisierten Geradenbiindel E, E',
©*E : adelisch metrisierter Riickzug unter ¢ des metrisierten Geradenbiindels E, [23]

Nx (i) (E, B) : Anzahl der Punkte 2 € X (k) deren Héhe Hg(x) kleiner oder gleich B ist,
Pic(X) : Picard-Gruppe von X,

D =y;,, D’ : Die Divisoren D und D’ sind linear dquivalent,

[D] : Aquivalenzklasse beziiglich linearer Aquivalenz des Divisors D,

[E] : Isomorphieklasse des Geradenbiindels E,

Pic(X)r : R-Vektorraum iiber Pic(X),

A (X) : Kegel der effektiven Geradenbiindel iiber X,

WX, w;cl : kanonisches bzw. anti-kanonisches Geradenbiindel iiber X,

G(0), G(0,) : o- bzw. 0,-wertige Punkte von G,

G, : k,-rationale Punkte der Gruppe G,
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K, : maximale kompakte Untergruppe in G, 27]

G° : Zusammenhangskomponente einer Gruppe G, [27]

Stabg(z) : Stabilisator von x beziiglich der Wirkung von G,

H, : G, = R>; : v-adische lokale Héhenfunktion auf G, @

H: G(k) - R>; : globale Hohenfunktion auf G,

Ng)(B) : Anzahl der Punkte g € G(k) mit H(g) kleiner oder gleich B ist,

Ox(m) : m-faches Tensorprodukt des Geradenbiindels Ox (1),

Hgty, (k,) : SLin(ky) — R>1 : v-adische lokale Hohenfunktion auf SL,,,

Hgr,, (k) : SLin(k) — R>1 @ globale Hohenfunktion auf SLy,,

Ngr, k) (B) = #{A € SL,, (k) : Hs, (x)(A) < B} : Anzahl der Punkte A € SL,,(k) mit Hgy,  x)(A) klei-
ner oder gleich B ist,

gy : Lie-Algebra von G, (k,-Vektorraum),

g% . Lie-Algebra von G, aufgefasst als reellen Vektorraum,

Bai,, (k) 8l (ko)® x 80, (ky)® — R : skalierte Killing-Form von sl, (k,)¥,

distsy,, (k,) * Gy/Ky x Gy /K, — R>¢ : durch die skalierte Killing-Form By, (k,) induzierte Metrik,

diag(z1,...,z,) : Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen xy, ..., 2y,

Gy, : multiplikative Gruppe, [39]

X*(T) : Charaktergruppe des Torus T,

X.(T) : Kocharaktergruppe des Torus T,

(,) : Xu(T) x X*(T) — Z : duale Paarung von X, (T) und X*(T), auch Fortsetzung auf V' x V*,

V =X,(T) ®z R : R-Vektorraum der Kocharaktere von T,

V* =X*(T) ®z R : R-Vektorraum der Charaktere von T,

N = Ng(T) : Normalisator von T in G,

Z = Zg(T) : Zentralisator von T in G,

W =N/T : Weyl-Gruppe von G beziiglich T,

® = ®(T,G) : Menge der k,-Wurzeln von G beziiglich T,

Xij : Wurzel von SL,, beziiglich T,

O ={xi;:1<4,5<n,i#j}: Wurzelsystem von SL,, beziiglich T,

Ap ={Xiit1:1<i<n}: Basis des Wurzelsystems von SL,, beziiglich T,

d+ ={x;; : 1 <i<j<n}: Menge der positiven Wurzeln von SL,, beziiglich T,

o = {Xij :1<14,j <n,i# j}: Menge der Kowurzeln von SL,, beziiglich T,

H;j : Hyperebene senkrecht zu y;;, [42]

W(ij) = Sij;0 : lineare orthogonale Spiegelung an der Hyperebene H;j,

W = (wgj) : 1 <4,5 <n,i#j): Weyl-Gruppe von SL,, beziiglich T,

{N\i:1<i<n}: duale Basis zu Ag,

Spany,(x; : 1 <4 <mn): Aufspann von x1,...,z, beziiglich eines Monoids M,

P = Spany(\; : 1 < i< n): Kogewichtsgitter von SL,, beziiglich T,

Pt = Spang_ (A : 1 <4 <n): Monoid der dominanten Kogewichte von SL;, beziiglich T,

o/, A : euklidisch-affiner Raum tiber V', Apartment in einem affinen Gebaude,

& . ausgewéhlter Punkt in & bzw. A, ausgewihlte Ecke in einem affinen Gebéude,

®,fr 0 Menge aller affinen Wurzeln auf &7 zu @, @

0;;, : affine Wurzel von SL,, beziiglich T,

Qorp=1{6iju:1<4i,j<n,i#jundl €Z}: Menge aller affinen Wurzeln von SL,, beziiglich T,

H;j, : Verschwindungshyperebene von 0;;.,

sij; : affine orthogonale Spiegelung an Hj;,
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Aff(«7), Aff(A) : Automorphismengruppe des affinen Raums & bzw. A,

Weyry o affine Weyl-Gruppe von @ auf o/ bzw. A, Untergruppe von Aff(e7) bzw. Aff(A),
Warr=(siju:1<4,j<n,i#jund! € Z): affine Weyl-Gruppe von SL,, beziiglich T,
G x H : semidirektes Produkt der Gruppen G und H,

Y (Wayr) : Menge der Zellen in o7 bzw. A beziiglich Wy,

V(Ways) : Menge der Ecken in & bzw. A beziiglich Wy,

C(Waysf) : Menge der Kammern in &/ bzw. A beziiglich Wy,

T: V(Waypp) = {0,...,n — 1} : Férbung des Simplizialkomplexes £(Wo¢) fiir SL,,,

(z) mod n : Rest r mit 0 < r < n bei der euklidischen Division einer Zahl z € Z durch n,
Z, : Menge aller 0,-Gitter von vollem Rang in k],

{L} : Homothetieklasse des Gitters L,

£ : Menge der Homothetieklassen aller 0,-Gitter von vollem Rang in k7,

L, : Standardgitter in k7',

u, : Homothetieklasse des Standardgitters Ly,

.,2/’% : Bahn von u, in .Z; unter der SL,, (k,)-Wirkung,

BsL, (k,) : Bruhat-Tits-Gebdude von SL,,(k,),

VE . Menge der Ecken in BsL, (k,) beziiglich der Basis B,

B . Menge aller Simplizes in BsL., (k,), deren Ecken in VB liegen,

©B . B — S(W,ysy) : Isomorphismus der Simplizialkomplexe,

T, 2 —{0,...,n — 1} : Farbung des Simplizialkomplexes %gr,, (1,),

M(vy,...,v,) : Matrix, deren i-te Spalte gleich v; ist,

det(vy,...,v,) : Determinante von M (vy,...,v,),

distgr,,, (k,) : £y X £, — R>0 : kombinatorische Metrik auf der Eckenmenge £ von %s,, (i, )
[| - ||v,2 : euklidische/hermitesche Standardnorm auf k" oder Matrixnorm auf Mat,, (k,) beziiglich die-

ser Norm,

g, g : Lie-Algebra der Gruppe G (C-Vektorraum) bzw. G(k) (k-Vektorraum),

[G, G] : Kommutatorgruppe von G,

Ad: G — SL(g), Ady : G(k) — SL(gx), Ad, : G, — SL(g,) : adjungierte Darstellung,

e, : neutrales Element in G,,

By gy X gy — R, BX: g® x g® = R : Killing-Form von g, bzw. g&,

By, 19y X gy = R, BEH :g% x g® - R : Skalierung der Killing-Form B, bzw. BX mit der Skalierungs-
konstanten k., [56]

dist}” : Gy /K, x Gy/K, = R : durch die skalierte Killingform By, bzw. By induzierte Metrik,

Hv : G, — R>1 : v-adische lokale Hohenfunktion beziiglich dist}”,

Z(G) : Zentrum von G,

Tu: A — Az x+u: Verschiebung um u, [61]

Wass : Gruppe der linearen Anteile von Wy,

., A, . Menge von Hyperebenen,

V(AB), V($,) : Eckenmenge des Gebaudes & bzw. B,

E(RB), E(B,) : Kantenmenge des Gebdudes B bzw. B,

dist : V(#) x V(#) — R>o, dist, : V(HB,) x V(H,) = R>¢ : kombinatorische Metrik auf V(%) bzw.
V(#,),

B, = B(G, k) : Bruhat-Tits-Gebdude von G,

T, N, Z : k,-rationale Punkte der Gruppen T, N, Z, [66]

Z,. : eindeutige maximale kompakte Untergruppe von Z, [67]

T, : eindeutige maximale kompakte Untergruppe von 7', [67]
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o = (G, T, k,) : Standardapartment in 9%, bezliglich T, @

¥(%,) : Menge der Zellen des Gebaudes %,

3(g9<7) : Menge der Zellen des Apartments g.o

&, : spezielle Ecke von %, mit K, = Stabg, (&,),

oty = (G, Ty, ky) : Standardapartment von %, beziiglich T,

N, = Ng(T,) : Normalisator von T, in G,

Z, =Zc(T,) : Zentralisator von T, in G,

T,, Ny, Z, : k,-rationale Punkte von T,, N, Z,,

W, : Weyl-Gruppe von G beziiglich T, [75]

Vo =X (T,) @z R : R-Vektorraum der Kocharaktere von T,

V) =X*(T,) ®z R : R-Vektorraum der Charaktere von T,

X*(Z,) : Charaktergruppe von Z,,

Uyt Zy — V4 + Gruppenhomomorphismus mit (1, 0(2),x) = —ord,(x(2)) fir alle z € Z, und alle
X E X*(ZU>7

vy : Ny — Aff(4,) : Fortsetzung von Z, — Aff(o,), 2 = [Ty, ,(z) : Fo — Do, T T+ 1y 0(2)],

®, = ®(T,,G) : Menge der k,-Wurzeln von G beziiglich T,

5+ Menge der affinen Wurzeln von &,

W+ affine Spiegelungsgruppe zu J7,,

n, : Dimension von V,, bzw. V}, [T

Ag, ={ay1,...,0yn,} : Basis von @,

@y, : hochste Wurzel von @, beziiglich Ag, oder Summe iiber die héchsten Wurzeln der irreduziblen
Komponenten von ®,,

my,; © Koeffizient m,; € Zso mit &, = Y15 My, iy,

U, : eindeutiges reduziertes Wurzelsystem aus Proposition mit affiner Weyl-Gruppe Warss @

Ay, ={Buv1,---,Buvn,} : Basis von ¥, die proportional zu Ag, ist,

Cv,i ¢ Proportionalitétskonstante ¢, ; € Ryo mit a3 = ¢y.i80.,

{15+ o, } : duale Basis zu A¢U,

{Av1sees Ao, } ¢ duale Basis zu Ay,

P, = Spang(Ay1,.-.,Aun,) : Kogewichtsgitter von ¥, beziiglich Ay,

Pr = Spang_ (Av,1;- -, Avn,) 1 Monoid der dominanten Kogewichte von W, beziiglich Aw,,

¢y : Maximum iiber die ¢, ;,

my, : Maximum tiber die m,, ;, @

Sk, : endliche Teilmenge von M} mit K, = Stabg, (£&,) = G(0,) fiir alle v € MY \ Sy,

G(Ay) : adelewertige Punkte von G,

Hgr, (ay) : SLn(Ag) x SLy(Ag) — R>y : Hohenfunktion auf den adelewertigen Punkten von SL,,,

Tst., (k) (s) : globales Hohenintegral von SLy,,

Tst,,, (k,)(8) : v-adisches lokales Hohenintegral von SLy,,

Zs1,, (k) (s) : Hohenzetafunktion von SL, (k) beziiglich Hgy, 1),

2p : Summe der positiven Wurzeln ®* von SL,, beziiglich T,

ap, =max{i(n —4) : 1 <i<n-—1}: Maximum iiber die Koeffizienten von 2p beziiglich A,

o) B

S={s5:0<i<n—1}: 89 =351n;1 und 8; = 8;i 11,0 = W(ii41)s

So =5~ {so}: Teilmenge von S,
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