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1. Einleitung

In der komplexen Analysis lisst sich fiir ein metrisiertes Geradenbiindel L auf einer kom-

plexen Mannigfaltigkeit X der Dimension d eine erste Chernform ¢ (L) definieren. Letztere

ist eine (1,1)-Form und das d-fache Produkt liefert uns eine Differentialform c;(L)? vom

Typ (d,d) auf X. Solch eine Form konnen wir nun iiber X integrieren und wir erhalten
damit ein Maf auf X. Hier ist eine wichtige Formel die Poincaré-Lelong Gleichung. Diese
besagt, dass fiir jeden globalen meromorphen Schnitt s von L die auf X gegebene Distri-
bution g := —log ||s||? die Differentialgleichung dd® g = ¢;(L) — daiv(s) erfiillt, wobei dgiy(s)

das Dirac-Strom im Divisor von s ist.

In der nicht-archimedischen Analysis war diese Betrachtung nicht moglich: Gegeben
seien Geradenbiindel Ly, ..., Ly auf einer projektiven Varietit X der Dimension d und wir
wahlen dazu Modelle iiber einem gegebenen vollstindigen diskreten Bewertungsring. Die
Wahl der Modelle induziert jeweils eine Metrik ||.||; auf L; (i = 1,...,d), die man Modell-
metrik nennt. Fiir die erste Chernform von (L;, ||.||;) war noch kein nicht-archimedisches
Analogon bekannt. Wir kénnen jedoch zu X den Berkovich analytischen Raum X®*" be-
stimmen (siche |Ber90]), der dieselbe Rolle fiir eine nicht-archimedische Stelle spielt wie
die komplexen Mannigfaltigkeiten an der unendlichen Stelle. Dann hat Chambert-Loir in
|Cham06] gezeigt, dass es ein Mak ¢1(Lq, ||.||1) A -+ Aci(La, ||.]la) auf X2 gibt, das analog
zum MaR c;(L)? auf der komplexen Mannigfaltigkeit ist. Dabei kommt die Analogie zu den
Formen der Differentialgeometrie aus der Arakelov-Geometrie. Diese Mafe fanden inter-
essante Anwendungen bei der Aquidistribution arithmetischer dynamischer Systeme (siche
|Cham06], [Yua08], [Gub08], [Fab09]) und bei der geometrischen Bogomolov-Vermutung
aus der diophantischen Geometrie (siche [Gub07b|, [Yal2a], [Yal2b]).

Fiir ein nicht-archimedisches Analogon der Poincaré-Lelong Gleichung fehlte auch
noch ein Ersatz fiir den Differentialoperator dd®. Im Fall einer Kurve haben Chinburg-
Rumely [CR93| und Zhang [Zha93| durch Analysis auf dem Reduktionsgraphen eine ent-

sprechende Analogie zur Poincaré-Lelong Gleichung gefunden.
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Die vorliegende Arbeit ist eine Fallstudie fiir die Definition der ersten Chernform auf
dem Quadrat einer Tate-Kurve. Die Definition beruht auf Ideen aus der tropischen Geo-
metrie. Es werden verschiedene Eigenschaften der ersten Chernform anhand von Beispielen
herausgearbeitet. Insbesondere wird gezeigt, dass die topdimensionale Wedge-Potenz der
ersten Chernform das entsprechende Chambert-Loir Mafs ergibt und dass die Poincaré-
Lelong Gleichung gilt.

Bei der Fertigstellung dieser Dissertation wurde mir ein Preprint von Chambert-Loir
und Ducros [CD12] bekannt, in dem Differentialformen und Stréme ganz allgemein auf
Berkovich analytischen Raumen studiert werden. Damit erhédlt man Verallgemeinerungen
vieler Resultate dieser Dissertation. Um die Unabhéngigkeit dieser Dissertation von dem
erwiahnten Preprint zu behalten, wird hier auf einen Vergleich mit [CD12] nur am Ran-
de eingegangen. Diese Dissertation war Teil des DFG Forschungsprojekts ,,p-adische Ara-
kelovgeometrie” von 2008 bis 2011 und damit ist die Unabhéngigkeit der Resultate in den
Arbeitsberichten der DFG detailliert dokumentiert (siche [DFGO06]|, [DFG10]|, [DFG12]).

Gegeben sei eine endliche Kérpererweiterung K von Q, mit Absolutbetrag |.|, der den
p-adischen Absolutbetrag fortsetzt. Dann bezeichnen wir mit v(.) := —log |.| die assoziierte
Bewertung auf K und K° := {a € K | v(«) > 0} ist der Bewertungsring.

Fiir jedes ¢ € K* mit v(q) > 0 existiert eine Tate elliptische Kurve E, deren K-
rationale Punkte isomorph zu K*/¢% sind (siehe Abschnitt 2.1). Wir wihlen nun den
2-Torsionspunkt P = [—¢"?] € K*/¢* und betrachten das ample Geradenbiindel O(P).
Aufbauend darauf untersuchen wir das Quadrat £ x E der Tate elliptischen Kurve zusam-
men mit dem amplen Geradenbiindel L = pj(O(P)) @ p5(O(P)), wobei p; die Projektion
auf die i-te Komponente ist. (siehe Abschnitt 2.3).

Fiir diese Situation wenden wir nun Mumfords Konstruktion an (sieche [Mum72|).
Dabei entsteht durch die Wahl einer polytopalen Zerlegung von R? /(Z(v(q),0) x Z(0,v(q)))
ein eigentliches algebraisches Modell B von E x E iiber dem Bewertungsring K°. Durch die
zusitzliche Voraussetzung, dass die polytopale Zerlegung eine Unterteilung in kongruente
Standardsimplexe besitzt, erreichen wir sogar strikte Semistabilitidt. Zum Beispiel induziert

die Zerlegung
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ein strikt semistabiles Modell B von E x E, das wir mit V1 bezeichnen. Fiir Details siehe
Abschnitt 2.4.

Weiter liefert uns dann eine stetige, stiickweise lineare strikt konvexe Funktion f :
R? — R ein amples Modell .Z des Geradenbiindels L. Durch Ubergang zu einer Potenz
2% wird dann das Modell sehr ampel (siehe Abschnitt 2.5). Fiir m > 0 liefert uns der
Schnitt des Modells B mit einer generischen Hyperebene H eine glatte zusammenhéngende
Kurve X C E x E mit strikt semistabilem Modell 2" (siehe Abschnitt 2.6).

Die Abbildung val : E x E — R?/(Z(v(q),0) x Z(0,v(q))) ist die durch v induzierte
Bewertung auf dem Quadrat der Tate-Kurve. Damit ist dann die tropische Varietit zur
obigen Kurve X gegeben durch Trop(X) := val(X). Zum Beispiel ist fiir das obige strikt
semistabile Modell B mit der Zerlegung V1 die tropische Varietdt von X gleich dem 1-
Skelett von B (sieche Abschnitt 2.7).

Durch die Wahl einer beliebigen stetigen Metrik auf dem Geradenbiindel L kdnnen
wir iiber ein Grenzwertargument eine eindeutig bestimmte kanonische Metrik ||.||xan auf L
definieren. Damit definieren wir dann das kanonische Maf der obigen Kurve X durch das
Chambert-Loir MaR ¢;(L]|x, ||.|[kan)'. Tm Beispiel mit der Zerlegung V1 gilt

Cl(L‘Xa H'Hkan) = Z Aada, (1.1)
A Kante von V1

wobei d das euklidische Maf$ auf der Kante A ist und wir die kanonischen Gewichte Ax > 0
konkret berechnen konnen (siche Abschnitt 2.8).

Im dritten Kapitel bestimmen wir das kanonische Mak ¢;(L|x;||-||xan) filr die obige
Kurve X in mehreren Fallen explizit. Als Ausgangsbasis fiir die ersten Rechnungen dient
die Zerlegung V'1 des strikt semistabilen Modells B, wobei wir die ,Eckpunkte” wie folgt

P, P Py

P, P Ps

Py Py Py

bezeichnen und A ab jetzt eine beliebige Kante von V1 ist. In dieser speziellen Situation
(vergleiche Abschnitt 3.2) gilt schlieRlich, dass die kanonischen Gewichte Ax nur von dem
dualen Polytop Af von A beziiglich f abhingen. Dabei ist f die zur Konstruktion des
Modells .Z des Geradenbiindels L benutzte Funktion. Genauer ist das kanonische Gewicht
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Aa fiir alle Kanten A von V1 dann gegeben durch Ay = m - volgz (A7), wobei m >> 0 die

bendtigte Potenz von & ist, die weiter oben in der Konstruktion von X auftauchte.

Beispiel 1.1. Wir setzen nun zur Vereinfachung der Notation v(g) = 1 und legen die

stetige stiickweise lineare Funktion f wie folgt fest:

PuktP [P | B | P | P | P | B || B | P
FP)y | ofo19]05[019]0,4]069]05]069] 1 |
Fiir diese Wahl ergeben sich dann die kanonischen Gewichte wie folgt
19
/\A:m-2—5 fir AG{P1P27P2P37P1P4,P4P7}
4
)\A:m'2—5 fiir AG{P2P5,P5P8,P4P5,P5P6}
V2o
)\A:m'2—5 fllI' AG{P2P47P2P6,P4P8,P6P8}.

Dabei benutzen wir in Gleichung (1.1) die euklidische Normierung. In der Kombinatorik
wird jedoch oft die Normierung so gewahlt, dass alle Kanten des Modells B die Liange
1/2 haben, was hier der halben Gitterldnge entspricht. Dies wollen wir jetzt mit 5g{°mb)

bezeichnen und erhalten
1Ll Hlan) = D Aada = D AR
A A

Fiir dieses Beispiel auf der Zerlegung V'1 gilt damit:

om 19 .
)\(Ak D)~ A =m- o fir A € {PLP,, P,P3, PPy, Py Pr}
om 4 .
)\(Ak b):)\A :m-% fir A € {PP5, Ps Py, PyPs, PsFPs}
2 1
)\(Akomb)zg-)% :m-% fir A € {P,Py, P,Fs, PyPs, Ps Ps} .

In der tropischen Geometrie sind tropische Varietiten gewichtete polyedrische Kom-
plexe (siehe [Gub12, §13]). Genau so konnen wir hier fiir alle Kanten A der tropischen
Varietdt Trop(X), zu der obigen Kurve X, die tropischen Gewichte ca € N definieren.
Bernd Sturmfels hatte dazu die Frage aufgeworfen, ob die kanonischen Gewichte \a, be-
ziiglich einer geeigneten Normierung, gleich den tropischen Gewichten ca sind. Im Beispiel
1.1 gilt tatséchlich )\(Akomb) = ca. Dabei spielt jedoch die Wahl des Geradenbiindels L ei-
ne entscheidende Rolle. Um nun eine allgemeinere Aussage machen zu konnen, ist es also
notig das Geradenbiindel zu variieren. Dies fithren wir fiir die Zerlegung V1 in Abschnitt
3.5 durch und kénnen damit in Abschnitt 3.6 die von Bernd Sturmfels aufgeworfene Frage

beantworten.
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)

Satz 1.2. Im Allgemeinen sind die kanonischen Gewichte )\(Akomb verschieden von den

tropischen Gewichten ca.

Unser Ziel im vierten Kapitel ist es, ein nicht-archimedisches Analogon der Poincaré-
Lelong Gleichung zu finden. Dazu erinnern wir kurz an die komplexe Poincaré-Lelong Glei-
chung ddg = ¢, (L, ||.||) — dp, bei der g der Greensche Strom — log ||s||? fiir einen meromor-
phen Schnitt s von L, ¢;(L, ||.||) die erste Chernform von (L, |.||) und dp der Diracoperator
zu dem Divisor D = div(s) ist. Fiir die genauen Definitionen und die Details siehe [GHTS,
Kapitel 1.1, Abschnitt 3 und Kapitel 3.2, Abschnitt 1|. In der nicht-archimedischen Situa-
tion gehen wir nun von einer arithmetischen Fliche 2" mit generischer Faser X aus und
betrachten ein metrisiertes Geradenbiindel (L, ||.||) auf X. Dann findet die Analysis auf
dem Skelett S(Z,) der speziellen Faser 2, von 2 statt, wobei das Skelett S(.Z,) dem Re-
duktionsgraphen entspricht. Weiter benutzten wir als Metrik jetzt eine Modellmetrik, die
induziert wird von einem Geradenbiindel .Z auf 2" mit generischer Faser L (siehe 2.8.1).
Da wir das Skelett kanonisch als kompakte Teilmenge des Berkovichraumes X*" ansehen
konnen, ist das Chambert-Loir Mafk ¢1(L, ||.||) eine gewichtete Summe der Dirac-Mafe in
den Ecken des Skelettes S(2,) (siche [Cham06]). Weiter spielt fiir einen meromorphen
Schnitt s von L die Funktion — log ||s|| die Rolle des Greenschen Stromes g fiir den Divisor
div(s) auf X. Damit fehlt nun noch ein neuer Differentialoperator, der den Operator dd°
ersetzt. Dazu iibertragen wir den fiir metrisierte Graphen definierten Laplaceoperator A
(siehe [BRO7]| oder Definition 4.1.7) auf das Skelett S(.Z;). Alles zusammen liefert uns dann

die folgende nicht-archimedische Poincaré-Lelong Gleichung.

Satz 1.3. Unter obigen Voraussetzungen gilt die folgende Gleichung von Mafen auf dem
Skelett S(Z,):
—Ag = ci(L, [|]]) — dvaldiv(s))-

Eine &hnliche Version dieses Satzes tauchte schon in [Zha93| auf. Neu ist hier, dass
auf der rechten Seite das Chambert-Loir Maf auftaucht. Satz 1.3 wurde unabhéngig von

der vorliegenden Arbeit von Chambert-Loir in |[Cham11, Lemma 2.2.5| bewiesen.

Wir kehren nun zu unserer vorigen Situation, dem Quadrat F x E einer Tate-Kurve
mit amplen Geradenbiindel L, Modell B und Zerlegung V1 von R?/(Zv(q) x Zv(q)) zuriick.
Unser Ziel in den Kapiteln 5 und 6 ist es jetzt auch fiir diesen 2-dimensionalen Fall ein nicht-

archimedisches Analogon der komplexen Poincaré-Lelong Gleichung zu finden. Zunéchst ist
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aber im 2-dimensionalen nicht-archimedischen Fall eine Entsprechung fiir die im komplexen
benutzte Differentialform ¢;(L,|.||) unbekannt. Wir kennen dort nur das Chambert-Loir
Mak ¢;(L,]|.]|)"?, was uns einen guten Test fiir mogliche Kandidaten liefert.

In Abschnitt 5.2 definieren wir zunéchst die erste Chernform ¢ (L, ||.||) fiir Modellme-
triken ||.||. Das heift die Metrik ||.|| wird durch die das ample Modell . von L bestimmende
stetige, stiickweise lineare strikt konvexe Funktion f gegeben. Da wir die Zerlegung V'1 zu-
grunde legen, verlangen wir, dass f auf den Dreiecken von V1 linear ist. Das fiihrt dann zu
einem amplen Modell .Z auf B. In der tropischen Geometrie spielt so eine Funktion f die
Rolle eines Cartier-Divisors. Dazu konnen wir dann einen tropischen Weil-Divisor definie-
ren (siche [AR10, §3|), der in unserem Fall eine gewichtete Kantensumme der Zerlegung V'1
ist. Wenn wir die Kante o von V1 mit dem Dirac-Strom 4, identifizieren, dann erhalten wir
einen Strom c{'f(L, ||.||) auf S(B) = R?/(Zv(q) x Zv(q)), der auf den 1-Formen von S(B)
operiert (siche Bemerkung 5.3.4). Diesen Strom definieren wir als die erste Chernform des
metrisierten Geradenbiindels (L, ||.||). Die erste Chernform hat dann die Form

ML= Y W)
o Kante von V1
wobei wAR (o) explizit in Abhiingigkeit der Funktion f und der Zerlegung V1 gegeben ist.
Wir definieren dann das A-Produkt iR (L; ||.]])"2? von ¢}R(L; ||.||) mit sich selbst als das Maf
zum tropischen Selbstschnitt von f (siche Abschnitt 5.3). Damit erhalten wir den folgenden

Test fiir unsere Definition der ersten Chernform, den wir in Abschnitt 5.5 beweisen.
Satz 1.4 (Chambert-Loir Test). Mit obigen Bezeichnungen gilt:
(L 1D = e (L 1D

wobel auf der rechten Seite das Chambert-Loir Mall des metrisierten Geradenbiindels
(L,|.||) auftaucht.

Im Falle der kanonischen Metrik konstruieren wir die erste Chernform ¢?(L, ||.|lxan)
nun jedoch so, dass sie den Chambert-Loir Test ¢!®(L, ||.|[kan)"? = c1(L, ||.]|kan)"? erfiillt
(sieche Abschnitt 5.3). Dazu setzen wir die erste Chernform als allgemeine 1-Form an und
verlangen in Analogie zum komplexen Fall, dass sich unser A-Produkt wie bei 2-Formen
verhélt (siehe 5.3.3). Dies liefert uns:

Definition 1.5. Fiir ein mit der kanonischen Metrik ||.||xan versehenes Geradenbiindel L

ist die erste Chernform gegeben durch

AL o) = 5+
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Als letztes beschiftigen wir uns dann in Abschnitt 5.6 noch mit der Frage, was pas-
siert, wenn in der ersten Chernform sowohl die aus dem kanonischen Fall bekannten 1-
Formen als auch eine aus dem Fall mit einer Modellmetrik bekannte gewichtete Kanten-
summe auftaucht. Wir setzen deshalb 2R (L% |||l @ ||.1]) := AR (L, || [an) + 2R(L, ||]])
und beweisen dann, nach Erweiterung der Regeln fiir unser A-Produkt (siehe 5.3.6), dass
auch hier der Chambert-Loir Test (siehe Satz 5.6.1) gilt.

Damit fehlt uns in der 2-dimensionalen Situation fiir ein nicht-archimedisches Analo-
gon der Poincaré-Lelong-Gleichung noch ein geeigneter Ersatz fiir den Differentialoperator
dd®. Dazu verallgemeinern wir die Definition von —A schrittweise auf die 2-dimensionale
Situation (siehe Definitionen 6.1.2 und 6.2.3) und erhalten einen neuen Differentialoperator
[J. Damit konnen wir dann in den Abschnitten 6.2 fiir eine Modellmetrik und 6.3 fiir die ka-
nonische Metrik das folgende nicht-archimedische Analogon der Poincaré-Lelong-Gleichung

beweisen.

Satz 1.6 (Poincaré-Lelong-Gleichung). Auf dem Quadrat E x E einer Tate-Kurve mit dem
amplen Geradenbiindel L = O(D) zum Divisor D = E' x P + P x E wie zu Beginn der

Einleitung und entsprechendem globalem Schnitt s = sp von L gilt die Gleichung
O(—log [|s]1) = ™ (L, [I-1]) — dmvop(aivis))

von Stromen auf dem Skelett S(B). Dabei ist ||.|| entweder die kanonische Metrik oder eine
Modellmetrik auf dem Geradenbiindel L, die wie oben beschrieben zu der Zerlegung V'1
gehort.

In Satz 7.1.3 werden wir sehen, dass der Differentialoperator [J eine natiirliche In-
terpretation hat als Strom auf dem Skelett. Am Schluf werden wir in Abschnitt 7.4 einen
Ausblick auf Greensche Strome geben. Hier besteht die Hoffnung, dass der in dieser Ar-
beit an Beispielen beschriebene Formalismus Anwendungen findet bei der Beschreibung der

nicht-archimedischen Beitrdge in der Arakelov-Theorie.






2. Grundlagen

2.1. Grundlagen zur Tate-Kurve

Zu Beginn wiederholen wir einige Grundlagen und weiterfithrende Resultate zur Tate-

Kurve.

Theorem 2.1.1 (Tate; [Sil94, §5, Theorem 3.1]). Sei K eine endliche Korpererweiterung
von Q, mit vollstindigem (diskretem) Absolutbetrag |.|, ¢ € K* mit |q| < 1 und

nk " S3 Sy
sklg) = Lo ailg) = —5ss(0), aslq) = 2 (Q);; @)

1— ¢
n>1 q

1. Die Reihen a4(q) und as(q) konvergieren in K und definieren die Tate-Kurve E, durch
die Gleichung
Ey g +xy = 2° + as(q)r + ag(q).

2. Die Tate-Kurve E, ist eine tiber K definierte elliptische Kurve mit Diskriminante
A=q]Ja-qm*
n>1

und j-Invariante

1
j=13(q) =j(E,) = = + 744 + 196884q + . ..

q
3. Die Reihen -
q"¢ = ng"
= — 2
(€q) = i (S i ne
y(C,q = Tgot iy

konvergieren fiir alle ¢ € K mit ¢ € ¢* und sie definieren einen surjektiven Homo-

morphismus

(2(¢,q9),y(¢ q)  fir { & q”

o FX%Eq(F) mit u
O fiir ¢ € ¢*
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4. Die Abbildung ® aus 3. ist kompatibel mit der Aktion der Galois-Gruppe Gal(K /K)

in dem Sinne, dass
B(¢7) = (¢ fir alle ¢ € K, 0 € Gal(K/K).

Das heifit ® ist auch ein Isomorphismus von Gal(K /K)-Modulen. Insbesondere in-

duziert ® fir jede algebraische Erweiterung L/K einen Isomorphismus
®:L*)¢" = E,(L).

Bemerkung 2.1.2. Bei Theorem 2.1.1 ist ein Druckfehler in [Sil94] und damit auch in
[BGO6|. In beiden ist in der Aussage as(q) = —5s3(q) die 5 vergessen worden. Zur Verifi-
zierung der richtigen Aussage siehe die Originalquelle: [Roq70, §3, Formel (37)].

Proposition 2.1.3. Fiir jede endliche Kérpererweiterung K von Q, und jedes ¢ € K™ mit
lg| < 1 ist der analytische Torus K /¢ (analytisch) isomorph zu einer Tate (elliptischen)

Kurve E,(K).

Beweis: Folgt direkt aus Theorem 2.1.1, wobei ® den Isomorphismus K" /q* = E, liefert.
O

Lemma 2.1.4 ([Sil94, §5, Lemma 5.1]). Sei o € @; mit |o| > 1. Dann existiert ein
eindeutiges Element ¢ € Q,(a)* mit |¢| < 1 so, dass j(E,) = a.

Definition 2.1.5 ([BG06, 9.5.24]). Die Menge K /¢% aus Proposition 2.1.3 wird die Tate-

Uniformisierung der Tate-Kurve E, genannt.

Definition 2.1.6 (|Sil86, Chapter VII, §5]). Sei K ein p-adischer Korper mit vollstédndi-
gen (diskreten) Absolutbetrag und E eine in minimaler Weierstraf-Normalform gegebene
elliptische Kurve iiber K. Weiter sei E die Reduktion von E.

1. E hat gute (oder stabile) Reduktion iiber K, wenn E nicht singuliir ist.

2. F hat multiplikative (oder semi-stabile) Reduktion iiber K, wenn E eine ,Schleife
hat.

3. FE hat additive (oder nicht-stabile) Reduktion iiber K, wenn E eine ,Spitze* hat.

In den Féllen 2. und 3. sagt man, dass E schlechte Reduktion hat. In dem Fall, dass £
multiplikative Reduktion hat, nennt man die Reduktion split (bzw. nicht-split), falls die

Steigung jeder im ,Kreuzungspunkt* anliegenden Tangenten in K (bzw. nicht in K) ist.
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2.1. Grundlagen zur Tate-Kurve

Definition 2.1.7 ([BG06, 9.5.24]). Die elliptischen Kurven mit split multiplikativer Re-

duktion haben eine Tate-Uniformisierung und werden Tate (elliptische) Kurven genannt.

Bemerkung 2.1.8 (|[BG06, 9.5.24]). Die Reduktion der Tate-Kurve E, (aus Theorem
2.1.1) ist gegeben durch y? + zy = 2.

2.1.9 (|BG06, 9.5.24]). Wir wollen hier kurz auf die komplexe Analogie zu Theorem 2.1.1
Punkt 3) eingehen. Es gilt: Jede komplexe elliptische Kurve ist biholomorph zum einem
komplexen Torus C/(Z + Z7) mit Re(7) > 0. Die Abbildung ¢ = exp(2miz) liefert uns
dann einen analytischen Gruppenisomorphismus in die Tate-Uniformisierung C* /g% mit

q := e*™7 das heikt wir haben die folgende Situation

d
CX mo CX/qZ
o
¢
o
C/(Z+ Zr)

Im nicht-archimedischen Fall gilt:

Theorem 2.1.10 (Tate; [Sil86, Appendix C, §14, Theorem 14.1]). Sei K ein Kérper mit

einer diskreten Bewertung v.

1. Fiir beliebiges q € K* mit |q|, < 1 ist die in 2.1.5 definierte Abbildung K /q"—E,
ein Isomorphismus von Gal(K /K)-Modulen.

2. Fir jedes jo € K* mit |jol, > 1 existiert ein ¢ € K> mit |q|, < 1 so, dass die
elliptische Kurve E,/ K die j-Invariante jo hat. E, ist charakterisiert durch j(E,) = jo
und dadurch, dass E, split multiplikative Reduktion an der Stelle v hat.

3. Sei E/K eine elliptische Kurve mit nicht ganzzahliger j-Invariante, welche keine
split multiplikative Reduktion hat. Aus (2) folgt, dass q € K* existiert mit j(F) =
J(E,). Dann gibt es eine eindeutige quadratische Erweiterung L/ K so, dass E tber L

isomorph zu E, ist und
E(K) =~ {ue L* | Normp x(u) € ¢"}/q".

Die Erweiterung L/ K ist unverzweigt genau dann wenn E (keine split) multiplika-
tive Reduktion hat. In diesem Fall ist die ,Restklassenkdrpererweiterung” von L/K
erzeugt durch die in den Knoten der Reduktion E von E an der Stelle v anliegenden

Tangenten.

11



2. Grundlagen

Auch hier ist ein Druckfehler im Buch [Sil86]. In der Aussage (2) muss |jo|, > 1 statt des
dort abgedruckten < stehen. Zur Verifizierung der richtigen Aussage siehe die Originalquel-
le: [Roq70], §3, Aussage VII.

In [Sil86] ist dieses Theorem nicht bewiesen, dort wird auf |[Roq70], [Rob71], II §5 und
[Sil94]; V.5.3, V.5.4 verwiesen.

2.2. Geradenbiindel auf der Tate-Kurve

Ab jetzt sei K eine endliche Kérpererweiterung von Q, mit vollstdndigem (diskretem)
Absolutbetrag |.| und zugehdriger Bewertung v(.) := —log|.|. Dann ist Cx = (K,),
die kleinste algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung von K, welche beziiglich einer
Erweiterung von |.| zu einem vollstandigen Absolutbetrag, vollstindig ist. Wir benutzen auf
Ck wieder die Notationen |.| fiir den Absolutbetrag und v(.) fiir die zugehorige Bewertung.
Unser Ziel ist es nun die Resultate aus [Gub07a, 6.5] auf den Fall einer Tate elliptische
Kurve E anwenden. Zunéchst gibt es nach Proposition 2.1.3 eine Quotientenabbildung 7 :
Clr—E™ da B = Cy/q” fiir ¢ € K* mit |g| < 1. Unser Ziel ist es nun ein Geradenbiindel
L tiber E* explizit zu beschreiben (vergleiche [BG06, Example 9.5.24]). Dazu setzen wir,
zur Vereinfachung der Notation, ¢ := ¢ und wihlen den 2-Torsionspunkt P := m(—q) €
E®*. Dann ist P ein Divisor und es existiert ein eindeutig bestimmtes Geradenbiindel
L = O(P) mit Schnitt sp so, dass div(sp) = P. Weiter gilt 7*(L) = Cj x Ck nach
[FvdP04, Theorem 6.3.3] und s := 7*(sp) ist ein globaler Schnitt von 7*(L). Damit ist s
ist gegeben durch eine Funktion f : Cx—Cg, das heift es gilt s(¢) = (¢, f({)) fiir ¢ € Ck.
In unserem Fall ist f die ©-Funktion, die gegeben ist durch

0C.q) = > @¢c=T[a-&][[a+&O[@+a "¢ . (1
n=—oo n=1 n=1 n=1

Dabei ist die Umrechnung von der Summe in das Produkt in dem von uns bendétigten
nicht-archimedischen Fall formal analog zum komplexen Fall, der in [Chan85, Chapter V,
§6, Theorem 6| zu finden ist. Da nun aber aus der Produktdarstellung sofort folgt, dass
die Nullstellen ¢ in —¢*2*! liegen, induziert © einen globalen Schnitt von L mit Divisor P.

Somit gilt, bis auf Multiplikation mit einem Vielfachen, dass © = f. Insgesamt haben wir

12



2.2. Geradenbiindel auf der Tate-Kurve

damit also die folgende Situation

- L

(L) = Cj x Ck
triviales Geradenbiindel C»i((,(—)((,q)) sp

Cx B = Gl

Unser Ziel ist es nun, aus 7*(L) = Cj x Ck das Geradenbiindel L im Quotienten E** =
C}/q” zu gewinnen. Dazu bemerken wir zuniichst, dass s = 7*(sp) = ((,0((,q)) auf
dem Quotienten ,lebt“. Dies liefert uns den entscheidenden Hinweis, wie man die Faser Cg
tiber ¢ € Cj mit der Faser iiber ¢C identifizieren muss. Genauer heift das, wir erhalten

L =Cj x Cg/ ~, wobei ~ gegeben ist durch die Z-Operation
Zx (Ci x Cg)=Ci x Cx - mit  (k, (¢, v)) = (¢°C,ex(Cq) - v)

mit ex((,q) € O(Cx)*. Wir miissen also, um L beschreiben zu kénnen, den Kozyklus

ex (¢, v) explizit bestimmen. Wegen

O Ca)= > g =" Y TV =G"(roCq)
folgt
er(C.q) =g "¢t (2.2)

und wir setzen fiir v = ¢* jetzt Z,(C) := ex(¢,q)~". Nun hat der Kozyklus Z,(¢) nach
|[Gub07a, 6.5] die Form Z,(¢) = d, - 0,(¢), wobei v + o, ein Homomorphismus von ¢” in
die Charaktergruppe (Cyx)" = {¢—(*|k € Z} ist und d, € C} die Bedingung

dys-dyt - dst = 05(y) (2.3)

2

fir v = ¢*,§ = ¢’ € ¢” erfiillt. Weiter gilt fiir d, = ¢ € Cy und o, : Ci—C} mit
0.,(¢) = ¢*, dass

dy.g . d;l . d<5_1 _ q(k—&-l)gq—kzg—ﬂ _ q2kl _ qkl _ (qk)l _ U&(qk) '

Damit ist die Bedingung (2.3) erfiillt und wir erhalten mit der Bewertung v : Cjx—R eine

eindeutige symmetrische Bilinearform b auf Zuv(q), die charakterisiert ist durch

b(v(7),v(d)) =v(os(y)) = ———

13



2. Grundlagen

Diese Bilinearform b ist genau dann positiv definit auf Zv(q), wenn L ampel ist (siehe
[BL86, §2|). Weiter 14kt sich b auf (u1,us) € R x R wie folgt erweitern:

U1 * U

v(q)

b(ul, UQ) =

Aufgrund der Konstruktion von Z,(() existiert fiir jedes A\ := v(7y) € Zv(q) eine eindeutige
Funktion z, : R — R so, dass

A00) = (@) +kev(@) = 5+ 2 04800,

fiir alle A € Zv(q) und alle ¢ € Cx.

2.3. Das Quadrat einer Tate-Kurve

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Resultate fiir eine Tate-Kurve F auf das Quadrat
E? zu verallgemeinern. Wir wiederholen zunichst die bendtigten Ergebnisse aus Abschnitt
2.2. Zur besseren Unterscheidung versehen wir alle Bezeichnungen aus der 1-dimensionalen
Situation in diesem Abschnitt mit dem Index 1 und benutzten die dann freien Bezeichnun-
gen L, s im 2-dimensionalen Fall. In Abschnitt 2.2 starteten wir mit der Tate-Kurve E und
dem Geradenbiindel L; = O(P), wobei P = 7(—q) = n(—¢"?) € E* ein 2-Torsionspunkt
ist. Des weiteren haben wir dort einen kanonischen globalen Schnitt sp; von Ly gewahlt, fiir
den div(sp) = P gilt und s; := 7*(sp) ein globaler Schnitt von 7*(L;) ist. Darauf aufbau-
end seien p; : Ex E — E die Projektionen auf die i-te Komponente (i = 1,2) des Quadrates
E x E der Tate-Kurve. Weiter sei 7 : Cj. x Cje—E** x E*" die Quotientenabbildung, wobei
nach Proposition 2.1.3 F* = C} /¢% gilt. Unter diesen Voraussetzungen existiert ein ein-
deutig bestimmtes Geradenbiindel L := pf(L1) ® p5(Ly) mit Schnitt sp := pi(sp) @ p3(sp)
von L zum Divisor D = P x E'+ E x P. Damit ist s := 7*(sp) ein globaler Schnitt von
(L) und es gilt 7*(L) = Cj x Cix x Ck nach [FvdP04, Theorem 6.3.3]. Damit ist s
gegeben durch eine Funktion f : Cx —Ck, das heifit es gilt s(¢, (") = (¢, ', f(C) - £({'))
fiir (, ¢’ € Cj. Mit den gleichen Argument wie in Abschnitt 2.2 folgt auch hier, dass, bis
auf Multiplikation mit einem Vielfachen, f identisch mit der ©-Funktion (siehe 2.1) ist.
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2.3. Das Quadrat einer Tate-Kurve

Insgesamt haben wir damit die folgende Situation

(L) =Ck x Ci x Ck ~ L =pi(L1) ®p3(Ly)

triviales Geradenbiindel ¢S e.d o090, a) sp

Cx x Ck > B x B = Cr/q" x C}/q"

und unser Ziel ist es nun, aus 7*(L) = Cx x Cx x Ck das Geradenbiindel L im Quo-
tienten E™ x E™ = Cx/q? x Cf/q* zu gewinnen. Dazu bemerken wir zunichst, dass
s =7"(sp) = (¢,{,0((,q9),0(¢", q)) auf dem Quotienten ,lebt“. Dies liefert uns den ent-
scheidenden Hinweis, wie man die Fasern Cg iiber ¢ € Cj; bzw. (' € Cj; mit denen iiber
qC bzw. g(’ identifizieren muf. Genauer heifst das, wir erhalten L = Cj; x Cx x Cg/ ~,

wobei ~ gegeben ist durch die Z x Z-Operation

ZxZx(CpxCxrxCg) — CxrxCkgxCg
(kK (G C0) = (00" Cerw(C,Ca) o)

mit e 1 (¢, (', q) € O(Cj x Cj)*. Wir miissen also um L beschreiben zu kénnen, den Kozy-

klus ey 1/ (¢, (', q) explizit bestimmen. Dazu untersuchen wir zunéchst die Z x Z—Operation
fiir pi(Ly). Wir erhalten (¢, ¢, v) ~ (¢"¢, ¢" ¢, er(C, q) - v), wobei ey (¢, q) = g F (siehe
2.2) und die Faser von (7*(pj(L1)))(c,¢) gleich der Faser von (7*(L)) ) ist. Analog gilt fiir die
Z x Z—Operation fiir p3(Ly) mit e (¢',q) = ¢~ ¢ dann (¢, ¢, v) ~ (¢°¢. ¢ ¢, ew (¢, q) -
v) und die Faser von (7*(p3(L1)))(c,¢) gleich der Faser von (7*(L)) (. Auf L gilt damit

(Cv Cla U) ~ (qu7 qk,CI7 ek(Ca q) : Ul) ® (qu7 qklgla ek’<<:/7 q) ’ UQ)
= (qua qk,C,7 ek(C7 Q)ek’<C/7 Q) ’ ’U)
= (¢, ¢ ¢ )

wobel v = v; - v9. Wir erhalten also
— —~ 2 2 ot
614:,14:’((7 C/7 q) ! =q ook < kC/ b

und setzen fiir v = ¢*, 7' = ¢~ jetzt Zoyr (¢, ) = erp (¢, ¢, q)~ . Der Kozyklus Z, (¢, (')
hat nach [Gub07a, 6.5] die Form Z, ./(¢,{") = dy - 0,,(C, ('), wobei (v,7') +— 0, ein
Homomorphismus von ¢% x ¢% in die Charaktergruppe (Cj x Cx)Y = {(¢, ") =5 ¢ |k, k' €
Z} ist und d,, . € Cj die Bedingung

sy - dL - ds = 055(7,7) (2.4)
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2. Grundlagen
fir v = ¢*,v = ¢",0 = ¢,0' = ¢ € ¢” erfiillt. Fiir d,, = A= Cx und o, :
Ci x Cp—Cx mit a,./(¢, ") = ¢k - % gilt

2 / N2 1.2 1.2 _732_ 312 171 Ny
kE+1)24(k'+U') q k2—k q 21 :qlirkl :(qk)l(qk)l

dyy s A} di o = G = 055(7,7) -

Damit ist die Bedingung (2.3) erfiillt und wir erhalten mit der Bewertung v eine eindeutige
symmetrische Bilinearform b auf Zuv(q) x Zv(q), die charakterisiert ist durch
v(y)v(8) + v(y)v(d")

v(q)

Diese Bilinearform b ist genau dann positiv definit auf Zv(q) x Zv(q), wenn L ampel ist
(siehe [BL86, §2). Weiter 1a8t sich b auf ((u1, us), (u},u))) € R?* x R? wie folgt erweitern:

b((v(7), v(Y)), (v(9),v(0"))) = v(oss(7,7) =

u Uy + ugt!
b / ! — 1 2
((U1,U2),(U1,u2)) ’U(Q)
Aufgrund der Konstruktion des Kozykels Z, ./(¢, ('), existiert fiir jedes Element (A, \) :=
(v(7),v(?)) € Zv(q) x Zv(q) eine eindeutig bestimmte Funktion z(, y : R* — R so, dass

2o (v(€), 0(¢) = v(Z,4(¢, ()

fiir ¢, (" € C. Diese Funktion 2 yy ist affin und es gilt

2o (v(Q),v(()) = <% + %) v(q) + kv({) + K'v({)

NN N u(Q) + N o)
2 v(q) v(q)
= 2o (0,0) + 0 ((v(€), v(¢"), (A, X))

fir alle (A, ') € Zv(q) X Zv(q) und alle (¢,(’") € Cx x Ck.

2.4. Mumfords Konstruktion

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist zur Tate-Kurve E bzw. ihrem Quadrat E? ein strikt se-
mistabiles Modell zu konstruieren. Dabei benutzen wir zur Konstruktion die Methoden aus

[Gub07a, Kapitel 6], die wir zunéchst wiederholen und dann auf unsere Situation anwenden.

2.4.1. Gegeben sei wieder K := Cg fiir eine endliche Kérpererweiterung K von Q, mit
vollstandigem (diskretem) Absolutbetrag |.| und zugehoérige Bewertung v(.) := —log]|.|.
Weiter sei I' := v(K*) die Bewertungsgruppe und k der Restklassenkorper.
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2.4. Mumfords Konstruktion

Definition 2.4.2. Fiir ein Schema % iiber Spec(K°) definieren wir

(a) die generische Faser Z von Z durch Z := 2 Xgpecxe) Spec(K).
(b) die spezielle Faser Z, von Z durch Z, := 2 Xgpec(ke) Spec(k).

Definition 2.4.3. Gegeben sei eine (algebraische) Varietét Z iiber K. Ein Modell 2 von
Z ist eine flache Varietét iiber dem Bewertungsring K°, dessen generische Faser gleich Z

ist.

2.4.4. Auf dem Torus G}, benutzen wir nun die Koordinaten x4, ..., z, und betrachten die
stetige Abbildung val : (G (K))*® — R", z — (v(x1),...,v(z,)). Weiter sei A eine total
degenerierte abelsche Varietét iiber K, das heifst A*" ist als analytische Gruppe isomorph
zu (Gl (K))** /M fiir eine diskrete Untergruppe M von G, (K), die wiederum isomorph zu
einem vollstidndigen Gitter A := val(M) in R” ist. Damit geht die stetige Abbildung val
mit der Quotientenabbildung 7 : R” — R™/A in eine stetige Abbildung val : A** — R"/A

iiber.

Definition 2.4.5 ([Gub07a, 6.1]). (a) Ein Polytop A in R™/A ist gegeben durch ein Po-
Iytop A aus R”, das sich bijektiv auf A abbilden lift. Wir nennen A I'-rational, wenn
A T'-rational ist.

(b) Eine (I'-rationale) polytopale Menge in R"/A ist eine endliche Vereinigung von (I'-
rationalen) Polytopen aus R"/A.

(¢) Eine polytopale Zerlegung von R"/A ist eine endliche Familie von Polytopen in R™/A,
die durch eine A-periodische polytopale Zerlegung von R" induziert wird. Es ist schnell
zu priifen, dass R™/A eine I'-rationale polytopale Zerlegung hat, die periodisch be-
ziiglich des Gitter I ist.

2.4.6. Nun lafst sich mit Mumfords Konstruktion (fiir Details siche [Mum?72|) zu einer
polytopalen Zerlegung von R"/A ein algebraisches Modell B iiber dem Bewertungsring
konstruieren. Weil wir eine diskrete Bewertung benutzen, ist B sogar eigentlich und mit
dem formalen GAGA-Theorem von Grothendieck (sieche [Mum72, Abschnitt 3|) dann so-
gar algebraisch. Wir arbeiten ab jetzt algebraisch weiter. Insgesamt erhalten wir so ein

eigentliches algebraisches Modell iiber dem Bewertungsring.

Proposition 2.4.7 (|Gub0T7a, Proposition 6.3b]). Es existiert eine bijektive Zuordnung
zwischen den Ecken u der polytopalen Zerlegung und den irreduziblen Komponenten Y der

speziellen Faser des Modells B.
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2. Grundlagen

2.4.8. In unserer Situation ist die Bewertungsgruppe gleich Q. Weiter verlangen wir von un-
seren Modellen, dass sie eine Unterteilung in kongruente Standardsimplexe besitzen. Genau-
er bedeutet das, dass fiir ein s € Cx mit 0 < v(s) < 1 jeder Simplex der Unterteilung modu-
lo Koordinatenwechsel kongruent zu einem Standardsimplex {u € R™|uy + ... +u, < v(s)}
ist. Aufgrund dieser Voraussetzungen folgt dann aus [Gub07a, Definition 2.10, Definition
6.2], dass unser Modell automatisch strikt semistabil ist. Wir wollen jetzt auf den 1- und

2-dimensionalen Fall genauer eingehen.

2.4.9. Im 1-dimensionale Fall ist die Bewertungsgruppe Zuv(q) ein Gitter in R. Dann er-

halten wir durch

0 v(q) 2v(q)

ein Modell B von E, welches, da es sich um eine Zerlegung in kongruente Simplexe handelt,

auch strikt semistabil ist.

2.4.10. Im 2-dimensionale Fall ist die Bewertungsgruppe Z(v(q),0) ® Z(0,v(q)) ein Gitter

in R? und wir erhalten durch
(0,2v(q))

(0,v(q))

(0,0) (v(q),0) (20(q),0)
ein Modell von E?. Dieses Modell ist aber nicht strikt semistabil. Dies erreichen wir nun,
indem wir die Zerlegung in eine Triangulation aus kongruenten Simplexen verfeinern. Dieses

Vorgehen ist nicht eindeutig. Zum Beispiel ist

(0,2v(q))

(0,v(q))

(0,0) (v(q),0) (v(q),0)
eine mogliche Verfeinerung zu einem strikt semistabilen Modell von E?, das wir wieder mit

B bezeichnen.
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2.5. Modelle fiir das Geradenbiindel

2.5. Modelle fiir das Geradenbiindel

Wir verwenden in diesem Abschnitt ein strikt-semistabiles Mumford-Modell B fiir das Qua-
drat E? einer Tate-Kurve F, das wir in Abschnitt 2.4 beschrieben haben. Unser Ziel ist
es nun fiir das auf E? gegebene Geradenbiindel L = pj(O(P)) ® p3(O(P)) (vergleiche Ab-
schnitt 2.3) ein sehr amples Modell .Z zu konstruieren. Das heifst wir suchen ein sehr amples
Modell .& iiber B so, dass L = Z| g2 gilt. Dafiir wenden wir zwei Resultate aus [Gub07a|
auf unsere Situation an, um zunéchst ein amples Modell zu erhalten, welches dann durch

Ubergang zu einer Potenz sehr ampel wird.

Proposition 2.5.1 (|Gub07a, Proposition 6.6]). Gegeben sei eine stetige Funktion f :
R2—R mit den Eigenschaften

1. Fiir jeden Simplex A des strikt semistabilen Modells B existiert ein m, € Z? und ein
ca € Z(v(q),0) so, dass f(1&)) = ma - (1{&) + ea mit v((),v(() € A,

2. Fir A = (AA,) € Z(v(q),0) x Z(0,v(q)) und ¢, (" € Cj gilt

wobeil nach 2.3

2 12 /
Z(A,A’)(:(O> _AtA + A U(C)WLLU(C')'

2v(q) v(q)
v N TV
—zon(00)  =b(((Q)w(C),(AN))

Dann ist das Modell .Z auf B mit L = .Z|g«p und der Metrik ||.||& gegeben durch

e (§) (1)

Bemerkung 2.5.2. In unserer Situation lifst sich aufgrund der Wahl des Geradenbiindels

wobei (, (' € Cj.

L fiir die Funktion f im Allgemeinen nur m, € Q? und nicht m, € Z?* erreichen, womit
unser Modell nur virtuell existiert. Jedoch kénnen wir L durch L®™ ersetzen, wobei in
unseren Beispielen m der Hauptnenner der Koeffizienten m ist, damit das Modell ,echt®
existiert. Fiir dieses neue Geradenbiindel erhalten wir dann eine Funktion mit den zwei
in Proposition 2.5.1 gewiinschten Eigenschaften. Zur Vereinfachung der Notation und da

sich alle spiteren Rechnungen nur um einen Faktor verdndern, bleiben wir beim alten
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2. Grundlagen

Geradenbiindel L. Das heillt unsere benutzten Funktionen werden rationale Koeflizienten

haben und erfiillen (vergleiche 2. Eigenschaft der Proposition 2.5.1) fiir ¢, € Cx

(G5)- ) A) 520 s

Fiir den 1-dimensionalen Fall erhalten wir mit den Resultate aus Abschnitt 2.2 eine analoge

Formel.

Korollar 2.5.3 (|Gub07a, Korollar 6.7]). Das Geradenbiindel £ ist ampel (und damit B

projektiv) genau dann wenn f strikt konvex ist.

Beweis: In |Gub07a, Korollar 6.7] wird gezeigt, dass die Einschriankung von Z auf die
spezielle Faser von B ampel ist. Weil B algebraisch ist, folgt aus [EGA67, Corollaire 9.6.4],
dass .Z relativ ampel ist. Weiter ist die Basis als Spektrum eines Bewertungsrings affin
und damit .Z selber ampel. n

Bemerkung 2.5.4. Nicht iiber jeder Zerlegung in kongruente Simplexe, das heifst nicht
iiber jedem strikt semistabilem Modell, lifst sich eine strikt konvexe Funktion f mit den zwei
Eigenschaften aus Proposition 2.5.1 realisieren. In den Abschnitten 3.3.2 und 3.3.3 werden
wir verschiedene regulire Triangulierungen untersuchen. Falls fiir diese Triangulierungen
dann eine strikt konvexe Funktion existiert, geben wir in den Abschnitten 3.3 und 3.4

konkrete Beispiele fiir f an.

Proposition 2.5.5. Fiir ein amples Modell £ existiert ein m € Z so, dass Z%™ sehr

ampel ist.

Beweis: Siehe [Hat77, Chapter II, Theorem 7.6]. ]

2.6. Konstruktion einer Kurve mit strikt semistabilen
Modell

In diesem Abschnitt wollen wir erkldren, wie wir eine Kurve X C E X FE mit projekti-
vem, strikt semistabilem Modell 2" konstruieren kénnen. Wie wir in Abschnitt 2.4 gesehen
haben, liefert uns jede Zerlegung von E* x E*" in Simplexe ein strikt semistabiles Mo-
dell B. Weiter erhalten wir durch jede auf B stark polyedrische strikt konvexe Funktion
f ein amples Geradenbiindel .Z auf B (siehe Abschnitt 2.5), welches ein Modell zum Ge-
radenbiindel L = Cj x Cj x Cg/ ~ ist (vergleiche Abschnitt 2.3). Es existiert also ein
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2.7. Das Skelett und die tropische Varietéit

m € Z,m > 1, fiir das Z®™ sehr ampel ist. Das heifit es existiert eine Abbildung B g' IP’"%
so, dass £ = O(1)|p. Dabei ist O(1) ein Geradenbiindel auf P¢ , dessen globale Schnit-
te als Divisoren Hyperebenen haben. Genauer gilt fiir m > 0 und jeden globalen Schnitt
s von %™, dass div(s) = aoxo + ... + apZy|p mit ag,...,a, € {a € Cg | v(a) > 0}.
Dann folgt mit dem Satz von Bertini (siche [Hat77, I1.8.18|) fiir eine generische Hyperebe-
ne H := apzo+ ...+ a,x, =0, dass X := H N B eine glatte zusammenhingende Kurve
mit projektivem, strikt semistabilem Modell 2 ist. Dabei ist zu beachten, dass wir den
Satz von Bertini sowohl fiir die generische als auch fiir die spezielle Faser benutzen. Fiir

Einzelheiten verweisen wir auf [Gub10, Example 7.4].

2.7. Das Skelett und die tropische Varietait

Das Ziel dieses Abschnittes ist, fiir eine Kurve X C F x F mit projektivem, strikt semi-
stabilem Modell 2" die tropische Varietdt Trop(X) einzufiithren. Dazu fithren wir zunéchst
allgemein die Strata und das Skelett von F x E und einer Kurve X ein. Fiir die allgemei-
ne Theorie der Skelette sei der Leser auf [Ber04, §5] verwiesen. Danach definieren wir die
tropische Varietiat der Kurve X und geben ein Beispiel an. Abschlieften werden wir den
Abschnitt mit einer Bemerkung iiber den Zusammenhang zwischen der tropischen Varietét
und dem Skelett.

Definition 2.7.1. Gegeben sei das Quadrat F x E einer Tate-Kurve E mit strikt semista-
bilem Modell B (vergleiche Abschnitt 2.4). Dann sind die irreduziblen Komponenten (Y;);es
der speziellen Faser B, des Modells B glatt und fiir p > 1 sei Y® := Uscrg=p Njes Y-
Weiter ist Y ® \ Y+ glatt und die irreduziblen Komponenten nennen wir die Strata der

speziellen Faser B,. Die Strata bilden eine Partition der speziellen Faser B,,.

Definition 2.7.2. Das Skelett S(B) des strikt semistabilen Modells B ist ein A-Komplex,
der gegeben ist durch die Vereinigung von kanonischen Simplexen Ag. Dabei sind die
kanonischen Simplexe Ag durch die folgenden zwei Regeln bijektiv zu den Strata S der

speziellen Faser B,.

(1) Es gilt S C T genau dann wenn Ag eine abgeschlossene Seite von Ag ist. Genauer

ist jede abgeschlossene Seite von Ag von dieser Form.

(2) ArN Ag ist die Vereinigung aller Ay mit RUS C T.
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2. Grundlagen

Bemerkung 2.7.3. Die vorigen zwei Definitionen sind analog fiir eine Kurve X C £ X E
mit projektivem, strikt semistabilem Modell 27, wie wir sie in Abschnitt 2.6 konstruiert
haben.

Definition 2.7.4. Gegeben sei die Abbildung val : (Cx)*—R? mit z — (v(z1),v(z2)), das
Gitter ¢ x ¢ C (CX)? und sein Bild A := v(¢” x ¢*) = Zv(q) x Zv(q). Dies induziert
eine stetige Abbildung E x F—R?/A, die wir wieder mit val bezeichnen (vgl. Abschnitt
2.4). Weiter sei X C E x E eine Kurve mit projektivem, strikt semistabilem Modell (siehe
Abschnitt 2.6). Dann ist die tropische Varietit zu X gegeben durch Trop(X) = val(X).

Beispiel 2.7.5. Wir wihlen das folgende strikt semistabile Modell B

v(q) T

y

} T 1
0 v(a) v(g)
2

0= p 2
q

von F x E, das wir in Abschnitt 3.3.1 mit V1 bezeichnen werden und deshalb die dort ver-
wendeten Bezeichnungen der Eckpunkte hier schon benutzen. Nun entsprechen die vier Eck-
punkte Py, P, Py, Ps aus dem Modell genau vier irreduziblen Komponenten Y7, Y5, Yy, Y5

der speziellen Faser (siche Proposition 2.4.7). Wir erhalten damit anschaulich

m

YaNYs
YonYyen Yy Ys
—
\
—
/\\
/ Y1 NYsy —
YiNYs
B YinYs N Y Y1
— |
\
—
Yo N Yy
— v
E
Yy
Generische Faser Spezielle Faser

wobei die spezielle Faser nur lokal zu verstehen ist. Das heifit wir haben hier die Indexmenge

I ={1,2,4,5} und es ergeben sich die folgenden Strata der speziellen Faser B,:
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2.7. Das Skelett und die tropische Varietéit

e Die 2-dimensionalen Strata sind die irreduziblen Komponenten der Vereinigung der
Mengen V1 \ (Y,UY,UY3), Y2\ (YUY, UY3), Ya\ (YiUY,UY5) und Y5\ (YUY, UY)).

e Die l-dimensionalen Strata sind die irreduziblen Komponenten der Vereinigung der
Mengen (Y1 NY5)\ (Y UY5), (YiNYy)\ (Y2UY5), (YiNYs)\ (YaUY,), (YaNYy)\ (Y1UY5),
(YanYs)\ (YUYy) und (Y3 NY5) \ (Y1 UY3), wobei in unserem Beispiel Y1 NY; = ()
gilt.

e Die O-dimensionalen Strata sind die irreduziblen Komponenten der Vereinigung der
Mengen (Y1NY2NYy)\Ys, (YiNYoNY5)\ Vs, (YiNYiNY5)\ Yz und (Y2NY,NY5)\ Y7,
wobei in unserem Beispiel Y NYoNY; =0 =Y, NY, NYj gilt.

Um nun das Skelett zu erhalten, ordnen wir jedem Stratum, mit dem Regeln aus der

Definition 2.7.2, einen Standardsimplex zu, das heifst
e den 2-dimensionalen Strata wird ein Punkt ; zugeordnet.

e den 1-dimensionalen Strata wird die Einheitsstrecke ;—; zugeordnet.
(1,0)

e den (-dimensionalen Strata wird das Einheitsdreieck © O)B(O b zugeordnet.

Aus diesen Objekten bilden wir nun einen simplizialen Komplex und erhalten

Y
h ‘ C Ean x [an
2

Dieser simpliziale Komplex ist das Skelett S(B). Sei nun X eine Kurve in E x E mit
projektivem, strikt semistabilem Modell .2". Dies haben wir in Abschnitt 2.6 mit Hilfe des
Satzes von Bertini (siche [Hat77, Chapter II, Theorem 8.18]) erhalten, indem wir das Modell
B mit einer zu einem generischen Schnitt gehérenden Hyperebene geschnitten haben. Damit
erhalten wir dann das Skelett S(27) wie folgt:

Ys

Ys
Y3

Y,
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2. Grundlagen

wobei die Multiplizitdten im Bild nicht angegeben sind. Im Gegensatz zum Skelett S(B)
besteht das Skelett S(27) nur aus den Punkten und den Kanten. Die Dreiecke gehen
verloren, da wir einen generischen Schnitt fiir die Konstruktion von X verwendet haben.

Daraus erhalten wir nun die tropische Varietat

Trop(X) =

indem wir die Multiplizitdten weglassen und die Anzahl der Kanten als Periode interpre-
tieren. Die tropische Varietét ist also das 1-Skelett des Modells

B:

2.8. Das kanonische Mal} auf der Kurve

In diesem Abschnitt wollen wir das kanonische Mafs einer Kurve X C F x E mit projek-
tivem, strikt semistabilem Modell 2" einfiihren und genauer darauf eingehen, wie es in
unserer Situation zu berechnen ist. Dazu fiithren wir zuerst die von Chambert-Loir (siehe
[ChamO06]) eingefiihrten Mafe ein. Wir folgen dabei dem Zugang in [Gub07a| und arbeiten

deshalb iiber Cx mit Modellen iiber dem Bewertungsring C5.

Definition 2.8.1 (|Gub98, Abschnitt 7]). Gegeben sei ein Modell .Z des Geradenbiindels L
iiber Z, das heifst .Z ist ein Geradenbiindel auf dem projektiven Modell 2~ einer projektiven
Varietit Z mit L = .Z|;. Dann definieren wir die zugehorige Modellmetrik ||.|| ¢ auf L wie
folgt. Fiir jedes Element z, in der speziellen Faser %, wihlen wir eine Trivialisierung von
Z in z,, das heift eine offene Umgebung % von z, mit .Z|4 = Oy. Dann entspricht ein

Schnitt s € ['(%, ) einer reguldren Funktion v € O% (% ) und wir definieren durch

Is(2) ]l = Iv(2)]

eine stetige Metrik auf L. Die Definition ist unabhéngig von % und der Wahl der Triviali-

sierung.

Definition 2.8.2. Wir nennen eine Metrik ||.| auf L algebraisch, wenn es ein n > 1 gibt

so, dass ||.||®™ eine Modellmetrik von L®" ist.
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2.8. Das kanonische Maf auf der Kurve

Bemerkung 2.8.3 (|Gub98, §7]). Algebraische Metriken sind stetig auf 27",
Definition 2.8.4. Eine algebraische Metrik |[|.|| auf L heifst

(a) semipositiv, wenn es ein n > 1 und ein Modell .Z von L®" gibt mit [|.||®" = ||.||¢
so, dass die Reduktion von . auf die spezielle Faser %, nef (numerisch effektiv) ist.
(Fiir mehr Details siehe [Gub08, 2.3|.)

(b) semipositiv zuldssig, wenn sie ein gleichméfiger Limes von semipositiven algebraischen
Metriken ist. (Fiir mehr Details siche [Gub10, Abschnitt 3].)

Beispiel 2.8.5 (|[BG06, §9.5]). Auf dem Geradenbiindel L = p}(O(P)) ® p5(O(P)) (ver-
gleiche Abschnitt 2.3) gibt es eine eindeutig bestimmte Metrik ||.||xan s0, dass

2
(][] hean = 1] i

Wir nennen diese Metrik die kanonische Metrik von L. Eine Variante von Tates Grenz-
wertargument (siche [BG06, Theorem 9.5.7|) liefert

. * 1/m?2
[ lan = Tim (][ )Y

wobei ||.|| eine beliebige stetige Metrik auf L ist. Dies zeigt leicht, dass die kanonische

Metrik eine semipositive zulédssige Metrik ist.

Theorem 2.8.6 (|[Cham06]). Fiir eine d-dimensionale projektive Varietit Z und eine Fa-
milie von metrisierten Geradenbiindeln L; := (L1, ||.|[), ..., Lq := (L, ||.]|4) auf Z, wobei
I\, - - - ||-]la semipositive zuléssige Metriken sind, existiert ein eindeutiges positives regu-
lires Borelmak ¢;(L1) A ... A c1(Lg) auf Z*® mit den folgenden Eigenschaften:

(a) c1(L1) A ... Aci(Ly) ist multilinear und symmetrisch in Ly, ..., L.

(b) Fiir einen Morphismus ¢ : Y — Z von d-dimensionalen projektiven Varietdten gilt

.(ci(@ L) A ... Aei(o Ly)) = deg(@)er (L) A ... Aei(Ly) -

(¢) ci(L1) A ... Aci(Ly) hat das Totalmak degy,  ; (Z).

.....

(d) Wenn 2 ein projektives Modell von Z mit reduzierter spezieller Faser ist und die
Metriken von L; induziert werden durch ein Modell .} von L auf Z fiir jedes j =
1,...,d (siehe Definition 2.8.1), dann gilt

(L) A Aei(La) =Y degig), (2, (V)oe,
Y
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2. Grundlagen

wobei Y iiber alle irreduziblen Komponenten von %, lduft und ., das Diracmaf im
eindeutigen Punkt (y € Z*" ist, der in den generischen Punkt von Y reduziert. (Siehe
dazu [Ber90, Proposition 2.4.4].)

(e) Wenn wir die Menge der positiven regulidren Borelmafe auf X" mit der schwachen

Topologie versehen und die Geradenbiindel L, ..., L; auf X fest wahlen, dann ist
c1(Ly) A ... Aei(Ly) beziiglich gleichmiikiger Konvergenz des Vektors (||.|1, ..., [|-]l4)
von semipositiven zulissigen Metriken auf Ly, ..., Ly stetig.

Beweis: Ein Beweis fiir die Existenz ist in unserer Notation in [Gub07a, §3| und fiir die
Eindeutigkeit in [Gubl0, §3] zu finden. O

Definition 2.8.7. In dem Fall, dass in Theorem 2.8.6 L1 = ... = Ly = (L,||.||) gilt,
nennen wir ¢; (L, ||.||)"® das Chambert-Loir Maf$ (beziigliche L ). Es ist analog zum d-fachen

Wedge-Produkt einer ersten Chernform auf einer komplexen Mannigfaltigkeit.

2.8.8. Jetzt gehen wir wieder zuriick zu unserer Ausgangssituation mit einer Kurve X C
E x E und dem Geradenbiindel L = pi(O(P)) ® p5(O(P)) (siche Abschnitt 2.6).

Definition 2.8.9 ([Gub10, Theorem 6.7]). (a) Wir nennen c¢;(L, ||.|an)"? das kanoni-
sche Maf$ auf £ x E. Es ist gleich dem Lebesguemalt mit der Normierung, dass
vol(A) = vol(Z(v(g), 0) x Z(0, v(q))) = deg, (E x E) = deg, (E) deg, (E) =1-1 = 1
gilt.

(b) Das kanonische Maf p auf einer Kurve X C E x E ist definiert durch

p = cr(Lx, |- lanlx) 0 = e (Llx, [ han)™ = e2(Llx, [1lan) — (2:6)

Proposition 2.8.10 (|[Gub10, Proposition 3.8(e)|). Mit den Voraussetzungen aus Defini-
tion 2.8.9 gilt

deg; (X) :/1d,u. (2.7)
Beweis: Folgt direkt aus Theorem 2.8.6(d). O

2.8.11. Fiir beliebige Kurven X C E x F ist die explizite Bestimmung der kanonischen
Mafe p(X) sehr schwierig. Aus diesem Grund haben wir in Abschnitt 2.6 mit Hilfe des
Satzes von Bertini (siche |Hat77, Chapter II, Theorem 8.18|) eine generische Kurve X C
E x E mit projektivem, strikt semistabilem Modell konstruiert. Fiir diesen Fall kénnen wir

die Ergebnisse aus [Gub10, Example 7.4] benutzen. Da das in der Konstruktion in Abschnitt
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2.8. Das kanonische Maf auf der Kurve

2.4 verwendete Model B multiplikative Reduktion hat, gilt in der Notation dieses Papers
B; = 0 und wir haben den Fall By = FE x E zusammen mit dem strikt semistabilen Modell

B. Damit gilt nun
c1(Llx, [[-lkan) = > Aada, (2.8)

A€S(2), dim(A)=1
wobei 05 das euklidische Maf auf der Kante A ist und wir Ay > 0 als kanonische Ge-
wichte bezeichnen. Die Summe lduft also iiber alle 12 Kanten aus dem Skelett S(.27), die
wir aufgrund des Abschnitts 2.7 mit den Kanten aus unserem kombinatorischen Modell
identifizieren konnen. Fiir eine konkrete Bestimmung des kanonischen Makes werden wir
mit Hilfe von [Gubl0, Example 7.4] in (2.9) zeigen, dass Aax mit Hilfe von konvexer Geo-
metrie ausgedriickt werden kann. Dazu wiederholen wir zunéchst einige Definitionen aus
|Gub07a, Appendix A], die wir benétigen werden, um eine Formel fiir die kanonischen Mafe

c1(L]x, [|[[an) anzugeben.

Definition 2.8.12. Nach Konstruktion des Modells .Z fiir das Geradenbiindel L gibt es
eine strikt konvexe stetige Funktion f : R? — R so, dass die 2-dimensionalen Simplexe des
Skelettes S(27) die maximalen Teilmengen von R? sind, fiir die f affin ist (siehe Abschnitt
2.5). Das heifit es existieren m, € Z? und ca € Z(v(q),0) so, dass f(u) = mu - u+ ca fiir
u € A.

(a) Fiir o € S(Z") definieren wir die Mengen star(o) := {A € S(Z") | ¢ C A} und
starg(o) :={A € S(Z) | 0 C A,dim(A) = 2}.

(b) Fiir o € S(Z) ist die konvexe Hiille von {m, | A € star(c)} ein Polytop, das wir

mit o/ bezeichnen und das duale Polytop zu o beziiglich f nennen.
Lemma 2.8.13. Fiir eine Ecke ug von o € S(Z") gilt
{up} = {w € R"|u € Q € Star, (ug)=w(u — up) < ma(u —ugp)} .
Damit gilt weiter
o = {uo} N (ma+o")

und dim(o) + dim(o7/) = n. Dabei ist A € star, (o) beliebig und die Aussage unabhéngig
von der Wahl von wug. (Fiir Details siehe [Oda88, A.3, Corallary A.19, Lemma 2.12])

Bemerkung 2.8.14. Die dquivalente Darstellung des dualen Polytopes o/ erleichtert die
spateren Rechnungen in Kapitel 3. Insbesondere wird das Lemma fiir die Untersuchung
der Zusammenhinge zwischen den kanonischen Mafen und den tropischen Gewichten in
Abschnitt 3.6 bendétigt.
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2. Grundlagen

2.8.15. Damit sind alle Vorarbeiten abgeschlossen. Jetzt gilt nach [Gubl0, Example 7.4],
wobei wir das dort benutzte Geradenbiindel durch Z®™ ersetzen miissen (vgl. Abschnitt
2.6), die folgende Formel fiir die kanonischen Make ¢1(L|x, ||.|lxan) auf X beziiglich £ mit

d!t! VOan (Af) VOIA((AA)L)

Aa = (d—r)(t+r —n)!volga(Z™ N A+) | volga(Aa) (2:9)
wobei A € S(Z7) mit dim(A) = 1. Insgesamt ergibt sich die folgende Zuordnung:
Grofe Wert bei uns | Erklarung
n 2 dim(F x E)
m Potenz von £ so, dal Z®™ sehr ampel ist (siehe
Proposition 2.5.5).
d 1 Dimension von X C X E
1 Anzahl der zur Konstruktion von X benutzten Hy-
perebenen (siche Abschnitt 2.6)
A Simplex aus S(2Z7), mit dim(A) =1
r 1 Dimension des Simplex A
A+ orthogonales Komplement von A in R?
Af duales Polytop zu A beziiglich f (siehe Definition
2.8.12)
volgn (.) euklidisches Volumen
La Ist der lineare Raum des von A erzeugten affinen
Raumes A
Aa Z?NLa Ist ein Gitter
(Ap)F {06(.,A) | A € | Ist ein vollstandiges Gitter, das definiert wird durch
Apa} C (La)* | die zu L assoziierte Bilinearform b (siehe Abschnitt
2.3).
vola(.) Volumen in L mit der Normierung aus 2.8.17.
Wir erhalten damit im Fall der Kurve X dann
Aa—m volgz (A7) vola((Aa)Y) (2.10)

" volge(Z2 N AL) volga (An)”

Bemerkung 2.8.16. In unserer Situation laft sich die in [Gub10, Example 7.4| gemachte
Voraussetzung 0 < ¢t < min(dim(B;),n) wegen dim(B;) = 0 (sieche Abschnitt 2.8.11) und
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2.9. Grad der konstruierten Kurven

t = 1 nicht erfiillen. Jedoch ist die obige Formel (2.9) hier trotzdem giiltig und wird analog

bewiesen.

2.8.17. Wir legen nun das Volumen auf L fest, indem wir verlangen, dass vola(A) =
" -volg-(S) gilt. Dabei ist S ein r-dimensionaler Standardsimplex von R” und A kongruent
zu [ -S. Dadurch ist auch das Volumen auf dem Dualraum L} von La kanonisch festgelegt

und wir bezeichnen es wieder mit vola.

2.9. Grad der konstruierten Kurven

In diesem Abschnitt wollen wir den Grad deg; (X)) fiir unsere in Abschnitt 3.1 bis Ab-
schnitt 3.5 behandelten ein- und zweidimensionalen Kurven berechnen. Diesen bendtigen
wir um unsere spéteren Ergebnisse fiir die kanonischen Mafe (siehe 2.8) zu iiberpriifen (vgl.
Proposition (2.8.10)). Zunéchst berechnen wir den Grad im 1-dimensionalen Fall. Da das
Geradenbiindel entscheidend in die Berechnung eingeht und wir im 2-dimensionalen zwei
verschiedene Geradenbiindel betrachten, ist es hier nétig eine Fallunterscheidung vorzuneh-

men.

2.9.1. Im I-dimensionalen Fall haben wir das Geradenbiindel O(P) zusammen mit der
Standardbilinearform b(u, u') = u-u’ (vgl. Abschnitt 2.2). Wir wihlen jetzt X = div(s) = P

fiir einen globalen Schnitt s von O(P). Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir direkt

deg (X)) =1. (2.11)

2.9.2. Beim 2-dimensionalen Fall betrachten wir in den meisten Beispielen (siehe Abschnit-
te 3.2 bis 3.4) das Geradenbiindel L = p;(O(P)) ® p5(O(P)) zusammen mit der Standard-
bilinearform b((uy, ug), (u}, uy) = uy - u} + ug - u)y. Zunichst berechnen wir deg; (£ x E) und

erhalten mit Hilfe des obigem eindimensionalen Falls

L=p(OP)@ps(O(P))=0(Px E)® O(Ex P)=0(Px E+ExP) .

Insgesamt haben wir somit die folgende Situation
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2. Grundlagen

D2
Q
p1
P
FE
E P Q

wobei () # P ein algebraisch dquivalenter Punkt zu P in E*" ist. Damit gilt dann

deg (ExE) = l(PxE+ExP).dl(PxE+ExDP)
= d(PxE).d(PxE)+c(PxE).cl(Ex P)+
+cl(ExP).cl(PxE)+cl(ExP).cl(Ex P)
— (PxE).dl(PxE)+2+cl(ExP).cl(E x P)
= c(PXE).cd(@xE)+2+cl(ExP).cl(ExQ)
= 0+2+0=2. (2.12)

Wie in Abschnitt 2.6 wéhlen wir jetzt eine Kurve X C F x E als den Divisor zu einem
generischen Schnitt des Geradenbiindels .Z®™. Damit ist X linear dquivalent zum Divisor
mD fir D =P x E+ E x P und wir erhalten

deg;,(X) = cd(PXE+EXP).(m-cl(PxE+FEXxP))
— m-d(PxE+ExP).cl(PxE+ExP)
= m-deg, (E X E)
2 om (2.13)
2.9.3. Als weiteres Beispiel betrachten wir in Abschnitt 3.5 noch das Geradenbiindel L =
pi(O(P))®?®@p3(O(P)) zusammen mit der Bilinearform b((uy, ug), (v}, ub)) = 2-b(uy, u})+
b(ug, uy) = 2uyuy + ugul,. Wieder wihlen wir eine Kurve X C E x FE als den Divisor zu

einem generischen Schnitt des Geradenbiindels -Z®™. Damit ist X linear dquivalent zum
Divisor mD fiir D = 2(P x E) 4+ E x P und wir erhalten

deg; (X) = cl(2(Px E)+EXxP).(m-cl(2(P x E)+ E x P))

= m-cl(2Px E+ Ex P).cl(2(Px E)+ E x P)
analog zu Gle;ichung (2.12) Am (2 14)

30



3. Explizite Beispiele kanonischer
Malde

Fiir dieses Kapitel sei K eine endliche Kérpererweiterung von Q,.

3.1. 1-dimensionale Beispiele zur Berechnung

kanonischer Mal3e

Um den Zugang zur 2-dimensionalen Situation zu erleichtern, wollen wir zwei 1-dimensiona-
le Beispiele betrachten. Dieses ist hilfreich, da durch die Wahl von X = E keine Hyperebene
bei der Konstruktion von X auftaucht. Damit wissen wir aus der Theorie (siehe [Gub10,
Corollary 7.3]), dass das kanonische Maf ein Vielfaches des Haarmafes auf R/v(q)Z ist.
Wir werden dieses Resultat hier nun mit Hilfe der in Abschnitt 2.8 fiir die kanonischen
Mafe angegebenen Gleichung (2.9) priifen. Dazu wiederholen wir zunéchst noch einmal die

wichtigsten Grundlagen aus Abschnitt 2.2.

3.1.1. Sei E = C}/q” eine Tate elliptische Kurve und P = 7(—§) = n(—¢"?) ein 2-Tor-
sionspunkt. Zur Vereinfachung setzen wir in diesem Kapitel v(¢) = 1. Nun wihlen wir das
ample Geradenbiindel L = O(P) und einen kanonischen globalen Schnitt sp von L mit
div(sp) = P. Damit ist s := 7*(sp) ein globaler Schnitt von 7*(L) und es ergibt sich das

folgende Diagramm

Cr x Cg ~ L =0(P)
triviales Geradenbiindel | | ¢:5(¢,0(¢q)) sp
Ci B = Cifd
wobei die ©-Funktion definiert ist durch
0. q = fj §e = ﬁ (1-¢") ﬁ (1+¢"%) ﬁ T+
n=—oo n=1 n=1 n=1
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

Offensichtlich liegen alle Nullstellen der ©-Funktion in —¢*2*!. Weiter gilt fiir das Gera-
denbiindel O(P) = Cj. x C/ ~, wobei die Aquvalenzrelation ~ beziiglich der Z-Operation

Z x (Ck x Cx)=Cj x Cx mit (k, (¢,v)) = (¢°C, ex(C, ) - v)
gebildet wird. Dabei benutzen wir den Kozyklus ey, (¢, ¢) = ¢ **¢* und wir setzen

Z,(C) = en(C )t =g ¢k

mit v = ¢". Dann gibt es eine kanonische Zerlegung Z,(¢) = d,0,(¢), wobei d, = G gilt
und die Abbildung M = ¢?—(C*)¥ mit v — o, ein Homomorphismus ist. Bei letzterem
gilt 0, (¢) = ¢*. Damit erhalten wir die Bilinearform b(u,u’) = u - v/, das heift das Stan-
dardskalarprodukt. Nun wahlen wir eine strikt konvexe Funktion f, die ein amples Modell
Z von L liefert mit f = —log ||1]| . Weiter muf

flu+ ) = flu) + 2z (u)

fiir alle A € A = val(M) und alle u € R gelten. Dabei erhalten wir z,(u), indem wir auf
Z.(¢) = ¥ ¢* die Bewertung anwenden, durch

)\2

z\(u) = 5 + Au = 2,(0) + b(u, A) .

Dabei haben wir benutzt, dass A = v(y) = kv(q) = k, v = v({) gilt und wir in diesem
Abschnitt v(q) = 1 gesetzt haben. Insbesondere erhalten wir z;(0) = 1/2+1-0 = 1/2, also
gilt f(1) = f(0) + /2. Als letztes legen wir noch eine Normierung fest, indem wir f(0) := 0

setzen.

3.1.2. Fiir das erste Beispiel wihlen wir die Funktion f wie folgt

Aus 3.1.1 wissen wir, dass

2

flu+X) :f(u)—i-%—l—)\u

fiir v € R und \ € ¢Z gilt und damit erhalten wir das folgende Bild fiir f:
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3.1. 1-dimensionale Beispiele zur Berechnung kanonischer Mafse

11/s5

Ay
Po = —1/2 Pl

'
[
'

Ay
1/2 P3:1 P4:11/2

In diesem Bild legen wir zusétzlich noch die Bezeichnung fiir die Punkte P;, die linearen

Stiicke k; und die Simplexe A; fest.

3.1.3. Unser Ziel ist es nun, die kanonischen Mafie Ap zu berechnen. Wie wir aus 2.8

Gleichung (2.9) wissen, gilt

dlt! volga (AF) vola ((Aa)F)

/\Azm-

(d —7)!(t +r — n)!volgn (Z" N AL) volgn (Aa)

und in unserem Beispiel dann

Grofe Wert bei uns | Erklérung
n 1 dim(FE)
m 1 Potenz von % so, dakt £%™ sehr ampel ist (sie-
he Proposition 2.5.5).
d 1 Dimension von F
0 Anzahl der zur Konstruktion der Kurve E be-
nutzten Hyperebenen
A Simplex aus B, mit dim(A) =1
r 1 Dimension des Simplex A
A+ orthogonales Komplement zu A
volga (Z" N AL) | 1 Folgt hier direkt aus der Definition.
AT duales Polytop zu A beziiglich f (siehe Defini-
tion 2.8.12)
volgn (AY) s. 3.1.4 bzw. | euklidisches Volumen von A/
3.1.8
La Ist der lineare Raum des von A erzeugten affi-
nen Raumes A
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

Grofe Wert bei uns | Erklarung

AA ZNLA =7 Ist ein Gitter.

volgn (Ap) 1 euklidisches Volumen von Aa

(Aa)E {b(.,\) | A €| Ist ein vollstindiges Gitter, das definiert wird

Z} C (La)* durch die zu L assoziierte Bilinearform b (siche
Abschnitt 3.1.1).

vola ((Aa)F) s. 3.1.5 bzw. | Volumen in Lx mit der Normierung aus 2.8.17.
3.1.9

Damit erhalten wir
110! -volR(Af) . VOIA((AA)L)

A pr—
A 1-1-0+1-1)!-1-1

= volg(AY) vola((Aa)F) .

3.1.4. Zuerst wollen wir uns volg(A') zuwenden. Zuniichst gilt nach Lemma 2.8.13 in

unserer jetzigen Notation fiir i = 1,2, 3

(PY ={weRuecA; c{A A1} =w-(u—P)<s;-(u—P)},
wobel s; fiir (7 = 1,2,3,4) jeweils die Steigung der linearen Stiicke k; der Funktion f ist.
In unserem Beispiel gilt

Kante k;
Steigung s;

ko | ke | ks | ke |
_2/5‘2/5‘3/5‘12/5‘

Wir erhalten damit hier

(P ={0Y = [=52s], {R} = {21 =P, AP = {1} =[¥/51%4] .

Weiter ist das duale Polytop A£ eines Simplexes Ap € {A1, Ay, As, Ay}, wieder nach
Lemma 2.8.13, bestimmt durch

AL ={P}Y s+ Ar |,
~~

hier

0

wobei ¢ € {k — 1, k} frei wihlbar ist. Damit erhalten wir

A{ = {_2/5}7 Ag = {2/5}7 Ag = {3/5}’ Az{ = {12/5} :

Graphisch dargestellt haben wir
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3.1. 1-dimensionale Beispiele zur Berechnung kanonischer Mafse

Py =12 Pi=0 Py =1/2 Py=1 Py =11/2
A | A, | Asg | Ay |
! {0} sy (1 !
A= g = —2s Az sy =25  AlZs3=35 A= sy =125

und es gilt insgesamt

VOIR<A{) = VOIR(Ag) = VOIR(A%:) = VOIR(AI) =1.

3.1.5. Zuletzt miissen wir noch vola((Aa)¥*) berechnen. Da die Rechnung aber fiir alle
Simplexe Ay € {A1, Ag, Az, Ay} gleich ist, fiihren wir sie hier nur fiir Ay aus und bezeichnen

diesen fiir die Rechnung mit A. Wir erinnern uns (siche Abschnitt 2.8), dass

(Aa)" ={b(.,\) | A€ Aa} C (La)*,

wobei in diesem Beispiel A = Z gilt. Wir identifizieren (Aa)” zunéchst mit einer Teilmenge

der reellen Zahlen und messen dann diese. Die Identifizierung geschieht wir folgt

R L4 R*
l *
T Y=y '
'
La L%
. / /

Dabei erhalten wir die Abbildung ¢* durch ¢*(I(z})) = l o p(z})) = l(2)) = x12). Zu
1/2 verlangen (siehe 2.8.17). Dies

beachten ist bei der Identifizierung, dass wir vola(A)
geht entscheidend in die Abbildung Lao—R ein. Wir erhalten

*

¢
{x7—=X-2] | N€Z} CR"

m

=

(Aa)E = {(2}, \) > A2 | A € Z} C Ly
mit ¢ mit ¢
= (MXeZ}=ZCR = {AN|AX€Z}CLa

und damit gilt fiir alle Simplexe A € {A, Ay, Az, Ay}

VOIA((AA)L) =1.
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

3.1.6. Insgesamt ergeben sich fiir das kanonische Maf die Gewichte
Aa; = A, = A, = A, =1

und wir machen zum Abschluf dieses einfachen Einfiihrungsbeispiels noch die Probe aus
Proposition 2.8.10. Wir erhalten mit Gleichung (2.11) damit

/1du:Z)\A/dt:>\A2/ dt+)\A3/ dt=1-1211-1/2=1"2" qeg, (X)
A A Ao As

wie gewiinscht.

3.1.7. Auch in unserem zweiten Beispiel setzen wir v(¢) = 1 und wéhlen hier die Funktion

f wie folgt

Daraus erhalten wir, wieder mit f(u+ ) = f(u) + 1A+ X u fir u € R und X € ¢%, das
folgende Bild fiir f

14/15

mit den analogen Bezeichnungen wie beim ersten Beispiel und die Steigungen:

Kante k;
Steigung s;

ko |k | ks | k| ks |
—1/12 ‘ /10 ‘ 9/20 ‘ 3/4 ‘ 13/10 ‘

Weiter gilt auch hier wieder
Aa = volg(AT) vola((Aa)F)

und wir miissen die beiden Volumina berechnen.
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3.1. 1-dimensionale Beispiele zur Berechnung kanonischer Mafse

3.1.8. Zuerst wollen wir volg(A/) betrachten und gehen analog zum ersten Beispiel vor.

Dadurch erhalten wir zunéchst

{0} = [z o), {s} = [0y, {2} = [fo;¥], {1} = [/a;13/10]

und damit dann

Af = {2}, A= {0}, Aj={Yn}, Al={¥}, Af={1%0}.

Graphisch dargestellt haben wir

Py=—1/3 PL=0 Py=1/3 Py =23 P=1 P = 113
I R T T R S M S
[ (0} [ (13} [ (2/3}/ [ 1y [
AT= 5y = —112 AJZ= sy =110 AfZ= s3=9/20 AIZ= 5, =3/a ALZ 55 =13/10

Damit gilt dann wieder
volg(A]) = volg(A]) = volg(A]) = volg(Af) = volg(Al) = 1.

3.1.9. Nun zu vola((Aa)¥). Auch hier ist die Rechnung fiir alle Simplexe A; gleich und,
mit der Ausnahme, dass wir hier vola(A) = 1/3 verlangen, analog zum vorigem Beispiel.

Es gilt also wieder

VOIA((AA)L) =1

fiir alle Kanten A € {Al, AQ, Ag, A4, A5}
3.1.10. Insgesamt ergibt sich also auch hier
Aa; = Aa, = Aa, = Aa, = Aa, =1

und wir machen die analoge Probe (vgl. Proposition 2.8.10). Wir erhalten

/1du:ZAA/dt:>\A2/ dt+>\A3/ dt+/\A4/ dt
A A Ag Asg Ay

=1-1/3+1-/341-1/3=1 =) deg, (X)

wie erwartet.
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

3.2. 2-dimensionale Beispiele zur Berechnung

kanonischer MalRe

Nach dem wir in Abschnitt 3.1 als Einstieg 1-dimensionale Beispiele erarbeitet haben, wol-
len wir uns jetzt der 2-dimensionalen Situation zuwenden. Dazu wiederholen wir zunéachst
den theoretischen Hintergrund, den wir in Kapitel 2, insbesondere in den Abschnitten 2.3
und 2.5 erarbeitet haben.

3.2.1. In unserem 1-dimensionalen Beispielen (siche Abschnitt 3.1) starteten wir mit £ =
C5/q¢* und dem Geradenbiindel O(P), wobei P = w(—q) = n(—¢"?) ein 2-Torsionspunkt
ist. Des weiteren haben wir dort einen kanonischen globalen Schnitt sp; von O(P) gewéhlt,
fir den div(sp1) = P gilt. Mit der zugehorigen Standardbilinearform b(u,u’) = u - o’
haben wir dann eine strikt konvexe Funktion f konstruiert, um ein amples Modell des
Geradenbiindels O(P) zu erhalten. Darauf aufbauend wollen wir nun das Produkt £ x E

studieren. Wir haben also die folgende Situation

ExFE

»

Q\

E E

Zur Vereinfachung wollen wir auch in diesem Abschnitt v(q) = 1 setzen. Wir wéahlen das
ample Geradenbiindel L := pj(O(P)) ®p5(O(P)) und den globalen Schnitt sp := pj(sp1) ®
p5(sp1) mit div(sp;) = P x £+ E x P. Damit ist s := 7*(sp) ein globaler Schnitt von

7*(L) und wir erhalten das folgende Diagramm

Cx xCjk x Ck

~ L =pi(O(P)) @ p3(O(P))
triviales Geradenbiindel (¢, ooy sp

Cx x Ck s B x B = Cr/q" x C)/q"

wobel die ©-Funktion definiert ist durch

o0

@(qu) _ Z qvn2cn _ H (1 o q~2n) H (1 + qun—lg) H (1 + q~2n—1<—1) _
n=1 n=1 n=1

n=—oo

Damit liegen alle Nullstellen in —g?Z™!. Weiter gilt L = Cj; x C{ x Cg/ ~, wobei die
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3.2. 2-dimensionale Beispiele zur Berechnung kanonischer Mafse

Aquvalenzrelation ~ beziiglich der Z-Operation

ZxZx(CpxCxrxCg) — CxrxCgxCg
(kK (G ¢0) = (00" Cenw(C,Ca) o)

gebildet wird. Dabei benutzen wir den Kozyklus ey (¢, (', q) = GF R R und wir

setzen
Zyp(C,C) = e (¢, ¢y ) = G ke

wobei 7 = ¢* und 4 = ¢*'. Daraus erhalten wir dann die kanonische Zerlegung 7., (¢, (') =
dy - 0y (€, ¢, Wobed dy .y = G und ¢% x ¢2—=(C x CX)Y mit (y,7) — 0. ein
Homomorphismus ist. Bei letzterem gilt o,./(¢,¢") = ¢*¢’*'. Damit erhalten wir (siehe
Abschnitt 2.3) die Bilinearform b : R? x R2—R durch (u, ') — uy - v} + uy - ub, das heifit
das Standardskalarprodukt. Nun wahlen wir eine strikt konvexe Funktion f, die ein amples
Modell .Z von L liefert. Es gilt f = —log||1|l und es muf fiir alle (A\,\') € A x A =

Z(v(q),0) x Z(0,v(q)) und alle u € R?

() @) )rels)

gelten. Dabei erhalten wir z) y (u), indem wir auf Z, ,/(¢, (") = GF R CRCF die Bewertung
anwenden, durch
1
Z(AN) (Ul) = — (/\2 + )\,2) + )\Ul + )\/UQ
(15 2 N——

T =h((uue), (W)
_Z()\)\/) (0)

Dabei haben wir benutzt, dass A = v(y) = kv(q) = 0, N = v(v') = Kv(q) = K, u = v((),
v = v((’) gilt und wir in diesem Abschnitt v(q) = 1 gesetzt haben. Insbesondere erhalten
wir 2(11)(0) = /24 1-0 = /2, also gilt f(1,1) = f(0,0) + 1/2. Als letztes legen wir noch

eine Normierung fest, indem wir f(0,0) := 0 setzen.

3.2.2. Wir wollen nun fiir unser Beispiel die folgende Zerlegung

Py Dy Py
P4 P5 P()'
P, e Py

von E x E betrachten. Diese Zerlegung bezeichnen wir mit V1 (vergleiche Abschnitt 3.3.1).

Fiir diese gegebene Zerlegung benutzen wir nun Abschnitt 2.6 um eine Kurve X C F X E
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

mit einem projektiven, strikt semistabilen Modell 2~ zu konstruieren. Diese erhalten wir
als generischen Hyperebenenschnitt von .Z%™. Des Weiteren wollen wir fiir den Rest dieses
Kapitels mit A eine innere Kante in dieser Zerlegung bezeichnen. Unser Ziel ist es nun
das kanonische Maf zu berechnen. Dazu bestimmen wir die in Gleichung (2.8) benutzten

kanonischen Gewichte Ap mit der Formel

‘ volgz (AT) vola ((Aa)Y)
volgz(Z2? N A+L) volgz(Aa)

aus Abschnitt 2.8, Gleichung (2.10). Dabei haben die Grofken die folgende Bedeutung

Grofe Wert bei uns | Erklarung

m Potenz von .& so, dal £®™ sehr ampel ist (sie-
he Proposition 2.5.5).

A Simplex aus 2", mit dim(A) =1

AN orthogonales Komplement zu A

volg2(Z2 N AL) |'s.3.2.3 euklidisches Volumen

AT duales Polytop zu A beziiglich f (siehe Defini-
tion 2.8.12)

volgz (AY) s. 3.2.6 euklidisches Volumen von A/

La Ist der lineare Raum des von A erzeugten affi-

nen Raumes Ax

Aa Z?NLa Ist ein Gitter.
volgz(Aa) s. 3.2.3 euklidisches Volumen von Aa
(Aa)E {b(.,\) | A € | Ist ein vollstindiges Gitter das definiert wird

Apa} C(La)* | durch die zu L assoziierte Bilinearform b (siehe
Abschnitt 3.2.1.

vola ((Aa)F) s. 3.24 Volumen in La mit der Normierung aus 2.8.17

Fiir die Berechnung der kanonischen Gewichte Ap bestimmen wir nun zunéchst die drei

von f unabhéngigen Volumina.

3.2.3. Als erstes bestimmen wir das euklidische Volumen von Aa, das heiftt den Wert
volgz(Aa). Nach Definition von Aa folgt fiir unser Beispiel Ax = Z? NILa und wir erhalten
volgz(Aa) = 1 fiir alle horizontalen /vertikalen Kanten bzw. volgz (Aa) = V2 fiir alle diago-
nalen Kanten. Das Volumen volg2 (Z?NA") 1ifit sich genauso leicht berechnen. Wir erhalten
volge (Z? N At) = 1 fiir alle horizontalen /vertikalen Kanten und volg:(Z? N A') = /2 fiir
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3.2. 2-dimensionale Beispiele zur Berechnung kanonischer Mafse

alle diagonalen Kanten. Damit vereinfacht sich die Gleichung (3.2) nun zu den folgenden

zwel Féllen:

Aa = m - volgz (A7) vola ((Aa)F) fiir A horizontal /vertikal
Iz (A7) vola ((Aa)®
A =m - 2 2 )V20 a((Aa)7) fiir A diagonal (3.3)

3.2.4. Als niichstes wenden wir uns vola((Aa)*) zu. Um nun das Volumen dieses Dual-
raumes messen zu kénnen, ist es zweckmébig diesen zunidchst mit einer Menge aus den
reellen Zahlen zu identifizieren und diese dann zu messen. Die Identifizierung ist abhén-
gig von der Sorte der Kante A. Genauer heift dies, das wir eine Unterscheidung zwischen

horizontalen /vertikalen und diagonalen Kanten machen miissen.

1. Die horizontale/vertikale Kante: Wir wollen diesen Fall exemplarisch an der Kante
A := P, P, durchfiihren. Die Identifizierung geschieht hier wie folgt

R L4 R*
Ty} Y Hl>__:1:1y ©*
@
La LA
(21,0) (24,0) = 1]

Dabei erhalten wir die Abbildung ¢* durch ¢*(I(z})) = [ o p((2},0)) = I(z}) =
x 2. Zusétzlich ist zu beachten, dass wir vola (A) = 1/2 verlangen (siche 2.8.17), was

entscheidend in die Abbildung Lao—R eingeht. Damit gilt

(Aa)" = {((@1,0), (A, M) = M | (M, do) € An} C L
mit
= {ymMylMeZicR
mit ¢
= {M|M€Z}=ZCR
mit ¢

{1, A1) [ (A1, A1) € Aa} CLa
und es folgt fiir alle horizontalen /vertikalen Kanten A

VOIA((AA)L) =1.
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

2. Die diagonale Kante: Auch diesen Fall fiihren wir exemplarisch an der Kante A :=

P, Psy durch. Hier ist die Identifizierung gegeben durch

R 4 R*
Tt (1 'i{_xly ©*
@
La LA
(21, 21) (2}, 24) = ;]

Dabei ergibt sich die Abbildung ¢* durch ¢*(I(x})) = Lo o((z},2})) = l(2}) = x12]

und wir verlangen wieder vola(A) = /2. Damit ergibt sich

(Aa)r = L&, 2h), (0, M) ¥ A + My = 20 | (A, M) € Aa) © LA
mit ¢*
= {y—=2\-y|MEZ}CR
mit Y
= {2M | M €Z}=2ZCR
mit ¢

{2()\1, )\1) | (/\1, /\1) S AA} C La
und wir erhalten fiir alle diagonalen Kanten A
V01A<<AA)L) =2.
Fazit 3.2.5. Mit diesen Vorarbeiten haben wir jetzt fiir die horizontalen/vertikalen Kan-
ten vol((Aa)f) =1 = 1-1 = volgz(Z* N At)volgz(Aa) und fiir die diagonalen Kanten

vol((Ap)¥) = 2 = V2 - /2 = volg2(Z? N A*) volg2(Aa) erhalten. Insgesamt vereinfachen
sich die beiden Gleichungen (3.3) damit zu

)\A =m:- VOIR2<Af) (34)
fiir alle Kanten der Zerlegung.

3.2.6. Bleibt als letztes noch volgz (Af) zu bestimmen. Fiir unser Beispiel wihlen wir jetzt
die Funktion f wie folgt

Punkt P, P P P Py P
Koordinaten | (0;0) | (0,5;0) | (1;0) | (0;0,5) | (0,5;0,5) | —
F(P) 0 | 0,19 | 0,5 | 0,19 0,4
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3.2. 2-dimensionale Beispiele zur Berechnung kanonischer Mafse

Fs Py Py Py
— | (1;0,5) | (0;1) | (0,5;1) | (1;1)
0,69 | 0,5 | 0,69 1

Mit dieser Wahl werden auch alle in Abschnitt 3.2.1 verlangten Eigenschaften der Funktion
f erfiillt und es gilt die Formel (3.1) fiir die periodische Fortsetzung. Insbesondere ist durch
diese Wahl der Funktionswerte, wie wir in Abschnitt 3.3 zeigen werden, die Funktion f auf
der Zerlegung V1 strikt konvex. Wir kénnen nun jedem der 8 Simplexe €; (i = 1,...8)
aus der Zerlegung V1 eine Funktion f(u) = m,u + ¢; zuordnen. Damit gilt dann A/ =
[m;, m;], wobei i und j die Simplexe sind, die A als Seitenkante enthalten. Damit gilt also
volg2 (AF) = [[m;, m,]|. Diese 14kt sich jetzt mit Hilfe des Programms (siche Anhang A)

berechnen. Wir erhalten:

Simplex Qz P1P2P4 ‘ P2P4P5 ‘ P2P5P6 ‘ P2P3P6 ‘
mi | (0,38:0,38) | (0,42:0,42) | (0,58;0,42) | (0,62;0,38) | __%
| APP | PPP | BRP | RRP |

—>
| (0,38;0,62) | (0,42;0,58) | (0,58;0,58) | (0,62;0,62)

und damit die folgenden Volumina

4
V01R2(Af) = 2—5 fllI‘ A € {P2P5,P5P8,P4P5,P5P6}
no V2
VOlRQ(A'):ﬁ fiir AE{P2P4,P2P6,P4P87P6P8}.

3.2.7. Nun bleiben noch die Volumina volg: (AY) fiir die Randkanten P, Py, Py Ps, Py Py, Py P,
der Zerlegung V'1 zu bestimmen. Dazu setzen wir zunéchst die Funktion f mit der Formel
(3.1) in die benachbarten Perioden fort. Mit Hilfe dieser Funktionswerte gehen wir dann
analog zum vorigem Abschnitt vor. Wir bestimmen aso zunéchst alle noch bendtigten Stei-
gungsvektoren zu den an die Randkanten angrenzenden Simplexen und aus diesen dann
die bendtigenten dualen Polytope. Alternativ konnen wir wieder das Programm (siche An-
hang A) benutzen, wobei wir jetzt auf die Struktur der nun fiir das Programm bendétigten

Zerlegung achten miissen. Auf beiden Wegen erhalten wir

19
VOlRQ(Af):% ﬁiI‘A€{P1P27P2P37P1P4,P4P7} .
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

3.2.8. Als letztes bleibt also noch das kanonisches Gewicht Ax zu bestimmen. Nun wissen

wir aus Gleichung (3.4), dass Ax = m - volgz (AY) gilt. Damit folgt sofort

19

)\A:m'2—5 fur AE{Plpg,ngg,P1P4,P4P7}
4

/\A:m'2—5 fiir AG{P2P57P5P8,P4P5,P5P6}
V2o

/\A:m-2—5 fllI‘ AG{P2P4,P2P67P4P87P6P8},

wie in Beispiel 1.1 angegeben.

3.2.9. Um nun dieses Beispiel abzuschliefien, wollen wir mit diesen Ergebnissen noch die
Probe aus Proposition 2.8.10 machen. Wir erhalten zusammen mit der Gleichung (2.13)
aus Abschnitt 2.9 jetzt

/um - ZAA/Adt+Z>\A/Adt+ZAA/Adt

AES Aeld Ae+
V2 V2 4 1 19 1
= X moggpgt meggt) mges
A€ Ae+ Aeld
1 2 19
- A —4m-4.2 4.2
medgg Mt 50
= 2m
(2.13)
= deg, (X) (3.5)

wie gewiinscht.

3.3. Weitere Beispiele mit 9 Punkten

Nachdem wir in Abschnitt 3.2 ein ausfiihrliches 2-dimensionales Beispiel gesehen haben,
wollen wir in diesem Abschnitt die Zerlegungen mit 9 Punkten und 8 Standardsimplexen
der Dimension 2 genauer untersuchen. Dazu {iberlegen wir uns zunéchst alle méglichen
Zerlegungen mit 9 Punkten und weisen nach, dass nur auf zwei dieser Zerlegungen die
Konstruktion einer strikt konvexen Funktion f moglich ist. Anschliefend gehen wir der
Frage nach, welche Bedingungen die Funktion f konkret erfiillen muf, um auf einer der
beiden moglichen Zerlegungen strikt konvex zu sein. Abschliefend geben wir dann, ausge-
hend von den vorher hergeleiteten Bedingungen, fiir die zwei moglichen Zerlegungen jeweils

ein symmetrisches und zwei unsymmetrische Beispiele an.

44



3.3. Weitere Beispiele mit 9 Punkten
Zerlegungen mit 9 Punkten:

3.3.1. Aufgrund der Ausgangssituation (siehe Abschnitt 2.4) ist die folgende Grundzerle-
gung

vorgegeben. Wir kénnen somit nur die Zerlegung der Quadrate in Standardsimplexe wéhlen.
Es gibt also die folgenden 2* = 16 Moglichkeiten

V1 V2 V3 V4
V5 V6 V7 V8
V9 V10 Vi1 V12
V13 V14 V15 V16

die wir mit V1 bis V16 bezeichnen.

3.3.2. Nun kénnen wir zeigen, dass auf Zerlegungen, die mindestens zwei benachbarte
Quadrate mit parallelen Diagonalen haben, keine wie in Proposition 2.5.1 verlangte Funk-
tion existiert so, dass der Ubergang iiber alle Kanten strikt konvex ist. Um dies zu zeigen,

nehmen wir aus Translations- und Symmetriegriinden 0.B.d.A. an, dass
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

ein Teil der Zerlegung ist. Weiter sei nun f eine auf dieser Zerlegung definierte Funktion
und wir normieren f so, dass der Funktionswert in der unteren linken Ecke 0 ist. Aufgrund

der an f gestellten Periodizitdtsbedingung (siehe Gleichung (2.5)) muf der Funktionswert
v(9)

der unteren rechten Ecke gleich =% sein und wir bezeichnen die anderen Funktionswerte
wie folgt
, 2+ 1)(2(1)
A A
A AN
0 < v(q)

Damit der Ubergang iiber eine Diagonale strikt konvex ist, muk der Funktionswert im
Mittelpunkt der durchgezogenen Diagonalen jeweils unterhalb des Funktionswertes der ge-

strichelten Diagonalen liegen. Also gilt

Linkes Quadrat
rechtes Quadrat

2
v(9)/2+y = z4x+v(9)/2
2 2

£z > 4 Sr+z>y }

Sy>crt+z

Dies liefert uns einen Widerspruch. Somit existiert auf allen Zerlegungen, die zwei benach-
barte Quadrate mit parallelen Diagonalen haben, das heifst auf den Zerlegungen V2 bis

V15, keine wie in Proposition 2.5.1 verlangte strikt konvexe Funktion.

3.3.3. Allgemeiner laft sich durch analoges Vorgehen sogar das Folgende zeigen. Alle Zer-
legungen die eine Spalte oder Zeile enthalten, in der nur Diagonalen der gleichen Art vor-
kommen, ermoglichen keine wie in Proposition 2.5.1 verlangte strikt konvexe Funktion.
O.B.d.A. haben wir jetzt also die folgende Situation

anrm n+m-+41 g .’I'LJr’ﬂLJrQ - wn+2m73 ‘(L'n+2mf2 xn+2m71

Tn n4+1 Cn+2 T Tn+m—3| Tn+m—2 Tn4+m—1

LN S SR
a2 2] [me

Weil jetzt aber der Ubergang iiber jeder der diagonalen Kanten strikt konvex sein muf, er-

geben sich hier jeweils die folgenden Ungleichungen fiir die entsprechenden Funktionswerte:
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Tn + Tn+m+1 < Tn+1 + Tn+m

z

Tni1 + Tntm+2 < Tnt2 + Tntm+1

Tn4+m—3 + Tn42m—2 < Tn4m—2 + Tn42m—3

Tn+m—2 + Tn+2m—1 < Tn+m—1 + Tn+2m—2

3.3. Weitere Beispiele mit 9 Punkten

Bedingungen fiir die strikte

Konvexitit an den Diagona-

len.
Vs

Daraus erhalten wir jetzt die folgende Ungleichungskette

Tn — Tntm < Tp+l — Tntm+1
< ...
< xn+mf2 - xn+2m72
® v(9) v(q)
= (I‘n—i— T) - <;Un+7n—|— T

< Tn+2 — Tn4+m+2

< Tn4+m—-3 — Tn4+2m—3

m-1

< Tn+m—1 — Tn42m—1

= Tp — Tn4m k

Dies liefert uns den gewiinschten Widerspruch, wobei die Gleichheit ® aus der Periodizi-
tatsbedingung (siehe Gleichung (2.5)) folgt.

3.3.4. Nachdem wir gesehen haben, dass nur V1 und V16 als Zerlegungen in Frage kommen,

wollen wir nun jeweils allgemeine Bedingungen fiir die Funktionswerte von f herleiten so,

dass f dann iiber der Zerlegung strikt konvex ist. Fiir V1 legen wir zunédchst die folgenden

Notationen w(q) v(q)
5 T+ =5~ v(q)
ey e €3
To es Ty €q x24_3%2
el €5 eq
0 T1 v(q)

fest. Das heifst wir nummerieren die Kanten durch und geben zu den Eckpunkten der Zer-

legung jeweils den Funktionswert von f an. Dabei ergibt sich die +@ fiir die Randpunkte

jeweils aus der Periodizitétseigenschaft der Funktion f (siche Gleichung (2.5)). Nach Kon-

struktion gilt x1,x9, x3 > 0 und x; # x5 # 5. Weil nun die Uberginge iiber die Kanten e;

strikt konvex sind, erhalten wir, analog zum letzten Abschnitt, die folgenden Ungleichungen

Kante ‘ e1,€9,€3,64 ‘

€5, €7 ‘ €6, €8

Ungleichung ‘ T3 > X1+ To ‘ T3 < To + v()/4 ‘ x3 < w1 + v@)/4
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

die die Funktionswerte von f erfiillen miissen, damit f auf V'1 eine strikt konvexe Funktion
ist. Fiir V16 bezeichnen wir die Funktionswerte von f analog und erhalten als allgemeine

Bedingung fiir die Funktionswerte einer auf V16 strikt konvexen Funktion

Ty, T, x3 >0, X1 # T3 F# Ty, T3 < T+ To, m <V@)a  xy <@y

Beispiele fiir die Zerlegung V1:

3.3.5. Als erstes Beispiel wollen wir nochmals die Ergebnisse aus Kapitel 3.2 zusammenfas-
sen. Dort haben wir die folgenden symmetrisch verteilten Werte fiir die Funktion f gewihlt

bzw. berechnet

Punkt P, P | PP | PP | P | PP R
Funktionswert f(7) | 0 | 0,19 | 0,5 |0,4] 0,69 | 1 |

die auch die Ungleichungen aus Abschnitt 3.3.4 erfiillen. Mit Hilfe des Programms (siehe
Anhang A) ergeben sich dann die kanonischen Mafe

diagonale Kanten Aa = m - V2/25
dukere Kanten Aa =m - 19/25
innere horizontale /vertikale Kanten Aa =m 45

3.3.6. Wir wollen nun auf der Zerlegung V1 zwei unsymmetrische Beispiele konstruieren.
Dazu setzen wir v(q) = 1, normieren f wieder durch f(P;) := 0 und wihlen die Werte der
Funktion f in P, Py und Ps. Dabei sind die Bedingungen aus Abschnitt 3.3.4 einzuhalten,
damit die Funktion f strikt konvex auf V1 ist. Alle anderen Funktionswerte von f bestim-
men wir dann iiber die Formel fiir die periodische Fortsetzung von f (siche Gleichung (2.5)).
Fiir unsere unsymmetrischen Beispiele wéihlen bzw. berechnen wir die folgenden Werte fiir
die Funktion f

Punkt P; P| P | P3| P | P | PBs| Pr| B | Py
f(P;) im 1.Beispiel | 0 [ 0,01 [ 0,5]0,2(0,22]0,7|0,5|0,51] 1
f(P;) im 2.Beispiel | 0 | 0,2 [0,5]0,1[0,33]0,6|0,5| 0,7 | 1

und erhalten mit Hilfe des Programms (siehe Abschnitt A) jeweils die folgenden kanonischen
Gewichte Aa
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3.3. Weitere Beispiele mit 9 Punkten

A PP, | PLP, | PPy | PPy | PoPs | PoFPys | P3P
m~1 - A\a im 1.Beispiel | 4/5 | 125 | 45 | V2/50 | /25 | V2/50 | V25 | —

m~1 - Aa im 2.Beispiel | 2/ 4/5 2/5 | 3V2/50 | 2/25 | 3V2/50 | 45

PP | PP | PuPy | PsFs | PPy | PoPs | BoPy | PrPs | PyPy
—> | 45 | Va5 | V250 | 425 | /a5 | V2/s0 | Va5 | A5 | A5
12/o5 | 4f5 | 3V2[50 | 12/25 | 2/25 | 3V2/50 | 4/5 2/5 2/5

3.3.7. Fiir alle drei Beispiele gilt

/ ldp =2m (219 deg; (X)

Beispiele fiir die Zerlegung V16:

3.3.8. Durch das zu Abschnitt 3.3.5 analoge Vorgehen lassen sich auch leicht Beispiele
fiir die Zerlegung V16 konstruieren. Wie schon in Abschnitt 3.2 setzen wir v(¢) = 1 und
normieren f durch f(P;) := 0. Fiir symmetrische Beispiele muf nun f(P,) = f(F,) gelten.
Deshalb wihlen wir hier nur die Werte der Funktion f in P, und Ps. Fiir unsymmetrische
Beispiele miissen wir noch f(P;) # f(P,) wéahlen. Anschliefend bestimmen wir alle ande-
ren Werte tiber die Formel fiir die periodische Fortsetzung von f (siehe Gleichung (2.5)).
Dabei ist bei der Wahl der Funktionswerte darauf zu achten, dass die in Abschnitt 3.3.4

hergeleiteten Bedingungen eingehalten werden, damit die Funktion f strikt konvex auf der

Zerlegung ist.

3.3.9. Wieder wihlen wir fiir unser 1. Beispiel eine symmetrische und fiir das 2. und 3.

Beispiel eine unsymmetrische Funktion f wie folgt

Punkt P, Pl || P| P | PP B |P
£(P,) im 1.Beispiel | 0 | 0,2 | 0,5]0,2/0,39]0,7]0,5| 0,7 | 1
£(P,) im 2.Beispiel | 0 | 0,02]0,5]0,2|0,21|0,7]0,5|0,52] 1
F(P,) im 3.Beispiel | 0 | 0,1 | 0,5]0,2]0,25]0,7/0,5| 0,6 | 1

Durch Anwenden des Programms (siche Anhang A) erhalten wir dann

A PP, | PP, | PLPs | PPy | PoPs | P3Ps | P3P | PyPs
m~t - Aa im 1.Beispiel | 19/25 | 19/25 | V2/50 | 19/25 | 1/5 | V2/50 | 19025 | /5
m~! - A\a im 2.Beispiel | 19/25 | l/as | V2/s0 | 19/25 | 23/25 | V2/50 | /25 | 1/5
m~1 - Aa im 3.Beispiel | 3/ s | v2/10 | 3/s 35 | V2ho | s 15

49



3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

PyP; | PsPs | PsP; | PsPs | PsPy | PPy | PrPs | PyPy

/o5 | s | V2/50 | 15 | V2/50 | 19/25 | 19/25 | 19/25

- Vs | s | V250 | 23/a5 | V2/50 | 1/a5 | 19/25 | 19/05
1/5 Us | V2/10 | 35 | V2o | 15 3/5 3/5

3.3.10. Auch in allen Beispielen zur Zerlegung V16 gilt wieder

/1du: 2m

(2.13)

3.4. Beispiele mit 25 Punkten

Ein auf V1 bzw. V16 basierendes Beispiel:

deg, (X)

3.4.1. Die Beispiele dieses Abschnittes sind aus denen zu den Zerlegungen V1 bzw. V16
(siehe Abschnitt 3.3.5 bzw. 3.3.9) konstruiert. Das heifit auch hier gilt v(g) = 1. Zu Beginn

der Konstruktion setzen wir zunéchst die 9 Punkte der Zerlegungen V1 bzw. V16 gemaf

der Periode auf 25 Punkte fort. Anschlieftend skalieren wir die so entstandene Zerlegung so

um, dass 0,1/2,1/2, 1 wieder die Ecken sind. Wir erhalten damit

1

o=

0 1
2
aus V1 entstanden

bzw.

1

N|—

1

aus V16 entstanden

Gleiches fithren wir fiir die Funktion f durch, die damit wieder die Periodizitdtsbedingung
(siche Gleichung (2.5)) erfiillt. Bei dieser Wahl der Zerlegung und der Funktion erhalten

wir dann mit Hilfe des Programms (siche Anhang A) jeweils die folgenden kanonischen

Gewichte:

V1

V16

diagonale Kanten

Ax = m - V2/50

Aa = m - V2/100
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3.4. Beispiele mit 25 Punkten

dukerer Rand, mittlere innere horizontale bzw. ver- | Ax =m -19/50 | Ax =m - 1/10
tikale Kanten

restliche horizontale bzw. vertikale Kanten Aa=m-2/50 | Aa =m-19/50

wobel in beiden Fillen wieder
/ ldp =2m (21 deg; (X)
gilt.

3.4.2. Wir wollen nun ein etwas komplizierteres Beispiel konstruieren. Dazu starten wir
mit unserem aus V1 entstandenen 25 Punkte Beispiel aus Abschnitt 3.4.1. Als Anderung
ersetzen wir die V1 Zerlegung des oberen rechten 9 Punkte Blocks durch die Zerlegung V16

und erhalten damit

Py Poo Poa Py Pos
Py £z [t - P20
Pu—p Taw P
Fs 7 T; Pio
Py p 3 4 Ps

als neue Zerlegung. Mit dem Programm (siehe Anhang A) folgt, dass die Funktion aus
Abschnitt 3.4.1 auf dieser Zerlegung nicht strikt konvex ist. Genauer sind die Uberginge
iiber alle mit P9 verbundenen diagonalen Kanten nicht strikt konvex. Dies erreichen wir
nun, indem wir f(Pyg) := 0,59 setzen. Wir wihlen bzw. berechnen die Funktionswerte mit
Gleichung (2.5) hier damit wie folgt

Punkt P |P=P | P,=Py| Pi=Pg |
Funktionswert von f | 0 | 0,0475 | 0,125 | 0,2975 |

| P=Pu| P | P=Po | P=Pq| Po=Pn| Py |
05 [0,1] 01725 | 035 | 0,5475 | 0,25

e

ol



3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

| Pu=Pus|Ps=Pu| Py | Po=Pu| Py
| 0,4225 | 0,625 [0,59| 0,7975 | 1 |

aus denen wir, mit dem Programm, die folgenden kanonischen Gewichte bestimmen:

V2 V2
9 50, 9 3 50,
25 2 V2 25 V2 25
25 50 50
2 3
25 25
7 3
25 25
V2 V2
9 50 2 9 3 50
25 25 V2 25 ﬁ 25
50 50
19 9
510) 25
19 T
50 25
V2 V2
19 50 2 19 50 2
50 25 V2 50 25 V2
50 50
2 A 2 Z
25 25 25 25
V2
19 2 50 19 2
50 V2 25 50 V2 25 V2
50 50 50
19 19 9 9
50 50 25 25

wobei alle Ergebnisse noch mit m zu multiplizieren sind. Zum Abschluf dieses Beispiels
tiberpriifen wir unsere Ergebnisse wieder mit der Theorie (vergleiche Proposition 2.8.10).

Dazu definieren wir die folgenden fiinf Kantenmengen

K; := {alle diagonalen Kanten}

K, := {alle Kanten auf den Strecken Py Ps, Py Py3, Py P11 und P3Pi3}
K3 := {alle Kanten auf den Strecken P3Ps, Pi1 Py, Pi3Pi5 und Pi3Po3}
K, := {alle Kanten auf den Strecken P,Pyy, PyPy4, PsPio und PigPis}
K5 := {alle Kanten auf den Strecken Py4Poy und PigPa}

passend zu den fiinf verschiedenen kanonischen Gewichten auf den Kanten. Damit folgt

/1@ = ZAA/AdH—Z)\A/dtJrZ)\A/dH—

A€K, A€K, A A€Ks A
+Z>\A/dt+z>\A/dt
A€K, A A€Ks A
V2 V2 19 1 9 1
= XM Mgt L gt
AeK; AeKs A€eKs
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3.4. Beispiele mit 25 Punkten

3
P

A€EKy A€eKs

_|_
3
&
|
o |

wie gewiinscht.

3.4.3. In allen bisherigen Beispielen dieses Abschnittes und des Abschnittes 3.3 haben wir
uns zunichst eine Funktion f konstruiert, die auf dem Fundamentalbereich strikt konvex
ist. Bei der anschliefenden Uberpriifung der Uberginge in die niichste Periode sind dann

keine Probleme aufgetreten. Dies ist jedoch nicht immer der Fall. Wir wihlen die folgende

Zerlegung
Py Py Poa Py Py
Pig P17 IET P9 P20
Pu Py P13 > 15
Fs 7 L 7; P1o
Py P 3 A Ps

wobei die Wahl rein willkiirlich erfolgt ist. Fiir die Konstruktion einer auf dieser Zerlegung
strikt konvexen Funktion benutzen wir Mathematica 6.0. Dazu iibersetzen wir jeden strikt
konvexen Ubergang iiber eine Kante in eine Ungleichung. Sei dazu f(P;) := x; und wir
normieren f durch x; := 0. Weil sich nun die Punkte Ps, Py, Pi5, Pao, Po1, P, Po3,
Py und Pos aufgrund der Periodizitéit (siehe (2.5)) von f berechnen lassen, bleiben 15 frei
wihlbare Funktionswerte iibrig. Durch eine leichte geometrische Uberlegung folgt, dass wir,
um auf dieser Zerlegung eine fiir uns passende strikt konvexe Funktion zu erhalten, xs, x3,
x4, T > 0 fordern miissen. Weiter stellen wir analog zum letzten Abschnitt fiir jeden strikt
konvexen Ubergang iiber eine Kante eine Ungleichung auf. Diese 40 Ungleichungen geben

wir nun wie folgt in Mathematica 6.0 ein

FindInstance[{x7 > xo+xg, T2+ x5 < T3+ x7, T3+T9 > Ty +2Tg, Ty+ T > To, Tg+ T2 >
Tr + Ty, Tr + 13 < Tg + T12, Ty + T1a < Tg + T13, Tg + T11 > Tg + T1a, T11 + T17 >

T12 + Ti6, Ti2 + T18 > T13 + T17, T13 + T19 < T4 + T18, Tia + T16 < T11 + 19, T16 + T2 <
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

17, T17+23 < X183+ T2, T1s+ T4 > T19+ T3, T19 < T16+Ta, T2 +T11 > Te+ Ty, L7+ T1e >
T11 + T12, To + 0.5 4+ 2190 > 2217, o + X153 > T7 + Ty, T17 + X7 > 2219, X3+ 0.5 + 113 >
2118, T4+ T4 > 2xg, Ty +X19 > T13+ T14, T3+ 0.5+ 213 > 2218, T14 > Tg+ Tg, T16+ Tg >
2211, 0.5+ 214 > 219 + T16, Tg + Tg > 227, To+ 14 > 223, 0.5+ 28 > T4+ T9, T13+ 11 >
2019, Tr4+x14 > 3+ 213, Te+ 0.9+ 23 > 229, T13+T16 > T12+T17, T17+T19 > 2218, T13+
T + 0.5 > T4 + 19, T1g+ T3 > T17 + o, Ti9 +x17 > 2218, T3+ 0.5 > 214, 29 > 0, 23 >
0, 14 >0, xg > O}, {3627 I3, T4, Te, L7, T8, Tg9, T11, T12, T13, T14, L16, L17, T18, 5519}}

und erhalten als Ausgabe eine mogliche Wahl fiir die 15 Funktionswerte, die uns dann

innerhalb unserer Zerlegung eine strikt konvexe Funktion liefern. Nach der Berechnung der
periodischen Punkte durch die Gleichung (2.5) erhalten wir die Funktion f durch

Punkt | R | B | B |BR \__%
Funktionswert f(P;) | 0 | 0,0104167 | 0,113542 | 0,305306 | 0,5 |

R | P | AR | R | P | Pi |
— —
| 0,00460612 | 0,0156738 | 0,11435 | 0,30644 | 0,50460612 | 0,0986871 |

ol P | Pw | Pw | Ps | Pe | Po |
0,113921 | 0,212489 | 0,394379 | 0,5986871 | 0,213601 | 0,270502 |

ol P | P | P [ Pu| Pm | Pw | Pu | Py
0,37379 | 0,518745 | 0,713601 | 0,5 | 0,5104167 | 0,613542 | 0,805306 | 1 |

Mit der Berechnung weiterer periodischer Punkte von f kénnen wir mit dem Programm
auch die Uberginge zur nichsten Periode auf strikte Konvexitit iiberpriifen. Dabei stellt
sich heraus, dass drei Kanteniibergéinge dies nicht erfiillen. Wir haben somit durch die ,try
and error Methode“ eine Funktion f gefunden, die im Fundamentalbereich strikt konvex
ist, aber dies nicht an allen Ubergéngen erfiillt. Dies heift aber nicht, dass es fiir unsere

benutzte Zerlegung keine Funktion gibt, die iiberall strikt konvex ist.

3.4.4. Abschlieend wollen wir mit Hilfe der in Abschnitt 3.4.3 beschriebenen Methode ein

komplizierteres Beispiel konstruieren. Wir wihlen dazu die folgende Zerlegung
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3.4. Beispiele mit 25 Punkten

An dieser Stelle ist nicht klar, ob sich iiber dieser Zerlegung iiberhaupt eine strikt konvexe
Funktion f realisieren ldft. Nun gehen wir analog zu Abschnitt 3.4.3 vor und stellen die 40
Ungleichungen auf, die die strikte Konvexitit an den inneren Kanten reprisentieren. Dieses
Mal wollen wir gleich den strikt konvexen Ubergang zur nichsten Periode mit testen und
stellen dazu noch die 8 Ungleichungen auf, die die strikte Konvexitit an den Ubergingen
(nach oben und nach rechts) darstellen. Zum Schluf normieren wir wieder durch f(P;) =

21 = 0 und erhalten damit insgesamt die folgende Befehlssequenz fiir Mathematica 6.0

FindInstance [{x7 > xo+ 6, To+ 25 > 3+ 27, X4+ T3 > T3+ X9, Ty+Tg > Tg, T+ T2 >
T7 + 11, T8+ T12 > Ty + T13, T8 + T4 > T9 + T13, Tg9 + T11 > T + T14, T12 + T16 >
T11 + Z17, Tiz + Tir > Ti2 + Tis, 13 + Tig > T4 + Tig, T11 + Ti9 > Tig + Tie, Tir >
T16+ T2, Ti7+x3 > T8+ T2, T19+ T3 > T18+Ty, T1e+Tg > T19, T16—0.25+126 > 0, 118 —
0.254+x7 > xo+x3, T18—0.25429 > T3+ 74, 19—0.25+29 > 224, T16+x6 > 0.25, T18+27 >
To+x3+0.25, x18+2T9 > x3+24+0.25, x19+29 > 224+0.75, x9+211 > X6+ X7, T3+T13 >
2xg, T3+ x13 > 23, Ti4 > Ty + Tg, Ty + 17 > 2T19, T7 + Tig > Tio + 13, L9 + T1g >
T13+T14, To+T1g > 2211, T11+22+0.5 > 216+ 2T17, T1o+ T2 +0.5 > 2217, T4 +24+0.5 >
2119, T14+1 > 219+ 216+0.5, x34+26 > T2+ T7, T7+T9 > 228, T3+0.5 > 214, 11+ 213 >
2x19, T7+x9 > 2x8, w6+ 0.5+ 213 > Lo+ T14, T11+T18 > T12+T17, T2+ T4 > 2213, Tig+
T16 + 0.5 > 2219, T16 + 18 > 217, To + T4 > 223, 18 + 0.5 > X9 + T4, To + 19 — 0.25 >
To, T7+214—0.25 > x6+x11, T17+214—0.25 > x11+216, T19—0.25+29 > 216, X9+22+0.75 >
re+ 1, xiu + 27 4+0.75 > 26 +2x11+ 1, T4+ 217 +0.75 > 211 + 216+ 1, 19+ 29+ 1.25 >
x16+ 1.5, 3 > 0}, {$27 I3, T4, Lo, L7, T8, T9, T11, T12, L13, T14, T16, L17, 18, $19}]

Als Ausgabe ergibt sich die folgende mogliche Wahl fiir die 15 Funktionswerte von f

Punkt . ”r | A | R | B \_}
Funktionswert f(P) | 0,0016276 | 0,0967773 | 0,282357 | 0,0279846 |
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

s oA | r | P | Pe | Ps |
| 0,0499247 | 0,148924 | 0,308417 | 0,109998 | 0,15225 | 0,204919 |

| Pu Py Pir Ps | Pg |
| 0,382589 | 0,257928 | 0,275181 | 0,322642 | 0,53703 |

Im Gegensatz zum vorigen Beispiel (siche Abschnitt 3.4.3) haben wir dieses Mal auch die
Ubergiinge in die niichste Periode auf strikte Konvexitit iiberpriift. Damit lassen sich in
dieser Situation direkt mit dem Programm (sieche Anhang A) die kanonischen Gewichte
schnell berechnen. Aufgrund der unschénen Ergebnisse iiberlassen wir es hier jedoch dem

Leser die Rechnungen selbst auszufiihren.

3.5. Ein Beispiel mit einer anderen Bilinearform

In diesem Abschnitt wollen wir nun ein Beispiel konstruieren, indem als Bilinearform nicht
das Standardskalarprodukt benutzt wird. Basieren soll dieses Beispiel auf der Zerlegung
V1 (siehe Abschnitt 3.3.1):

Py Pg Py
P4 P5 P6
Py 2 Ps

3.5.1. In unserem 1-dimensionalen Beispiel (siche Abschnitt 3.1) starteten wir mit £ =
C/q¢* und dem Geradenbiindel O(P), wobei P = —¢”/?. Mit der Standardbilinearform
bi(u,u') := w -« haben wir dann in 3.1.2 eine strikt konvexe Funktion f; konstruiert.
Analog sind wir in unserem 2-dimensionalen Beispiel (siehe Abschnitt 3.2) vorgegangen.
Wir starteten dort mit F x E und betrachteten pi(O(P)) ® p5(O(P)). Auch hier haben
wir mit der Standardbilinearform by(u,u’) := uy - v} + ug - v, eine strikt konvexe Funktion
fo konstruiert. Dabei haben wir ausgenutzt, dass wegen der Wahl des Geradenbiindels
bo(u,w') = by(uy, u}) + by(ug,uh) gilt. Fiir unser neues Beispiel miissen wir also, um eine

neue Bilinearform zu erhalten, das Geradenbiindel variieren.

Notation 3.5.1. In diesem Abschnitt versehen wir alle Groken, die aus dem 1- bzw. 2-
dimensionalen Beispiel stammen, mit dem Index 1 bzw. 2. Die dadurch freien Bezeichnun-

gen L, f und b benutzen wir dann fiir das Beispiel in diesem Abschnitt.
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3.5. Fin Beispiel mit einer anderen Bilinearform

3.5.2. Wir wilhlen als Geradenbiindel L := p;(O(P))®?® p5(O(P)). Dann kénnen wir, mit
Hilfe der Bilinearform by, eine zu L passende Bilinearform
b(w, u') := 2 by (ur, uy) + bi(ug, up) = 2uruy + uxt) (3.6)

konstruieren. Um nun die kanonischen Gewichte
volgz (AY) vola ((Aa)Y)
VOIRZ (Z2 N AJ‘) VOI]RZ (AA) ’

(vergleiche Abschnitt 2.8) zu bestimmen, untersuchen wir zunéchst alle von f unabhéngigen

Grofen. Anschliefsend wihlen wir in den 3.5.5 und 3.5.7 zwei strikt konvexe Funktionen f,

fir die wir die kanonischen Gewichte Ax konkret berechnen.

3.5.3. Als erstes bestimmen wir vola ((Aa)Y) und gehen dazu analog zu 3.2.4 vor. Das heift
wir identifizieren den Dualraum (Aa)* zunéichst mit einer Menge aus den reellen Zahlen und
messen dann deren Volumen. Wie bei den vorigen Beispielen (vergleiche Abschnitt 3.2.4),
ist die Identifizierung abhéngig von der Art der Kante A. In dieser Situation miissen wir,
da b nicht symmetrisch ist, drei Arten von Kanten unterscheiden, nédmlich die horizontalen,
die vertikalen und die diagonalen Kanten. Jeden dieser Fille fithren wir exemplarisch an

einer Kante A durch.

1. Die horizontale Kante: Fir diesen Fall wihlen wir als Beispiel die Kante A := P, Ps.

Dann geschieht die Identifizierung durch das folgende Diagramm:

R 4 R*
l *
Tt Y ’—>__5L’1?/ 2
¥
La La
(:Ul, 0) (27,0) — 212
Dabei gilt p*(I(z])) =l o p((2],0)) = I(z}) = z12] und damit

(Aa)* {((@1,0), (M, Ao)) & 2001 | (A1, da) € A} C L3

mit p*

= {y—=2\-y| M EZCR"
mit

= {2M | M €Z}=2ZCR
mit ¢

{20, A1) | (A1, M) € Aa} C Lo
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

Weil nun vola(A) = 1/2 (siche 2.8.17) folgt fiir alle horizontalen Kanten A

VOIA«AA)L) =2.

2. Die vertikale Kante: Fiir diesen Fall wihlen wir als Beispiel die Kante A := P, P,.
Dann geschieht die Identifizierung durch

Ly 5 R % R %Ly

0,21) = a1 = (y—=xy) = ((0,27) = x129)

und wir erhalten

(Aa)E = {0,2)), (A, Aa)) 2 @4 | (A, Ae) € Aa} C L
mit ©*
= {ymMylMeZ}CR
mit Y
= {M|M€EZ}=ZCR
mit ¢

{1, A1) [ (A, A1) € Aa} CLa
Damit gilt vola((Aa)*) =1 fiir alle vertikalen Kanten A.

3. Die diagonale Kante: Hier betrachten wir die Kante A := P, FPs und es gilt
Lyx % R % R* % Ly
(@1, 21) = o1 = (Yo oy) = ((2),2)) = 2i2))
Wir erhalten

(Aa)” (@, 2h), (A, M) 2 2050 + 24 A = 3240 | (A, A) € Aa} C L4
{83\ | M €Z}y=3ZCR

{BA, A1) | (A1, A1) € A} CLa

s e IDS

und damit vola((Aa)F) = 3 fiir alle diagonalen Kanten A.

3.5.4. Im zweiten Schritt bestimmen wir volgz(Z*NA*L) und volgz(Aa). Da die Berechnung
fiir beide Grofen unabhéngig von der zugrunde liegenden Bilinearform ist, konnen wir das
Resultat aus Abschnitt 3.2.3 {ibernehmen und erhalten

volge (Z2 N At) = volgz(Aa) =1 A horizontalen /vertikalen Kante
volg2(Z? N AL) = volg2(Ap) = V2 A diagonalen Kante.
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3.5. Fin Beispiel mit einer anderen Bilinearform

Bleibt als letztes volg: (AY) zu bestimmen. Dies wollen wir fiir zwei verschiedene Funktionen
f durchfiihren.

3.5.5. Fiir unser erstes Beispiel erinnern wir zunéchst daran, dass b(u,v') = be(u,u’) +
bi(uy,u}) (siche Abschnitt 3.5.2) gilt. Da wir in den Kapiteln 3.1 und 3.2 die Funktionen

f1 und f; iiber die jeweilige Bilinearform konstruiert hatten, setzen wir hier

fw) = fa(w) + fi(u) -
Wir miissen jetzt noch iiberpriifen, dass diese Funktion f strikt konvex auf der Zerlegung
V1 ist. Zunéchst haben wir in Abschnitt 3.1,

Punkt P, 0‘1/2‘ 1 ‘

A@) Loy |y
gewihlt und es galt fi(u+X) = fi(u)+3-A2+X-u fiir v € R und A € Z um die periodischen
Punkte zu berechnen. Weiter haben wir in Abschnitt 3.2,

Punkt P, || P, | P, P, | Py, Pr | Ps | Po,Ps | Py |
RP) |fo]o19] 05 [04] 069 1]

zusammen mit der Formel fo (u+ ) = fo(u) + 5 (A2 4+ A3) + Mug + Asus fiir uw € R? und
)\ € Z2 betrachtet. Damit ergeben sich die folgenden Werte fiir die Funktion f

Pukt P, | P | B |P| P | P | B || B | P |

f(Py | olo39f 1 |o19]06]1,19]05]0,89]1,5]

und aufgrund der Wahl der Bilinearform (siehe (3.5.2)) folgt analog zu Abschnitt 2.3

(2X2 4+ \3)

flu+A) = flu)+ 5

+ 2)\1U1 + )\QUQ (38)

fiir u € R? und A\ € Z2. Nun sind unsere Ausgangsfunktionen f; und f; strikt konvex und
damit auch die Funktion f = f; + fo. Damit erfiillt f alle nétigen Voraussetzungen und
mit dem Programm (siche Anhang A) kénnen wir volgz (A7) fiir jede Kante A bestimmen.
Wir erhalten

KanteA ‘Plpg‘P1P4‘PQPg‘P2P4‘P2P5‘P2P6‘P3P6‘P4P5‘
volgz (A7) ‘ 19/95 ‘ 39/25 ‘ 19/95 ‘ V2/25 ‘ 9/25 ‘ V2/25 ‘ 39/25 ‘ 4/95 ‘

‘ PPy ‘ PPy ‘ PsFs ‘ Ps Py ‘ PPy ‘ Ps Py ‘ PPy ‘ PPy ‘

—
‘ 39/25 ‘ V2/25 ‘ 4/25 ‘ 9/25 ‘ V2/25 ‘ 39/25 ‘ 19/55 ‘ 19/55 ‘
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

3.5.6. Aufgrund der verschiedenen Zwischenergebnisse ist es fiir die Bestimmung der ka-

nonischen Gewichte Aa zweckméfig, die Kanten in fiinf Mengen aufzuteilen. Wir setzen

K 3:{P2P47P2P67P4P87P6P8} Kziz{ﬁ,m} K31:{m7m}

K4 ::{P2P5,P5P8} K5 ::{P4P57P5P6}

und erhalten damit aus Gleichung (3.7)

AA :m\\fﬁ%\/% :m-¥ fir A € K,
Aa :m~19{2:2 :m-z—i fiir A € Ky
Aa :m~39{2:1 :m-g—g fiir A € K
Aa :m~9/125_i1 :m-% fiir A € K,
Aa —m~4/125_i2 —m-% fiir A € Ky

Zum Abschlufs dieses Beispiels wollen wir unsere Ergebnisse mit Hilfe von Proposition 2.8.10

noch {iberpriifen. Wir erhalten

/1d,u = ZAA/dt
A A

AcKy A€K5

1
m-(4-3 2923929

wie gewiinscht.

3.5.7. Als zweites Beispiel iibernehmen wir die Funktion

Punkt P,
fo(P)

P | PP | P
lo]o019 04|

aus Abschnitt 3.2. Das heiftt wir setzen f := f; und miissen die periodischen Punkte nun

mit der Gleichung (3.8) neu berechnen. Wir erhalten

60

50 T4 T 0T 50"



3.5. Fin Beispiel mit einer anderen Bilinearform

Pukt P | P | P |P| P | B | B |P| R | PR
f(Py | o loa9f 1 |o19]041,19]05 0,69]1,5]

Nun 1&#t sich mit Hilfe des Programms (siche Anhang A) schnell testen, dass die Funktion

f strikt konvex ist und wir erhalten

Kante A ‘ PP ‘ P P, ‘ P, P ‘ PP, ‘ Py Ps ‘ P, P ‘ P3P ‘ PyPs ‘
volgz (A7) ‘ 19/95 ‘ 19/55 ‘ 19/95 ‘ V2/25 ‘ 29/95 ‘ V2/25 ‘ 19/55 ‘ 4/a5 ‘

PP | PR | BR | B | B | BR | PR | BR |
‘ 19/55 ‘ V2/25 ‘ 4/25 ‘ 29/25 ‘ V2/25 ‘ 19/55 ‘ 19/55 ‘ 19/55 ‘

—

3.5.8. Da alle anderen Zwischenergebnisse unabhéingig von f sind, kénnen wir sie aus den
Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 iibernehmen. Insgesamt ergeben sich damit die kanonischen
Mafse

A :m-\/\/z/%)\'/% :m-%§ fiir A € K,
Aa :m-wff’iz :m-§ fiir A € Ky
Aa :m_19{2:1 :m-% fiir A € K
Aa :m_29{2:1 :m-% fir A € K,
Aa :m-4/125f'12 :m-% fiir A € K

wobei K; (i = 1,...,5) wie in Abschnitt 3.5.6 definiert sind. Zum Abschluf {iberpriifen wir

wieder unser Ergebnis und erhalten

/um = Z)\A/dt
A A

V2 V2 38 1 19 1
DS SN DL D
A€EK; A€eKo A€eKs
29 1 8§ 1
T meggt ) moggs
AEKy A€K5
3 19 19 29 4
= 4. 2 r9. 224922 49 22 L 2
m< T BT 25)
= 4m
(2.14)
=" deg,(X)

wie gewiinscht.
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

3.6. Zusammenhang zwischen den kanonischen und

den tropischen Gewichten

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Zusammenhang zwischen dem kanonischen Gewicht Aa
und dem tropischen Gewicht ca einer Kante A € S(2") zu untersuchen. Dazu fiihren
wir zunéchst die tropischen Gewichte ca ein und untersuchen detailliert ihre Berechnung.
Anschliefsend gehen wir auf den genauen Zusammenhang zu unseren kanonischen Gewichten
Aa ein, womit wir Satz 1.2 beweisen. Zum Abschlufl werden wir das Ergebnis durch zwei

Beispiele mit Zahlen fiillen.

3.6.1. Fiir diesen Abschnitt ist unsere Ausgangssituation das Quadrat E x E einer Tate-
Kurve E und wir benutzen die Bezeichnungen und Ergebnisse aus Kapitel 2. Weiter wéihlen

wir die Zerlegung V'1 mit den folgenden Bezeichnungen

P,y P

P o

fest und wir bezeichnen fiir ¢ = 1,2,4,5 mit Y; die irreduzible Komponente der speziellen
Faser, die zu P; gehort (siche Abschnitt 2.4.7). Nach Abschnitt 2.5 liefert uns nun jede auf
der Zerlegung V'1 strikt konvexe und stiickweis affine Funktion f ein amples Modell .Z
fiir das Geradenbiindel L auf £ x E. Durch Ubergang zu einer Potenz Z®™ wird dieses
Modell sehr ampel (siehe Proposition 2.5.5). Damit erhalten wir eine Kurve X C E x E mit
projektivem, strikt semistabilem Modell 2" als generischen Hyperebenenschnitt von Z®™
(sieche Abschnitt 2.6). Mit Abschnitt 2.7 ist die tropische Varietdt Trop(X) der Kurve
X das 1-Skelett der Zerlegung V1. Zur Vereinfachung der Notation wihlen wir ab jetzt
die Kante zwischen P, und P, fest und bezeichnen sie mit A. Weiter bezeichnen wir die
Steigungsvektoren der maximalen Standardsimplexe von V1, die gleichzeitig die Steigungen

der affinen Teile von f sind, wie folgt:
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3.6. Zusammenhang zwischen den kanonischen und den tropischen Gewichten

Py Py
A
mg my
my Mg
P Y
mo ms
ms my

Nach Definition 2.8.12(a) gilt zunéchst star,(P;) := {Q € S(Z") | up C Q,dim(Q) = n},
wobei ug eine beliebige Ecke von ¢ und n = 2 ist. Wir wihlen jetzt ug = P, fest. Dann

erhalten wir nach Lemma 2.8.13
{P} = {w e R"|u € Q € Star,(Py)=w(u — Py) < mq(u— Py)}.
und damit das zu o beziiglich f duale Polytops o/ durch
A ={P} N (mr + Al) ,

wobei hier T € star, (A) beliebig ist. Da in diesem Abschnitt das A aus Definition 2.8.12
bzw. Lemma 2.8.13 schon als Kante P,P, vergeben ist, wahlen wir hier stattdessen Y.

Damit ergeben sich jetzt die folgenden Zuordnungen

hier in Definition 2.8.12 bzw. Lemma 2.8.13
2

A Kante P2P4

P, Ecke von A

U

S

f

T c {Tplp2P3,Tp2p4p5}, WObei Tp1P2p4 =

Dreieck gebildet aus Py, P, Py

A € Star, (o)

beliebiges Dreieck in der Zerlegung V'1 Q
my = my oder my = mg ma
mq € {my,...,mg} ma

Damit erhalten wir in unser Situation nun

A = {weR|(w,.) < (my,.) auf Q; — Py firi =1,...,8} N (m1 + AF) |, (3.9)

wobei €; fiir ¢ = 1,...8 das zum Steigungsvektor m; gehtérende Dreieck der Simplexzerle-
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

gung V1 ist. Fiir alle anderen Kanten der Zerlegung V1 gilt dann ein analoges Resultat.

3.6.2. Andererseits konnen wir analog zu [Kat09, Definition 6.10] fiir jede Kante A € S(Z")
das tropisches Gewicht ca definieren, wobei ca die Gleichgewichtsbedingung der tropischen
Geometrie (siehe [Kat09, Theorem 8.14|) in jedem Punkt P; fiir ¢ = 1,...,4 erfiillt. Dann
gilt nach [Kat09, Proposition 9.4]

ca = deg(Z .5V (A)) Schnittprodukt in B
deg((H.pnB).5V(A)) 1. Schnittprodukt in PV, 2. in B
deg(div(s).pnV(A))  Schnittprodukt in PV

degy (V(A)) .

V(A)CB

e

Dabei ist V(A) eine irreduzible Komponente der Kurve Y NY; und H die Hyperebene
in PV, die zur Konstruktion von X benutzt wurde (siehe Abschnitt 2.6). Nun ist V(A)
aber eine torische Varietéit (siche |[Gub07a, Proposition 4.4]) und nach [Ful93, section 5.3,
Corollay S.112] gilt degp(V(A)) = dim(V(A))! - volputon(Pa). Dabei ist Pa das zu A
gehorende Fulton-Polytop beziiglich der Funktion m - f auf der Simplexzerlegung V1. (Fiir
die Definition von P siehe Abschnitt 3.6.3). Da in unserem Fall dim(V(A)) = 1 und
D = H ¢gilt, folgt

ca = Volputon(Pa) - (3.10)
Wir miissen also, um die tropischen Gewichte ca zu berechnen, das Fulton-Polytop Pa

bestimmen und sein Volumen mit der in [Ful93| vorgegebenen Normierung bestimmen.

3.6.3. Kommen wir nun zum Fulton-Polytop Pa. Dieses ist in [Ful93, p. 111] wie folgt
definiert
P,:=Pn (0" +u(o)) ,
wobei jetzt die folgende Zuordnung gilt:
hier in [Ful93, p. 111]

—m - my oder —m -mg | u(o)
Kante A o

Dabei weisen wir hier besonders darauf hin, dass s ein globaler Schnitt des sehr amplen
Geradenbiindels .£®™ war (siehe Abschnitt 2.6). Damit betrachten wir die Funktion m - f
und nicht f. Weiter gilt nach [Ful93, p. 110] P = Pp, wobei

Pp = {u € R*|{(u,.) > (u(0),.) Vo € Stars(Ps) — P, }

nach [Ful93, p. 66, 68] und die folgenden Zuordnungen gelten:

64



3.6. Zusammenhang zwischen den kanonischen und den tropischen Gewichten

hier in [Ful93, p. 66, 68, 110]
Dreieck €2 € Stary(F2) o

—m - mg, wobei mq der Steigungsvektor von f|q ist. | u(o)

Damit erhalten wir nun
Pa = {u € R*{u,.) > (—m-mq,.) ¥ Q € Stary(P)} N (At —m -my) . (3.11)

3.6.4. Unser Ziel ist es die tropischen Male can mit den kanonischen Gewichten Aa zu

vergleichen. Dazu stellen wir zunéchst einen einfachen Zusammenhang zwischen P, und
A’ her. Weil nach Gleichung (3.9)

A = {weR|(w,.) < (my,.) auf Q; — P, fiir i = 1,...,8} N (my + AF)
= {weR(w,.) < (mq,.) VQ— P, € Stary(P,) — Py} N (myq + A™)

und nach Gleichung (3.11)

Py = {ueR*(u,.) > (—m-mq,.) VQ— P € Stary(P) — B} N (A —m - my)
= — ({veR*{u,.) < (m-mq,.) ¥V Q= P, € Stary(P) — P} N (m-my + AY))

folgt sofort
—PA =1m:- Af .

Hierbei ist nicht das mengentheoretische Minus gemeint, sondern Q2 € Stars(Py) — Py, = Q-+
P, € Stary(P,). Weil nach [Ful93, section 5.3| volpuion(.) so normiert ist, dass das Volumen
des Fundamentalbereichs des Gitters A+ N Z2 gleich 1 ist, folgt zusammen mit Gleichung
(3.10) dann

ca = Volpuion (Pa)
volgz (m - AY)
volgz (Fundamentalbereich von A+ N Z2)
dim(Af) V01R2(Af )
volgz (AL N Z2)
volgz (A)
- volgz (AL NZ2)

Andererseits wissen wir aus Abschnitt 2.8, Gleichung (2.10), dass fiir die kanonischen Ge-

wichte
VOIRQ (Af) VOIA((AA)L)

" volg2 (Z2 N AL) volga (Aa)

)\A:m
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

gilt. Wir erhalten also als Zusammenhang zwischen den kanonischen und den tropischen

Gewichten .
) VOIA((AA) )

ol ] (3.12)

)\A:CA

3.6.5. Wir wollen nun das Ergebnis aus Gleichung (3.12) mit Zahlen fiillen. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass bei allen von uns betrachteten Simplexzerlegungen, volgz(Ax) =
1 = volge(Z* N A™*) fiir die horizontalen /vertikalen und volg2 (Ap) = v/2 = volge (Z> N AL)
fiir die diagonalen Kanten gilt. Bei den Beispielen, bei denen die benutzte Bilinearform
b das Standardskalarprodukt auf R? ist (siche Abschnitte 3.1 bis 3.4), haben wir weiter
vola((Aa)¥) = 1 fiir die horizontalen /vertikalen und vola((Aa)*) = 2 fiir die diagonalen
Kanten. Es gilt also

Aa = ca

fiir die horizontalen /vertikalen und
AA = \/§ * CA

fiir die diagonalen Kanten. Somit gibt es bei diesen Beispielen keinen globalen Faktor, der
das tropische Gewicht ca in das kanonisches Gewicht Ax umrechnet. So einen Faktor gibt es
hier nur lokal fiir jede Kante, da die ,Lage* der Kante entscheidend in den Faktor eingeht.
Nun koénnte es sich hierbei nur um ein Normierungsproblem handeln, was fiir diese Beispiele

auch der Fall ist. Denn wir wissen, nach Abschnitt 2.8, Gleichung (2.8), dass
2
p=D_ Aady”
A

gilt. Hierbei wird das Maf relativ zum R? gebildet, was wir mit dem Exponenten (R?)
andeuten wollen. Das heikt also, dass im R? die Kante von (0, 0) nach (1/2,1/2) die Linge v2/2
hat. Nun ist aber eine in der Kombinatorik sehr oft benutzte Normierung so gewéhlt, dass
die Kante von (0,0) nach (1/2,1/2) die Lange 1/2 hat. Dieses wollen wir hier nun entsprechend

mit 5% bezeichnen. Wir kénnen somit aus
2 111 m!
3 A 3 g
A A

herleiten, dass

Alkemb) — x5 (3.13)
fiir die horizontalen /vertikalen und
om 2
Akomb) _ g Aa (3.14)
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3.6. Zusammenhang zwischen den kanonischen und den tropischen Gewichten

fiir die diagonalen Kanten gilt. Damit erhalten wir also fiir alle Beispiele, bei denen die
benutzte Bilinearform b das Standardskalarprodukt auf R? ist, dass die kanonischen und

die tropischen Gewichte identisch sind. Das heift es gilt

A (Akomb) —ca

fiir alle Kanten der Simplexzerlegung.

3.6.6. Bleibt die Frage, ob es sich in allen Féllen nur um ein Normierungsproblem handelt.
Um nun ein Beispiel zu erhalten, bei dem dies nicht so ist, liegt es also nahe ein Beispiel zu
konstruieren, bei dem vola ((Aa)F) fiir horizontale und vertikale Kanten einen unterschied-
lichen Wert annimmt. Dies lauft aber darauf hinaus, ein Beispiel zu konstruieren, bei dem
eine Bilinearform b benutzt wird, die nicht das Standardskalarprodukt ist. Dieses haben wir
in 3.5 getan und dort in Abschnitt 3.5.5 fiir die erste der beiden betrachteten Funktionen

die folgenden Ergebnisse erhalten.

Kante A P1P2 P1P4 P2P3 P2P4 P2P5 P2P6 P3P6 P4P5
vol(AY) 19/95 | 39/25 | 19/25 | V2/25 | 925 | V2/25 | 3925 | 4/25
vola ((Aa)) 2 1 2 3 1 3 1 2

—
volg2 (Z2 N AY) 1 1 1 V2 1 V2 1 1
volg2 (An) 1 1 1 V2 1 V2 1 1
m~t A 38/25 | 39/25 | 38/a5 | 3V2/50 | 925 | 3V2[50 | 39/25 | 8/25

PP | Pl | BP, | BB | Bl | BB, | PoDs | Pl
39/25 | V2/a5 | 425 | 925 | V2/25 | 3925 | 19/25 | 19/25
1 3 2 1 3 1 2 2
1| V2 | 1 1| V2 | 1 1 1
1 V2 |1 1 V2 |1 1 1

39/25 | 3V2/50 | 8/25 | 925 | 3V2/50 | 39/25 | 38/a5 | 3825

Damit ergeben sich fiir den Zusammenhang zwischen den kanonischen Gewichten Ax und

den tropischen Gewichten ca die folgenden drei Félle:

Aa =2-ca fiir alle horizontalen, (3.15)

Aa =ca fiir alle vertikalen und (3.16)
3V2

Aa = %— - ca fiir alle diagonalen Kanten. (3.17)
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3. Explizite Beispiele kanonischer Mafe

Somit existiert auch bei diesem Beispiel kein globaler Faktor, der das tropische Gewicht
ca in das kanonische Gewicht Ax umrechnet. So einen Faktor gibt es wieder nur lokal fiir
jede Kante, da die ,Lage* der Kante entscheidend in den Faktor eingeht. Da nun aber der
in 3.6.5 hergeleitete Zusammenhang zwischen dem kanonischen Gewicht beziiglich unserer
Normierung und dem beziiglich der kombinatorischen Normierung unabhéngig von der

gewihlten Bilinearform ist, ergibt sich hier

)\(Akomb) 315 AA (3.15) 2-cpa fiir alle horizontalen,
)\(Akomb) 3.18) AA (3.18) CA fiir alle vertikalen und

m ) 2 17 3 5 .
)\(Ako b) (.14 g “AA (3.17) 3 ¢a fiir alle diagonalen Kanten.

Damit kann es sich dieses Mal nicht nur um ein Normierungsproblem handeln.

Fazit 3.6.7. Wir haben also gezeigt, dass unsere kanonischen Gewichte Ap nicht bis auf
Normierung identisch sind mit den tropischen Gewichten ca. Die kanonischen Gewichte Aa
bilden also eine neue Invariante. Dies beweist Satz 1.2 und beantwortet eine von Bernd

Sturmfels aufgeworfene Frage.
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4. Arithmetisches Schnittprodukt fir

arithmetische Flachen

4.1. Ausgangslage

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Zahlkérper K mit dem Ring der ganzen Zahlen
Ok.

Definition 4.1.1. Eine arithmetische Varietit 2 ist
e cin projektives flaches Schema iiber Ok,
e reguldr und
e ihre generische Faser X := 2" ®p, K ist geometrisch irreduzibel.

Eine arithmetische Fliche 2 iiber Ok ist eine arithmetische Varietédt, bei der zusitzlich
noch dim(X) = 1 gilt.

Definition 4.1.2. Ab jetzt sei 2 eine arithmetische Fliche und wir betrachten ein Ge-
radenbiindel L auf X. Nun nehmen wir an, dass es einen invertierbaren Oy, —Modul .
auf 2" gibt, so dass .Z|x die Schnittgarbe von L ist (siche [Hat77, Ubung II.5.18]). Dann
induziert .Z fiir jedes v € M, v { 0o eine Metrik ||.||#, auf L. Diese Metrik haben wir
in 2.8.1 als Modellmetrik auf L bezeichnet. Dabei erhalten wir die Metrik wie folgt. Wir
wahlen z € X und es sei z, die Reduktion von x modulo dem Primideal p, zu v. Das
heikt =, € 2, := 2 ®o, (Ok/p,) = spezielle Faser von 2" iiber p,. Wir haben damit die

folgende Situation
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4. Arithmetisches Schnittprodukt fiir arithmetische Flachen

Weiter wihlen wir eine Trivialisierung von £ in z,, das heift eine offene Umgebung %
von z, mit Z|4 = Oy . Dann entspricht ein Schnitt s € T'(%, %) einer reguliren Funktion
v € Og (%) und wir definieren durch

ls(@)llz0 = (@)l (4.1)

eine Metrik auf L. Nach [Gub98, Abschnitt 7] ist die Metrik stetig und die Definition
unabhéngig von %7 und der Wahl der Trivialisierung.

4.1.3. Unser Ziel ist es nun ein nicht-archimedisches Analogon der Poincaré-Lelong Glei-

chung zu finden. Dazu erinnern wir an die komplexe Poincaré-Lelong Gleichung
dd‘g = c1(L, ||.]]) — 0p - (4.2)

Hierbei ist g ein Greenscher Strom, ¢i(L,||.||) die erste Chernform von (L,|.||) und dp
der Diracstrom. Fiir die genauen Definitionen und die Details siehe [GH78, Kapitel 1.1,
Abschnitt 3 und Kapitel 3.2, Abschnitt 1|. In der nicht-archimedischen Situation spielt
fiir einen meromorphen Schnitt s von L die Funktion g = gp := —log||s||#. die Rolle
eines Greenschen Stroms fiir den Divisor D := div(s) auf X. Weiter ist die erste Chern-
form aus |Cham06| bekannt (siehe néchsten Absatz). Wir brauchen nun noch einen neuen

Differentialoperator, der den Operator dd° ersetzt.

4.1.4. Ab jetzt wihlen wir v € Mg, v { oo fest und setzen ||.| := ||.|| o bzw. |.| :==|.|,.
Bei uns findet die Analysis auf dem Skelett S(2,,) statt. Wir erinnern zuerst an die nétigen
Grundlagen. Das Skelett S(.2,) ist eine kompakte Teilmenge des Berkovichraums X" und
es gibt eine stetige Retraktionsabbildung val : X2 — S(Z,) (siche [Ber04, §4 und §5]).
Weiter ist das Skelett S(%,) gleich dem Reduktionsgraphen von 2, und durch Verfeinerung
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass es weder Schlaufen noch Doppelkanten in S(Z,)

enthilt. Falls dies der Fall wire, gehen wir zu einer Verfeinerung iiber, bei der wir in
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4.1. Ausgangslage

einem Doppelpunkt aufblasen und wieder die vorigen Bezeichnungen benutzen. Anschaulich
bedeutet dies fiir eine Schlaufe (linkes Bild) bzw. fiir eine Doppelkante (rechtes Bild)

Aufblasen
V/
Aufblasen —#»= = Q -~
Loy S(Zy
(%4) Z, S(Z)
) 4
\ !
e S(Zy) P S(2)

Wir haben also nach eventueller Verfeinerung beispielsweise die folgende 1:1 Zuordnung
zwischen den irreduziblen Komponenten Y von 2, und den Ecken uy € X3 des Skelettes

S(Z0):

4.1.5. Nach Chambert-Loir (siehe [ChamO06]) ist ¢;(L, ||.||) ein Maf auf dem Berkovichraum
X5, Sei (y der generische Punkt der irreduziblen Komponente Y von Z,. Dann gibt es
genau einen Punkt uy von X" mit Reduktion ¢y modulo p, (siche [Ber90, Proposition
2.4.4]) und es gilt mit Proposition 2.8.6(d)

(Lol =) deg e (Y)duy - (4.3)
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4. Arithmetisches Schnittprodukt fiir arithmetische Flachen

Dabei lauft Y iiber alle irreduziblen Komponenten von 2, und 4, ist das Dirac Mak auf

uy

X3 in uy. Damit gilt, mit 4.1.4, bei uns
c1(L, ||.||) = gewichtete Summe der Diracs in den Ecken von S(Z,) ,

wobei das Gewicht in einer Ecke uy, die zu der irreduziblen Komponente Y von 2, gehort,
gleich deg ,(Y") ist (sieche Gleichung (4.3)).

4.1.6. Bleibt als letztes noch ein Analogon fiir den dd°-Operator zu finden. Als ersten
Versuch nehmen wir den Laplace-Operator aus [BR07, Chapter 1.2|, der dort wie folgt
definiert ist.

Definition 4.1.7. Ein metrisierter Graph I' ist ein kompakter, zusammenhéngender me-
trischer Raum mit der folgenden Eigenschaft. Fiir alle p € I" existiert ein Radius r, > 0
so, dass der Punkt p eine Umgebung V,(r,) hat, die fiir ein n, € N isometrisch ist zu
der mit der Wegmetrik versehenden sternférmigen Menge {z € C | z = te*™/™ fiir
0 <t <r,und k € Z}. Weiter definieren wir den Zhang-Raum Zh(T") := {f : T=C |
f stetig, stiickweise C? und f”(z) € L*(T')} (nach [Zha93, section 2|). Dabei sagen wir f
ist stiickweise C?, wenn es eine endliche Menge von Punkten X; C T gibt so, dass '\ X
eine endliche Vereinigung von offenen Intervallen und die Einschrdnkung von f auf diese
Intervalle C? ist. Mit diesen Vorarbeiten definieren wir fiir f € Zh(T") den Laplace-Operator
A(f) von f als das komplexe Borel-Maf auf I', das gegeben ist durch

A(f)= =f'(z)dz = > | Y dsf(p) 5. (4.4)

stetiger Mafteil pEXy \U€Vec(p) gerichtete Ableitung

J/

~
Steigungsteil

N J/

TV
diskreter Mafteil

Dabei ist Vec(p) die Menge der von p ausgehenden formalen Einheitsvektoren und wir

setzen fiir v = p+tv e '\ Xy dann f"(z) = %f(p+t27).

4.1.8. Diese Definition laft sich jetzt direkt auf unsere Situation iibertragen. Bei uns ist der
metrisierte Graph das Skelett, das alle in der Definition geforderten Eigenschaften erfiillt.
Das heifst es gilt I' = S(2,) und wir werden in den niichsten Abschnitten sehen, dass wir

das folgende nicht-archimedisches Analogon der Poincaré-Lelong Gleichung

o &, 9= Cl(L7 HH) _5val(D) (45)
nach (4.4) nach (4.3)

erhalten. Dies wird dann auch den Satz 1.3 beweisen.
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4.2. Die Poincaré-Lelong Gleichung fiir L = Ox

Bemerkung 4.1.9. In [BR10| wird fiir den Fall X = P! der Laplace Operator auf X"
definiert. Fiir den allgemeinen Fall siche [Thu05].

4.2. Die Poincaré-Lelong Gleichung fiir L = Ox

4.2.1. Unser Ziel ist es nun, die Poincaré-Lelong Gleichung fiir L = Ox und s = 1 mit
der Definition des Laplace-Operators (siehe 4.1.7) zu iiberpriifen. Der Fall ¥ = Q4 wére
zu trivial, da dann gp = ci(L, ||.||) = dvapy = 0 gilt. Wir haben hier also die folgende

Situation:

1(0) Py
A

[
L =0x

Z=0(D)

wobei D =", myY ein vertikaler Divisor ist. Insbesondere spielen nur die Komponenten
von D, die iiber p, liegen, eine Rolle fiir den Reduktionsgraphen beziiglich p,. Das heifst
wir konnen alles andere ausblenden und aufgrund der Linearitidt o0.B.d.A. annehmen, dass
£ = O(V) fiir eine irreduzible Komponente V' von %, ist.

4.2.2. Wir setzen zunéachst
fi=—log|1]|

und fordern, dass das Modell 2" strikt semistabil ist. Da sich letzteres nach einer endlichen
Korpererweiterung von K immer erreichen laft (siche [BLRI0, Theorem 9.2.7]), arbeiten
wir zur Vereinfachung der Notation weiter iiber K. Wie man in |Gub07a] und |[Gubl0|
sehen kann, kénnen wir analytisch aber auch iiber Cx arbeiten. Hier ergibt sich jetzt in
Z, lokal die folgende Situation
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4. Arithmetisches Schnittprodukt fiir arithmetische Flachen
Y,
s

py = (p) im Bewertungsring R, = {a € K| |a|, <1}

und wir erhalten v9y; = p, wobei p der uniforme Parameter ist. Damit hat die dem Dop-
pelpunkt entsprechende Kante im Skelett S(.2,) die Linge v(p) und wir konnen f auf dem
Skelett interpretieren. Wir haben also, wobei 7 die Reduktion auf die spezielle Faser ist,

die Situation

% Uy
offener Kreis= 7(y,) /
ad Yo
bzgl. der
p-adischen T e 1z
Metrik K
'S
o Y
offener Kreisring= 77"(z,) S(Zy)
X o

X

und setzen g(uy) := f(y) fiir irgendein y € 7 '(y,), wobei y, € Y kein Doppelpunkt sein
darf. Wir erhalten also f = g o val. Dies ist unabhéngig von der Wahl von g, und y, da
nach der Multiplizitdtenformel (siehe [Gu03, Proposition 7.4])

my = f(y) = —log [|[1(y)llov)

gilt. Nun ist g stetig und auf den Kanten des Skelettes S(.Z,,) affin. Um letzteres einzusehen,
wihlen wir eine Kante ¢ € S(Z,) fest. Dann entspricht o einem Doppelpunkt x, der
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4.2. Die Poincaré-Lelong Gleichung fiir L = Ox

speziellen Faser 2, und wir wéhlen eine Trivialisierung von . in x,. Lokal ergibt sich die
folgende Situation

val

|
/ \ offene Umgebung %
f /
T
T
—>.
o
offener Kreisring\w\l(xv) \
\ /

l

X %v S(%ﬂ)
Z

wobei der offene Kreisring 7 *(z,) gegeben ist durch {¢ € C} | |p| < [¢] < 1}. Aufgrund
der Wahl der Trivialisierung entspricht der 1-Schnitt einer reguldren Funktion v € Qg (%),

die auf der generischen Faser invertierbar ist, und wir erhalten (vergleiche (4.1))

f=—log|l1(y)

7 =—1log [v(y)l

fiir alle y € U mit y, € %,, wobei U die generische Faser von % ist. Da die Trivialisierung
im Doppelpunkt z, gewihlt wurde, 18t sich  auf 7—!(z,) als Laurentreihe darstellen. Weil
v in 771(z,) keine Nullstelle hat, folgt mit Lemma [BGR84, 9.7.1/1], dass die Laurentreihe

von 7 auf 771(z,) einen dominanten Term hat. Also gilt

W)l = lany" |, (4.6)

fiir einen Summanden aus der Laurentdarstellung von . Nun gilt

val

wobei die Existenz von g aus (4.6) folgt, da g nur abhingig ist von |y|. Wir erhalten
g(u) =n-u+v(a,) und damit ist ¢ affin.
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4. Arithmetisches Schnittprodukt fiir arithmetische Flachen
4.2.3. Damit haben wir gezeigt, dass g auf S(Z,) durch die Funktionswerte

1 Y=V

0 sonst

g(uy) = dyy = {

in den Eckpunkten uy von S(Z,) eindeutig bestimmt ist. Hierbei lduft Y iiber alle ir-

reduziblen Komponenten von Z,. Es ergibt sich dann exemplarisch das folgende Bild zu

g:

wobei die Kanten alle Linge v(p) haben und der Funktionswert fiir ¢ in jeder Ecke von
S(Z,) angegeben ist.

4.2.4. Als letzte Vorbereitung, bevor wir die Poincaré-Lelong Gleichung iiberpriifen, wollen
wir uns noch die Schnittzahl von V' mit einer beliebigen irreduziblen Komponente Y von
Z, ansehen. Zunichst gilt degy(y)(Y) = V.Y fiir alle irreduziblen Komponenten Y von
Z,. Weiter gilt V.Y = 1, falls Y benachbart ist zu V. Dieses erhalten wir nach 4.1.4, weil
wir 0.B.d.A. annehmen diirfen, dass es keine Doppelkanten in S(%Z,) gibt. Des Weiteren
gilt V.Y =0, falls Y und V sich nicht schneiden. Bleibt also noch V.V zu untersuchen. Da
wir p als Funktion auf .2~ ansehen kénnen, erhalten wir den Divisor div(p) = >, Y und

damit

VvV = (V —div(p).V (da p rationale Funktion)
= (V—ZY).V:—ZY.V
Y YAV

= - Z Y.V = — Anzahl der zu V benachbarten Kanten
Y benachbart zu V. =1

=: — Valenz(uy)
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4.2. Die Poincaré-Lelong Gleichung fiir L = Ox

Zusammenfassend haben wir also

VY = 1 firY #V, Y benachbart zu V
VY = 0 firY #V, Y nicht benachbart zu V'
V.V = —Valenz(uy)

4.2.5. Kommen wir nun zum Uberpriifen der nicht-archimedischen Poincaré-Lelong Glei-
chung (siehe (4.5)):

(4.5) ’
Ag = —g"dx — Z Z dzg(p) | 6,

= 0 weil g stiickweise linear ~ PES(Zv) \U€Vec(p)
= — dyg(uy) | 6u
Y
Y veVec(uy)

wobei eine Ecke uy im Skelett S(Z,) einer irreduziblen Komponente Y in 2, entspricht.
Es folgt

Ag = —| D dagluy) | buy — > > dsgluy) | buy

veVec(uy) Y benachbart zu V' \ ¢€Vec(uy)

da in der inneren Summe nur uy und die zu uy benachbarten Ecken uy des Skelettes einen

Beitrag ungleich Null liefern. Wir erhalten

Ag = - Z <_1) 5uv - Z l- 5UY

v€eVec(uy) Y benachbart zu V'
>

~
= #benachbart = Valenz(uy")

da im zweiten Summanden fiir die innere Summe nur der von uy zu wy zeigende Vektor
einen Beitrag ungleich Null liefert, der nach Konstruktion von g immer dzg(uy ) = 1 liefert.
Also gilt

Ag = Valenz(uy) - 6y, — Z Ouy = —V.V - 0y, — Z Y.V -6y,
Y benachbart zu V' Y#V
Y Y
(4.3)
= — (L, 1D

Weil in dieser Situation D = div(1) = 0 auf X und damit auch auf S(Z,) gilt, folgt
—Ag = (L |[]l) = bo -
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4. Arithmetisches Schnittprodukt fiir arithmetische Flachen

4.2.6. Damit lautet die nicht-archimedische Version der Poincaré-Lelong Gleichung in die-

ser Situation nun:

—Ag = (L, []])

4.3. Allgemeiner Fall

4.3.1. Sei nun X eine Kurve iiber K mit strikt semistabilem Modell 2 iiber dem Bewer-
tungsring. Weiter sei L = O(D) ein Geradenbiindel auf X mit Modell & = 0(2) auf 2 .
Dabei ist D beziehungsweise 2 der zum Geradenbiindel L beziehungsweise £ gehoérende
Divisor. Weiter gehort zum Divisor & ein Schnitt s von .Z mit ¥ = div(s) und wir setzen

g := —log ||s||. Unser Ziel ist es die Poincaré-Lelong Gleichung
—A (= log|lsl)) = Allog [Is]l) = e1 (L, [|-ll.2) = dvar(n)
auf S(Z,) zu zeigen.

4.3.2. Sei nun D der horizontale Teil des Divisors 2, das heift der Abschluf von D, und
V der vertikale Teil. Es gilt also 2 = D + V und wir erhalten

A(logllsll) = A(loglsllz) = A (log||sllo(z) = A (10?; HSH,ﬁ@M(\/))
= & (10g]Isll o) + Log lsllov))
= A (10]Isll o) ) + A (l0g sl o0v)
Fiir den zweiten Summanden gilt nun nach 4.2
A (log [sllovy) = 1 (G(V), I lowy)

da O(V) ein Geradenbiindel mit generischer Faser gleich Oy ist. Wir werden spéter in

diesem Abschnitt zeigen, dass fiir den ersten Summanden

A (1ogllsllom,) = e1 (D). loqp)) = o

gilt. Damit erhalten wir dann

Aoglsl) = e (6D) o) = daimy + e (O o))

= a|0D)ooWV), lllsmllow) | = dwapy = e (Z, 1) = dvari)
—_—
=7 =l
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4.3. Allgemeiner Fall

wie gewiinscht. Sei also von nun an & ein rein horizontaler Divisor und wir nehmen aufgrund
der Linearitéit 0.B.d.A. an, dass 2 = P fiir ein P € X(C}). Es gilt also . = O(P) und
damit div(s) = D = P. Unser Ziel ist —log ||s|| auf dem Skelett S(Z") zu bestimmen.

4.3.3. Sei im ersten Fall 7(P) ein glatter Punkt und x, ein beliebiger Doppelpunkt in Z2,.
Dann koénnen wir 7~ (z,) mit dem Kreisring {¢ € Cx | |p| < |¢| < 1} identifizieren, wobei
p von der Gleichung x-y = p des Doppelpunktes kommt. Damit erhalten wir durch — log |(|
eine Parametrisierung auf dem Intervall [0, v(p)]. Weiter wihlen wir eine Umgebung % von

x, mit P &€ 7/, das heifst wir haben die folgende Situation

\ offene Umgebung %

offener Kreisringe 71 (z,)

Damit hat s

v € D% ,Z) keine Nullstellen und wir erhalten eine Trivialisierung von %

4

bei der s|4 der reguldren Funktion v = 1 entspricht. Es folgt

—log|ls(y)[| = —log |y(y)l = 0

fiir y € U mit Reduktion in %,. Insbesondere gilt dann — log ||s(y)|| = 0 fir alley € 7 *(z,),

was der untersuchten Skelettkante entspricht.

4.3.4. Im zweiten Fall sei nun 7(P) ein Doppelpunkt und z, irgendein Doppelpunkt in
Z,. Fir den Fall, dass z, # m(P), haben wir um x, lokal die gleiche Situation wie in 4.3.3
und wir erhalten wieder —log ||s(y)|| = 0 auf der zu z, gehérenden Skelettkante. Sei also

nun z, = 7(P). Das heiftt wir haben lokal die folgende Situation
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4. Arithmetisches Schnittprodukt fiir arithmetische Flachen

Y3

Y, ,
Yl Yl
N x, = 7(P) T1v
m
Nogmalisierung T2v

Nun gehen wir analog zu 4.2.2 vor und wenden das Lemma [BGR84, 9.7.1/1] jeweils auf die
beiden Kreisringe K; := {( € Cy | |p| < || < |P|} und Ky :={( € C; | |P| < |[¢| < 1} an.

Damit besteht — log||s|| auf der zu 7(P) gehorenden Skelettkante aus zwei affinen Teilen.

Weiter ist — log || s|| nach obigem und nach 4.3.3 auf allen anderen Skelettkanten und in allen
Ecken des Skelettes identisch 0. Wir miissen also noch — log ||s|| auf der zu w(P) gehtrenden
Skelettkante bestimmen. Wir wihlen dazu eine Trivialisierung % von .Z in 7(P) = x,.
Dann entspricht s|4 einer reguliren Funktion v € Oy (%) und durch Verkniipfung mit
obiger Normalisierung ist 7[y; auch eine regulire Funktion in einer Umgebung von w;,.
Dann gilt nach [BL85, Lemma 2.4], dass [7(Q)] = |¢|”*"™ fiir ¢ € K, nahe bei 1
und |y(¢)| = |C|_Ord””2’”(7|y2') fiir ¢ € K; nahe bei |p|. Damit ergibt sich, nach eventueller

Umnummerierung der Koordinaten, die folgende Situation

—log |[s]

Steigung = Ordxl,v (’Y|Y1’)// \ Steigung = — Ordiz,u (W'Yz’)
JY/ | \#

t !
0 —logl¢(P)] 1

4.3.5. Nachdem wir alle Falle fiir 7(P) bearbeitet haben, wollen wir uns nun der ersten
Chernform und anschlieftend der Poincaré-Lelong Gleichung zuwenden. Zur Erinnerung, es
gilt
(L) = 3 deg (V) - by
1%

Im ersten Fall, das heift fiir 7(P) glatt, erhalten wir direkt

1 fallsn(P)eY

deg (V) = { 0 falls 7(P) €Y
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4.3. Allgemeiner Fall

und damit gilt ¢1(L, ||.||) = 0., fiir die irreduzible Komponente Y von 2, die 7(P) enthélt.
Fiir diesen Fall haben wir gesehen, dass — log ||s|| = 0 auf S(%Z,). Weil nach Konstruktion

val(P) = uy gilt, erhalten wir
0 = Alog sl = c1(L I1) = Sty = Buy — Gunip) = 0
wie gewiinscht. Im zweiten Fall, das heift 7(P) ist ein Doppelpunkt, erhalten wir

degyp(Y1) = deggy(Y() = ords,,(vlyy)
degy(Ya) = deggy(Ys) = ords,,(vly)
degy(Y) = 0fiirY #Y1,Y,

und damit gilt ¢ (L, ||.||) = ords, ,(v]y7)d0 + orde, , (v[y;)d1. Weiter erhalten wir aus dem
Graphen von —log ||s|| in 4.3.4, dass

—A(—log ||s]|) = Alog [|s]|
= ordy, , (V]y7) - 0o + (—ords, , (V]y7) — orda,, (Ylvy)) - dvarpy + orda,, (V]vy) - O1 -

Da nun nach |[BL85, Proposition 3.1|

ordg, , (V]yy) + orda, , (V]yy) = degdiv (y|r-1(z,)) = 1
—_———

P

gilt, folgt insgesamt

Alog ||s]]

Ordxl,v (F}/|Y1/> : 50 _I_ OrdIQ,v (,.Y‘YQ/) : é‘]- - val(P)
= O (Lv

|- ||) - 5val(D)

wie gewiinscht.
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5. Die erste Chernform auf dem

Quadrat einer Tate-Kurve

5.1. Die Ausgangslage

5.1.1. Gegeben sei eine Tate elliptische Kurve F mit E*™ = C} /q¢%, q € C).. Dazu wihlen
wir das Geradenbiindel O(P), wobei der 2—Torsionspunkt P = —q"/? fest gewihlt ist. Des
Weiteren wéhlen wir einen kanonischen globalen Schnitt s; von O(P) so, dass div(s;) = P
gilt. Darauf aufbauend wollen wir nun das Produkt F x E der Tate elliptischen Kurve F
betrachten. Wir haben also die folgende Situation

ExFE

) N

E E

Unter diesen Voraussetzungen wihlen wir das ample Geradenbiindel L = pi (O(P)) ®
P (O(P)). Wir erhalten durch s := pj(s;)®p3(s1) einen globalen Schnitt von L mit div(s) =
P x E+ E x P. Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich das folgende Diagramm

X X * >k
Cr x Ci x Cg L =piO(P) ® p;0O(P)
triviales Geradenbiindel (¢, ¢ (¢,¢" e s
CL x CX L B x B = CJq" x CL)d”

Fiir Details und konkrete Beispiele siehe Kapitel 2 und 3. Zum Schlufs wollen wir zur
Vereinfachung der Notation noch M := ¢Z x ¢* und A := val(M) = (Zv(q)) x ((Zv(q))
setzen. Dabei erinnern wir hier an die Bewertungsabbildung val : (Cx)"—R", die definiert

ist durch z — (v(xy),...,v(z,)).
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

5.1.2. Unser Ziel ist es nun fiir den 2-dimensionalen Fall die erste Chernform ¢ (L, ||.||) auf
R?/A fiir spezielle Metriken zu definieren. Zunichst ist im komplexen Fall die erste Chern-

form ¢, (L, ||.|]|) eine Differentialform vom Grad (1,1), die der Poincaré-Lelong Gleichung
dd°log||s||™* = c1 (L, [|-]) — daiv(s)

geniigt. Im nicht-archimedischen Fall ist so eine Entsprechung unbekannt. Wir wissen dort
nur, was das Chambert-Loir MaR ¢, (L, ||.||)"? ist. Dies liefert uns aber fiir mégliche Kandi-
daten einen guten Test, indem wir das Quadrat der Kandidaten ausrechnen und mit dem

bekannten Chambert-Loir Maf vergleichen.

5.2. Die erste Chernform fiir eine Modellmetrik

In der tropischen Geometrie (siche [AR10, 3.3]) konstruiert man zu einer stetigen stiickweise
linearen Funktion ¢ einen tropischen Zyklus Trop(y), genauer einen tropischen Divisor in
R", als gewichtete Summe von n — 1 dimensionalen Polyedern. Da im tropischen Fall alle
Definitionen ,lokal® sind, 1i#t sich diese Konstruktion auf unsere Situation R?/A iibertragen,
auch wenn es sich nicht um einen Spezialfall von der in [AR10, Kapitel 3| betrachteten
Situation handelt. Damit kénnen wir dann, fiir die vorgegebene Zerlegung V1 von R?/A,
eine erste Chernform ¢®(L,|.||) definieren, wobei die Metrik ||.|| zum Modell .# von L,
durch eine auf V'1 stetige und stiickweise lineare Funktion f bestimmt ist (siehe Abschnitt
2.5).

Definition 5.2.1. Wir werden das im Hinblick auf spéter ein bisschen allgemeiner machen.
Zunichst sei V=1 die Menge aller k — 1 dimensionalen Polytope von V1. Dann definieren
wir fiir einen £ dimensionalen tropischen Zyklus C' = " . o\ x) w(A)[A] das Schnittprodukt
durch
[C= > wpbo)lo]
oeV (k-1

als tropischen Zyklus der Dimension & — 1. Dabei ist w]‘}%(a) €cRund £ =1,2.

5.2.2. Nun wollen wir néher darauf eingehen, wie die Gewichte wﬁg(a) definiert werden.
Gegeben sei A € V) und o sei eine Fliche von A der Kodimension 1. Dann bezeichnen wir
mit Va bzw. V, den kleinsten affinen Unterraum von R? der A bzw. o enthilt. Wir wihlen
nun einen neuen Ursprung Oy, = Oy, von Vx und V; in (einer Ecke von) o. Im Folgenden

benutzen wir immer diese Vektorraumstruktur in Va und V,. Des Weiteren setzen wir
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5.2. Die erste Chernform fiir eine Modellmetrik

Ap :=Z?NVa bzw. A, := Z> NV, und stellen fest, dass Aa frei vom Rang dim(A) und A,
frei vom Rang dim(o) = dim(A)—1 ist. Mit dem Elementarteilersatz (siehe [Bos01, Kapitel
2, Abschnitt 9, Theorem 2|) folgt, da A, saturiert ist, also der Elementarteiler gleich 1 ist,
dass Aa/A, = Z. Weil dim(A) — 1 = dim(o), existiert eine Funktion g € VX mit g(o) = 0,
g(A) > 0und g(A) # 0. Nun wihlen wir einen Représentanten va,, der erzeugenden Klasse
von Aa/A, mit g(va,) > 0. Das heift va/, zeigt ,in Richtung von A. Fiir & = 2 ergibt
sich beispielhaft die folgende Situation

AA:ZXZ

Wir definieren fa := (f — f(0Oy,))|a und setzen fa linear zu einer Funktion auf V, fort,
die wir wieder mit fa bezeichnen. Analog definieren wir f, und es gilt dann f, = faly,.

Nach diesen Vorarbeiten definieren wir nun w?g(a) wie folgt

wﬁg VAU R/

oo | Ia(B) vag) | = o | DD w(A) vage

aev (k) Acv (k)
o<A o<A

Zu beachten ist dabei, dass >, w(A) - vas, € Ay € An, aber vay, € V.

Definition 5.2.3. Fiir den tropischen Zyklus C' = R?/A mit allen Gewichten 1, das heifst
es gilt w(A) = 1 fiir alle A € V?)| definieren wir die erste Chernform als tropischen Zyklus
durch

(L | = Trop(f) == f.C = Y w}i(o)-[o] .
ocev ()
Dabei gilt

w?%(o) = Z fa(vass) = fo Z Va/o

AeV(@) o<A AeV(®), o<A
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

Wir werden im Folgenden diesen tropischen Zyklus oft als Strom auf R?/A interpretieren,

der in der iiblichen Weise auf den 1-Formen von R?/A operiert (siehe Bemerkung 5.3.4).

5.3. Der Chambert-Loir Test

Unser Ziel ist es einen Test herzuleiten, mit dem wir die Definition der ersten Chernform
{iberpriifen kénnen. Dazu betrachten wir zunichst mit ¢2®(L, ||.||) den Fall mit einer Mo-
dellmetrik, indem wir erkldren, wie der tropische Selbstschnitt c{®(L, ||.|[)"? berechnet wird.
Der Test priift dann, ob der Selbstschnitt mit dem Chambert-Loir Maf iibereinstimmt. Als
zweites betrachten wir den rein kanonischen Fall. Hier ist bisher nur das Chambert-Loir Maf
c1(L, || ||kan)”? bekannt. Davon ausgehend definieren wir die erste Chernform ¢(L, ||.|j1an)
und Rechenregeln fiir das Wedge-Produkt so, dass ¢?R(L, ||.||xan )% mit dem Chambert-Loir
Malfs tibereinstimmt. Anschliefend wollen wir uns noch mit der Frage beschiftigen, wie der
tropische Selbstschnitt zu bestimmen ist, wenn die erste Chernform sowohl aus einem von
einer Modellmetrik stammenden (das heift diskreten) als auch aus einem von der kanoni-
schen Metrik stammenden (das heift stetigen) Teil besteht. Die erste Chernform ist also
eine Summe aus 1-Formen und gewichteten Kanten. Zum Abschluf des Abschnittes werden
wir auch in dieser Situation einen Test herleiten um unsere Definition der ersten Chernform

zu iiberpriifen.

Definition 5.3.1. Fiir eine stetige stiickweise lineare Funktion f auf R™ und einen k-
dimensionalen tropischen Zyklus C' = }_ i« w(A)[A] haben wir das tropische Schnitt-
produkt f.C = "\ ym wr(A)[A] in 5.2.1 definiert. Jetzt definieren wir den tropischen
Selbstschnitt mit Hilfe des tropischen Schnittprodukts (sieche 5.2.1) durch

(f.C)? = f.(£.C) = flp.c-(f.C0) .
Fiir den tropischen Zyklus C' = R?*/A = " cy/»[A] mit allen Gewichten w(A) = 1 haben

wir in 5.2.3 die erste Chernform

ML) = £.C= ) wit(o)-[o]

oeV (1)
erhalten. Wir setzten C := ¢R(L, ||.||) und erhalten mit der obigen Definition

(C)™ = AL D™ = fle,Cr -
In diesem Fall ist der tropische Selbstschnitt also einen Ausdruck der Form

AL N2 = Y it (o))

oecV ()
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5.3. Der Chambert-Loir Test

wobei die Gewichte w?rc{f(a) gegeben sind durch

wie, (o) = > falwpdA) vae) | - £ > wl(A) vae
AV o<A AV o<A
Zu beachten ist dabei, dass fiir die Berechnung des tropischen Selbstschnitts dieses Mal
der tropische Zyklus c4®(L, ||.||) als Ausgangswert gegeben ist. Das heifit es miissen bei der

Rechnung des tropischen Schnittprodukts die Gewichte von ¢®(L, ||.||) beachtet werden.

Bemerkung 5.3.2. Mit der obigen Definition des tropischen Selbstschnitts bekommen wir
jetzt auch Regeln um das Wedge-Produkt der ersten Chernform mit sich selbst bestimmen
zu konnen. Damit erhalten wir nun den angekiindigten Test fiir unsere erste Chernform,
indem wir dieses Ergebnis mit dem aus der Literatur bekannten Chambert-Loir-Maf ver-

gleichen. Es soll also
e (L [ = ea(L 1)

gelten, was wir den Chambert-Loir Test nennen. In Abschnitt 5.5 wird dieser Test fiir

unsere Zerlegung V1 im 2-dimensionalen Fall bewiesen.

5.3.3. Bisher haben wir uns im Zusammenhang zur ersten Chernform immer nur mit einer
Modellmetrik beschéftigt. Unser Ziel ist es nun auch eine erste Chernform c4*®(L, ||.||xan) fiir
die kanonische Metrik ||.|[xan zu definieren, die wie bei der Modellmetrik einen Chambert-
Loir-Test erfiillt. Das heifst hier, dass

er (L, |- lhan) ™ = 1 (L, |-l )"

gelten soll, wobei ¢;(L, ||.|lan)"? das Chambert-Loir Ma® ist. Nach [Gub10, Corollary 7.3]
gilt

c1 (L, || han)"* =

0(2)2 (dx Ady) .

In Analogie zum komplexen Fall machen wir jetzt den Ansatz c?R(L, ||.||an) = adz + bdy
und bestimmen a,b € C™ (R?/(v(q)Z)?) so, dass der Chambert-Loir-Test erfiillt wird. Dazu
miissen wir zunéchst die Regeln fiir das Wedge-Produkt festlegen. Auch hier gehen wir
analog zum komplexen Fall vor. Dort hat man (1, 1)-Formen, fiir die das Wedge-Produkt
kommutiert und deren Wedge-Quadrat Null ergibt. Wir definieren also die Rechenregeln

fiir unser neues Wedge-Produkt wie folgt:

e (vdz) A (wdy) = vw(dz A dy) mit v,w € C°(R?/A).
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

e dr Adxr =0=dy Ady
e dz ANdy =dy Adzx

Die 2.Rechenregel stimmt im komplexen Fall nur fiir reine (1, 1)-Formen. Weil die Regel aber
nur im Fall der ersten Chernform ¢; (L, ||.||xan) benotigt wird, ist dies fiir unsere Anwendung
ausreichend. ITm Allgemeinen sollte man die Superformen von Lagerberg (siehe [Lagl2|)
benutzen, wie dies in [CD12] gemacht wird.

Damit konnen wir unseren obigen Ansatz fortsetzen und a, b entsprechend bestimmen. Es

gilt
ML [ han)® = (ade + bdy)"™
= a*|dzAdg | +ab(dzAdy)+ab|dyAdz | +0° [ dyAd
dr Adx | +ab(dz Ady) +ab | dy Adx y Ady
=0 =dzAdy =0
= 2ab(dx Ady)
CL-Test 2
= —— (dz A dy
ot )
Die einfachste Wahl ist somit a = v(q)~! = b. Wir definieren deshalb
dz dy
AR L, ||.|ln) i=——+ —/— .
1 ( ” ||k< ) ’U(CI) U(Q)

Aufgrund der Konstruktion erfiillt diese Definition den Chambert-Loir-Test.

Bemerkung 5.3.4. Wir haben in Definition 5.2.3 die erste Chernform beziiglich einer
Modellmetrik zur Zerlegung V'1 als tropischen Zyklus der Dimension 1 definiert, was einer
gewichteten Kantensumme auf R?/A entspricht. Nun haben wir die erste Chernform be-
ziiglich der kanonischen Metrik als Differentialform auf R?/A definiert. Um das unter ein
Dach zu bringen, kénnen wir beide Definitionen als Stréme auf R?/A interpretieren, die auf
den 1-Formen von R?/A in der iiblichen Weise operieren. Dabei wird die Kante ¢ mit dem

Dirac-Strom ¢, identifiziert.

5.3.5. Jetzt wollen wir die Frage studieren, was passiert, wenn in der ersten Chernform
auch gemischte Terme auftreten. Das heifst wir untersuchen den Fall, in dem sowohl die von
der kanonischen Metrik bekannten 1-Formen als auch die von einer Modellmetrik bekannte
gewichtete Kantensumme in der ersten Chernform auftauchen. Die einfachste Mé&glichkeit

dies zu untersuchen, ist die folgende Definition

er (L2 |- lhan @ [1-1) == (L, - llan) + (L 111 -
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5.3. Der Chambert-Loir Test

Mit unseren Ergebnissen aus 5.3.3 und 5.2.3 bedeutet das

dz
AROLEZ | lan @ |I1]) = (@ "’ Z Wf fC)
eV (0)

wobei C'= R?/A. Damit gilt formal

A2
L - lhan @ 11D = (™ (Lo - han) + ™ (L, [111))
= ¢t (L || lan) ™ + e (L 11"
+ 01 (L ) A L () A+ (L D) A S - llean)
Dabei ergibt sich, dass ¢!R(L, ||.|lkan) A 2F(L, 1)) bzw. R(L,[|.|) A 2R(L, ||.]|xan) eine

gewichtete Summe von Ausdriicken der Form dx A [o;] bzw. [0;] A dx ist. Deshalb miissen

wir unsere Definition des Wedge-Produkts entsprechend erweitern.

Definition 5.3.6. Wir setzen
dz Afo] :=dz|, =[] Adx und dyA [o] :=dy|, =: [o] Ady

fiir ein 0 € VM was dem euklidischen Mak von ¢ in a- bzw. y-Richtung entspricht. Es

@ oder 0

hat. Zu beachten ist hier, dass wir Kommutativitdt verlangen. Normalerweise wire das

gilt somit, dass dz|, und dy|, je nach Lage der Kante 0 € V() die Masse

Wedge-Produkt jedoch antikommutativ graduiert. Bei uns verhalten sich dx und dy also
wie 2-Formen. Durch diese Definition bleiben auch alle vorigen Rechenregeln weiterhin

erhalten. Damit gilt in der Zerlegung V1 zum Beispiel dx|j,) = dy|jy fiir 0 = Py Fs.

5.3.7. Mit dieser Definition erhalten wir jetzt

L ] han @ (11D = ™ML - hean) ™ 4 (L (1)
+ 2 AL || lam) A ST(LL ) -

Um nun auch in dieser Situation den Chambert-Loir Test machen zu kénnen, brauchen wir

ein Vergleichsergebnis. Nun gilt nach Chambert-Loir
e (L%, |- han @ [1.1)"* = ex(L, [ lan) ™ + en (L (11D + 2 ea (L, |- lan) A en(Ls L)) -

Da das Wedge-Produkt im Sinne von Chambert-Loir nur topdimensional definiert ist, ist
c1(L, ||-[kan) Ac1(L, ||.]|) formal zu verstehen. Es handelt sich jedoch um ein Maf, welches wir

mit Methoden aus der algebraischer Geometrie im néchsten Abschnitt bestimmen. Zunéchst
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

haben wir jetzt ein Vergleichsergebnis gefunden. Das heifst fiir den Chambert-Loir Test ist

in diesem Fall
AL | hean @ 11D = e (L2, |- i @ 11D

zu priifen.

5.3.8. Bisher haben wir schon ci®(L, ||.|lkan)"? = c1(L, ||.|kan)"? gezeigt (siehe 5.3.3) und
in 5.5 werden wir noch (L, [|.])"? = (L, |.])"? sehen. Um dann zu zeigen, dass

ARLZ2 ] lkan @ |12 = 1 (L2, || |lkan @ ||.]])"? gilt, reicht es also
ep (L ||-lhan) A (L 111D = (L - lian) A ex (L 111
zu zeigen.

5.3.9. Wie schon angekiindigt wollen wir jetzt c1(L, ||.||kan) A c1(L, ||.||) bestimmen. Dazu
sei 2~ das Modell einer projektiven Varietdt X mit d := dim(X). Weiter seien .24, ..., %,
Modelle der Geradenbiindel Ly, ..., Ly auf X. Dann gilt nach [Gub10, Proposition 3.8 (e)]

alln e A nallellls) = Y degsp (V)

Yeirr(2y)
Zu beachten ist, dass die Aussage so nur fiir Modelle mit reduzierter spezieller Faser gilt,
was aber bei uns der Fall ist. Dabei ist &y € X mit Reduktion 7(§y) = (y eindeutig und
irr(Z,) die Menge der irreduziblen Komponenten der speziellen Faser .2, ist. Unser Ziel ist
es c1(L, ||-|lkan) A c1(L, ||.]|) zu bestimmen. Deshalb sei nun X = E? d = dim(E?) = 2 und
es gilt mit einer Variante von Tates Grenzwertargument (siche [BG06, Beweis von Theorem
9.5.4])

e1(Ly |- llan) Aes (Lo L) = Lim | m™ e ([m] L, [m]"||.[]) A e (Z, 11D

:L®m2

Zusammen mit dem vorigem Ergebnis fiir L; = L®"* und Ly = L erhalten wir dann

tim (2 ex([m]" L, [ [1) A s (L, )

m—0o0
o -2
= Til_lgo m Z degpj- 2 2(Y)0e,
YEirr(%;J(m))
Dabei ist zu beachten, dass in den meisten Féllen .%, = [m]*.Z # £®™ ist. Nun gilt

degy, (V) =degy, o (Y), wegen der Linearitdt in jeder Komponente, und

1
demeJ(Y) = 2 (degzm@pz(y) - degzm (Y) - degg(Y))
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5.4. Der Test fiir eine Modellmetrik im 1-dimensionalen Fall

Damit erhalten wir

lim | m™2- Z degzm’g(Y)(SgY

m—00
YGirr(,Zl;,(m))

= lim [m~2- E
m—0o0

YGirr(%;fm) )

: [degiﬂme@z(y) - degiﬂm(y) - degg(Y)} < Ogy

N | —

5.4. Der Test fiir eine Modellmetrik im

I-dimensionalen Fall

O.B.d.A. v(q) > 0. Wir verallgemeinern unsere eindimensionalen Beispiele aus Abschnitt
3.1 fiir beliebige Funktionen f, berechnen die zugehorige erste Chernform und vergleichen
diese dann mit dem Chambert-Loir-Maf. Als einzige Voraussetzung fiir die Funktion f

stellen wir die Normierungsbedingung f(0) = 0. Wir haben die folgende Ausgangssituation
fw(g) = "5

Des Weiteren wissen wir aus Abschnitt 2.5 Gleichung (2.5), dass

A2 Au
flu+)=fu)+-—~+—=
AN = 50 T
fiir alle A € A = val(¢%) = v(¢)Z und alle u € R gilt. Damit lassen sich nun alle weiteren

Punkte von f berechnen und wir erhalten

1P = (%) + (@
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

wobei die Gewichte w(o) fiir alle Kanten o gleich 1 sind. Um nun die erste Chernform zu
bestimmen, benutzen wir die Konstruktion aus Abschnitt 5.2. Wir miissen also als erstes
die Vektoren v,/, fiir alle Kanten o mit den jeweils zugehdrigen Punkten 7 berechnen.
Zunichst gilt A, =V, NZ = RNZ = Z fiir alle Kanten ¢ und wir suchen eine Funktion
geVr¥={g:V, = R| g linear}, die die folgenden drei Eigenschaften hat:

e g(7)=0 ® g(o) >0 e g(o) Z0

In der Konstruktion in 5.2.2 wird vorausgesetzt, dass der Punkt 7 in 0 liegt. Deshalb miissen
wir, je nach Wahl von ¢ und 7, eine Translation vornehmen. Beispielhaft fiihren wir die

Berechnung von v/, fiir 0 = 0y = PP und 7 = P, durch. In diesem Fall miissen wir eine

Translation um — P, vornehmen und wir erhalten P := P, — P, = —U(QQ), Py :=P,—P,=0.

Auf diese neuen Punkte wenden wir nun die Konstruktion an und wahlen g durch

ﬂPﬁ=g<—%ﬂ

5 ) =1 und g(Py)=g¢(0):=0.
Klar ist, dass dieses g die obigen drei Eigenschaften erfiillt. Wir brauchen nun einen Repra-

sentanten v.,. des erzeugenden Elementes [v./,] von A,/A; = Z/{0y = Z fiir den g(vy/-) > 0

gilt. Die moglichen Erzeuger von Z sind 1 und —1. Es bleibt somit zu priifen, welchen Wert

diese Erzeuger unter g haben. Es gilt ¢g(1) = ﬁ > 0 und g(—1) = —ﬁ < 0. Damit ist

Vy/r = 1 der gesuchte Reprasentant. Insgesamt erhalten wir fiir alle Kanten und Punkte

im Fundamentalbereich [0, v(q)]

Voo/p, | Vor/p, | Vor/p, | Voa/p,
111 |

Damit laft sich nun w]’?R(T) fiir alle Punkte 7 bestimmen. Nach der Konstruktion in 5.2.2

gilt dann

1.Fall: 7 = P;. Hier ist keine Translation notig, da f(P;) = 0. Wir erhalten:

W?g(Pl) - (f00<w(0-0)v00/P1) + f01 (w(al)le/P1))
_fP1 (W(U())UUO/Pl + W(Ul)vff1/P1)
= fdo(_1)+f01<1)_fP1<0)
4
R f ().

2.Fall: 7 = P,. Hier ist eine Translation um — f (P,) durchzufithren und wir erhalten dann:

wrc(P) = 1—@'f(P2) :
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5.5. Der Test fiir eine Modellmetrik

Damit ergibt sich

ML) = wpd(Pr) - [P+ wRd(Pe) - [P
4 4
= (— - f(R)|- P 1—— - f(P) ] -[P)].
(s 1) 1m0+ (1= o 00 1
Aus [Gub10, Proposition 3.8(e)], wissen wir, dass wpt(P1) + wig(P) = degy(X) gel-
ten mufs, was hier auch der Fall ist. Zum Abschluft wollen wir unser Ergebnis mit dem
Chambert-Loir Mafs vergleichen. Dazu berechnen wir letzteres analog zu Abschnitt 4.1.
Zunichst liefert uns die Funktion f ein Modell .Z von L auf 2 und eine Metrik ||.||»

(siehe Abschnitt 2.5). Damit erhalten wir
c(L, [ lz) = wp(P1)op 4 wp(F)dp, = deg»(Y1)0p, + deg(Y2)dp,

wobei Y] bzw. Y5 die irreduziblen Komponenten von 2, zu P; bzw. P, sind. Mit [BLS85,
Proposition 3.1] folgt, dass deg(Y;) = ,Steigungsdifferenz von f in P fiir i = 1,2 gilt.
Nun ergeben sich fiir die ,Kanten“ k; der Funktion f die Steigungen wie folgt:

Kante | ko ok - |
S(P) | A F(P) [ 1= 25 f(Py) |

v(q)

Steigung H - U(Qq)

Wir erhalten also
L) = (s F00) 1R+ (1= o5 () [P

und es gilt
e (L 1) = eu(Ly ||-lLe)

wie gewiinscht.

5.5. Der Test fiir eine Modellmetrik

Hier wollen wir die erste Chernform ¢t*®(L, ||.||) in einem 2-dimensionalen Beispiel ausrech-
nen und anschliefend % (L, ||.||)*? mit dem Chambert-Loir-Maf vergleichen. Dazu verall-
gemeinern wir unser Beispiel aus Abschnitt 3.2 auf beliebige Funktionen f und v(q) > 0.

Wir haben also die folgende Ausgangslage
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

vig) 17 o "
S b P Fs
0= p 2 Py
; % {
0 o(a)
A v(q)

wobei wir das Dreieck, das durch die Punkte P;, P;, P, bestimmt wird, mit A;j; und die
Kante zwischen P;, P; mit o;; bezeichnen. Auf dieser Zerlegung sei eine Funktion f, die

linear auf den Dreiecken ist, gegeben durch

Punkt P, P, P, P
Koordinaten (0,0) (@’ 0> <0’ @) <@7 v(2q)>
Funktionswert von f | 0 f(P2) f(Py) f(Ps)

Dabei sind die Gewichte w(A) fiir alle Dreiecke A gleich 1. Genauer heifit das, dass wir
den tropischen Zyklus C' := > .y 1 - [A] gegeben haben. Des Weiteren wissen wir aus
Abschnitt 2.5 Gleichung (2.5), dass

() G =)+ e i o

wobei u € R? und (A1, \2) € A = val(¢? x ¢%) = v(q)Z x v(q)Z. Damit lassen sich alle

weiteren Punkte von f berechnen und wir erhalten noch

Punkt Py Ps Pr Py Py
Koordinaten (v(0),0) | (v(@).*2) | (0,0(0) | (*2.0(0)) | (v(a), v(q))
Funktionswert von f @ f(Py) + @ @ f(P2) + @ v(q)

Um nun die erste Chernform zu berechnen, benutzen wir wieder unsere Konstruktion aus
Abschnitt 5.2. Dazu bestimmen wir als erstes die Vektoren v, fiir alle Dreiecke A und
alle zugehorigen Kanten o. Nun gilt Ax = VAN (ZxZ) = R*N(ZxZ) = Z x Z fiir
alle Dreiecke A;j; und wir suchen eine Funktion g € VX = {g: VAo — R | g linear}, die die
folgenden drei Eigenschaften hat:

® g(1)=0 * g(0) 20 * g(0) 0

In der Konstruktion in 5.2.2 wird vorausgesetzt, dass die Kante o den Punkt (0,0) als

Eckpunkt hat. Deshalb miissen wir, je nach Wahl von A und o eine Translation vornehmen,
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5.5. Der Test fiir eine Modellmetrik

um die Konstruktion anwenden zu konnen. Beispielhaft fiihren wir die Berechnung von
vas, fiir A = Ay und o = 09y durch. In diesem Fall ist eine mogliche Translation die
Verschiebung um —P,. Wir erhalten damit P} := P, — P, = (—v@/2,0), Py := P, — P, =
(0,0) und Py = Py — Py, = (—v(@/2,%(@/2). Auf diese neuen Punkte wollen wir nun die

Konstruktion anwenden und wéahlen g durch

9(P) =g (—@,0) =1, g(P}) = 9(0,0) =0, g(P}) = g (—% %) 0.

Dieses g hat die obigen drei Eigenschaften und wir brauchen einen Reprasentanten va,
des erzeugenden Elementes [va/,] von Ax/A, mit g(vas,) > 0. Hier ist nun Ax/A, =
LXL)(v,(zx2Z) = LXL/({(~2,2)|zeR}N(ZxZ)) = LXD[/{(=zz2)zez} = Z und wir erhalten den zuge-
hérigen Isomorphismus 2xZ/{(—z,2)zez} — Z durch [(z,y)] — z + y. Diese Abbildung ist
wohldefiniert und die Umkehrabbildung Z = ZxZ/{(~zz)|zez} ist gegeben durch z — [(z,0)].
Nun sind die moglichen Erzeuger von Z die Elemente 1 und —1. Daraus erhalten wir dann
mit dem obigem Isomorphismus die Elemente (1,0) und (—1,0) als Reprisentanten der
moglichen Erzeuger von Aa/A,. Weil nun ¢(1,0) = —2/u(q) < 0 und g(—1,0) = 2/uv(g) > 0

gilt, ist va/, := (—1,0) der gesuchte Représentant. Insgesamt erhalten wir

o 012 0923 014 024
A | Aoy | Arg—gy | Aozs | Daz—e) | Ara—2) | Ao Aogs | Diyy | —
v | (0,1) | (0,=1) ] (0,1) | (0,=1) | (L,0) | (=1,0)]| (=1,0) | (1,0)

— A245 A256 A236 A256 A245 A458 A256 A568 —
(—1,0) | (1L0) | (1L0) | (=1.0) | (0.1 [ (0. 1) | (0. ~1) | (0.1)

Damit kénnen wir nun fiir alle Kanten o die Gewichte w}fi(o) bestimmen (Fiir die Defini-

tion siehe 5.2.2). Beispielhaft gilt fiir 0 = 094 und zugehorigem A € {Aja4, Aoys}:

w?g(U%) = fA124 (W(A124)UA124/024) + fA245 (W(A245)UA245/024)
_f024 <W(A124)UA124/024 + W(A245>UA245)/024>
fA124 (_17 0) + fA245 (17 0) - ft724 ((_17 O) + (17 0))
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

1.Fall, Ay94: Hier liegt keiner der Eckpunkte Py, P, der Kante 094 in (0,0). Wir wihlen
deshalb die Translation um —P,. Es ergibt sich P} := P, — P, = (—v@/2,0), P := P, —
P, = (0,0) und Pf := Py — Py = (—v@/2,%@)/2) mit f(P) = —f(FP2), f(P5) = 0 und
f(P5) = f(Py) — f(P,). Die durch diese drei Punkte definierte lineare Funktion ist fa,,,
und wir erhalten
2
Faiss (V8124/00,) = fare (=1,0) = o) f(P) .

2.Fall, Agss: Auch hier ist die Kante 094 zu betrachten. Deshalb kénnen wir die Translation
von eben benutzen und erhalten noch Py := Ps— P, = (0/v@/2) mit f(PZ) = f(Ps)— f(P).

Die durch P5, Py, P definierte lineare Funktion ist fa,,, und wir erhalten

2

fA245 (UA245/024) - fA245 (17 0) = m (f(P5) - f(P4)) :

3.Fall: Aufgrund der Konstruktion (siehe 5.2.2) gilt f,,,(0,0) = 0. Damit folgt wpf(o2) =

2/ (B5)[v(q) — 2/ (Pa) [u(q) — 2f(P2)/u(q) und durch analoges Vorgehen insgesamt

o wjf%(a)
012, 023 v(4q) : f(P4)
014, 047 v(4q) : f(P2)
0245 048, 026, 068 U(Zq) f(P5) - U(2q) f(P4) - U(zq) ) f(Pz)
0925, 058 v(4q) - f(Py) — v(4q) f(Ps) +1
045, 056 U(4q) - f(P) — U(4q) f(Ps)+1

Mit den obigen Zahlen erhalten wir somit die erste Chernform

e (L 1) = > wre(0) - lo] -

o€ Fundamentalbereich

Unser Ziel ist es jetzt noch
(L |2 = (£.0)"2 = £.(£.C) = flse-(f.C)

zu berechnen um einen Vergleich mit dem Chambert-Loir Maf machen zu kénnen. Dazu
miissen wir die obige Rechnung erneut durchfiihren. Wir bestimmen also die Vektoren
Vg7, fiir alle Kanten o und alle zugehdrigen Punkte 7. Es gilt A, = V, N (Z x {0}) =
(R x {0}) N (Z x {0}) und wir miissen eine Funktion g € V* = {g: A, — R | g linear}
finden, die die folgenden drei Eigenschaften erfiillt
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5.5. Der Test fiir eine Modellmetrik

e g(1)=0 e g(0) >0 e g(o) 0

Beispielhaft fiihren wir dies fiir ¢ = 094 und 7 = P, vor. Nun liegt der Punkt 7 = P,
nicht in (0, 0). Deshalb miissen wir eine Translation um — P, machen, um die Konstruktion
anwenden zu konnen. Wir erhalten damit Py := P, — P, = (0,0) und P} := Py, — P, =
(—v(@)/2,v(@/2). Auf diese neuen Punkte wenden wir nun die Konstruktion an und wéhlen g
durch

v(q) v(q)) — 0.

o(F5) = 9(0.0) =0 wnd g(P}) =g (-2 "0

Klar ist, dass dieses g die obigen drei Eigenschaften erfiillt. Wir brauchen nun ein erzeu-
gendes Element v,/ von A,/A; = {(=22)R€LY (v.n@xz)) = {(=222€L/({oyx{on@zx2z) = Z
mit g(vs/r) > 0. Die mdéglichen Erzeuger sind (1,—1) und (—1,1). Weil nun ¢(1,-1) =
—2/u(q) < 0 und g(—1,1) = 2/u(q) > 0 gilt, ist v,/, := (—1,1) der gesuchte Représentant.

Durch analoges Vorgehen ergeben sich insgesamt die folgenden Werte

o 012 014 01(-2) O1(-4) 045 025 056 058 —

Vo/r (170) (071) (_170) (07—1> (_170) (07—1) (170) (071)

Py
— 012 02(—4) 02(—5) 02(-6) 023 026 025 024 —

(=1,0) | (=1,—-1) | (0,—1) | (1,=1) | (1,0) | (1,1) | (0,1) | (—1,1)

Py
— O4(—5) O4(-2) 014 024 045 048 Oy47 O4(-8)

(—=1,0) | (=1,—=1) | (0,—=1) | (1,=1) | (1,0) | (1,1) | (0,1) | (—=1,1)

Dabei bezeichnet o;_j) die Verbindungskante zwischen FP; und dem Punkt, der spiegel-
symmetrisch zu P; ist mit Zentrum F;. Damit konnen wir nun fiir alle Punkte 7 das Ge-

wicht w?f}.c)(T) bestimmen (sieche Definition in 5.2.2). Beispielhaft gilt fiir 7 = P, und
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

0 € {012,014,01(~2), 01(~1) }:

w?g‘.C)(Pl) = f<712 (w?g((’-l?) ’ U012/P1) + f014 (wﬁ%(Um) 'U014/P1)
+f01(72) (Wﬁg(al(—m) ’ U"l(—Q)/Pl) + f01(74) (W?g(gl(—‘l)) ) U"l(—4)/P1)

_fP1 Z w?g'((j) " Us/py
0€{012,014,01(~2),01(—4) }
32
= f P2 f P4 )
S f(B) - 1P

wobei wir analog zur vorigen Rechnung vorgehen und die Ergebnisse aus den Tabellen 1

und 2 benutzen. Insgesamt erhalten wir

T ]/}?fC’)( 7)

Pl v(3q2)2 f(PQ) f(P4)

Py | 75 f(Po)? =585 F(Pa)? =555+ (Ps)* =525 f (Po) f (Pa) 525 f(Pa) f (Ps)+
st f(Bs) = o - [ ()

Py | 82 f(Py)?— 55 f(Py)? — S5 f(Po)? — 222 f(Po) f(Pa)+ 525 f(P2) F(P5)+
i S (Ps) = iy - f(Pa)

Ps v?q2)2 f<P5)2 + v(3q2)2 ’ f(PQ) f(P4) (q)2 f(P2)f(P5> (@) f(P4>f<P5) -
vy f(Ps) + 55 - [(Po) + 55 - (Py) +2

und damit
L”H wafc) [P
Pev(0)
Aus [Gubl10, Proposition 3.8(e)|] wissen wir, dass > .y W?F}.C)(P) = deg 4 (X) gelten
mufs, was hier auch der Fall ist. Zum Abschlufs wollen wir zum Vergleich noch das Chambert-
Loir Mak ¢ (L, [|.])"* = " pev@ ws(P)[P] berechnen. Dazu gehen wir wie in Abschnitt 3.6
vor. Es gilt
wi(P) = degy (V) = k! - volpuson (PY) .

Dabei ist Y die zum Punkt P gehdrende irreduzible Komponente und das Volumen von
Fulton wie in 3.6.4 normiert. Weiter gilt nun, da unsere Punkte O-dimensional sind, dass
k = 2 ist. Bleibt also nur das Fulton-Volumen des jeweiligen dualen Polytops P/ (siche
Definition 2.8.12) zu bestimmen. Dazu berechnen wir die Steigungsvektoren fiir alle durch

die Dreiecke gegebenen Ebenen und erhalten fiir A, Ay € v(q)Z die folgenden Werte
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5.5. Der Test fiir eine Modellmetrik

A2 +v(q)
2-f(P)+ X\ =2 f(P2) + XM +(g)
o | =2 F(P)+ 2 +0(a) s | =2 F(P) 4+ 2 +0(q)
—v(q) —v(q)
24f (Ps) =2+ f(Py) + M\ =2 f(P5) + 2 f(P1) XM +v(q)
s | =27 F(Ps) 42 F(P2) + Aa + v(g) | 2B +2- f(P2) + At v(a)
—v(q) —v(q)
A2 + @
2-f(Ps)=2-f(Py)+ M —2-f(Ps)+2- f(Py)+ A\ +4q)
e 2. f(Ps) =2 f(P2)+ o o) 2. f(Ps) —2- f(Py) 44
—v(q) -v(q)
2. f(P)+ X\ =2 f(P2) + XM +(g)
v(lq) 2- [ (Pa) + X 'U(lq) 2- f(Py) + A2
—v(q) —v(q)
A2
M M+ M)

A +(q)

Als Beispiel untersuchen wir das duale Polytop Plf und erhalten dafiir das folgende Bild:

f
2f(Ps) B
v(q) ‘
I N |
_2f(P3) | | 2f(P2)
v(q) _2f(P4) v(q)
v(q)
Damit gilt nun
4f(P 4f(P 32
Wf(Pl) = k! VOlFulton(P{) =2!. qu;) UEQ;) = ’U(q>2 : f(P2) : f<P4) )
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

also wf(Pr) = wi o) (P1). Analoges Vorgehen liefert w;(P) = wii(} oy (P) fiir alle Punkte

P € {P,, P, P, Ps} und damit ist Satz 1.4 bewiesen. Das heikt es gilt ¢ (L,|.|[)"* =
™ (L D"

5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

Satz 5.6.1 (Chambert-Loir Test). Fiir eine nicht notwendigerweise symmetrische Funktion

f auf der Zerlegung V1 gilt
e (L, - lhan @ (1D = e (L2, - lhan @ (1) -
Nach Abschnitt 5.3 reicht es dafiir
e (L [l hean) A (L 11 = en(Ly []-an) A ex (L 11
7u zeigen.
Die AR-Seite:

5.6.2. Dieses ist der einfachere Teil. Wir wissen bereits aus 5.3.3 und 5.5, dass

dx dy
AR _ AR _ AR
¢ (Ly || llkan) = o) + o) und ¢ (L, ||.]]) = ;)ch(a)[g]
oeV (1
mit
- (o)
012, 023 U(4q) : f(P2)
014, 047 vglq) - f(Py)
024, 048, 026, 068 U(Qq) f(PS) - U(Qq) f(P4) - U(Qq) ) f(Pz)
025, 058 U(4q) - f(Py) — U(4q) f(P5) +1
045, 056 s S (P2) = i - f(P5) + 1

Dieses benutzen wir zusammen mit der Definition aus 5.3.5 und den Wedge-Regeln aus
5.3.6 und erhalten

(L ) A (L) = (% ; %) A Y WAoo
cev @)
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5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

—ug) S W) - (del, + dyl,)
)

oev(
= U(Q>_1 ) [W?g<gl2) ' dI|012 + W?g(J%) : dm’023 + w?g(o-M) ’ dy‘om
+2- W?PC{’<O_24) ’ dl’|024 _H’U?.PC{’(U%) ’ dy|025 +2- w?g’(a%) ' dx|0'26
SN~ N~
=dyloyy =dyloge
+ w?%(o-%) ’ dx’045 + w?g(oﬂ) ’ dy‘047 +2- w?%(o-%) ’ dx’0'48
~——
=dyloys
+ w?g’(o-%) ’ dx’%e + W?}C{(USB) ’ dy‘%s +2- w?g(o-%) ’ dx’%s
~——
=dylogs
Dabei geht im letzten Schritt und in die angegebenen Identifikationen die Struktur der
Zerlegung V1 ein.

Die Chambert-Loir-Seite:

5.6.3. Unser Ziel ist es ¢1(L, ||-|lkan) A c1(L,||.]|) zu berechnen. Dabei handelt es sich um
eine gewichtete Summe von Kanten aus der Zerlegung V'1. Zunéachst legen wir die folgenden

Bezeichnungen fest:

e Gegeben sei die Zerlegung V1 zusammen mit der Funktion f(u)

1

e Die durch eine zentrische Streckung mit dem Faktor m™ und dem Streckzentrum

(0,0) aus der Zerlegung V'1 entstandene Zerlegung nennen wir m-Zerlegung. Damit

erhalten wir dann als Funktion auf der m-Zerlegung f™ (u) := f(m - u).

e Mit Summenzerlegung (bzw. m+ -Zerlegung) bezeichnen wir den Durchschnitt der
Zerlegung V1 mit der m-Zerlegung und wir erhalten auf der Summenzerlegung die
Funktion 0" (u) := £ (u) + f(u).

Nun gilt nach [Ful93, section 5.3, corollary page 114|

deg,(Y) = 2! - vol(Pf) , wobei ZV) = 2, 2 Y=P
deggm@)g(}f) = 2! 'Vol(Pf(m) , wobel %)(m) S>5YZP
degy, oo (Y) = 2! 'VOl(Pf(m+)) , wobei Z("P) 5 Y=pP

Hierbei ist P jeweils die zur irreduziblen Komponente Y der speziellen Faser 2, %,(m)
bzw. 2™ gehorende Ecke des Reduktionsgraphen und Pf, P/ bzw. P jeweils das
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

zu P durch f, f™ bzw. f(™) gegebene duale Polytop (siehe Definition 2.8.12). Zusammen

mit unserem Ergebnis

c1(Ls |- lhean) A ex (L, |[-11)

= lim [m™2- E
m—00

YGirr(%;,(m))

- [degp- 2oz (V) — degppe (V) — deg (V)] - 0,

N | —

aus 5.3.9 ergibt sich fiir unsere Situation nun

c1(Ls |- lhean) A ex (L, |[-11)

= gim (m > (Z [Vol (Pf“”“) — vol (Pf(m)> —vol (Pf)} -5@)

occV (1) \Peco
Zu beachten ist dabei, dass die Volumina nur dann ungleich 0 sind, wenn P eine Ecke der
jeweiligen Zerlegung ist. Fiir unsere Rechnungen setzen wir fiir jede Ecke der Summenzer-
legung
wyoner(P) i=m 2+ (vol (P11} = ol (P/) = vol (PY)) (5.1)
und nennen dies das Gewicht des Punktes P. Dies ist ausreichend, da falls P keine Ecke

der Summenzerlegung ist, wm+) (P) = 0 gilt. Wir werden beweisen, dass

i {Zwﬂmﬂ(P) '5§p} = wyp(0) - o (5.2)

Pco
gilt als schwacher Limes von Mafen. Dabei wird w(o) € R>o Kantengewicht genannt und
o ist das Kantenmaf von o mit der Normierung so, dass die Gesamtmasse der Kante o
gleich 1 ist. Zum Beispiel entspricht fiir 0 = o094 das Kantenmal p, dem Mafs mit dem
Integral [ fdu, := A2 [, fdt, wobei dt das euklidische Langenmak der Kante ¢ ist und

v(q)
f € C(R?/A). Wir erhalten insgesamt,

er(Ly - han) Acr(Lu 1) = Y wr(o) - po -
cev )
5.6.4. Bevor wir den Beweis fiir einige Kanten der Zerlegung V'1 durchfiihren, schauen wir
uns die m-Zerlegung und die Summenzerlegung genauer an. Fiir die m-Zerlegung und ihr

zugehoriges duale Bild erhalten wir:

e m—1:
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5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

e m—2:

e m—3:

e m—4:

Dabei ist der Fundamentalbereich [0, v(q)]? jeweils grau dargestellt, da der Mafkstab variiert.
Fiir ungerades m ist das Bild der Summenzerlegung identisch mit dem der m-Zerlegung.
Bei den jeweiligen dualen Bildern ist jedoch nur die kombinatorische Struktur die gleiche,
da auf den Zerlegungen mit unterschiedlichen Funktionen gearbeitet wird. Fiir gerades m

erhalten wir:
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

e m—2:

o m—4:

5.6.5. Als erstes wollen wir die Punktgewichte wm+) (P) der Kante oy, aus der Zerlegung
V1 bestimmen (siehe Gleichung (5.1)). Dazu betrachten wir zunéichst den Punkt P, = (0, 0),
bei dem es sich um das Streckzentrum handelt. Weil P, eine Ecke in allen drei Zerlegungen
ist, sind auch alle Volumina der zugehdrigen dualen Polytope ungleich Null und mit den

Ergebnissen aus dem Abschnitt 5.5 folgt

Wims (P) = m2. (vol (Plf(mH) —vol (Plﬂm)) — vol (P{))
‘”<0n+) VM<PU 2.wﬂ0#)—vd<ﬂg>

= % -vol <Plf>
32f(P2)f(Py)
mo(g?

5.6.6. Jetzt miissen wir weitere Punkte der Kante 013 untersuchen. Wir wéihlen dazu den
in der m-Zerlegung auf der positiven z-Achse zu (0,0) benachbarten Punkt und bezeichnen
diesen mit Q. Es gilt also @ = (*(@/2m,0). In der Zerlegung V1 ist dies der Punkt P, fiir
den wir das folgende duale Bild
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5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

2f(P5) — 2f(P2)

20(Py) T @
—2f(Py) T U

—2f(Ps) +2f(P2)
2f(P2) —2f(P2) +v(q)

2f(Ps) = 2f(Py)  =2f(P5) +2f(F4) + v(q)

erhalten, wobei wir zur Bestimmung des Polytops Qf = sz die allgemeinen Steigungs-
vektoren aus Abbildung 1 in Abschnitt 5.5 benutzt haben. Das Volumen dieses Polytops
bestimmen wir nun, indem wir zunéchst das Volumen des kleinsten Rechtecks bestimmen,
das unser Polytop @/ enthilt, und anschlieRend die zu viel berechneten Flichen subtrahie-
ren. Dabei beginnen wir mit der oberen rechten Ecke und gehen im mathematisch positiven

Sinn weiter vor. Wir erhalten insgesamt:

vol (QF) = [(=2f(P2) + v(q)) — 2f (P))], - [(2f (Ps) = 2f (P2)) — (=2f (P5) + 2f ()],

L 21y + 0(@) = (—2f(P) + 2(P) + o(0),

2
RF(B) ~ 2£(Ry) — (P,
— 5 [(2F(Ps) + (@) — (~2£(Py) + 2 (Py) + v(a))],
((-2(P) ~ (~2f(Py) +2f(Py)),
— 5 - [F(P) ~2f(P) ~ 2F(R)],
[(=21(P0) = (217 +21(P),
- 5 (2F(Bs) = 2f(Py) — (2f(R2))],

() = 2f(P2)) = (=2f(B5) + 2f (L)),
= (—4f(Py) +v(q)) - (4f(P5) = 4f(P2)) = 2+ (2f (P5) — 2 (Py) — 2f(P))*

_Sf(P)? Sf(P)? Sf(P5)*  16f(P)f(P)
v(q)? v(q)? v(q)? v(q)?
N 16f(P)f(Ps) | 4f(B5)  4f(F)
v(q)? v(q) v(q)

Dabei bedeutet der Index x bzw. y, dass es sich jeweils um die Linge der Kante in z bzw.

y handelt. Fiir den Ubergang zur m-Zerlegung sei nun m > 1. Diese Bedingung ist jedoch
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

keine Einschrinkung, weil uns der Limes m — oo interessiert. Den Fall m = 1, bei dem @)
in der m-Zerlegung der rechte Randpunkte der Kante o5 ist, untersuchen wir spéater. Hier
ist @ also ein innerer Punkt der Kante oy5. Da es sich beim Ubergang zur m-Zerlegung
um eine Streckung mit Streckzentrum (0,0) und den Faktor m(~") handelt, ergibt sich das
Polytop Q' ™ dqurch das folgende duale Bild

2mf(Ps) —2mf(P2) | —
me(P4) 1
oF™
Q7
—2mf(Py) |
—2mf(Ps) +2mf(P) T omf(P) - —2m.f(Py) + mu(q)
2mf(Ps) — 2mf(Py) —2mf(Ps) + 2mf(Pa) +mv(q)

und es gilt offensichtlich

vol (Qf(m)> =m? - vol (Qf) .

Auch fiir die Summenzerlegung sei m > 1. Hier ist die Bestimmung des Volumen des
zugehérigen Polytops Q7" etwas komplizierter. Jedoch lift sich Q7" aus Q7™ kon-
struieren. Dazu miissen wir zu den Eckpunkten von Q/ o jeweils den Steigungsvektor des
Simplexes der Zerlegung V'1, in dem der Eckpunkt liegt, addieren. Durch dieses Vorgehen
erhalten wir das Polytop Qf () jetzt durch das duale Bild
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5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

2mf(Ps) —2mf(Py) +2f(Py) | -
2mf(Py) +2f(Py) |
' f(m+)
0F™ Q
=2mf(Py) +2f(Py) | :

=2mf(Ps) +2mf(Ps) + 2f(Py) T
2mf(P2) +2f(P) —2mf(P2) +muv(q) + 2f(P2) + 2f(P2)
2mf(Ps) — 2mf(Py) + 2f(Pz) —2mf(Ps) +2mf(Py) +mv(q) + 2f(P2)

und durch eine zur Bestimmung von vol (Qf ) analoge Rechnung nun

vol (Qf“”“) = m? - vol (QF) + (4u(q) f(Py) — 16£(P)f(Py)) -

v(q)?

Bevor wir nun das Punktgewicht wm+)(Q) bestimmen, wollen wir noch kurz auf den Zu-
sammenhang der Volumina von Q7™ und Q/""" eingehen. Wenn wir das erste Polytop

ins zweite einbetten, erhalten wir
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2mf(P5) — 2mf(Py) +2f (P4

(

2mf(Py) + 2f(Py
(
(

I

2mf(Ps) — 2mf (P,

)
) -
)
2mf(Py) |

T

—2m f(Py
—=2mf(Ps) + 2mf(Py
(
(

—2mf(Py) +2f(Py
—2mf(Ps) + 2mf(P2) + 2f (P

2mf(Ps) + 2f(Ps) —2mf(Pa) + mv(q) + 2f(P2) + 2f(Ps)

) |
)A
)4
)A

2mf(P5) = 2mf(Fy) + 2f(P,) —2mf(P5) + 2mf(Py) + mv(q) + 2f(P2)

Wir stellen also fest, das die Ausdehnung in y-Richtung nicht von m abhéngt. Damit ist das
durch den Ubergang von Q' ™ zu Q' “* hinzukommende Volumen von der Grofenordnung
O(m), was sich schon im Ergebnis fiir vol (Qf (mﬂ) widerspiegelt. Insgesamt erhalten wir

fiir den auf der positiven z-Achse zu (0,0) benachbarten Punkt @ nun das Gewicht

Wf(m+>(Q) =m 2. (Vol (Qf<m+)) — vol (Qf(m)> — vol (Qf))
m

— 2. (m ol (Q1) + s - (W(@)f(Py) = 16£(Py)f(P) = m - vol (@) ~ 0)

(@) f(Py) — 16f(P)f(Py)
mo(q)? |

Hier ist zu beachten, dass () eine Ecke der Summen- und der m-Zerlegung ist, jedoch keine
der Zerlegung V1. Deshalb gilt vol (Qf(m) # 0 = vol (Qf).

5.6.7. Jetzt wollen wir den nédchsten Punkt rechts von dem vorigen untersuchen, den wir
mit R bezeichnen. Das heifit wir gehen von (0,0) in der Summenzerlegung zwei Ecken in
positive x-Achsen-Richtung. Dabei soll jetzt m > 3 gelten. Im Fall m = 2 ist R in der
Summen- und der m-Zerlegung identisch mit dem Randpunkt P,, den wir spiter untersu-

chen. Wieder ist die Bedingung m > 3 keine Einschrénkung, weil uns der Limes m — oo
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5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

interessiert. Wir erhalten analog zu vorher

16f(P) f(Py)
v(g)?
vol <Rf(m)) = m?-vol (Rf)

vol (Rf<m+)) = (m?+m)-vol (R) ,

vol (RT) =

wobei auch hier vol <Rf (m“) — vol (Rf (m)> = O(m) gilt. Damit erhalten wir als Punktge-
wicht nun
Wim (R) = m?- (vol <Rf(m+)> — vol (Rf(m)) — vol (Rf)>
=m~?- ((m®>+m) -vol (R) —m? - vol (R') —0)
vol (RY)

16/(P)f(Pr)

m - v(q)?

5.6.8. Es stellt sich jetzt die Frage, wie das jeweilige Gewicht fiir die zu (0,0) niichsten
rechten Nachbarn aussieht. Dazu wahlen wir m immer so grof so, dass die zu untersuchen-
de Ecke in der Summenzerlegung innerhalb der Kante o5 liegt. Wir haben die folgende

Situation

zu untersuchen

wobei wir die Ecken P, () und R schon untersucht haben. Wir wollen uns dazu zunéchst
den Ecken (2n (v(@/2m) ,0) mit n € N\ {0} und n < m/2 zuwenden, da bei diesen im dualen
Bild nur 4 Simplexe beteiligt sind. Diese Ecken nennen wir ,Kreuzpunkte“. Schnell wird
klar, das die Kreuzpunkte sich alle gleich verhalten. Da wir mit der Ecke R (sieche oben)
schon einen Kreuzpunkt berechnet haben, bezeichnen wir jetzt alle Kreuzpunkte mit R und

erhalten
_16£(Py)f(Py)
m-v(q)?®
Jetzt wollen wir die anderen Ecken untersuchen, das heifst die Fcken, an die im dualen Bild
8 Simplexe anschliefen. Diese Ecken sind ((2n — 1) (v(@/2m) , 0) fiir n € N\ {0} und n < m/2

Wpm+) (R)
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

und wir nennen sie ,Sternpunkte”“. Auch die Sternpunkte verhalten sich alle gleich und wir
haben mit @ (siehe oben) schon einen von ihnen untersucht. Deshalb bezeichnen wir alle

Sternpunkte mit () und erhalten

10(a)f(P) = 16/ (P,)[(P)

m - v(q)?

wym (Q) =

5.6.9. Zum Schluf miissen wir noch untersuchen, was in der Ecke P, = (¥(@)/2,0) pas-
siert. Hier ist zu beachten, dass P, in der Summenzerlegung je nach Paritidt von m von

unterschiedlicher ,,Bauart” ist. Analog zu vorher erhalten wir hier
vol (Pf) = vol (@)

f 11 =
vol <P2f(m>> 2 vol (R ) firm=50
vol (Qf) flirm=,1

wl (") = { S5 (<16 (Py)” + 16f(Ps) f(Py) — 16f(Ps) f(Py) + 40(q) f(Py))

0
+m? vol (Rf) + vol (Qf) fir m =50
+(m + 1) vol (Q7) fir m =5 1

und damit insgesamt

et (s (72) 1 (1£7) e (1))

2 [ SSER 48P (P) — SF(P)F(Py) + 20(@) f(Py)  fiir m =5 0
m - v(q)? v(q)? - vol (Q7) fir m =, 1

5.6.10. Mit diesen Zwischenergebnissen lésst sich jetzt

Jim {wa<m+>(P) : 5@:} = w(0) - o
Peo
zeigen fiir ein wy(o) € Rs(. Zunéchst ist klar, dass der Tréger eines moglicherweise vor-
kommenden Limes auf der rechten Seite in der Kante 015 enthalten ist. Zuerst werden wir
zeigen, dass die Gesamtmasse der Kante 015 auf der linken Seite konvergiert. Dazu be-
stimmen wir durch einfaches Abzédhlen die Anzahl der Punkte der jeweiligen Art auf der
Kante 019. Es gibt [mT_l]—Viele Kreuzpunkte und [%]—Viele Sternpunkte. Dabei ist [.] die
untere Gaulkklammer. Dann gibt es noch die zwei Randpunkte, wobei der Linke, das heifst

P, = (0,0), fiir jedes m gleich ist und der Rechte, das heifst P, = (v(@)/2,0) zwei verschiedene
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5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

,Bauarten hat. Fiir gerades m ist er ein Kreuzpunkt und fiir ungerades m ein Sternpunkt.

Damit ergibt sich nun als Grenzwert fiir m — oo der Gesamtmassen i, (012):

lim Z wf(m+) (P(m+))

m—0o0
Pm+)eoqy
) m—1 m
= m11£1c1>0 {wf<m+>(P1) + [T} Wpm (R) + [5} Wpemn (Q) + wf<m+)(P2)}

L m—11 16f(P)f(Py) | 32f(P)f(Py) | tm] 4v(q)f(Py) —16f(1%)f(Py)
N nlbl—{noo \[ 2 ] " mev(g)? N mu(q)? +\[?} ' m - v(q)?
,,Kreu;};lnkte“ linker Rz?ldpunkt ,,Stern‘p;nkte“

L2 . —8f(P)? +8f(P2) f(P5) — 8f(P2) f(Pa) + 2v(q) f(Py)  fiir m =, 0
m - v(q)? v(g)? - vol (Q7) fiir m =, 1
rechter P;arndpunkt ’
_2/(Py)
v(q)

Bemerkung 5.6.11. Fiir alle Punkte P der Kante oy gilt, dass das Gewicht w m+) (P),
sofern es ungleich 0 ist (siehe (5.1)), den Faktor 1/m enthélt. Damit tragen, aufgrund der
Grenzwertbildung m — oo, die zwei Randpunkte der Kante 015, das sind auch alle Ecken
der Kante o5 in der Zerlegung V1, nichts zum Kantengewicht wy(o12) bei. Es laft sich
leicht iiberpriifen, dass dies fiir alle Ecken der Zerlegung V'1 gilt. Genauer heifit dies, dass

einzelne Punkte einer Kante fiir den Grenzwert keine Rolle spielen.

5.6.12. Allgemeiner gilt mit derselben Rechnung fiir ein Intervall I € 45, dass

2f(Py) 1)
v(g)  l(o12)’

wobei [ die Lange eines Intervalls bezeichnet. Also folgt die Behauptung (5.2) mit

2f(Py)
v(q)

ﬂm([) =

w(oiz) =

5.6.13. Als néchstes wollen wir wy(oa4) bestimmen, das heift die Gesamtmasse der Kante
094 untersuchen. Dabei haben wir nun das Problem, dass das duale Bild der Zerlegung
zu f(™*) und damit das zu untersuchende Polytop von m abhiingig ist (siehe obige duale

Bilder). Wir miissen also eine Fallunterscheidung in der Paritit von m machen. Da wir uns
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

nur fiir den Grenzwert m — oo interessieren und wir wissen, dass der Grenzwert existiert
(siehe 5.6.8 und 5.6.11), reicht es einen der Fille zu untersuchen. Wir wéhlen den Fall
m ungerade, da es in diesem Fall nur eine Art von dualen Polytopen gibt. Somit entféllt
hier eine zu den inneren Punkten der Kante 015 analoge Fallunterscheidung. Wir brauchen
hier jedoch eine Fallunterscheidung beziiglich der Position des untersuchten Punktes. Diese
ist notig, da aufgrund der Periodizitdtsbedingung (siehe Abschnitt 2.5 Gleichung (2.5)) in
der Summenzerlegung alle ,ungeraden rechten Nachbarn“ von P; mit P, zusammenhingen
m—1

und alle ,,geraden rechten Nachbarn“ von Py mit P;. Wir wollen uns nun die [T}—Vielen

,geraden Nachbarn® P von P, ansehen. Hier ergibt sich als Bild fiir das Polytop P/

& 1)((1)( Qf(P4)+U( )+)\2)

— oty 2F(Ps) = 2f(P2) + A2)

\: 0 (2f(Ps) + A2)
T T
oty (27 (Bs) + 2f (Pa) + A1) T T oty 2f (Bs) = 2f (Py) + A1)
otey (F2f(P2) + A1) oty (2F(B2) + A1)

wobei A1, Ay € v(q)Z. Wir berechnen vol (me)) analog zum Volumen von Q'™ bei der
Kante oy5. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir T := 2f(Ps) — 2f(P,) — 2f(P,) und

erhalten

vol (grokes Rechteck) = (4f(P5) Af(Py)) (—4f(Py) +v(q))

(Q)

2T2
vol (Dreieck 1) = vol (Dreieck 2) = vol (Dreieck 3) = vol (Dreieck 4) = o

2v(q)

und damit

vol (PT™) = m’ — v — _2T2m2
L(P1™) = S (AF(R) + ela) HAS () = 4 (P} = S

= m?vol (Pf)
= m?vol <P4f> .

Nun brauchen wir noch vol (Pf w”). Dafiir haben wir das folgende Polytop
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5.6. Der Chambert-Loir Test im gemischten Fall

m(=2f(Pa)tv(g)+A2) | 2f(Ps5)—=2f(P2)+A2
< (@ + (@

m(=2f(Ps)+f(P2)+v(g)+A2) + 2f(Ps)—2f(P2)+A2
v(q) v(q)

m(=2f(Ps)+f(P2)+v(g)+A2) + 2f(Pa)+A2
v(q) v(q)

T

m(2f(Ps)—f(P2)+v(g)+A2) + 2f(Ps)=2f(P2)+A2

«— v(q) v(q)
m(2f (Ps)—f(Py)+v(@)+Aa) | 2f(P1)+As
< (q) T

m(2f(Py)+v(g)+A2) 2f(Pa)+A2
< () T

3 AN
m(=2f(Ps)+2f(Pa)+A1) + 2f(P2)+M m(2f(Ps5)—2f(Pa)+A1) + 2f(Ps)—2f(Pa)+M1
v(q) v(q) v(q) v(q)
m(=2f(P2)+X1)) + 2f(P2)+\ m(2f(P2)+A1) + 2f(Ps)=2f(Py)+M\1
v(q) v(q) v(q) v(q)
m(=2f(P2)+ + 2f(Ps)—2f(Pa)+M1 m(2f(P2)+A1) + 2f(P2)+M\
v(q) v(q) v(q) v(q)

mit A, A2 € v(¢)Z und erhalten wieder mit T := 2f(Ps) — 2f(P2) — 2f(Py)

1
vol (grofkes Rechteck) = ) (Amf(Ps) —4dmf(Py) +T) (—4mf(Py) + v(g)m +T)
vig
2T2
vol (Dreieck 1) = vol (Dreieck 3) = m
20(q)
1)*7?
vol (Dreieck 2) = vol (Dreieck 4) = (m+ 1)°T"
2v(q)

und damit

vol (P177) = m? - voi(pf) 4 P10~ o q<)f}> T4/(P)

Wie bei der Kante o5 gilt auch hier vol (Pf(m+)) — vol (Pf(m)> = O(m). Fiir die [21]-

vielen ,ungeraden Nachbarn“ ) von P, erhalten wir durch analoges Vorgehen jeweils:

vol (/") = ;(’;)2 {=4f(P2) + v(@)} {4f(Ps) — 4f(P»)}
- % (2F(Ps) — 2f(Py) — 2f ()}

= m?vol (Qf )
= m?vol <P2f )
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5. Die erste Chernform auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

vol (Qﬂmﬂ) =m? - vol (P{)

o (2 (Ps) = 2(P2) = 2f(P)} - {oa) — 4+ S(P2) +4- f(P)

Nach Bemerkung 5.6.11, brauchen wir die zwei Randpunkte nicht weiter zu betrachten.
Wir erhalten:

+

wplons) = P = 2/Fs) 2/ (R)
' o(@)

und es gilt vol (Qﬂmﬂ) — vol <Qf<m)) = O(m).

Bemerkung 5.6.14. Allgemein laft sich leicht zeigen, dass fiir alle Ecken P der Summen-

zerlegung (unabhingig von der Kante)
vol (Pf(mH) — vol (Pf(m)) = O(m)

gilt. Da fiir alle Ecken der Zerlegung V1 das Volumen unabhingig von m ist, gilt somit
auch
wpmn (P) =O0(m™") .

Daraus folgt nun, dass der Grenzwert in Gleichung (5.2) immer existiert, da auf jeder Kante
der Zerlegung V1 die Anzahl der auf ihr liegenden Ecken der m-Zerlegung von der Grofe
O(m) ist.

5.6.15. Als letztes Beispiel wollen wir noch wy(oy5) bestimmen. Wir untersuchen also eine
innere Kante des Fundamentalbereichs [0, v(q)]?, bei der wieder drei Fille zu unterscheiden

sind:
1. Kreuzpunkte: Dieser Fall kommt [mT_l}—mal vor und es gilt

vol (P/) = m? - vol ()

vol <Pf<m+)> = (m?®+m) - vol <P5f>

2. Sternpunkte: Dieser Fall kommt [ }—mal vor und es gilt

m
2

vol (Pf(m) =m? - vol <P2f> ;

vol (Pf(m+)) = m?vol (Pg) +m- (4f(Py) — 4f(P5) +;}((Z))g (4 (B5) —4f (1))
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3. Randpunkte: Diese brauchen wir wegen der obigen Bemerkung nicht weiter zu be-

trachten.

Damit ergibt sich nun

C2f(P)-2f(R) 1
wf(025) = U(q) + 5

5.6.16. Fiir alle anderen Kanten der Zerlegung V1 gehen wir analog vor und erhalten
e (L [ llan) At (1) = S ep (@)1, mit

Kante o wi (o)
012, 023 228;)4)

024, 026, 048, 068 2f(P5)_2];$1))2)_2f(P4)
025, O58 % +1
014, 047 2{}%5)2)

045, 056 % +%

Fazit 5.6.17. Bleibt abschlieffend noch der Vergleich der Ergebnisse. Dazu stellen wir

zunéchst fest, dass mit 5.3.6

2 2
Uy = o@D (dz A o] +dy Alo]) = @ (dz|, + dyl,)

fiir alle o € V(Y gilt. Genauer bedeutet das, dass hier
® Ly = % -dx|, fiir 0 € {012, 093,045, 056},

o L, = % -dy|s fiir 0 € {014, 047,095, 058} und

e 1, =v(q) Y (dz|, + dyl,) fiir o € {094, 06, 0us, Tes }
gilt. Wir erhalten also
A (L |- hean) A ™ (L, 1) = e (L - lhan) A ca (L 1]
das heifst

o W;\%(U) = 2-wy(o) fiir 0 € {012, 023, 045, O56, 014, 047, 025, 058} und

° w}%(a) = wy(o) fiir 0 € {094, 096, 048, Ogs }-

Insgesamt gilt damit
ep (L%, |- hean @ 11D = €2 (L2, || han @ [.1D"?

wie gewiinscht.
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6. Die Poincaré-Lelong-Gleichung auf

dem Quadrat einer Tate-Kurve

Unser Ziel ist es, im 2-dimensionalen Fall ein Analogon fiir die dd°—Gleichung (Poincaré-
Lelong Gleichung) zu finden. Dazu miissen wir zunéichst einen geeigneten ,Differentialope-
rator” [ definieren, der den bisherigen Differentialoperator dd ersetzt. Das heifit der neue

Differentialoperator [J mufs die folgenden Eigenschaften haben:
1. O ist definiert auf den stetigen, stiickweise glatten Funktionen g auf R?/A.
2. Og ist ein Strom auf R?/A.

Wir betrachten nun g = —log ||sp|| fiir den globalen Schnitt sp aus Abschnitt 2.3. Dann
gilt

h:=m"(g) = —log (|©] - p*||1]]) = —log (|O]) — log (p*||1]) (6.1)

mit der Notation aus Abschnitt 2.3. Damit wird Og nach 1) und 2) auch ein Strom auf

R?/A sein. Wir verlangen weiter, dass

3. der Differentialoperator die Poincaré-Lelong Gleichung
Lg = C?R([h 1) — OTrop(div(s)) (6.2)

erfiillt. Wir werden [J so definieren, dass 3. sowohl fiir die Modellmetriken als auch fiir die

kanonische Metrik auf L gilt.

6.1. Der Differentialoperator [J im 1-dimensionalen Fall

6.1.1. Wir wollen zuerst den Differentialoperator [J im 1-dimensionalen am Beispiel der

Tate-Kurve zusammen mit einer Modellmetrik ||.|| bestimmen. Hier gilt ¢ = —log||sp||
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und die Metrik wird durch eine Funktion f gegeben (siehe Abschnitt 2.5). Das heifst es gilt
—log (p*||1]|]) := f und nach Gleichung (6.1) ist die Funktion h damit gegeben durch

h=7"(g) = —log(|0]) + f .

Weil nun

>

—log |0(¢)] = 0 g <¢<1 A [0 0 < w1 < @)
—log|g2¢7M g]"* = ¢ > g v@f2 —u v@)fe < u < v(q)

mit ( € Cx bzw. u = v(¢) = —log(¢) gilt, ist ¢ bestimmt durch:

****** f(P2)
Steigung = 2{)(((%) Steigung = 72{)’2552)
= —f(P1) =0

Pl =0 P2 — v(q) P3 = ’U(q)

Weiter gilt nach Abschnitt 5.4 jetzt ¢, (O(P), |.|}) = (% f(P2)> [P+ (1 o f(Pg)) [P,]
und dryop(div(s;)) = 1-[F2]. Damit miissen wir, da die Poincaré-Lelong Gleichung (siehe (6.2))

gelten soll, einen Differentialoperator [J konstruieren, so dass

Og = ci(O(P),|I-l]) = dtrop(div(s1))

— (%f{%)) [P] + (1 — %f@)) [P] —1-[P)]
— (%f{&)) [P] + (—%f(%)) [P]

gilt.

Definition 6.1.2. Wir definieren fiir g € Zh(S(2,)) = {f : S(Z,)—=C | f stetig, stiick-
weise C? und f”(z) € L*(S(Z,)} unseren Differentialoperator [J durch

wobei A der Laplace-Operator aus Definition 4.1.7 ist.

Bemerkung 6.1.3. In Kapitel 4 haben wir allgemein gesehen, dass der Operator [J
fiir arithmetische Flachen mit beliebigen Schnitten und beliebigen Modellmetriken, die

Poincaré-Lelong Gleichung erfiillt.
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6.1.4. Weil in dieser Situation g € Zh(S(Z,)) gilt, folgt zunichst ¢"(z)dx = 0, da g
stiickweise linear ist. Des Weiteren gilt X; = {P;, P»}, sowie Vec(P;) = {01(—2), 012} und
Vec(Pg) = {0'21, 0'23}. Damit gllt

O(g) = —Alg)

— \(%f(%) + %f(PQ))J[Pl] +\(—Ulf(P2) + (—%g(Pﬁ))j[Pﬂ

=2 5evee(py) dof(P1) =D _5eVee(Py) W f (P2)

- (ﬁg(go [P1] — (%f@)) [P

wie gewiinscht.

6.1.5. Abschliefen wollen wir die 1-dimensionale Betrachtung mit dem Fall der kanonischen

Metrik. Hier gilt ¢ = —log ||sp||kan und damit
h=m"(g) = —log|O] —log (p[[1[lien) -
Analog zu den Modellmetriken

0 0 <wu,u <v@fz
v@f2 —u v@/2 <u < v(q)

—log|O(u)| = {
Weiter gilt nach [BG06, chapter 9.5, equation (9.24)], dass

—log (p*[|1[lxan(¢)) = — log (|¢|z‘%‘ﬂ\)

fiir ( € Cy. Bei uns gilt nun v = v(¢) = —log |(| und wir erhalten dann

—log (" han(w) = 5775

Damit ergibt sich die Funktion g wie folgt

Hier gilt ¢;(O(P), ||-|lxan) = % und wieder Omyop(div(s;)) = 1 - [/%]. Damit miissen wir also

einen Differentialoperator L] konstruieren, so dass die Poincaré-Lelong Gleichung

d_x_l.[Pﬂ

Og = c1(O(P), [|-llan) = mvop(aiv(s1)) = v(q)
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gilt. Wir iiberpriifen nun ob der Differentialoperator, den wir fiir die Modellmetriken de-
finiert haben, auch hier das gewiinscht Resultat liefert. Es gilt wieder Xy = {P, P},
Vec(Py) = {01(—2), 012}, Vec(P,) = {091, 023} und wir erhalten mit dzg = grad(g) - v dann

2
Og = — —%g(m)dx—z Z dzg | 0p

peXy \ veVec(p)

- % " <<_1) ' UZI) th v(uqr))fgp1 +\<1 ' % +on (_1 i ﬁ)) o

=2 e vee(py) 459(P1) =2 FeVeo(Py) 459(F2)
dz
- & L
U(Q) SN——
~ =0Trop(div(sy))

=c1 (O(P)7|| . Hkan)
wie gewiinscht.

Fazit 6.1.6. Unsere Definition 6.1.2 des Differentialoperators [ ist sowohl im Fall der

Modellmetriken als auch im Fall der kanonischen Metrik richtig.

6.2. Der Differentialoperator [ fiir Modellmetriken

6.2.1. Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Fall einer Modellmetrik beschéftigen.
Das heiftt, unsere Metrik ist durch eine stiickweise lineare Funktion f gegeben. Genauer
heift das, es gilt —log (p*||1]|) := f. Dabei ist die Funktion f auf der Zerlegung V1 von
A =v(q)Z x v(q)Z nach Abschnitt 2.5 gegeben durch

Punkt P P, Py Ps
Koordinaten | (0,0) | (»@/2,0) | (0,v(@)/2) | (v(@)/2,v(d)/2)
f(P) 0 f(R) | f(By) f(Ps)

Alle anderen Werte von f lassen sich aufgrund der Linearitdt und mit der Periodizitatsbe-
dingung (Abschnitt 2.5 Gleichung (2.5)) leicht berechnen. Da die Funktion h nach Gleichung
(6.1) gegeben ist durch h = 7*(g) = —log (|©]) + f, bleibt jetzt noch die Funktion © zu
bestimmen. Dazu benutzen wir die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.3 und gehen analog zum

1-dimensionalen Fall (siehe 6.1) vor. Zunéchst gilt

0(¢,¢") =0(¢) - e(()
fir ¢, (" € Cx. Dabei ist fiir § = q”? die Theta-Funktion definiert durch

o0

o) = 7.

n=—oo
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Wir erhalten somit
—1log|O((, ¢")| = —log |©(¢)| —log[O(()] -

Wihlt man ¢, ¢’ aus dem Skelett R?/A von (E™)? und setzt u := v(¢) = —log|(|, v :=
v(¢") = —log|(’|, dann gilt

0 0<u,u <o)
oglo(.c) = 4 " 0susr@Rsd <) (6.3)
—_— O y f— .
s v(@)/2 —u 0<u <@ <u<wv(q)

v(g) —u—u @/ <wuu <wv(g) .

Damit konnen wir die Funktion g berechnen. Diese ist wieder stiickweise linear und wird

bestimmt durch
Punkt | Py, Py, Pr, Py | PP | PLPs | Py |
oP) |0 g | s | APy |

6.2.2. Nun wissen wir aus Abschnitt 5.5, dass

LD = ) wid(o)lo]

ocev (@)
mit
T wﬁg(a)
012, 023 %'f(PQ)
014, O47 U(4q) ) f(P4)
024, 048, 026, 068 U(zq) f(Ps) - U(zq) f(P4) - U(2q) : f(Pz)

025, 058 @'f(ﬂ)‘@'f(%)"‘l

045, O56 %'f(Pﬁ—ﬁ f(Ps)+1
und

Otvop(div(s)) = 1 - [0us] + 1+ [o56] + 1 - [025] + 1 - [058]
gilt. Wir miissen also einen Differentialoperator [J konstruieren, so dass fiir die Funktion ¢

die Poincaré-Lelong Gleichung (siehe (6.2))

Og = AL le) = Otvopaivis) = Z WﬁR(U)[U]

ocV )
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6. Die Poincaré-Lelong-Gleichung auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

erfiillt ist, wobei

UJAR( ) = waPé( ) -1 fiir o € {0'24,0'48,0'26,0'68}

g
wy (o) = wit(o) fiir alle anderen Kanten.

Definition 6.2.3. Fiir den ersten Versuch benutzen wir einen an den Laplace-Operator
aus dem 1-dimensionalen Fall (siehe Definition 6.1.2) angelehnten Differentialoperator. Wir

setzen

Dg = Z Zam/ 07

UEV(U UA/(J‘

Summe von Diracstromen
wobei g eine auf einer vorgegebenen Simplexzerlegung V' vom Skelett R?/A (zum Beispiel
V1) stiickweise lineare Funktion, V") die Menge der Kanten der Zerlegung V und vay, der
(primitive) Normalenvektor eines Dreiecks A € V() beziiglich der Kante o € V() ist.

Bemerkung 6.2.4. 1. Die Wahl der partiellen Ableitung in Richtung des (primitiven)
Normalenvektors ist motiviert durch unsere Definition der ersten Chernform in Ab-
schnitt 5.2.

2. Bei unseren Funktionen g brauchen wir keinen ,stetigen Mafteil“. Dieser wire sowieso
immer gleich 0, weil g stiickweise linear ist. Genauer heifit das, unsere Funktion g hat

lokal immer die Bauart g(z,y) = mix + moy + ¢ mit my, my, c € R.

6.2.5. Wir wollen nun unsere Definition des Differentialoperators [ iiberpriifen. Dazu be-
stimmen wir zunédchst analog zum Abschnitt 5.5 die (primitiven) Normalenvektoren der
Zerlegung V1 und die Steigungsvektoren fiir die linearen Stiicke von g. Wir erhalten die
Ergebisse aus Abbildung 6.1, wobei an den Ecken der Zerlegung jeweils der Funktionswert
(griin) von g angegeben und g auf den Dreiecken (das heift Elementen von V(?)) linear ist.
Des Weiteren ist innerhalb jedes Dreiecks jeweils der Steigungsvektor (blau) von g und an
jeder Kante der entsprechende Vektor va/, (rot) angegeben. Letzterer ist unabhéngig von

v(g). Wir miissen nun also

0
H9 = Z Z(%g:
cevV) \va,,

berechnen. Dabei bezeichnet ga jeweils die lineare Fortsetzung der Funktion g|a und es gilt

dga
8’UA/U

= grad(ga) - vay, .

Damit folgt dann beispielhaft fiir die Kante 0 = 094:
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6.2. Der Differentialoperator [ fiir Modellmetriken

v(q)
(72f(P2)/17(q)) ( Qf(PZ)/v(q) ) Py (72f(P2>/'u(q))
72f(P4)/v(q) 72f(P4)/'U(q) | /:/ 72f(P4)/'U(q)
— N O | = ,
NE= N &
—_ |
| o
S| QN e -24y | 2020 PN\
> v(q) v(q) 7
\J _2f(P5)—2f(Pa) J\ 2f(P5)—2f(Pa)
v(q) v(q)
" (0,1) (0,1)
v\q)/9g ——
0,-1) 0.1
2f(P5)(—§f(1"4) _2f(P5)(—§f(P4)
v(q v(q
/\/ 2f(P5)—2f(P2)) ( 2f(P5)—2f(P2) \/9\
= 2 v(q) v(q) N4
=12
O [ —= —
(—Zf(PQ)/U(q)> - (2f(P2)/v(q)) QO/ L /);\ \\9\ (_2f<P2>/U(q))
2f(P4)/v(q) 2f(P4)/v(q) 'O = 2f<P4)/v(q)
(0,1) (0,1)
0
(Oa _1) (O _1)
( Qf(PQ)/v(q) ) (72f(P2)/'U(q))
—Qf(P4)/v(q) —2f(P4)/'U(q)
o)y —— NS _ N
—v(a)/2 0 v(a)/2 v(q)

Abbildung 6.1.: Steigungsvektoren und Normalenvektoren va/, der Funktion g

e Fiir A = Ajyy erhalten wir die Funktion ga(z,y) = 2{)25)2):1: + 2&5)4)34 und den (primi-

tiven) Normalenvektor va/, = (_01). Damit ergibt sich

8gA _
(%A/U

e Fiir A = Agys erhalten wir die Funktion ga(z,y) = 2f(P5Z(q§f(P4)x + 2f(P5Z&§f(P2)y tc
1
(o)-

mit ¢ = —f(Ps) + f(P2) + f(Ps) und den (primitiven) Normalenvektor va,

Damit ergibt sich
dgn .

2f(P5) — 2f(Py)
6v% N '

v(q)
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6. Die Poincaré-Lelong-Gleichung auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

Zusammen erhalten wir als Summanden in [g fiir die Kante 094 damit

2f(B5) = 2f(Py) = 2f(Py)
v(q) e

Alle anderen Félle gehen analog und wir erhalten das in 6.2.2 gewiinschte Resultat.

Bemerkung 6.2.6. Im Falle einer Modellmetrike ist die Definition 6.2.3 des Differential-

operators analog zu der 1-dimensionalen Situation (siehe 6.1.2).

6.3. Der Differentialoperator [ fiir die kanonische
Metrik

Das Ziel dieses Abschnittes ist es unseren bisherigen Differentialoperator [ so zu erweitern,
dass er auch fiir stetige stiickweise glatte Funktionen definiert ist. Das heifst wir wollen einen
neuen Differentialoperator, den wir wieder mit [J bezeichnen, finden, der einen ,stetigen
Mafsteil“ hat. Im Fall der kanonischen Metrik wollen wir dann iiberpriifen, ob die mit
diesem Differentialoperator aus der Poincaré-Lelong Gleichung (siehe (6.2)) bestimmte erste

Chernform mit unserem Ergebnis 5.3.3 iibereinstimmt.

6.3.1. Wir machen nun den folgenden Ansatz: Fiir die Produktsituation X = F x E und
dem mit der Produktmetrik versehenen Geradenbiindel L = pi(O(P)) @ p3(O(P)) wollen
wir den stetigen Teil des Differentialoperators aus der 1—dimensionalen Situation (siehe
6.1) herleiten. Dazu versehen wir, zur besseren Unterscheidung, alle Grofen aus dem 1-
dimensionalen Fall mit dem Index 1. Im 1-dimensionalen haben wir fiir eine stetige und
stiickweise glatte Funktion g; auf R/v(q)Z den stetigen Teil des Differentialoperator [J;
definiert durch g{dz. Da nach Bemerkung 6.2.6 der diskrete Teil mit der Definition aus

dem 2-dimensionalen tibereinstimmt, erhalten wir zusammen

|:|1 g1 = gi(if + Z Z aagl 60.

UA/U
stetiges Maf gEV(O) VA/e

~
diskretes Maf

Nun wollen wir daraus die 2—dimensionale Situation mit Pullback herleiten. Wir nehmen
dazu das Geradenbiindel pj(O(P)) mit der Pullbackmetrik [|.||pumm. = pi||-||1. Intuitiv setzen
wir als ersten Versuch

[0 = p;-Pullback von [y .
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6.3. Der Differentialoperator [ fiir die kanonische Metrik

Damit ergibt sich nun fiir g(x,y) = g1(x), dass

82 891
Og(z,y) = @gl(x)der > Z(‘%A/ s

oecvV() VA/o

2

B 0 on
SE IS v NN ) L

o horizontale Kante UA/UE{((D’(BJ}

Analog gehen wir beziiglich der zweiten Projektion vor. Jetzt bleibt also noch die gemischte
Situation zu betrachten. Hier haben wir das Geradenbiindel L = pj(O(P)) ® p5(O(P)) mit
der Produktmetrik ||.||proq. = p1]|-[l1 @p5||-||1- Dabei bleibt V) = S(27) = 2% unverindert
und wir setzten

[ = py-Pullback von [y + po-Pullback von [y .

Das heifst wir bilden die Summe der beiden vorigen Félle. Das fiihrt uns auf die folgende

Definition.

Definition 6.3.2. Fiir g(z,y) stetig und stiickweise glatt auf der Zerlegung V von R?*/A
definieren wir den Differentialoperator [J durch

o o dg
O g(w,9) = 5590, y)de + 559, y)dy + >

oV \va,

O -
aUA/U

Analog zur Bemerkung 5.3.4 soll das als Strom auf R?/A interpretiert werden.

Bemerkung 6.3.3. 1. Die Herleitung des Differentialoperators [J gibt uns keine Aus-
kunft iiber gemischte Ableitungen. Das wird fiir die Anwendung auf die kanonische
Metrik jedoch geniigen. Die Definition fiir beliebige stetige und stiickweise glatte
Funktionen miisste mit dem Lagerberg-Formalismus (siehe [Lagl2] und [CD12|) ge-

schehen.

2. Bei der Definition des Differentialoperators spielen die Diagonalen der Zerlegung kei-
ne Rolle, da g linear auf jedem Quadrat ist und sich damit die Vektoren va/, der

Diagonalen jeweils paarweise aufheben.

6.3.4. Zum Abschlufs wollen wir die Definition des Differentialoperators [J im Fall der
kanonischen Metrik testen. Dazu iiberpriifen wir, ob der Differentialoperator zusammen
mit der ersten Chernform aus 5.3.3 die Poincaré-Lelong Gleichung (siehe (6.2)) erfiillt. Wir
haben also das Produkt E x E der Tate-Kurve E und das Geradenbiindel L = p;(O(P)) ®
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6. Die Poincaré-Lelong-Gleichung auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

p5(O(P)) mit der kanonischen Metrik ||.||xan- Dabei gilt ||.||kan = P51 lkan.1 @P5 |- lkan.1, wobei
das Geradenbiindel O(P) mit der kanonischen Metrik ||.||xan,1 zur Tate-Kurve E gehort und
p; fiir i = 1, 2 die Projektionen auf die i-te Komponente sind. Nun gilt nach Gleichung (6.1)

h=m"(g) = —log O] —log (p"[[1[]xan) -

Fiir ¢, ¢’ aus dem Skelett R?/A in (E™)? setzen wir u := v(¢) = —log|¢|, v := v({) =

—log |(’|. Damit konnen wir den ersten Summanden

0 0 <u,u <@
g 0(C. )| = 4 "m0 Su< @RS <o)
e (0) , —
& v@/2 — u 0<u <@ <u<v(q)

v(q) —u—u @ <uu <wv(g)

aus dem stiickweise linearen Fall (siehe 6.2.1) ibernehmen und miissen nur noch den zweiten
Summanden — log (p*||1]|xan) bestimmen. In |[BGO6, chapter 9.5, equation (9.24)| wird die
Gleichheit

— 108 (¢ [[1[lran(€, ¢')) = — log <|< ¢ floi,fx')

fiir (¢, () € (Ck)? bewiesen. Fiir ¢, ¢’ aus dem Skelett R? /A und u := v({) = —log ||, v :=
v(¢") = —log |(’| gilt nun
og]¢ - ) u?+ ()

2v(q) 2v(q)

Damit ergibt sich unsere Funktion g nun wie folgt

—log (p*]|11]|xan (¢, €7)))

o 0 < u,u’ < v
" ) _ u+2ﬂ32 0<u< @< <v(g)
gu7u = v u

@ _ oy + ﬁ; 0 <o <vlafa <u < o(g)

v(q) —u—u + % v@/2 < u,u’ < v(q)

Insgesamt erhalten wir

0? 0?
Og = azg(xy)deran(:rydwa Y

UEV(l) vA/cr

= it O )+ () )] o
K(f)( )+ (5) )]

dg

8UA/(,

0o
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6.4. Das 3-dimensionale Beispiel

G () ]
O GG
’ ((1)) (11 i(q}@) * <01) (//1((‘?))} b
L) () )]
R Ej/ﬂ
0\ =1+ v/u(g) L
- Ud—; + Ud—g) — (1 [o95) + 1+ [ous] + 1 - [o56] + 1 - [o58])

Da Cl(L, HHkaH) = v(q) + == v(q) und 5Trop (div(s)) = 1. [0'25] +1- [045] +1- [0'56] +1- [058] nach 5.3.3
gilt, erfiillt der neue Differentialoperator [J die Poincaré-Lelong Gleichung (siehe (6.2)) wie

gewiinscht. Damit haben wir den Satz 1.6 auch fiir die kanonische Metrik gezeigt.

6.4. Das 3-dimensionale Beispiel

Analog zur 2-dimensionalen Situation im Spezialfall v(q) = 1 setzen wir

0? 0? 0?
O g(x1, x9, x3) = a—ﬁg(xl,i@’xzz)dﬁl + o7 %g($1,$27$3)d$2 + a—xgg(xl,xmx?))dl’:a

+ Z Z 6m/ g

oeVv(2) VA /o

fir g(xy1, xo, x3) = g1(x1) + go(x2) + gs(x3), wobei g1, g2, g3 stetige, stiickweise glatte Funk-
tionen beziiglich einer Simplexzerlegung V' des Skelettes R3/Z3 von (E*)3 sind. Dann

definieren wir die erste Chernform durch
AR(L7 ||'||kan) = Uar g+ 5Tr0p(div(s))

mit L = pi(O(P)) @ p5(O(P)) @ p3(O(P)); [|-llkan = pill-lkan,1 © P31l lhean1 @ P5[l-[|xan,1 und
s = pi(s1) ® p5(s1) ® pi(s1). Dabei gehort das Geradenbiindel O(P) mit der kanonischen
Metrik ||.||kan,1 zur Tate-Kurve E, p; fir ¢ = 1,2,3 sind die Projektionen auf die i-te

Komponente und sp ist ein Schnitt mit div(sp) = P. Nach Konstruktion erfiillt damit die
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6. Die Poincaré-Lelong-Gleichung auf dem Quadrat einer Tate-Kurve

erste Chernform die Poincaré-Lelong-Gleichung. Durch eine zum 2-dimensionalen analoge

Rechnung erhalten wir mit diesen Definitionen
AL || lan) = 1day + 1dwy 4 1das .

Nun wollen wir iiberpriifen, ob die Definition der ersten Chernform sinnvoll ist, indem wir
AR(L, || [kan)*® berechnen und mit dem aus der Literatur bekannten Chambert-Loir-Maf

c1(L, || ||kan)"? vergleichen. Es gilt

AR || lan)® = (1day 4 1dzs + 1dzs)" A (1dzy 4 1dz, + 1das)
= (2 (dxy A dxo) + 2 (day Ades) + 2 (dze Adxs)) A (1dzy + 1dae + 1dzs)
=6 (d$1 N d(L’g A dl’g)

wobei wir wieder unsere neuen Rechenregeln (siehe Definition 5.3.6) benutzen. Des Weiteren
gilt nach [Gub07a, Corollary 7.3|

c1i(Ly || hen)"® = Haar-Mak auf R*/A Gesamtmasse = Grad*
= 6 (dl’l VAN dLIZ'Q A Ig) s

da hier Grad(E?) = 6. Es folgt cPR(L, ||.|an)"® = c1(L, |- |lkan)®. Also habe wir auch im

3-dimensionalen eine sinnvolle Definition der ersten Chernform.
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7. Greensche Strome

7.1. Interpretation von [] auf Stromen

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, ob sich der Differentialoperator [, den wir in
Kapitel 6 bestimmt haben, auch auf Strome anwenden 1aft. Wir haben wieder die folgende
Ausgangssituation. Gegeben sei eine Tate elliptische Kurve £ mit E™™ = Cx /¢%, ¢ € C)
und dem Geradenbiindel O(P), wobei der 2-Torsionspunkt P = —¢"/? fest gewiihlt ist. Des
Weiteren wihlen wir einen kanonischen globalen Schnitt sp von O(P) so, dass div(sp) = P
gilt. Darauf aufbauend betrachten wir nun das Produkt £ x E der Tate elliptischen Kurve £
mit den Projektionen p; auf die i-te Komponente. Zu diesem betrachten wir dann ein strikt
semistabiles Modell B, indem wir die Zerlegung V'1 fest wihlen. Weiter betrachten wir das
ample Geradenbiindel L = p} (O(P)) ® p5 (O(P)) und erhalten durch s := pi(sp) ® pi(sp)
einen globalen Schnitt von L mit div(s) = P x E + E x P. Fiir Details siehe Kapitel 2.

7.1.1. Fiir eine stetige und stiickweise glatte Funktion g(x,y) auf der Zerlegung V1 haben
wir in 6.3.2 den Differentialoperator [ definiert durch

82 82 g
Dg(z,y) = @g(m,y)dwra—?ﬂg(%y)dw > Y

N s/ ocev () VAo
NS

stetiger Teil* ~
PSHEUS ,diskreter Teil*

g

8'UA o

J

wobei V(1) die Menge der 1-dimensionalen Polytope von V1 bezeichnet.

7.1.2. Weiter sei nun mit 1 := a(z,y) dz + b(z,y) dy eine 1-Form auf Trop(E?) gegeben.

Dann definieren wir

2 2
On = (33) a(x,y) dy Adzx + <E%> b(x,y) de A dy

Y
_ [(%)2 a(z,y) + (a%)z b(x,y)] de Ady |
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7. Greensche Stréome

wobei wir dz und dy formal analog zu 2-Formen behandeln. Das heifit auch hier gelten
wieder unsere Rechenregeln fiir das Wedge-Produkt (siehe 5.3.3), insbesondere gilt also
dx A dy = dy A dr. Damit kénnen wir [Jg auch im Sinne der reellwertigen Strome auf
Trop(E?) verstehen. Zuerst einmal erinnern wir daran, dass der Strom [g] zu g definiert ist

als lineares Funktional auf den 1-Formen, gegeben durch die Paarung

lohoye=[ o

wobei « eine 2-Form auf Trop(E?) ist. Die Ableitung im Sinne der Strome ist dann definiert

durch die Paarung
(lg), n) := (g}, D) = / gOn.
Trop(E?)

Das positive Vorzeichen ist durch die Analogie mit dd® bedingt. Andererseits haben wir
den Strom g auf Trop(E?) definiert durch die Paarung

(Og,n) = / n Qg .
Trop(E?2)

Unser néchster Satz besagt, dass (g = O[g| gilt, was die Natiirlichkeit der Definition des

Differentialoperators zeigt.

Satz 7.1.3. Fiir eine 1-Form 7 auf Trop(E?) gilt

(Og,n) = (9,0n) ,

wobei g auf Trop(E?) entweder eine glatte oder eine stetige, stiickweise lineare Funktion

ist. Im letzteren Fall verlangen wir genauer, dass g linear auf den Simplexen von V'1 ist.

Beweis: Der Beweis fiir eine auf Trop(FE?) glatte Funktion g ist in Abschnitt 7.2 und der fiir
eine auf Trop(E?) stetige, stiickweise lineare Funktion g ist in Abschnitt 7.3 zu finden. [

7.1.4. Nun wollen wir den vorigen Satz auf unsere Situation anwenden. Wir wéihlen also ein
Geradenbiindel L mit der kanonischen Metrik oder mit einer Modellmetrik zu einer stetigen
und stiickweise linearen Funktion wie in Proposition 2.5.1. Dann ist die Einschrankung von
g := —log||spl| auf Trop(E?) = R?/A = R/v(q)Z x R/v(q)Z, wobei sp der obige Schnitt
zum Divisor D = P x EF+ E x P ist, eine periodische Funktion.

1. g ist im Falle der kanonischen Metrik eine glatte Funktion und es gilt
0%g 0%g
Og=—d — d

weil der diskrete Teil von O gleich 0 ist (siche Abschnitt 6.3).
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7.2. Der glatte Fall

2. g ist im Falle einer Modellmetrik eine stetige, stiickweise linear Funktion und es gilt

DQZZ Z@UA 07
/o

oV \va,

weil der stetige Teil von [ identisch 0 (sieche Abschnitt 6.2).

7.2. Der glatte Fall

Ahnlich wie schon bei der Bestimmung des Differentialoperators [ (siehe Kapitel 6) ist
auch hier wieder der glatte Fall der einfachere. Gegeben ist nun eine glatte Funktion g
auf Trop(E?) und eine beliebige 1-Form n = a(x,y) dz + b(x,y) dy auf Trop(E?). Damit

konnen wir jetzt den Satz 7.1.3 durch Einsetzen direkt beweisen. Es gilt

(Qg,n) = / n Og
Trop(£2)
82

g
d b dy) A | =5d 294 0
[ @Gy A | G S 0

diskreter Teil“

D?g 9g
T dw Ady + b —d Ad
e = S e S

=dyAdz dzAdz=dyAdy=0
2

D?g 0%g
a(x,y) dx/\dy—i—/ b(z,y)=—=dz A dy
JRLCE [ e

v(q) 9% v(q) v(q) dg
/0 </ xy)(?2 )dx—i—/o </0 b(xy)anx>dy

Vv
partielle Integratlon nach y partielle Integration nach x

v(q) dg v(q) v(@) dg
= a(r,y)=— — —a(z,y)=—dy | dz
/0 I( y)ayLJ /0 9y ) g,

~
=0 wegen der Periode

v(q) dg v(q) v(a) g dg
+/0 {b(%y)a—x}o —/O a—xb(ivyy)a—xdﬁ dy

~~
=0 wegen der Periode

v(q) v(a@) 9§ dg v(q) v(a) g dg
=— —a(x,y)=—dy | doz — —b(zr,y)==dx | d
/0 (/0 2,095, y) /0 (/0 50T Y) 5 y

- / -

v v
partielle Integration nach y partielle Integration nach x
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7. Greensche Stréome

v(q) ) v(q) v@) /92 ol
= — —al(z,y) - — — | a(z,y) - T
/0 [Oy (z,y) g]o / /0 <8y) (z,y) - g dy

Vv
=0 wegen der Periode

v(q) o v(q) v(@) 7 9\ 2
—/0 [a—vﬁcb(:l?,y)-g}0 —/0 <(9_x) b(z,y)-g dz | dy

~
=0 wegen der Periode

_ (2 2a($7y)-gdy dz + (L Qb(w,y)-gdx dy
0 0 dy 0 0 Ox

2 2
:/ (ﬁ) a(x,y)-g dy/\dx—i—/ <£) b(x,y) g dx Ady
Trop(E?2) ay ~— Trop(E?) O

=daxAdy

_ /Tmp(EQ)g <[<a%)2a(x,y) + <8%)2b(:c,y)] dz A dy)

womit wir den Satz 7.1.3 fiir auf Trop(E?) glatte Funktionen bewiesen haben.

7.3. Der stetige, stiickweise lineare Fall

Wie beim glatten Fall ist die 1-Form auf Trop(E?) gegeben durch n = a(x,y) dz+0b(z,y) dy.
Jedoch ist dieses Mal g eine stetige, stiickweise lineare Funktion auf Trop(E?). Genauer
ist g linear auf den Simplexen von V1. Das bedeutet, dass [Jg nur aus dem diskreten Teil
besteht, was den Beweis des Satzes 7.1.3 sehr viel schwieriger macht. Aus diesem Grund
setzen wir in beide Seiten des Satzes 7.1.3 ein und versuchen uns durch Umformungen in
der ,Mitte* zu treffen. Dabei wird es nétig sein, eine Identitit zwischen den Summanden,

die von den diagonalen Kanten der Zerlegung V1 beeinflufst werden, herzuleiten.

7.3.1. Wir beginnen zunéchst die ,Linke Seite von Satz 7.1.3 umzuformen. Durch Einset-
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7.3. Der stetige, stiickweise lineare Fall
zen der Definitionen von 7 und des Differentialoperators [ erhalten wir
(Og,n) = / n Og
Trop(E?)

- /T (EQ)(a(x,y) de+b(zy)dy) Al D D] % s, . (7.1)

(%A
O'GV(l) UA/O. /U

Nun gilt V) € Trop(E?) und es gibt zu jeder fest gewiihlten Kante o € V(! genau zwei
Simplexe A € V® mit o C A. Diese beiden Simplexe bezeichnen wir mit A* und A~. Das

heift die Summe iiber va/, hat jeweils nur zwei Summanden. Damit folgt

(7.1) = Z /U (a(m,y) dxavai/a +a(x,y) dxa

ocV )

dg

UA*/U

+b(z,y) dy

Jg
b d o (72
UA+/0+ (z,y) dy (%A/g> (7.2)

Bemerkung 7.3.2. Fiir die weiteren Umformungen legen wir zunéchst ein paar Bezeich-

nungen fest und wiederholen einige friiheren Resultate.

I) Nach Voraussetzung ist g linear auf jedem Simplex A € V® und der Ubergang
zum nachsten Simplex ist stetig. Aus diesem Grund fiihren wir nun die folgenden

Bezeichnungen fiir die linearen Teile von ¢ ein

=0 =04
=9gs| 95 gs | =95
g6 | 97
92 g3
=94| 91 94 =01
=05 =Gs

wobei wir die Periodizitdt von g ausnutzen.

IT) Wie wir spéter sehen werden, ist es zweckméfig die Differentiale dz bzw. dy in das

Oberflichenmafs dS einer Kante o umzurechnen. Dadurch ergibt sich die folgende

Zuordnung:
o 012,023,045,056 | 014,047, 025, 058 024 026 048 068
dzl, ds 0 —V249 | Y245 | 4S5 | 2 dS
dylo 0 ds 2d4S | L2dS | L2ds| Lds
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7. Greensche Stréome

wobei o;; die Kante zwischen den Punkten P; und P; des strikt semistabilen Modells

B bezeichnen (vgl. Bezeichnungen in Abschnitt 5.5).

I1) Zuletzt gilt mit va), = ( (vare), ) nach Definition

(vay,) 2

dg dg dg
OUA/U = grad(g) - Va/e = I (UA/a)l + 0_y (UA/U)2

wobei wir die Vektoren vay, in Abschnitt 5.5 berechnet haben.

7.3.3. Mit I. — III. aus der vorigen Bemerkung kénnen wir die Umformung jetzt fortsetzen
und erhalten

B O dgs 094
(7.2) _+/012+8y a(z,y) dS—i—/U12 o a(z,y) dS+/023+8y a(z,y) dS

0 0 0
+/ —% a(z,y) d5'+/ +% b(z,y) dS+/ 8g4 b(z,y) dS

f/ 892 dS+—/ (991 dS+—/ 892 ) dS

+§/ —%b( )dS+/ +%b(wy)d5+/ ang@y)dS

ox
+£/ _9% oo, dS+—/ 894 dS+—/ 893 ) dS
2 Jo, O
V2 dga dgs 992
+7 - +% (:U,y) dS + /045 +a—y CL(Z’ y) dS+ /040 —a—y CL<$ y) dS
g7 Jg3 / dgs
+/g56+8y a(:v,y)d5+/056 o a(z,y) dS + +a b(z,y) dS
+/ 995 4y dS+—/ dS+—/ ) dS
g47 aw 048
V2 dgs a96 8g7
+7/U48—%b( dS—{——/ b(x,y) dS+/ —i—a—b(aj,y)dS
+/ —%b( dS+—/ ‘998 dS+—/ +%axy s
/ 898 y) dS+ 2= / 397 ) ds . (7.3)

7.3.4. Im néchsten Schritt beginnen wir nun die ,,Rechte Seite” des Satzes 7.1.3 umzufor-

men. Auch hier setzen wir zunéchst die Definitionen von n und des Differentialoperators [
ein und erhalten

(g,0n) = / g On
Trop(£2)
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7.3. Der stetige, stiickweise lineare Fall

— ZE2)/A9 ([(%)2 a(z,y) + ((%)2 b(as,y)] dx/\dy) . (7.4)

A€Trop(
Fiir die weitere Umformung benutzen wir die folgende mehrdimensionale partielle Integra-

tion.

Satz 7.3.5 (Mehrdimensionale partielle Integration). Sei 2 C R™ kompakt mit abschnitts-
weise glatten Rand 0€2. Der Rand sei orientiert durch ein duferes Normalen-Einheitsfeld 7.
Sei ferner v ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung von €2 und

@ ein stetig differenzierbares Skalarfeld auf 2. Dann gilt mit dS =7 dS:

/godiv(ﬁ) dV:/ goﬁdg—/ﬁgrad(go) dv .
Q oN Q

7.3.6. Angewendet auf unsere Situation ergeben sich die folgenden Zuordnungen der Be-

zeichnungen:
Satz 7.3.5 Bei uns Erklarung
9) A Element aus V?
© g stetig und stiickweise linear, d.h. f|A ist
linear fiir alle A € V@,
2
T 8; (z,9) Jommt von n*
dy CL(SL’, y)
o0 {o1,09,03} Kanten von A, positiv orientiert
7 Normale bzgl. A, nach aufsen orientiert
ds Oberflachenmals
dS =i dS orientiertes Oberflachenmafs
dv dz A dy Volumenmaf = Lebesguemaf (bzg. A)
2 2
div(d) <a%> b(z,y) + (%) a(z,y)
9
329
grad(y) ( o )
ay9

Damit erhalten wir nun
0
2ph
(7.4) = Z/ g - div < %”” (z9) ) dz Ady
A A 2y (2, y)
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7. Greensche Stréome

ot ([ by
a gAAg ( 9 a(z,y)

8y

2p 9
D )ess (80 (5 )oene
8_ya’(xay) a—yg
0 o P 9
__;/A%b(a:,y)%g dx/\dy—g/Aa—ya(x,y)a—yg dr Ady .

Dabei verschwindet der erste Summand nach der mehrdimensionalen partiellen Integration,

0
300, .. . 5 . .
weil g - ( 9 (z,9) ) stetig ist und die Normalenvektoren von d.S in der Summe immer

ay @ (I y)

als entgegengesetztes Paar vorhanden sind. Nun wenden wir erneut die mehrdimensiona-

le partielle Integration an. Diesmal erhalten wir jeweils die folgenden Zuordnungen der

Bezeichnungen:

Satz 7.3.5 Erster Summand von (7.5) Zweiter Summand von (7.5)
Q A
@ 2y o9
. b(z,y) 0
U

0 a(z,y)
o) {01, 09,03} mit Orientierung (Kanten von A)
n Normale bzgl A, nach aufen orientiert
ds Oberflachenmaf
dS =i dS orientiertes Oberflichenmalfs
dVv dx A dy

. 5 2 5 2
div(7) (2) b y) +0 0+ (—) a(x,y)
2

)

92/ 9
grad(y) <8

Somit folgt
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7.3. Der stetige, stiickweise lineare Fall

B 0 ; 0 By acd
_ . ds 2 dr Ad
;A:/Aaxg (a(ﬂf,y)> +2A:/A<a(m,y)> (ﬁ g e

B 0 b(z,y) - 0 0 -
——§ 8A%g'( 0 )dS—g aAa—yg~< ))dS. (7.6)

a(x,y

ox oy
verschwindet der jeweils nach der mehrdimensionalen partiellen Integration auftretende

2
Weil in unserer Situation g stiickweise linear ist und somit (i)Qg =0 = <Q) g gilt,

zwelte Summand.

Bemerkung 7.3.7. Wie bei den Rechnungen zur ,Linken Seite“ fiihren wir auch hier

zunachst abkiirzende Notation ein und bestimmen einige Zwischenergebnisse.

I) Fiir die linearen Teile der Funktion g benutzen wir wieder die in 7.3.2(I) festgelegten

Bezeichnungen.

IT) Fiir die nach aufen orientierten Normalen 77, wobei die Kanten o der Simplexe A €

V®) mathematisch positiv orientiert sind, gilt

A o n A o n A o n A o n
o | (1) ous | (1) o3 | (o) o | (L)
Ajgy | 0 ?(}) Ayrs | 087 (?) Agys | 054 ((1)) Aysg | 058 ((1))
on | () o | (3) on | %) osi | (1)
0w | (1) o5 | (1) o | (L) o6 | (o)
Aoz | 065 ((1)) Ases | 068 72(}) Aozs | 036 ((1)) Aggg | 098 ((1))
o | (3) os | (3) o0 | %) os | ()
I1I) Fiir jede Kante o;; € VW gilt + foij_ ..dS =+, ...dS, dadS ein ein unorientiertes

Oberflachenmafs der Kante o;; ist.
IV) Aufgrund der Periodizidt von g gilt 014 = 036, 047 = Og9, T12 = 078, T23 = Ogg.

7.3.8. Mit I. — VI. aus der vorigen Bemerkung erhalten wir nun
dg1 094 dg1
6) =— —— ds — —— ds — ——b d
16 =- [ Ghayas- [ Dawyas— [ L) as

(9g4 892 893
} / Ty My 45 - / Ty My 45 / A
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7. Greensche Stréome

9gs / 992 / dgz

/045 o a(x,y) dS o + 9y a(z,y) dS Sy a(z,y) dS
dgs dgs / dgs

/056 + Dy a(xz,y) dS /047 pe b(x,y) dS o + o b(xz,y) dS

09s dg7 / dgs
/058 + o b(z,y) dS / 5 b(z,y) dS » + Dy a(z,y) dS

xr
_/er% (z, )dg_g/aer%b( , )dS—?/an%—gyl (z,y) dS
_\/75 m_% b(z,y) ds_g/m_% (z, )dS—?/er% b(x,y) dS
_\/75 048+%b(x,y) ds_g/m_% (z, )@15—\/7§ m—% b(z,y) dS
[ eas -2 [ o0 gy as 2 [ 4y as
_\/75 m_% bz, y) ds—§/068—%—§;8 a(z,y) dS . (7.7)

7.3.9. Mit den bisherigen Umformungen sind wir unserem Ziel, die Behauptung 7.1.3 zu
zeigen, schon deutlich ndher gekommen. Denn ein Vergleich der Zwischenergebnisse fiir die

,Linke Seite* (siehe Gleichung (7.3)) und fiir die ,Rechte Seite“ (siehe Gleichung (7.7))
liefert uns folgendes:

e Fiir alle horizontalen Kanten von V), das heifit fiir 019, 023, 045 und osg, sind die

entsprechenden Summanden gleich (inklusive der Vorzeichen).

e Fiir alle vertikalen Kanten von V), das heift fiir 014, 047, 095 und o3, sind die ent-

sprechenden Summanden gleich (inklusive der Vorzeichen).

e Piir die diagonalen Kanten von V)| das heifit fiir 094, 096, 04s und ogs, ist ein direkter
Vergleich noch nicht moglich. Das Problem ist, dass wir im Ergebnis der ,,Linken Seite*
nur iiber Terme der Form ia%gi integrieren, aber im Ergebnis der ,Rechten Seite®
auch Terme der Form ﬂ:a%gi auftreten. Die Losung dieses Problem liefert uns nun

aber die folgende Proposition.

Damit ist der Satz 7.1.3 dann gezeigt.
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7.3. Der stetige, stiickweise lineare Fall

Proposition 7.3.10.  a) Fiir jeden Vektor @ € Zv(q)xZuv(q), der parallel zu den Kanten

048 und 096 iSt, gllt
0= +/ grad(gs) - w dS — / grad(gg) - w dS
T48 048
—l—/ grad(gs) - w dS — / grad(gy) - W dS . (7.8)
026 026
e Fiir jeden Vektor & € Zv(q) x Zv(q), der parallel zu den Kanten o4 und ogg ist, gilt
0= +/ grad(gy) - @ dS — / grad(go) - W dS
024 024

+/ grad(gy) - @ dS — / grad(gs) - @ dS . (7.9)
g68 J68

Beweis. Wir wollen hier nur den Beweis von Teil a) der Proposition 7.3.10 skizzieren, da
Teil b) analog gezeigt wird. Weil wir in Teil a) nur iiber die Kanten 045 und oo integrieren
gilt dS = —i—‘/Tid:L’ = —i—‘/Tidy. Weiter gilt fiir alle Punkte der beiden Kanten und jeden zu
diesen Kanten parallelen Vektor o = (zi), dass die 1.Koordinate gleich der 2. Koordinate

ist. Damit konnen wir den rechten Teil der Proposition 7.3.10 umformen zu
0 9
\/5/ R B \/5/ 2905 2) ) s g
048 a—yg5($, J}) 048 a_ygﬁ(xa x)
9 9
+ \/5/ A B \/5/ R IR T
026 @93(1% I) 026 3_y94(x7 $)

Aufgrund der besonderen Lage der Kanten o045 und o096 wenden wir nun fiir 7 = 3,4, 5, 6 die

Parametrisierung

o) =gl ol = (50 (D) ) = (o) 2+ 0ta)- 22 (0

v(q)

an. Weiter setzen wir v := w; = wy und erhalten damit

v(q)/2 v(9)/2 v(q) v(gq)
(7.10) = / oe(z) - v do — / wg(z) - v da +/ 5(z) - v do — / oy(x) v de
0 0 ® [

)(q)/g J(’Z)/2
=0 (5 ("@/2) = 5 (0)) — v - (w6 (*9/2) — 6 (0))
+ - (s (v(g)) = w3 (“9/2)) = v - (pa (v(q)) = pa (*9)2)) . (7.11)
Jetzt gilt aber aufgrund der Periodizitat der Funktion g, der gewéhlten Zerlegung V'1 und
der obigen Parametrisierung s (0) = s (1(q)), @5 (“0)2) = @5 (0/2), 5 (0) = 4 (v(q)),
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7. Greensche Stréome
Vg (U(Q)/z) = 4 (U(Q)/z) und damit

(7.11) =v - (5 (" @/2) — 5 (0) — s (*(@)/2) + g (0)
+ 5 (v(q)) — @5 (*D/2) — w6 (v(q)) + w6 (*(@/2))
=0

7.4. Ausblick auf Greensche Strome

In diesem Abschnitt wollen wir einen Ausblick auf die Interpretation des Differentialopera-
tors L] auf Greensche Strome geben. Dazu geben wir die Definition eines Greenschen Stroms
und fiihren das Sternprodukt zweier Greenscher Stréme ein. Zum Abschlufs wollen wir an
einem Beispiel beleuchten, ob es sich dabei wieder um einen Greenschen Strom handeln

konnte.

7.4.1. Auf komplexen Mannigfaltigkeiten ist ein Greenscher Strom zu einem Zyklus Z
definiert als ein Strom g, fiir den es eine Differentialform wz gibt mit dd‘g = wz — dz.
Dabei bezeichnet §; den Dirac-Strom. Fiir mehr Details zu Stromen siehe |[GHT78|.

In unserer nicht-archimedischen Situation lebt alles auf R?/A und der Differentialoperator
0 ist das Analogon zu dd°. In 7.1 haben wir [J definiert fiir alle Differentialformen auf
R?/A und damit erhalten wir den Differentialoperator [] wie gewohnt fiir alle Strome auf
R?/A. Aus diesem Grund liegt es nahe einen Greeenschen Strom ¢ so zu definieren, dass
(g = w — § gilt. Dabei ist w eine Differentialform auf Trop(E?) = R?/A und ¢ der Dirac-
Strom zur Tropikalisierung eines Zykels auf EZ.

Unsere Prototypen fiir einen Greenschen Strom sind von der Form —log ||s||, weil sie die
Poincaré-Lelong-Gleichung erfiillen (siehe Kapitel 6).

Gegeben seien nun zwei Greensche Strome g;, go zu den zwei Divisoren Dy, Ds, die sich
eigentlich schneiden. Das heifst, es gilt [g; = w; — dmop(p,) fiir ¢ = 1,2 und wir definieren

formal analog zur komplexen Situation das Sternprodukt g, * go durch

g1 % G2 := g1 N OTrop(Ds) + W1 A g2

Dies ist wieder ein Strom und es bleibt zu priifen, dass es sich dabei wieder um einen

Greenschen Strom handelt. Nun gilt

O (g1 % g2) =0 (91 A 5Tmp(D2)) + 0O (w1 A g2)
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7.4. Ausblick auf Greensche Stréme
und es folgt formal

= (Dgl) A 5Trop(D2) +wi A Dg?
= (W1 = O1vop(D1)) A OTvop(Da) + w1 A (W2 = Otvop(ny))
=wy N\ 5Trop(D2) - 5Tr0p(D1) A 5Trop(D2) +wi Awr —wi A 5Trop(D2)

= W1 AWz — OTrop(Dy.Dy) -
Damit ist, falls wir die folgenden beiden Identitidten
1.0 (91 A 5Trop(D2)) = ({g1) A 61rop(Ds)
2. O(w1 A ge) =wp Age

zeigen konnen, g; * go also ein Greenscher Strom zur Differentialform w = w; Aws und dem

Dirac-Strom zur Tropikalisierung des Zykels D;.D.

Beispiel 7.4.2. Dies wollen wir hier jetzt an einem Beispiel untersuchen, wobei es sich
dabei entweder um eine Modellmetrik oder um die kanonische Metrik zum Geradenbiindel
L handelt. Wir wahlen

1. g1 = —log||sp|| wie in Abschnitt 7.1 und erhalten

Trop (div(sp)) = Trop(D;) =

das heikt ,nur das Kreuz in R?/A“.

2. go = —log||s(z — y)|| und erhalten

Trop (div(s(z — y))) = Trop(Ds3) =

das heift ,nur die zwei Diagonalkanten in R?/A, die parallel zur ersten Winkelhalbie-

renden sind®.
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7. Greensche Stréome

Des Weiteren wissen wir aus Kapitel 5, dass fiir eine Modellmetrik wy = ¢ (L, ||.||) eine
gewichtete Summe der Kanten von V1 und fiir die kanonische Metrik eine 1-Form ist. Wir

erhalten also fiir das Sternprodukt hier

g1 % G2 = g1 N OTvop(Dy) + w1 A g2
= 01 | mvop(Da) +92 ler(r) -

Dabei ist fiir die kanonische Metrik der erste Summand ¢; |mop(p,) die Einschrdnkung einer
stetigen Funktion auf eine gewichtete Kantensumme und der zweite Summand g2 |¢,(z,).|)
eine 1-Form. Fiir eine Modellmetrik sind beide Summanden eine Einschrinkung einer ste-
tigen Funktion auf eine gewichtete Kantensumme. Damit ist g; * g fiir eine Modellmetrik
stiickweise linear, was fiir die kanonische Metrik im allgemeinen nicht gilt. Jedoch handelt

es sich in beiden Fillen um einen Strom, der auf der Menge

Trop(D;) U Trop(D3) =

lebt. Es bleibt also zu priifen, ob g * go ein Greenscher Strom ist zur Differentialform

w = w1 A wy und dem tropischen Zykel

TI‘Op(Dl Dg) =

in Trop(E?) = R?/A.

Bemerkung 7.4.3. Wir lassen die in Beispiel 7.4.2 angedeutete Rechnung offen, weil das
mit den Methoden dieser Dissertation schon ein erheblicher Aufwand wére. Besser geeignet
dafiir ist der von Chambert-Loir und Ducros in [CD12] entwickelte Formalismus. Dieses

Problem bietet sich fiir zukiinftige Forschungsarbeiten an.
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A. Programm

Version vom 20.10.2009 — Erstellt und ausgefiihrt in Maple 9.50

with(geom3d):

with(linalg):

with(plots): (* Needed maple packages. *)

P :=Matrix([[(0,0,0)], [(0.5,0,0.19)], [(1,0,0.5)], [(0,0.5,0.19)], [(0.5,0.5, 0.4)], [(1, 0.5, 0.69)], [(0, 1,0.5)], [(0.5, 1, 0.69)],
(1,1, D]]) : (* Matrix for the points. We count from below left to above right. *)

V1 :=Matrix([[1, 1,0, 1,0,0,0,0,0],[1,1,1,1,1,1,0,0,0],[0,1,1,0,0,1,0,0,0],[1,1,0,1,1,0,1,1,0],[0,1,0,1,1,1,0, 1, 0],
0,1,1,0,1,1,0,1,1},[0,0,0,1,0,0,1,1,0],[0,0,0,1,1,1,1,1,1],[0,0,0,0,0,1,0,1, 1]]) :

V16 :=Matrix([[1,1,0,1,1,0,0,0,0],[1,1,1,0,1,0,0,0,0],[0,1,1,0,1,1,0,0,0],[1,0,0,1,1,0,1,0,0], [1,1,1,1,1,1,1,1, 1],
0,0,1,0,1,1,0,0,1],[0,0,0,1,1,0,1,1,0],[0,0,0,0,1,0,1,1,1],[0,0,0,0,1, 1,0, 1, 1]]) :

(* Inzidenzmatrix for the decomposition. 1 for a connection, 0 for no connection. *)

V=V (* Seclect the decomposition. *)

(* Part 1: Check the convexity and compute the measures. *)

wahr:=Matrix([[0, 0, 0], [0, 0, 0], [0, 0, 0], [0, 0, 0], [0, 0, 0], [0, 0, 0], [0, 0, 0], [0,0,0]]) :
wahrzahl:=1 : (* Initialise the matrix and the counter for a true output. *)
falsch:=Matrix([[0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0], [0, 0,0, 0], [0, 0, 0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0, 0], [0,0,0,0]]) :
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falschzahl:= 1 : (* The same for a false output. *)
for ¢ from 1 to 9 do
for 5 from ¢+ 1 to 9 do
if Vii,j] =1 (* Checks if point ¢ is connected to point j. *)

then
p:=0: (* Counter for the prove if two triangles in the simplex decomposition are adjoint. *)
q :=matrix(1,4,[0,0,0,0]) : (* Matrix for the numbers of points which build triangles like above. *)

for k from 1 to 9 do
it (V[i,k]=1and V]j, k] =1) (* Checks if point k is connected to point ¢ and point j. *)

then
p:=p+1;
q1,p] = k;
fi;
od;
ifp=4 (* Check if we have found two adjoint triangels (composed of the above four points). *)
then

for a from 1 to 3 do
for b from a +1 to 4 do

if Viq[1,al,q[1,b]] =0 (* Find the two not connected points. *)

then
point(A, Plg[1, a], 1], Plg[1, a],2], Plg[1,al, 3]):
point(D, Plg[1, 8], 1], Plg[1, 8], 2], Plg[1, 1] 3])
(* The point with the smaller number becomes the name A, the other the name D. *)
v :=delcols(delcols(q, b..b), a..a); (* Delete the numbers of the points A and D, *)

(* because it is not clear where the remaining numbers safed. *)

mmeIsor 'y
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point(B, Plv[1,1],1], Plv[1,1],2], P[v[1, 1], 3]);

point(C, Plv[1, 2], 1], P[v[1, 2], 2], P[v[1, 2], 3]); (* Give the remaining points the name B and C. *)

fi; (* Now we have the triangels ABC and BC'D with common edge BC. *)
od;
od;
plane(E1, [A, B, C));

plane(E2, (B, C, D)); (* Compute the plane E1 from A, B,C and the plane E2 from B,C, D. *)
nl :=NormalVector(E1);

n2 :=NormalVector(E?2); (* Compute the normalvector nl from E1 and n2 from E2. *)

ml:= —1/nl[3] % nl;

m2 := —1/n2[3] * n2; (* Normalized the normalvectors so that the third coordinate is —1. *)

g :=sqrt(convert((m1[1] — m2[1])? + (m1[2] — m2[2])? rational));

(* Compute the euclidean distance between the first two coordinates from m1l and m2. *)
wahr[wahrzahl, 1] := v[1, 1];

wahr[wahrzahl, 2] := v[1, 2];

wahr[wahrzahl, 3] := g;

(* Save the result. Points (first and second entry) and measure (third entry) of the edge. *)
wahrzahl:=wahrzahl+41;

line(L, [D,nl)); (* Compute the line throught D and ortogonal to E1 *)
intersection(K, L, F'1); (* Compute the intersection K (point) from L and E1. *)

if coordinates(D)[3] <=coordinates(K)[3] (* Check if the point D is above or below the plane E1. *)

then
falsch(falschzahl, 1] := ¢
falsch[falschzahl, 2] := ¢[1, 2];
falsch(falschzahl, 3] := ¢
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falsch[falschzahl, 4] := q[1, 4];
falschzahl:=falschzahl+1;

(* Save the numbers of the vertices of the quadrangle in which it is not strict convex. *)

(* Part 2: Draw the simplex decomposition in 2D and 3D. *)

G2D :=[[0,0],[0,0],[0,0]] :
G3D :=[[0,0,0],]0,0,0],0,0,0] : (* Initialise the point set for the graph. *)
for ¢ from 1 to 7 do
for 5 from ¢+ 1 to 8 do
if Vii,j] =1 (* Checks if point ¢ is connected to point j. *)
then
for k from 57 + 1 to 9 do
if (V[i,k]=1and V[j,k]=1) (* Check if the points 4, j and k build a trinagle. *)
then
G2D = G2D, [[Pli, 1, Pli, 2]}, [PLj, 1), PLj, 2], [Plk, 1], [k, 2]
G3D := G3D,|[|P[i, 1], P[i, 2], P[i, 3], [Plj, 1], Plj, 2], P[j, 3]], [ Plk, 1], P[k, 2], P[k, 3]]);
(* Add the triangle to the point set, which we will draw later. *)
fi;
od;
fi;

mmeIsor 'y
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od;
od;

P1 :=textplot([P[1, 1], P[1, 2], ‘1‘],align= {BELOW,LEFTY}) :

P2 :=textplot([P[2, 1], P[2, 2], ‘2‘],align=BELOW) :

P3 :=textplot([P[3, 1], P[3,2], ‘3" align= {BELOW,RIGHT})

P4 :=textplot([P[4, 1], P[4, 2], ‘4] align=LEFT) :

P5 :=textplot([P[5, 1], P[5, 2], ‘5]) :

P6 :=textplot([P]6, 1], P[6, 2], ‘6‘],align=RIGHT) :

P7 :=textplot([P[7, 1], P[7,2], 7] align= {ABOVE,LEFT}) :

P8 :=textplot([P[8, 1], P[8, 2], ‘8‘],align=ABOVE) :

P9 :=textplot([P[9, 1], P[9, 2], ‘9‘],align= {ABOVE,RIGHT?}) : (* Set the label for the 2D graph. *)

display (POLYGONS(G3D),axes=boxed);
display ({POLYGONS(G2D), P1, P2, P3, P4, P5, P6, PT, P8, P9},axes=NONE style=LINE,color=BLACK);
(* Draw the 2D and the 3D graph. *)

if falschzahl= 1 (* Check if we have strict convexity an all edges. *)
then
print(striktKonvex);
print(wahr);
else
print(nichtStriktKonvex);
print(falsch);
fi;
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