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Einleitung

1972 untersuchte Richard Lyons endliche Gruppen G mit folgender Eigen-
schaft (siehe [Ly1] und [Ly2]): Es existiert eine Involution t ∈ G \ Z∗(G), so
dass CG(t) eine nicht-zerfallende Erweiterung der Alternierenderen Gruppe
A11 mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2 ist.

Lyons konnte viele Informationen über solche Gruppen gewinnen, so etwa
die Einfachheit dieser Gruppen, die Gruppenordnung, die p-lokale Struktur,
die Charaktertafel usw. Offen blieb aber zunächst, ob es solche Gruppen
überhaupt gibt, und wenn ja, ob je zwei dieser Gruppen isomorph sind. Im
Jahr darauf konnte Sims beide Fragen positiv beantworten: Es gibt genau
eine endliche Gruppe mit dieser Eigenschaft. Sie ist eine der 26 sporadischen
Gruppen und wird in der Literatur meist die Lyonsgruppe (Ly) oder die
Lyons-Simsgruppe (LyS) genannt. Sims Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis
hat allerdings den Nachteil, dass er nur mithilfe eines Computers durch-
geführt werden kann. Dadurch blieb die Lyonsgruppe ein rein theoretisches
Konstrukt. Erst 1981 gelang es Kantor, der Lyonsgruppe Leben einzuhau-
chen, indem er zeigte, dass diese Gruppe eine fahnentransitive Automorphis-
mengruppe einer Geometrie ∆ vom Rang 3 mit affinem Diagramm G̃2 ist
(siehe [K1]). Der Stabilisator eines Objekts in dieser Geometrie ist entweder
eine maximale 5-lokale Untergruppe oder isomorph zur Chevalley-Gruppe
G2(5). Dass eine sporadische Gruppe als fahnentransitive Automorphismen-
gruppe auf einer Geometrie mit affinem Diagramm operiert, ist ein sehr selte-
nes Phänomen: Nur auf eine weitere sporadische Gruppe, der Suzuki-Gruppe
Suz, trifft dies ebenfalls zu.

Durch die Geometrie ∆ erhält man einige weitere interessante Geometrien.
Setzen wir ϕ : ∆̃ → ∆ als die universelle Überlagerung von ∆, so ist ∆̃ nach
einem Satz von J. Tits ([Ti2]) ein Gebäude mit dem gleichen Diagramm
wie ∆. ∆̃ ist eines der wenigen bekannten Beispiele für ein nicht-klassisches
Gebäude mit affinem Diagramm und fahnentransitver Automorphismengrup-
pe. Es erscheint daher von Bedeutung, mehr über die Struktur von ∆̃ und der
Automorphismengruppe von ∆̃ zu erfahren. Wir werden zeigen, dass Aut∆̃
eine Erweiterung von Ly mit der Fundamentalgruppe von ∆ ist.
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Der erste computerfreie Eindeutigkeitsbeweis der Lyonsgruppe ist von Asch-
bacher und Segev (siehe [AS2]). Die beiden Autoren untersuchten eine andere,
mit Ly verbundene Geometrie. Die Stabilisatoren der Objekte dieser Geo-
metrie sind maximale 3-lokale Untergruppen von Ly. Aschbacher und Segev
konnten zeigen, dass diese 3-lokale Geometrie einfach-zusamenhängend ist
und konnten daraus die Eindeutigkeit der Lyonsgruppe ableiten. Die 5-lokale
Geometrie ∆ ist jedoch den klassischen Geometrien viel näher verwandt als
die 3-lokale Geometrie und kann daher als die natürliche Geometrie von ∆
angesehen werden. Es wäre daher wünschenswert, Existenz und Eindeutig-
keit von Ly mithilfe von ∆ zu beweisen. Das Hauptproblem dabei ist jedoch,
dass ∆ nicht einfach-zusammenhängend ist.

Dieses Problem kann dadurch behoben werden, indem man zeigt, dass ∆
durch die Struktur gewisser dünner Untergeometrien charakterisiert ist. Sei
T eine Untergruppe von Ly isomorph zu Z4 × Z4. Die Fixelemente von T
bilden dann eine dünne Teilgeometrie von ∆, ebenfalls mit Diagramm G̃2.
Eine solche Teilgeometrie werden wir als Apartment von ∆ bezeichnen. Ist Σ
ein Apartment in ∆ und ϑ : ∆∗ → ∆ eine Überlagerung, so induziert ϑ auf
jeder Zusammenhangskomponente von ϑ−1(Σ) eine Überlagerung und Σ. Es
gilt:

Satz 3.3.1 Induziert ϑ für jedes Apartment Σ und jede Zusammenhangs-
komponente Σ∗ von ϑ−1(Σ) einen Isomorphismus von Σ∗ nach Σ, so ist ϑ
selbst ein Isomorphismus.

Durch diesen Satz sieht man, dass die Apartments ∆ charakterisieren. Damit
lässt sich nun die Eindeutigkeit von ∆ beweisen: Wir bilden das Amalgam
A bestehend aus einem Punktstabilisator, dem Stabilisator eines kollinearen
Punktpaares und dem Stabilisators eines Apartments von ∆. Dann ist Ly
eine treue Komplettierung von A. Mithilfe von 3.3.1 folgt leicht:

Satz 3.3.7 Ly ist die universelle Komplettierung von A.

Da die universelle Komplettierung eines Amalgams immer bis auf Isomorphie
eindeutig ist, haben wir somit die Eindeutigkeit der Lyonsgruppe gezeigt.

Eine weitere interessante Geometrie, die mit der Lyonsgruppe verbunden ist,
ist das Gebäude im Unendlichen von ∆̃, das wir mit ∆̃∞ bezeichnen wer-
den. Dies ist ein verallgemeinertes Hexagon mit total-unzusammenhängen-
der, kompakter Topologie. Außer den klassischen Polygonen sind sehr wenige
solcher Polygone bekannt. ∆̃∞ ist weit davon entfernt, klassisch zu sein; so
werden wir z.B. zeigen, dass alle Wurzelelationen trivial sind.
Ist L̃y = Aut∆̃, so ist L̃y eine Erweiterung von Ly mit der Fundamentalgrup-
pe von ∆, und L̃y operiert in natürlicher Weise auf ∆̃∞. Unsere Vermutung
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ist, dass L̃y bereits die volle Automorphismengruppe von ∆̃∞ ist. Wir konn-
ten dies leider weder beweisen noch widerlegen. Ein Resultat, das für die
Wahrheit der Vermutung spricht, ist etwa:

Satz 4.2.14 Ist C der Zentralisator von L̃y in Aut∆̃∞, so ist Aut∆̃∞ =
C × L̃y.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 1 behandeln die benötigten
Grundlagen, insbesondere Überlagerungsabbildungen von Simplizialen Kom-
plexen und Geometrien. In Kapitel 2 geben wir Kantors Konstruktion von
∆ an und zeigen, dass Ly die volle Automorphismengruppe von ∆ ist. Wir
untersuchen ferner einige wichtigen Eigenschaften von ∆, etwa den Punkt-
diameter. In Kapitel 3 verschaffen wir uns kurz eine kompakte Übersicht über
geschlossene Pfade kleiner Länge in ∆. Damit können wir dann Satz 3.3.1
und damit die Eindeutigkeit der Lyonsgruppe beweisen. Wir können damit
noch eine Vermutung beweisen, die von den Autoren von [MN] aufgestellt
wurde. In Kapitel 4 schließlich untersuchen wir das verallgemeinerte Hexa-
gon ∆̃∞.

Von Oktober 2006 an erhielt ich ein Stipendium von der Landesgraduierten-
stifung des Landes Baden-Württemberg, wofúr ich mich herzlich bedanken
möchte. Ferner gilt mein Dank meinem Betreuer, Prof. Dr . Christoph Hering,
Frau PD Dr. Barbara Baumeister für ihre hilfreichen Kommentare, Tobias
Döhler für seine Hilfe mit GAP und allen anderen, die mich unterstützt ha-
ben.
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Zur Notation:

Wir benutzen in dieser Arbeit die Notation aus [ATLAS].

Sind A,B und G Gruppen, so bedeutet G = A.B, dass G einen Normalteiler
N mit N ∼= A und G/N ∼= B besitzt.

Für eine zerfallende Erweiterung schreiben wir auch G = A : B, für eine
nichtzerfallende G = A ·B.

Eine zyklische Gruppe der Ordnung n bezeichnen wir mit Zn oder einfach
nur mit n.

Eine spezielle Gruppe mit Ordnung pn+k, deren Zentrum Ordnung pn be-
sitzt, wird hingegen mit pn+k bezeichnet.

G = pn1+n2+...+nk .H bedeutet, dass G eine aufsteigende Kette von Normal-
teilern der Ordnung pn1 , pn1+n2 , . . . , pn1+n2+...+nk mit elementar-abelschen
Faktorgruppen besitzt, so dass die Faktorgruppe modulo des letzten
Normalteilers isomorph zu H ist.

Für UntergruppenH,K einer GruppeG seiH/G := {Hg; g ∈ G} die Menge
der Rechtsnebenklassen modulo H und H/G\K := {HgK; g ∈ G} die
Menge der Doppelnebenklassen modulo H und K

Für eine Menge X sei P(X) die Potenzmenge von X.

Für eine Primzahlpotenz q sei PG(2, q) die desarguessche Projektive Ebene
der Ordnung q und H(q) das Cayley-Hexagon der Ordnung q
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Simpliziale Komplexe

Ein simplizialer Komplex (vergleiche Chap. 3 in [Sp] und Kap. 3 in [SZ]) ist
ein Paar ∆ = (V, S), wobei V eine nichtleere Menge mit V ∩ P(V ) = ∅ und
S ⊆ P(V ) \ {∅} ist. Dabei soll gelten:

(a) {v} ∈ S für alle s ∈ V .

(b) Ist σ ∈ S und ∅ 6= τ ⊆ σ, so gilt τ ∈ S.

V heißt die Eckenmenge von ∆ und S die Menge der Simplizes von ∆. Wir
sagen, dass x, y ∈ V benachbart sind (in Zeichen x ∼ y), falls {x, y} ∈ S
ist. Sind ∆ = (V, S), ∆′ = (V ′, S ′) zwei Komplexe, so heißt ∆′ Teilkom-
plex von ∆, falls V ′ ⊆ V und S ′ ⊆ S ist. ∆′ heißt voller Teilkomplex,
falls S ′ = S ∩ P(V ′) gilt. Ist σ ∈ S, so bezeichnen wir den Teilkomplex
(σ,P(σ) \ {∅}) der Einfachheit halber ebenfalls mit σ.
Für σ ∈ S sei dimσ := |σ| − 1. Ferner sei dim∆ := sup{dimσ;σ ∈ S}. Für
Si := {σ ∈ S; dimσ = i} heißt ∆n := (V,

⋃n
i=0 Si) das n - Skelett von ∆. Ist

dim∆ = 1, so heißt ∆ ein Graph; die Elemente aus S1 heißen die Kanten von
∆.
Für einen simplizialen Komplex ∆ sei Cl(∆) := (V,Cl(S)) mit Cl(S) :=
{∅ 6= σ ⊆ V ; {v, w} ∈ S für alle v, w ∈ σ}. Cl(∆) heißt der von ∆ induzierte
Cliquenkomplex. Man sieht direkt, dass Cl(Cl(∆)) = Cl(∆) ist.
∆ heiße vollständig, falls Cl(∆) = ∆ ist.

Einem simplizialen Komplex ∆ = (V, S) können wir wie folgt einen topolo-
gischen Raum zuordnen, die Geometrische Realisierung von ∆. Wir setzen
|∆| := {f : V → R; |supp(f)| < ∞, supp(f) ∈ S,

∑
x∈supp(f) f(x) = 1} und

entsprechend |σ| := {f ∈ |∆|; supp(f) ⊆ σ} für σ ∈ S. Ist dimσ = n, so ist

11
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|σ| in kanonischer Weise homöomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge
des Rn. Wir definieren auf |∆| wie folgt eine Topologie: Eine Teilmenge U
von |∆| sei genau dann offen, wenn U ∩ |σ| offen in |σ| für alle σ in S ist.

Seien ∆ = (V, S), ∆′ = (V ′, S ′) zwei simpliziale Komplexe. Eine Abbildung
ϕ : V → V ′ heisst ein Morphismus, falls ϕ(σ) ∈ S ′ für alle σ ∈ S gilt. ϕ heißt
Isomorphismus, falls ϕ bijektiv ist und ϕ−1 ein Morphismus ist.

Wir schreiben im folgenden stets ϕ : ∆ → ∆′ statt richtigerweise ϕ : V → V ′.
Ist v ∈ V und v′ ∈ V ′, so bedeutet ϕ : (∆, v) → (∆, v′), dass v′ =
ϕ(v) ist. Mit Aut∆ := {ϕ : ∆ → ∆;ϕ Automorphismus} bezeichnen wir
die Automorphismengruppe von ∆. Sind ∆,∆′ zwei simpliziale Komple-
xe, α : G→ Aut∆, β : G→ Aut∆′ Homomorphismen, so heißt ein Morphis-
mus ϕ : ∆ → ∆′ ein G-Morphismus, falls ϕ(vα(g)) = ϕ(v)β(g) für alle
v ∈ V, g ∈ G gilt. Ist ∆′ = (V ′, S ′) ein Teilkomplex von ∆ und G ≤ Aut∆,
so sei G(∆′) := {g ∈ G; vg = v für alle v ∈ V ′}.
Sei σ ∈ S. Dann sei ∆σ := (Vσ, Sσ) mit Vσ := {v ∈ V ; v 6∈ σ, σ ∪ {v} ∈ S}
und Sσ := {τ ∈ S; τ ∩ σ = ∅, τ ∪ σ ∈ S}. Ferner sei st(σ) := (Vσ ∪ σ, S ′σ) mit
S ′σ := Sσ ∪P(σ)\{∅}∪{τ ∪ρ; ρ ⊆ σ, τ ∈ Sσ}. ∆σ ist ein Teilkomplex von ∆,
genannt das Residuum von σ. Für v ∈ V schreiben wir ∆v statt ∆{v}. Für
G ≤ Aut(∆) schreiben wir im folgenden G(σ) anstelle von G(∆σ) und setzen
Gσ := Gσ/G(σ) als die von Gσ induzierte Automorphismengruppe von ∆σ.

Ein Pfad der Länge n in ∆ ist eine Folge γ = (v0, v1, . . . , vn) ∈ V n+1, so
dass stets {vi, vi+1} ∈ S gilt. Mit l(γ) bezeichnen wir die Länge eines Pfades.
o(γ) = v0 heißt der Ursprung und end(γ) = vn das Ende von γ. γ heißt
geschlossen, falls o(γ) = end(γ) gilt. Die Menge aller Pfade bezeichnen wir
mit Pf(∆).
Für v, w ∈ V sei Pf(∆)(v, ∗) := {γ ∈ Pf(∆); o(γ) = v}, Pf(∆)(∗, w) :=
{γ ∈ Pf(∆); end(γ) = w} und Pf(∆)(v, w) := Pf(∆)(v, ∗) ∩ Pf(∆)(∗, w).
Sind γ = (v0, . . . , vn), δ = (w0, . . . , wm) ∈ Pf(∆) mit vn = end(γ) = o(δ) =
w0, so sei γδ der Pfad (v0. . . . , vn, w1, . . . , wm). Mit γ−1 bezeichnen wir den
Pfad (vn, . . . , v0). Für v, w ∈ V sei d(v, w) := min{l(γ); γ ∈ Pf(v, w)}. Da-
bei gelte min∅ = ∞. diam∆ := sup{d(v, w); v, w ∈ V } ∈ N ∪ {∞} heißt
der Durchmesser von ∆. ∆ heißt zusammenhängend, falls d(v, w) < ∞ für
alle v, w ∈ V gilt. Die maximalen zusammenhängenden Teilkomplexe von ∆
heißen die Komponenten von ∆.

Beispiel 1.1.1 Sei G eine Gruppe, G1, . . . , Gn paarweise verschiedene ech-
te Untergruppen von G. Sei V := G1/G ∪ G2/G ∪ . . . ∪ Gn/G und
S = {∅ 6= σ ⊆ V ;

⋂
v∈σ v 6= ∅}. Dies definiert einen Komplex der Dimensi-

on n − 1; wir bezeichnen diesen Komplex mit K(G;G1, G2, . . . , Gn). G ope-
riert auf K(G;G1, G2, . . . , Gn) durch Rechtsmultiplikation. Es ist leicht zu
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sehen, dass K(G;G1, G2, . . . , Gn) genau dann zusammenhängend ist, wenn
G = 〈G1, . . . , Gn〉 gilt. Nun sei σ ∈ S. Dann existiert eine Teilmenge J ⊆
{1, . . . , n} und ein g ∈ G mit σ = {Gjg; j ∈ J}. Setze H =

⋂
j∈J Gj und

Hk = H ∩ Gk für k 6∈ J . Dann ist Gσ = Hg und Hkt 7→ Gktg liefert einen
Isomorphismus von K(H; (Hk)k 6∈J) nach K(G;G1, G2, . . . , Gn)σ

Umgekehrt gilt:

Proposition 1.1.2 Sei ∆ ein simplizialer Komplex, G ≤ Aut∆ und σ =
{v1, . . . vn}∈ S derart, dass V = vG

1 ∪̇ vG
2 ∪̇ . . . ∪̇ vG

n gilt und für alle τ ∈ S ein
g ∈ G mit τ ⊆ σg existiert. Dann ist ϕ : K(G;Gv1 , . . . , Gvn) → ∆ : Gvi

g 7→ vg
i

ein G-Isomorphismus.

Beweis: Unmittelbar klar ist, dass ϕ ein bijektiver G-Morphismus ist. Sei
τ ∈ S. Dann existiert nach Voraussetzung ein g ∈ G mit τ ⊆ σg. Damit ist
ϕ−1(τ) ⊆ ϕ−1(σg) = {Gv1g, . . . , Gvng}. �

Definition 1.1.3

(a) Zwei Pfade γ, γ′ heißen elementar-homotop, falls gilt: Es existieren Pfa-
de γ1, γ2, γ

′
2, γ3 und ein σ ∈ S, so dass γ = γ1γ2γ3, γ

′ = γ1γ
′
2γ3 und

γ2, γ
′
2 ∈ Pf(σ) sind.

(b) γ und γ′ heißen homotop (in Zeichen γ ∼ γ′), falls es eine Folge von
Pfaden γ = γ0, γ1, . . . , γn = γ′ gibt, so dass stets γi und γi+1 elementar-
homotop sind.

Homotope Pfade haben natürlich stets den gleichen Ursprung und das glei-
che Ende. Wie man leicht sieht, ist Homotopie eine Äquivalenzrelation auf
Pf(∆). Wir schreiben [γ] für die Äquivalenzklasse von γ.

Lemma 1.1.4

(a) Sind γ, δ, γ′, δ′ ∈ Pf(∆) mit γ ∼ γ′, δ ∼ δ′, o(δ) = end(γ), so gilt
γδ ∼ γ′δ′.

(b) Ist γ ∼ δ, so auch γ−1 ∼ δ−1.

(c) Ist γ ∈ Pf(∆)(v, w), so γγ−1 ∼ (v) und γ−1γ ∼ (w).

(d) Ist γδ ∼ γ′δ oder δγ ∼ δγ′, so gilt γ ∼ γ′.

Beweis: (a),(b) und (d) sind klar, wenn elementar-homotop statt homotop
vorausgesetzt wird. Der allgemeine Fall folgt mit Induktion nach der Länge
der Kette. (c) ist ebenfalls sehr einfach. �
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Definition 1.1.5 Sei v0 ∈ V und π1(∆, v0) := {[γ]; γ ∈ Pf(∆)(v0, v0)}. Wir
definieren auf π1(∆, v0) eine binäre Verknüpfung “·” durch [γ] · [δ] = [γδ].
Dies ist wohldefiniert wegen Lemma 1.1.4. Da die Verknüpfung von Pfaden
assoziativ, ist auch “·” assoziativ. Es gilt [σ] · [(v0)] = [(v0)] · [σ] = [σ], also
ist [(v0)] das Neutralelement. Nach 1.1.4(c) ist γγ−1 ∼ (v0) ∼ γ−1γ, also
haben wir [γ]−1 = [γ−1]. Damit ist π1(∆, v0) eine Gruppe. π1(∆, v0) heißt die
Fundamentalgruppe von ∆ bezüglich v0.

In [Sp], Chap. 3, Section 6 wird die Fundamentalgruppe eines Simplizialen
Komplexes als ”edge-path group” eingeführt. Im gleichen Paragraphen wird
auch gezeigt, dass diese Gruppe isomorph ist zur Fundamentalgruppe der
Geometrischen Realisierung eines Simplizialen Komplexes (Corollary 17).

Wir haben die Fundamtentalgruppe in Abhängigkeit der Ecke v0 definiert.
Das folgende Lemma zeigt, dass die Wahl von v0 nicht entscheidend ist.

Lemma 1.1.6 Seien v0, v1 ∈ V, δ ∈ Pf(∆)(v0, v1). Dann ist [γ] → [δ−1γδ]
ein Isomorphismus von π1(∆, v0) nach π1(∆, v1).

Beweis: Einfach. �

Ist ∆ zusammenhängend, so hängt π1(∆, v0) nicht von v0 ab; mit π1(∆)
meinen wir eine Gruppe isomorph zu π1(∆, v0) für ein beliebiges v0 ∈ V .

Definition 1.1.7 Ein simplizialer Komplex ∆ heißt einfach-zusammenhängend,
falls ∆ zusammenhängend ist und π1(∆, v0) = 1 für ein (alle) v0 ∈ V gilt.
Ein einfach-zusammenhängender Graph wird als Baum bezeichnet.

Lemma 1.1.8 Sei ∆ zusammenhängend. Dann ist ∆ genau dann einfach-
zusammenhängend, falls gilt: Sind γ, δ ∈ Pf(∆) mit o(γ) = o(δ) und end(γ) =
end(δ), so gilt γ ∼ δ.

Beweis: Dass diese Bedingung π1(∆) = 1 impliziert, ist klar. Sei umgekehrt
π1(∆) = 1. Sind γ, δ zwei Pfade mit dieser Eigenschaft, so ist γδ−1 ∼ (o(γ)),
folglich δ ∼ (o(γ))δ ∼ γδ−1δ ∼ γ. �

1.2 Überlagerungen simplizialer Komplexe

Definition 1.2.1 Seien ∆̃ = (Ṽ , S̃) und ∆ = (V, S) zwei simpliziale Kom-
plexe, v0 ∈ V, ṽ0 ∈ Ṽ und ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) ein Morphismus. Dann
heißt (∆̃, ϕ) eine Überlagerung, falls ϕ surjektiv ist und für alle σ̃ ∈ S̃ der
induzierte Morphimus von st(σ̃) nach st(ϕ(σ̃)) ein Isomorphismus ist.
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Die letzte Bedingung in 1.2.1 ist gleichwertig damit, dass ϕ injektiv auf je-
dem Simplex ist und Residuen isomorph auf Residuen abbildet.

In [AS1] wird eine Überlagerung von Graphen als ”fibering” bezeichnet,
während eine ”covering” von Graphen einer Überlagerung der dazugehöri-
gen Cliquenkomplexe entspricht.

Satz 1.2.2 Sei ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) eine Überlagerung, v ∈ V, ṽ ∈ ϕ−1(v),
γ = (v, v1, . . . , vn) ein Pfad in ∆. Dann existiert genau ein Pfad γ̃ = (ṽ, ṽ1, . . . , ṽn)
in ∆̃, so dass ϕ(ṽi) = vi für alle i gilt.

Wir sagen in dieser Situation, dass γ̃ ein Lift von γ ist.

Beweis: Wir führen Induktion nach n. Ist n = 0, so ist nichts zu zei-
gen. Sei n ≥ 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert für den Pfad γ′ =
(v, v1, . . . , vn−1) ein eindeutiger Lift γ̃′ = (ṽ, ṽ1, . . . , ṽn−1). Da ϕ einen Iso-
morphismus von ∆ṽn−1 nach ∆vn−1 induziert, existiert genau ein ṽn ∈ ∆ṽn−1

mit ϕ(ṽn) = vn. Folglich ist γ̃ = (ṽ, ṽ1, . . . , ṽn) der eindeutige Lift von γ. �

Beispiel 1.2.3 Sei G ≤ Aut∆. Definiere V/G := {vG; v ∈ V }, S/G :=
{{vG; v ∈ σ};σ ∈ S} und ∆/G := (V/G, S/G). Dann ist die Abbildung
ϕ : ∆ → ∆/G : v 7→ vG ein Epimorphismus. ϕ ist genau dann eine Überla-
gerung, falls d(v, vg) ≥ 3 für alle g ∈ G und alle v ∈ V mit vg 6= v gilt.

Definition 1.2.4 Sei ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) eine Überlagerung. Dann heißt
Aut∆̃ϕ := {g ∈ Aut(∆);ϕ ◦ g = ϕ} die Gruppe der Decktransformationen von
∆.

Lemma 1.2.5 Ist ∆̃ zusammenhängend, so operiert Aut∆̃ϕ fixpunktfrei auf
S.

Beweis: Sei σ ∈ S̃, g ∈ (Aut∆̃ϕ)σ. Ist σ = {v}, so lässt g auch jede zu v be-
nachbarte Ecke fest; die Behauptung folgt mit Induktion nach dem Abstand
zu v. Angenommen, dimσ ≥ 1 und g operiert fixpunktfrei auf σ. Ist v ∈ σ,
so ist vg 6= v, aber ϕ(v) = ϕ(vg), ein Widerspruch. �

Definition 1.2.6 Sei ∆ zusammenhängend, v0 ∈ V . Eine Überlagerung
ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) heißt universelle Überlagerung, falls ∆̃ zusammanhängend
ist und gilt: Ist ψ : (∆̂, v̂0) → (∆, v0) eine Überlagerung, so existiert eine
Überlagerung ρ : (∆̃, ṽ0) → (∆̂, v̂0), so dass ϕ = ψ ◦ ρ ist.
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Satz 1.2.7 Sei ∆ zusammenhängend.

(a) Es existiert bis auf Isomorphie genau eine universelle Überlagerung
ϕ : ∆̃ → ∆ von ∆.

(b) Es ist π1(∆) ∼= Aut∆̃ϕ.

Beweis:

(a) Wir zeigen zunächst die Eindeutigkeit:
Angenommen, ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) und ψ : (∆̂, v̂0) → (∆, v0) sind
universelle Überlagerungen von (∆, vo). Dann existieren Überlagerun-
gen ζ : (∆̃, ṽ0) → (∆̂, x̂0) und ξ : (∆̂, x̂0) → (∆̃, ṽ0) mit ζ ◦ ψ = ϕ und
ξ ◦ϕ = ψ. Angenommen, es sind x̃1, x̃2 ∈ Ṽ , so dass ζ(x̃1) = ζ(x̃2) = x̂
ist. Sei γ̃ ein Pfad in ∆̃, der x̃1 und x̃2 verbindet, und γ̂ = ζ(γ̃). Dann
kann γ̃ zu einem Pfad in ∆̂ mit Ursprung x̂ geliftet werden, und man
sieht leicht, dass dieser Pfad γ̂ sein muss. Also muss ξ(γ̂) = γ̃ gelten.
Daraus folgt x̃1 = x̃2. Damit ist ζ ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun die Existenz: Sei Ṽ := {[γ]; end(γ) = v0}, ṽ0 = [(ṽ0)]
und S̃ := {∅ 6= σ̃ ⊆ Ṽ ;∃σ ∈ S, γ0 ∈ Pf(∆)(∗, v0), so dass jedes [γ] ∈ σ̃
von der Form [γ] = [δγ0] mit δ ∈ Pf(σ) ist}. Wir definieren ϕ durch
ϕ([γ]) := o(γ). Dann ist ϕ sicherlich ein Morphismus, und da ∆ zu-
sammenhängend ist, ist ϕ surjektiv. Angenommen, {[γ1], [γ2]} ∈ S̃ mit
o(γ1) = o(γ2). Dann γ1 ∼ δ1γ0, γ2 ∼ δ2γ0 mit δ1, δ2 ∈ Pf(σ) für ein
σ ∈ S. Wegen o(δ1) = o(δ2), end(δ1) = end(δ2) folgt aber δ1 ∼ δ2,
also γ1 ∼ γ2. Also ist ϕ injektiv auf jedem Simplex. Man kann leicht
sehen, dass ϕ Residuen isomorph auf Residuen abbildet. Somit ist ϕ
eine Überlagerung.

Sei γ = (vn, . . . v1, v0) ∈ Pf(∆)(∗, v0). ([γ], [(vn−1, . . . , v1, v0)], . . . , [(v0)])
ist dann ein Pfad von [γ] nach ṽ0, somit ist ∆̃ zusammenhängend.

Sei ψ : (∆̂, v̂0) → (∆, v0) eine Überlagerung. Wir definieren die Abbil-
dung ζ : (∆̃, ṽ0) → (∆̂, v̂0) wie folgt: Für γ ∈ Pf(∆)(∗, v0) existiert ein
eindeutiger Lift γ̂ ∈ Pf(∆̂)(∗, v̂0). Setze ζ([γ]) := o(γ̂); dies ist, wie
leicht zu sehen ist, eine Überlagerung mit ψ ◦ ζ = ϕ.

(b) Durch [γ][δ] := [γδ] für γ ∈ Pf(∆)(∗, v0), δ ∈ Pf(∆)(v0, v0) ist eine
Operation von π1(∆, v0) auf ∆̃ gegeben. π1(∆, v0) ist dabei transitiv auf
jeder Urbildfaser von ϕ. Dadurch bekommen wir eine Einbettung von
π1(∆, v0) in Aut∆̃ϕ. Weil Aut∆̃ϕ fixpunktfrei auf ∆̃ operiert, müssen
diese Gruppen schon isomorph sein. �
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Der Beweis hier ist eine Adaption von 5.1 in [Ti1], vergleiche auch 4.2 in
[AS1].

Korollar 1.2.8 Äquivalent sind:

(a) ∆ einfach-zusammenhängend.

(b) Jede Überlagerung ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) ist ein Isomorphismus.

(c) Die universelle Überlagerung ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) ist ein Isomorphis-
mus.

Beweis: Klar. �

Definition 1.2.9

(a) Seien ∆ = (V, S) ein simplizialer Komplex, Eo := {(x, y) ∈ V 2;x ∼ y}
und G eine Gruppe. Eine Abbildung µ : Eo → G heiße ein 1-Cozykel
von ∆ nach G, falls µ(x, y)µ(y, z) = µ(x, z) für alle x, y, z mit {x, y, z} ∈
S gilt. Die Menge aller 1-Cozykel bezeichnen wir mit Z1(∆, G).

(b) Die 1-Cozykel µ und ν heißen äquivalent, falls es eine Funktion
β : V → G gibt, so dass ν(x, y) = β(x)µ(x, y)β(y)−1 für alle (x, y) ∈ Eo

ist. (Wie leicht zu sehen ist, ist dies tatsächlich eine Äquivalenzrelati-
on). Wir bezeichnen die Menge aller Äquivalenzklassen mit H1(∆, G).
Ist µ äquivalent zum trivialen Cozykel (x, y) 7→ 1, so heiße µ ein 1-
Corand. Die Menge aller 1-Coränder bezeichnen wir mit B1(G,∆).

Es ist leicht zu erkennen, dass µ(x, x) = 1 für alle x und µ(x, y)−1 = µ(y, x)
für alle (x, y) ∈ Eo gilt. Ist γ = (v0, v1, . . . , vn) ein Pfad in ∆, so setzen
wir µ(γ) := µ(v0, v1)µ(v1, v2) . . . µ(vn−1, vn). Ist G abelsch, so sind Z1(∆, G)
und B1(∆, G) bezüglich der punktweisen Multiplikation ebenfalls abelsche
Gruppen, und es gilt Z1(∆, G)/B1(∆, G) = H1(∆, G).

Definition 1.2.10 Sei µ ∈ Z1(∆, G). Wir definieren den simplizialen Kom-
plex (∆ × G)µ wie folgt: Die Eckenmenge ist V × G und die Simplizes
sind alle Mengen der Form {(x1, g), (x2, µ(x2, x1)g), . . . (xn, µ(xn, x1)g)} mit
{x1, . . . , xn} ∈ S und g ∈ G. (Man beachte, dass dies unabhängig von der
Wahl von x1 ist).
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Satz 1.2.11 Sei ∆ zusammenhängend und µ ∈ Z1(G,∆). Dann gilt:

(a) Sei ∆̃ = (∆×G)µ und ṽ0 = (v0, g). Dann ist die Abbildung
ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) : (x, g) 7→ x eine Überlagerungsabbildung.

(b) Sei γ = (v1, . . . , vn) ∈ Pf(∆) und g ∈ G. Dann ist

γ̃ := ((v1, g), (v2, µ(v2, v1)g), . . . (vn, µ(γ−1)g))

der eindeutige Lift von γ mit Ursprung (v1, g).

(c) Durch g 7→ ((v, h) 7→ (v, hg)) ist eine Einbettung von G in Aut∆̃ gege-
ben. Es ist ∆̃/G ∼= ∆.

(d) Setze H := {µ(γ); γ ∈ Pf(∆)(v0, v0)} ≤ G. Dann ist H der Stabili-
sator der Zusammenhangskomponente von (v0, 1) und es existiert eine
Bijektion zwischen den Zusammenhangskomponenten von (∆×G)µ und
den Rechtsnebenklassen von H in G.

(e) Genau dann induziert ϕ auf jeder Zusammenhangskomponente von ∆̃
einen Isomorphismus nach ∆, wenn µ ∈ B1(∆, G) ist.

Beweis:

(a) Surjektivität ist klar. Sei v ∈ V, g ∈ G und σ = {x1, . . . , xn} ein Simplex
in ∆σ. Definiere σ̃ := {(x1, µ(x1, v)g), . . . , (xn, µ(xn, v)g)}. Dies ist nach
Definition der einzige Simplex in ∆̃(v,g) mit ϕ(σ̃) = σ.

(b) Folgt aus Induktion nach der Länge des Pfades.

(c) Klar.

(d) Sei v ∈ V und ∆̃1 die Zusammenhangskomponente von ∆̃, welche (v, 1)
enthält. Dann gilt ϕ−1(v)∩ ∆̃1 = {(v, h);h ∈ H}, also ist H der Stabi-
lisator von ∆̃1. Da G die Zusammenhangskomponenten von ∆̃ permu-
tiert, folgt die Behauptung.

(e) Angenommen, es ist µ(x, y) = β(x)β(y)−1 für eine Abbildung β : V → G.
Ist γ = (v0, v1, . . . , vn) ein Pfad in ∆, so ist µ(γ) = β(v0)β(vn)−1.
Insbesondere ist µ(γ) = 1, wenn γ geschlossen ist. Damit folgt die Be-
hauptung aus Teil (d). Es gelte umgekehrt, dass ϕ auf jeder Zusammen-
hangskomponente von ∆̃ einen Isomorphismus induziert. Wähle v ∈ V .
Für jedes x ∈ V existiert dann genau ein Element β(x) ∈ G, so dass
(x, β(x)) in der gleichen Zusammenhangskomponente wie (v, 1) liegt.
Sei (x, y) ∈ Eo. Dann ist {(x, β(x)), (y, µ(y, x)β(x))} ein Simplex, al-
so liegt (y, µ(y, x)β(x)) in der selben Zusammenhangskomponente wie
(v, 1). Damit β(y) = µ(y, x)β(x), also µ(y, x) = β(y)β(x)−1. �
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Definition 1.2.12 Eine Überlagerung ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) heißt normal,
falls Aut∆̃ϕ regulär auf ϕ−1(v) für alle v ∈ V operiert.

Satz 1.2.13 Sei ϕ : ∆̃ → ∆ eine normale Überlagerung mit Decktransfor-
mationsgruppe G.

(a) ∆ und ∆̃/G sind isomorph.

(b) Es existiert ein µ ∈ Z1(G,∆), so dass ∆̃ und (∆×G)µ isomorph sind.

Beweis:

(a) Die Abbildung ψ : ∆̃/G→ ∆ : vG 7→ ϕ(v) ist wohldefiniert. Man kann
leicht erkennen, dass ψ ein Isomorphismus ist.

(b) Für alle x ∈ V wähle ein x̃ ∈ ϕ−1(x). Sind x und y benachbart, so
existiert genau ein Element µ(y, x) ∈ G, so dass x̃ und ỹµ(y,x) be-
nachbart sind. Konjugation mit µ(x, y) ergibt µ(x, y)−1 = µ(y, x). Ist
{x, y, z} ∈ S, so ist {x̃, ỹµ(y,x), z̃µ(z,x)} ein Simplex. Also sind ỹ und
z̃µ(z,x)µ(y,x)−1

benachbart. Wir erhalten µ(z, y) = µ(z, x)µ(x, y). ψ :
(∆×G)µ → ∆̃ : (x, g) 7→ x̃g ist dann der gewünschte Isomorphismus.�

Satz 1.2.14 Sei ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, v0) die universelle Überlagerung von ∆
und g ∈ Aut∆. Dann existiert ein g̃ ∈ Aut∆̃ mit ϕ(ṽg̃) = ϕ(ṽ)g für alle
ṽ ∈ Ṽ . g̃ heisst ein Lift von g.

Beweis: Sei w = vg
0 und w̃ ∈ ϕ−1(w). Dann sind g ◦ ϕ : (∆̃, ṽ0) → (∆, w)

und ϕ : (∆̃, w̃) → (∆, w) beides universelle Überlagerungen, also existiert ein
Automorphismus g̃ : (∆̃, ṽ0) → (∆̃, w̃) mit g ◦ ϕ = ϕ ◦ g̃. �

Wir bezeichnen mit Aut(∆̃, ϕ) alle Automorphismen von ∆̃, die von einem
Automorphismus von ∆ geliftet wurden. Dies ist eine Untergruppe von Aut∆̃,
und es gilt Aut(∆̃, ϕ) = NAut∆̃(Aut∆̃ϕ) und Aut(∆̃, ϕ)/Aut∆̃ϕ

∼= Aut∆. Ist
v ∈ V , so können wir die Ecken von ∆̃ als Homotopieklassen von Pf(∆)(v, v)
beschreiben; auf dieser Menge haben wir eine natürliche Aut∆v-Operation.
Somit erhalten wir Aut∆v

∼= Aut(∆̃, ϕ)ṽ für alle ṽ ∈ ϕ−1(v).

1.3 Amalgame

Definition 1.3.1 Sei (I,≤) eine partiell geordnete Menge.

(a) Ein Amalgam von Gruppen ist eine Familie A von Gruppen (Gi)i∈I und
Homomorphismen (ϕji : Gi → Gj)i<j mit ϕkj ◦ϕji = ϕki für i < j < k.



20 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(b) Eine Komplettierung von A besteht aus einer Gruppe G und einer Fa-
milie von Homomorphismen (ϕi : Gi → G)i∈I mit ϕj ◦ ϕji = ϕi für
i < j. Eine Komplettierung heißt treu, falls alle ϕi injektiv sind.

(c) Eine Komplettierung (G, (ϕi)i∈I) von A heißt universelle Komplettie-
rung, falls G = 〈Imϕi; i ∈ I〉 gilt und folgende Bedingung erfüllt ist:
Ist (H, (ψi)i∈I) eine weitere Komplettierung von A, so existiert ein Ho-
momorphismus ψ : G→ H mit ψ ◦ ψi = ϕi für alle i ∈ I.

Wenn G eine treue Komplettierung von A ist, so werden wir in Zukunft
immer die Gi mit ihren Bildern in G identifizieren.

Satz 1.3.2 Sei A ein Amalgam. Dann besitzt A eine bis auf Isomorphie
eindeutige universelle Komplettierung. Gibt es eine treue Komplettierung von
A, so ist auch die universelle Komplettierung treu.

Beweis: (vergleiche [Ti2], 1.1) Die Eindeutigkeit der universellen Kom-
plettierung und die letzte Behauptung folgen unmittelbar aus der universel-
len Eigenschaft. Sei G̃ die Gruppe mit Erzeugenden

⋃̇
i∈IGi und Relationen

ϕji(x) = x für i < j, x ∈ Gi sowie allen Relationen der Gi. Dann sieht man
leicht, dass G̃ die universelle Komplettierung von A ist. �

Bemerkung 1.3.3 Ist G eine Gruppe und ist (Gi)i∈I eine Familie von Un-
tergruppen in G mit Gi ≤ Gj ≤ G für i < j, so können wir G als treue
Komplettierung des Amalgams A := ((Gi)i∈I , (ϕji)i<j) auffassen (wobei ϕji

die Inklusion von Gi in Gj sei). Sei G̃ die universelle Komplettierung von A.
Wir erhalten damit einen Homomorphismus von G̃ nach G, der auf allen Gi

die Identität induziert.

Satz 1.3.4 Sei G eine Gruppe, G1, . . . , Gn paarweise verschiedene echte Un-
tergruppen von G mit G = 〈G1, . . . , Gn〉 und ∆ := K(G;G1, . . . , Gn). Sei
I = P({1, . . . , n})\{∅} mit Ordnungsrelation i ≤ j falls j ⊆ i gilt. Für j ∈ I
setze Gj =

⋂
i∈j Gi und für j > k sei ϕjk die Inklusion von Gj in Gk. Wir er-

halten auf diese Art ein Amalgam A von Gruppen. Sei G̃ die universelle Kom-
plettierung dieses Amalgams. Dann existiert ein Epimorphismus ϕ : G̃→ G,
der auf allen Gi die Identität induziert. Dann ist K(G̃;G1, . . . , Gn) isomorph
zur universellen Überlagerung von ∆.

Beweis: Mit der letzten Bemerkung in 1.1.1 ist unmittelbar klar, dass ϕ
eine Überlagerung ist. Wegen G̃ = 〈Gi; i ∈ I〉 ist ∆̃ zusammenhängend. Es
ist klar, dass ϕ surjektiv ist. Wir müssen noch die universelle Eigenschaft
verifizieren.
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Sei ∆̃ die universelle Überlagerung von ∆ und X das Urbild von G in
Aut∆̃. Dann können wir die Gi als Untergruppen von X auffassen. Man sieht
leicht mit 1.1.2, dass ∆̃ ∼= K(X;G1, . . . , Gn) ist. Da ∆̃ zusammenhängend
ist, muss X = 〈G1, . . . , Gn〉 gelten. Somit erhalten wir einen Epimorphismus
ψ : G̃→ X. Durch die Abbildung Gjx 7→ Gjψ(x) erhalten wir eine Überla-
gerungsabbildung von K(G̃;G1, . . . , Gn) nach K(X;G1, . . . , Gn) und damit
nach ∆̃. Da ∆̃ die universelle Überlagerung ist, muss diese Abbildung und
damit auch ψ ein Isomorphismus sein. �

1.4 Geometrien

Definition 1.4.1 Sei n ∈ N>0. Eine Geometrie vom Rang n ist ein Paar
(∆, θ), wobei ∆ = (V, S) ein vollständiger, zusammenhängender simplizialer
Komplex der Dimension n− 1 und θ : V → {1, . . . , n} eine Abbildung ist, so
dass gilt:

(a) Ist σ ∈ S, so ist θ|σ injektiv.

(b) Ist dimσ < n−1, so existieren mindestens zwei verschiedene Simplizes
σ1, σ2 mit σ ⊆ σ1 ∩ σ2 und dimσ1 = dimσ2 = n− 1.

(c) Ist dimσ < n− 2, so ist das Residuum ∆σ zusammenhängend.

Sind x, y zwei verschiedene Elemente aus V mit x ∼ y, so sagt man auch, x
und y sind inzident (kurz xIy).
Die Abbildung θ heißt Typfunktion. Simplizes in Geometrien werden häufig
auch als Fahnen bezeichnet. Oft wird die leere Menge ebenfalls als Fahne
gerechnet; man setzt dann ∆∅ = ∆. Die Bedingungen (a) und (b) besagen,
dass θ auf maximalen Fahnen immer bijektiv ist, also genau ein Element
jeden Typs enthält. Ist σ eine Fahne, so heißt rangσ = dimσ+ 1, corangσ =
n− rangσ, typ(σ) = θ(σ), cotyp(σ) = {1, . . . n}\ typ(σ). Ist corangσ ≥ 2 und
f : cotyp(σ) → {1, . . . , corangσ} bijektiv, so ist (∆σ, f ◦θ|Vσ) eine Geometrie
vom Rang corangσ.
Maximale Fahnen werden in Zukunft Kammern genannt, Fahnen vom Corang
1 hingegen Panele.

Lemma 1.4.2 Ist ∆ eine Geometrie, σ1, σ2 zwei Fahnen in ∆, so existiert
eine Folge C1, C2, . . . , Cm von Kammern, so dass σ1 ⊆ C1, σ2 ⊆ Cm und
Ci ∩ Ci+1 ein Panel enthält. Ist τ eine Fahne mit σ1, σ2 ∈ st(τ), so können
die Ci so gewählt werden, dass sie in st(τ) liegen.
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Eine solche Folge von Kammern nennen wir künftig eine Gallerie.

Beweis: (vergleiche Theorem 1.9 in [P]) Wir führen Induktion nach n =
rang∆. Wenn σ1, σ2 mit einer nichtleeren Fahne τ inzidieren, so gilt die Be-
hauptung wegen rang∆τ < rang∆ für σ1 \ τ, σ2 \ τ in ∆τ , und daraus folgt
dann die Behauptung für σ und τ . Es reicht daher aus, die erste Behauptung
zu zeigen.
Setze δ := min{d(x, y);x ∈ σ1, y ∈ σ2}. Wir führen Induktion nach δ. Für
δ = 0 ist die Aussage schon gezeigt. Sei also δ > 0, x ∈ σ1, y ∈ σ2 mit
d(x, y) = δ. Es existiert dann ein z ∈ V mit d(x, z) = 1 und d(z, y) = δ − 1.
Wir können die Induktionsvoraussetzung nun zum einen auf σ1 und {x, z},
zum anderen auf {x, z} und σ2 anwenden. Damit folgt die Behauptung. �

Sind (∆1, θ1), (∆2, θ2) zwei Geometrien vom Rang n, so heißt ein simplizialer
Morphismus ϕ : ∆1 → ∆2 ein Morphismus zwischen den Geometrien ∆1 und
∆2, falls es ein σ ∈ Sn mit σ ◦ θ1 = θ2 ◦ ϕ gibt. ϕ heißt typerhaltend, falls
σ = 1 ist.
∆ heißt dünn [dick], falls jedes Panel σ in genau zwei [mindestens drei] Kam-
mern enthalten ist.

Definition 1.4.3 (siehe [Ti1], 6.2)

(a) Sei 1 ≤ i ≤ n und σ ∈ S. Dann heißt Shi(σ) := {v ∈ Vσ; θ(v) = i} der
i-Schatten von σ.

(b) Eine Geometrie ∆ besitzt die Durchschnittseigenschaft (engl. Intersec-
tion Property), falls gilt: Sind σ, τ ∈ S und ist 1 ≤ i ≤ n, so ist
|Shi(σ) ∩ Shi(τ)| ≤ 1 oder es existiert ein ρ ∈ S mit ρ ∪ σ, ρ ∪ τ ∈ S
und Shi(σ) ∩ Shi(τ) = Shi(ρ).

Proposition 1.4.4 Sei (∆, θ) eine Geometrie vom Rang n und ϕ : ∆̃ → ∆
eine Überlagerung. Dann ist (∆̃, θ̃) mit θ̃ := θ◦ϕ eine Geometrie. Ist ∆ dünn
[dick], so ist auch ∆̃ dünn [dick]. Besitzt ∆ die Durchschnittseigenschaft, so
auch ∆̃.

Beweis: Die ersten beiden Behauptung sind klar. Seien σ̃, τ̃ ∈ S̃, σ = ϕ(σ̃)
und τ = ϕ(τ̃). Wir sehen dann, dass ϕ die Menge Shi(σ̃) ∩ Shi(τ̃) injektiv
nach Shi(σ) ∩ Shi(τ) abbildet. Angenommen, es ist |Shi(σ̃) ∩ Shi(τ̃)| ≥ 2.
Dann ist auch |Shi(σ) ∩ Shi(τ)| ≥ 2 und es existiert ein ρ ∈ S mit Shi(ρ) =
Shi(σ)∩Shi(τ) und ρ∪ σ, ρ∪ τ ∈ S. Sei ρ̃ das einzige Urbild von ρ in st(σ̃).
Ist ṽ ∈ Shi(σ̃)∩Shi(τ̃) und v = ϕ(ṽ), so ist {v}∪ρ ein Simplex in st(σ), also
ist {ṽ}∪ ρ̃ ein Simplex in st(σ̃), also ṽ ∈ Shi(ρ̃). Ferner ist ρ∪ τ ein Simplex
in ∆v, also ist ρ̃∪ τ̃ ein Simplex in ∆̃ṽ. Weil σ̃, τ̃ Simplizes in st(ρ̃) sind und
Shi(ρ) = Shi(σ) ∩ Shi(τ) gilt, folgt die Behauptung. �
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Beispiel 1.4.5 Seien G1, . . . Gn paarweise verschiedene Untergruppen einer
Gruppe G. Für ∅ 6= J ⊆ {1, . . . , n} setze GJ =

⋂
j∈J Gj. Angenommen, es

sind die folgenden beiden Bedingungen erfüllt:

(a) GJ = 〈GK ; J ⊂ K〉 für alle J ⊆ {1, . . . , n} mit |J | ≤ n− 2

(b) Sind 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n und x1, . . . , xk ∈ G mit Girxr ∩ Gisxs 6= ∅
für alle 1 ≤ r, s ≤ k, so ist

⋂k
r=1Girxr 6= ∅. (Diese Bedingung ist

äquivalent mit der Vollständigkeit von K(G;G1, . . . , Gn).)

Dann ist (K(G;G1, . . . , Gn), θ) mit θ(Gig) = i eine Geometrie vom Rang n.
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1.5 Kammersysteme

Definition 1.5.1 Sei I eine nichtleere Menge. Ein Kammersystem über I
besteht aus einer nichtleeren Menge C und einer Familie aus Partitionen
(Pi)i∈I von C, so dass gilt

(a) Für alle i ∈ I und alle X ∈ Pi ist |X| ≥ 2.

(b) Sind C,D ∈ C verschieden und existieren X ∈ Pi, Y ∈ Pj mit C,D ∈
X ∩ Y , so ist i = j (und damit X = Y ).

C,D ∈ C heißen i-benachbart (in Zeichen C ∼i D) , falls es ein X ∈ Pi gibt,
so dass C,D ∈ X gilt.

Definition 1.5.2 Ein Kammersystem (C, (P)i∈I) heißt dünn bzw. dick, falls
für alle i ∈ I und alle X ∈ Pi stets |X| = 2 bzw. |X| ≥ 3 gilt.

Wir werden in Zukunft immer voraussetzen, dass I endlich ist.

Definition 1.5.3

(a) Sei f = (i1, . . . , in) ∈ In. Eine Gallerie vom Typ f ist eine Folge
γ = (C0, C1, . . . Cn) ∈ Cn+1 mit Cj ∼ij Cj+1 für alle j. γ heißt nicht-
stotternd, falls zwei darauffolgende Kammern immer verschieden sind.
o(γ) := C0 heißt der Anfang und end(γ) := Cn das Ende von γ.

(b) Sei J ⊆ I. Dann heißen C,D ∈ C J-benachbart, falls es ein f ∈ Jn

und eine Gallerie γ vom Typ f mit o(γ) = C und end(γ) = D gibt.
Wir schreiben dafür auch C ∼J D. Wie leicht zu sehen ist, ist J-
Benachbartheit eine Äquivalenzrelation auf C. Für C ∈ C sei das J-
Residuum von C durch CJ(C) := {D ∈ C;C ∼J D} erklärt. Dies ist
in natürlicher Weise ein Kammernsystem über J . |J | heißt der Rang,
|I \ J | der Corang des Residuums.

(c) Ein Kammernsystem heißt zusammenhängend, falls es zu C,D ∈ C
eine Gallerie γ mit o(γ) = C und end(γ) = D gibt. C heißt residuell
zusammenhängend, falls jedes Residuum zusammenhängend ist.

Bemerkung 1.5.4

(a) Ist (∆, θ) eine Geometrie vom Rang n, so definieren wir das Kam-
mersystem Cham∆ wie folgt: Sei Cham∆ die Menge der maxima-
len Fahnen; zwei maximale Fahnen {v1, . . . , vn} und {w1, . . . , wn} mit
θ(vj) = θ(wj) = j sind i-benachbart genau dann, wenn vj = wj für alle
j 6= i sind.
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(b) Sei umgekehrt C ein Kammernsystem. Dann definieren wir einen sim-
plizialen Komplex ∆(C) = (V (C), S(C)) wie folgt:
Wir setzen V (C) := {CJ(C);C ∈ C, |J | = |I| − 1} als Eckenmenge und
S(C) := {∅ 6= σ ⊆ V (C);

⋂
v∈σ v 6= ∅} als Menge der Simplizes. Man be-

achte, dass V (C) unter Umständen nur aus einem Element bestehen
kann. Gilt CJ(C) 6= CK(C) für alle C ∈ C und alle J,K ⊆ I mit
|J | = |K| = |I| − 1 und ist f : I → {1, . . . n} eine Bijektion, so
können wir eine Typfunktion θ durch θ(CI\{i}(C)) := f(i) definieren.
Unter bestimmten Bedingungen ist ∆(C) mit dieser Typfunktion eine
Geometrie (vergleiche [P],Ch. 12.5). Wie man leicht erkennen kann,
gilt ∆(Cham∆) = ∆. Cham(∆(C)) = C gilt hingegen nur, falls für
C,D ∈ C und J,K ⊆ I aus C ∼J D und C ∼K D auch C ∼J∩K D
folgt.

Beispiel 1.5.5 Sei G Gruppe, B ≤ P1, . . . , Pn ≤ G paarweise verschieden.
Wir definieren das Kammernsystem C(G;B;P1, . . . , Pn) wie folgt: Die Kam-
mern sind die Rechtsnebenklassen von B in G, es gilt Bx ∼i By genau
dann, wenn Pix = Piy ist. Dann operiert G als Automorphismengruppe auf
C(G;B;P1, . . . , Pn). C(G;B;P1, . . . , Pn) ist genau dann zusammenhängend,
wenn G = 〈P1, . . . , Pn〉 ist.

Ähnlich wie in 1.1.2 sieht man:

Satz 1.5.6 Ist C ein Kammernsystem über {1, . . . , n}, G eine transitive Un-
tergruppe von AutC. Sei B = GC für eine Kammer C und Pi der Stabilisator
des i-Residuums von C. Dann ist C isomorph zu C(G;B;P1, . . . , Pn).

Wie für Simpliziale Komplexe existiert auch für Kammersysteme eine Über-
lagerungstheorie. Wir werden sie allerdings nicht benötigen und verweisen
daher nur auf [Ti1] und [Ro1].
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1.6 Coxeter-Komplexe und Gebäude

Sei ∆ eine Geometrie vom Rang 2 und γ ein geschlossener Pfad in ∆. Da
benachbarte Ecken immer unterschiedlichen Typs sind, ist die Länge von
γ immer gerade. Wir definieren girth(∆) := min{n ∈ N;∃v ∈ V ∃γ ∈
Pf(∆)(v, v) mit l(γ) = n und [γ] 6= [(v)]}.
Wir führen nun eine wichtige Klasse von Geometrien vom Rang 2 ein.

Definition 1.6.1 Sei n ∈ N>1 ∪ {∞}. Eine Geometrie ∆ vom Rang 2 heißt
schwaches verallgemeinertes n-Gon, falls diam∆ = n und girth(∆) = 2n ist.
∆ heißt verallgemeinertes n-Gon, falls ∆ zusätzlich noch dick ist. ∆ heißt
gewöhnliches n-Gon, falls ∆ dünn ist.

Ein schwaches verallgemeinertes∞-Gon ist gerade ein einfach-zusammenhängen-
der Graph, also eine Baum, so dass jede Ecke mindestens zwei Nachbarn
hat. Wir bezeichnen die Elemente des einen Typs eines verallgemeinerten
n-Gons mit Punkte und die Elemente des anderen Typs mit Geraden. Zwei
Elemente heißen gegenüberliegend, falls sie maximalen Abstand n besitzen.
Ein geordnetes Apartment ist ein geschlossener Pfad der Länge 2n, so dass
nur Anfangs- und Endpunkt übereinstimmen. Eine geordenete Wurzel ist ein
Pfad der Länge n, so dass Anfangs- und Endpunkt Abstand n haben.
Ist ∆ ein verallgemeinertes n-Gon und x, y ∈ ∆ mit 1 ≤ d(x, y) = k < n, so
gibt es genau ein Element z ∈ ∆ mit d(x, z) = 1 und d(z, y) = k − 1. Wir
bezeichnen z mit projxy.

Definition 1.6.2 Eine symmetrische n × n-Matrix M = (mij) heißt Coxe-
terdiagramm, falls mij ∈ N>0 ∪ {∞} für alle i, j ist und mij = 1 genau dann
gilt, wenn i = j gilt.

Für Coxeter-Diagramme verwendet man gewöhnlich folgende Darstellung:

Man zeichnet Punkte 1, 2, . . . , n und verbindet die Punkte •
i

und •
j

mit
mij

− ;

man schreibt dabei • • statt •
2
−•, •−• statt •

3
−•, •=• statt •

4
−• und •≡• statt

•
6
−•. Ist z.B.

M =


1 ∞ 2 2
∞ 1 6 2
2 6 1 3
2 2 3 1

 ,

so entspricht das •
1

∞
−•
2
≡•
3
−•
4

in Diagrammschreibweise.
Der Coxeter-Graph zu einem Diagramm M ist der Graph, der entsteht, wenn
je zwei Ecken i, j mit mij > 2 verbunden werden. Ein Diagramm heißt zu-
sammenhängend, falls der dazugehörige Graph zusammenhängend ist.
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Definition 1.6.3 Sei M ein Coxeterdiagramm vom Rang n. Eine Geometrie
∆ vom Rang n heißt Geometrie mit Diagramm M (oder M-GAB), falls gilt:
Ist i 6= j, σ ∈ S mit θ(σ) = {i, j}, so ist ∆σ ein verallgemeinertes mij-Gon.

Der Name GAB bedeutet “Geometry which is almost a Building”. Ist ∆ eine

Geometrie vom Typ •
1
−
m12
−−•

2
−−− −

m23
−−•

3
, so bezeichnen wir die Objekte vom Typ 1 als

Punkte, vom Typ 2 als Geraden, vom Typ 3 als Ebenen. Zwei Punkte heißen
kollinear, falls sie mit einer gemeinsamen Geraden inzidieren, und koplanar,
falls sie mit einer gemeinsamen Ebenen inzidieren. Der Punktgraph einer
Geometrie ist der Graph mit der Menge der Punkte als Eckenmenge, wobei
zwei kollineare Punkte benachbart sein sollen.

Ist ∆ ein verallgemeinertes n-Gon, so bezeichnen wir das dazugehörige Kam-
mersystem Cham(∆) ebenfalls als ein verallgemeinertes n-Gon.

Definition 1.6.4 Seien C ein residuell zusammenhängendes Kammernsy-
stem und M ein Coxeter-Diagramm. Dann heißt C ein M-SCAB (“System
of Chambers which is almost a Building”), falls es jedes mij-Gon ein verall-
gemeinertes mij-Gon ist.

Definition 1.6.5 Sei M ein Coxeter Diagramm. Wir definieren die Gruppe
W (M) als Gruppe mit Erzeugenden

si (1 ≤ i ≤ n)

und Relationen
(sisj)

mij für mij 6= ∞.

W (M) heißt die Coxetergruppe zum Diagramm M . Setze Wi = 〈sj; i 6= j〉 ≤
W (M). Dann heißt C(M) := K(W (M);W1, . . .Wn) der Coxeter-Komplex
zum Diagramm M .

Wie leicht zu sehen ist, ist C(M) ist eine einfach-zusammenhängende dünne
Geometrie mit Diagramm M . C(M) ist in gewisser Hinsicht die “Standard-
geometrie” mit Diagramm M .
Verschiedene Coxeter-Diagramme können isomorphe Coxetergruppen besit-
zen. Wir müssen daher die Menge der Erzeugenden auszeichnen. Ist W eine
Coxetergruppe mit Erzeugendenmenge S = {si; i ∈ I}, so bezeichnen wir sie
mit (W,S). Die Elemente aus S und ihre Konjungierten bezeichnen wir als
Spiegelungen.
Zwei Familien von Coxeter-Diagrammen spielen eine herausragende Rolle.
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Definition 1.6.6

(a) Ein Coxeter-Diagramm M heißt sphärisch, falls C(M) endlich ist.

(b) Ein Coxeter-Diagramm M heißt affin, falls es eine Abbildung f von der
Eckenmenge von C(M) in einen euklischen Vektorraum E und einen
Monomorphismus φ von W (M) in die Isometriegruppe von E gibt, so
dass gilt:

(i) Es ist conv(f(σ))∩conv(f(τ)) = conv(f(σ∩τ)) für alle Simplizes
σ und τ , wobei für X ⊆ E mit conv(X) die konvexe Hülle von X
gemeint ist.

(ii) E =
⋃

C∈ChamC(M) conv(f(C)).

(iii) Für jede Ecke v von C(M) und alle g ∈ W (M) ist f(vg) =
f(v)φ(g).

Diese Bedingungen besagen gerade, dass wir durch C(M) eine regelmässi-
ge Kachelung von E erhalten. Aus Bedingung (ii) folgt dimE = dimC(M).
E ist homömorph zur Geometrischen Realisierung |C(M)| von C(M).

Die Menge der zusammenhängenden sphärischen Coxeter-Diagramme setzt
sich aus den unendlichen Familien (An)n≥1, (Cn)n≥2, (Dn)n,≥4 und (G2(m))m≥5

sowie den Ausnahmediagrammen E6, E7, E8, F4, H3 und H4 zusammen. Die
Menge der zusammenhängenden affinen Diagramme besteht aus den unend-
lichen Familien (Ãn)n≥1, (B̃n)n≥3, (C̃n)n≥2 und (D̃n)n≥4 sowie den Ausnahme-
diagrammen Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8, F̃4 und G̃2 (siehe etwa [Ro2]).
Sei s eine Spiegelung in einer CoxetergruppeW = W (M) undm = Fixs(C(M))).
m ist eine Teilgeometrie von C(M) vom Corang 1. Wir führen eine Äquiva-
lenzrelation auf ChamC(M) ein: zwei Kammern C,D sollen äquivalent sein,
falls eine minimale Gallerie C = C0, C1 . . . , Cn = C sich nicht mit m schnei-
det, d.h. wenn das Panel Ci ∩ Ci+1 für alle i nicht in m. Es gibt genau zwei
Äquivalenzklassen; wir bezeichnen die Menge der Simplizes in diesen Äquiva-
lenzklassen als Halbapartments oder im sphärischem Fall Wurzeln; ist α eine
solche Wurzel, so heißt m der Rand von α. Wir schreiben dafür ∂α = m.

Definition 1.6.7 Ein M-GAB ∆ = (V, S) heißt ein Gebäude, falls gilt: Es
existiert eine Familie A von dünnen Untergeometrien von ∆, so dass gilt:

(a) A ist isomorph zum Coxeter-Komplex C(M) für alle A ∈ A.

(b) Für alle σ, τ ∈ S existiert ein A = (VA, SA) ∈ A mit σ, τ ∈ SA.
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Ist ∆ ein Gebäude, so bezeichnen wir das zugehörige Kammersystem Cham∆
ebenfalls als Gebäude. Die Elemente von A heißen Apartments. A ist in der
Regel nicht eindeutig (außer etwa im sphärischen Fall); es gibt aber genau ein
maximales Apartmentsystem. Wir schreiben (∆,A), falls wir ein Apartment-
system auszeichnen wollen. Ein Unterkomplex X von ∆ heiße Wurzel/Mauer
von ∆, falls es ein Apartment A ∈ A gibt, so dass X eine Mauer/Wurzel in
A ist.

Der folgende Satz findet sich als Theorem 1 in [Ti1]

Satz 1.6.8 Sei ∆ eine Geometrie mit Diagramm M .

(a) Ist die universelle Überlagerung jedes Residuums mit Diagramm C3 =

•−•=• oder H3 = •−•
5
−• ein Gebäude, so ist die universelle Überlagerung

von ∆ ein Gebäude.

(b) ∆ ist genau dann ein Gebäude, falls ∆ residuell einfach-zusammenhängend
ist und jedes Residuum mit Diagramm H3 oder C3 ein Gebäude ist.
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1.7 Affine Gebäude

1.7.1 Affine Coxeter-Diagramme

In diesem Abschnitt geben wir kurz einige Informationen über affine Gebäude
wieder. Für mehr Details und Beweise siehe [Ro2].
Ist M ein affines Coxeter-Diagramm vom Rang n + 1, so entspricht |C(M)|
einer regelmäßigen Kachelung des euklidischen Vektorraums Rn. W (M) ist
dann isomorph zu einer Untergruppe von Aff(Rn); genauer ist W (M) =
Λ : W0, wobei W0 eine endliche Coxeter-Gruppe und Λ einem vollständigen
Gitter in Rn entspricht. Λ heißt die Gruppe der Translationen in W .

Beispiel 1.7.1 Sei M = Ã1 = •
∞
−•. Dies ist das einzige affine Diagramm

der Dimension 2 Wir können C(M) in R wie folgt darstellen: Die Ecken sind
die Elemente von Z, wobei x mit x + 1 und x − 1 inzident ist. W (M) wird
von den beiden Spiegelungen s und t mit xs = −x und xt = 2 − x erzeugt.
Es ist dann W (M) = Λ : 〈s〉 mit Λ = {x 7→ x+ 2k; k ∈ Z}.

Durch die Identifikation von |C(M)| mit dem euklidischen Vektorraum Rn

erhalten wir in natürlicher Weise eine Metrik d auf |C(M)|.
Eine Ecke v ∈ C(M) heißt speziell, falls W (M)v

∼= W0 ist. Das Diagramm
M0, das durch Streichen des Typs von v aus M entsteht, heißt das M gehöri-
ge sphärische Diagramm.
Sei im folgenden v eine spezielle Ecke und m1, . . . ,mk die verschiedenen Mau-
ern, die v enthalten. Ein Teilkomplex S von C(M) heißt ein Sektor, falls |S|
der Abschluß einer Zusammenhangskomponente von |C(M)| \

⋃k
i=1 |mi| ist.

v heißt der Ursprung von S. Für einen solchen Sektor S gibt es genau eine
Kammer C ∈ S mit v ∈ C. C wird die Anfangskammer von S genannt.
Zwei Sektoren S1 und S2 mit demselben Ursprung v heißen i-benachbart,
falls S1 ∩ S2 ein Panel vom Cotyp i in ∆v enthält. Der Schnitt S1 ∩ S2 wird
in diesem Fall ein Sektorpanel vom Cotyp i genannt; dies ist ein Teilkomplex
der Dimension n− 1. Ein Sektor besitzt genau n Sektorpanele, einen für je-
des Panel in S, in dem v enthalten ist. Ein Sektorgesicht ist ein Schnitt von
Sektorpanelen eines Sektors.
Zwei Sektoren S1, S2 werden als parallel bezeichnet, falls S1∩S2 einen Sektor
enthält. Dies ist äquivalent dazu, dass es ein t ∈ Λ mit St

1 = S2 gibt. Entspre-
chend sind zwei Sektorgesichter P1 und P2 parallel, wenn es zwei parallele
Sektoren S1 ⊃ P1 und S2 ⊃ P2 gibt und P1, P2 vom gleichen Cotyp sind. Zwei
Mauern m1 und m2 heißen parallel, falls es zu jeden Sektorpanel in m1 ein
dazu paralleles Sektorpanel in m2 gibt und umgekehrt. Dies ist gleichwertig
dazu, dass es ein q > 0 gibt, so dass für alle x ∈ |m1| ein y ∈ |m2| mit
d(x, y) ≤ q existiert.
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Parallelität ist, wie leicht zu sehen ist, eine Äquivalenzrelation; wir bezeich-
nen die Äquivalenzklasse eines Sektors S mit S∞. Ensprechend werden m∞

und P∞ für eine Mauer m und ein Sektorgesicht P definiert.
Es sei C(M)∞ := {S∞;S Sektor in C(M)}. S1,S2 ∈ ChamC(M)∞ seien
dabei i-benachbart, falls es Sektoren S1 ∈ S1, S2 ∈ S2 gibt, so dass S1, S2

i-benachbart sind. Dann ist ∆(C(M)∞) isomorph zum sphärischen Coxeter-
komplex C(M0).

1.7.2 Das sphärische Gebäude im Unendlichen

Sei ∆ ein Gebäude mit affinem Diagramm M und maximalen Apartmentsy-
stem A. S ⊆ ∆ heißt Sektor in ∆, falls es ein Apartment A gibt, so dass S
ein Sektor in A ist. Entsprechend werden Sektorpanele etc. von ∆ definiert.
Sei ∆∞ die Geometrie mit Cham∆∞ = {S∞;S Sektor in ∆}. S1,S2 ∈
Cham∆∞ seien dabei i-benachbart, falls es Sektoren S1 ∈ S1, S2 ∈ S2 gibt,
so dass S1, S2 i-benachbart sind. Für A ∈ A sei A∞ die Geometrie mit
ChamA∞ = {S∞;S Sektor in A}. Es gilt dann (siehe [Ro2], 9.6):

Satz 1.7.2 ∆∞ ist ein sphärisches Gebäude vom Typ M0, und die Abbildung
A 7→ A∞ ist eine Bijektion zwischen den Apartments in ∆ und denen in ∆∞.

Beispiel 1.7.3 Sei B = (V,E) ein Baum mit |Bv| ≥ 3 für alle v ∈ V .
Dann entspricht ein Apartment A in B einer unendliche Sequenz (vn)n∈Z mit
vn ∼ vn+1. Ein Sektor in A entspricht eine unendliche Teilsequenz (vn)n≥m

oder (vn)n≤m für m ∈ Z. Zwei Sektoren sind parallel, wenn sie unendlich viele
Punkte gemeinsam haben, also wenn sie “in die gleiche Richtung laufen”. A∞

besitzt damit genau 2 Parallelenklassen. B∞ besitzt als Geometrie vom Rang
1 keine weitere Struktur. Die Elemente aus B∞ heißen die Endpunkte von
B.

1.7.3 Die Bäume T (m) und T (p)

Sei m eine Parallenklasse von Mauern in ∆. Sei T (m) der Graph mit Ecken-
menge m, wobei zwei verschiedene Mauern m1 und m2 benachbart sein sollen,
falls [x, y]∩ |m| = ∅ für alle x ∈ |m1|, y ∈ |m2| und alle m ∈ T (m) \ {m1,m2}
ist. Es gilt dann:

Satz 1.7.4 ([Ro2],10.3) T (m) ist ein Baum. Die Endpunkte von T (m) ent-
sprechen den Wurzeln in ∆∞ mit ∂α = m.

Zwei Sektorpanele P1, P2 werden asymptotisch genannt, falls P1∩P2 ein Sek-
torpanel enthält. Dies ist eine Äquivalenzrelation, die feiner ist als Paral-
lelität. Für ein Sektorpanel P bezeichnen wir mit [P ] die Asymptotenklas-
se von P . Für eine Parallenklasse p sei T (p) der Graph mit Eckenmenge
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{[P ];P ∈ p}, wobei zwei verschiedene Klassen [P1] und [P2] benachbart sein
sollen, falls es P ′

1 ∈ [P1], P
′
2 ∈ [P2] gibt, so dass P ′

1, P
′
2 in einem gemeinsamen

Apartment A liegen und es zwei parallele Mauern m1,m2 in A gibt, die P ′
1

bzw. P ′
2 enthalten und in T (m∞

1 ) benachbart sind. Dann gilt:

Satz 1.7.5 ([Ro2],10.4)

(a) T (p) ist ein Baum. Die Endpunkte in T (p) entsprechen den Kammern
in ∆∞, die p enthalten.

(b) Sei m eine Mauer in ∆∞, die p enthält. Für jede Mauer m ∈ m gibt
es genau eine Asymptotenklasse Cm ⊆ p mit Cm ∩ {P ∈ p;P ⊆ p} 6= ∅
ist. Die Abbildung m 7→ Cm ist ein Isomorphismus zwischen T (m) und
T (p)

1.7.4 Eine Topologie auf ∆∞

Ist ∆ ein affines Gebäude, so ist auf ∆∞ eine Topologie gegeben, so dass ∆∞

ein kompakter, total-unzusammenhängender topologischen Raum ist. Der
Einfachheit halber beschränken wir uns hier auf die Fälle Rang 2 und Rang
3.
Ist B ein Baum, so können wir wie folgt eine Metrik auf B∞ definieren.
Wähle eine Ecke v0 in B. Für zwei verschiedene Enden α, β ∈ B∞ gibt es
genau ein Apartment A = {xn;n ∈ Z} mit A∞ = {α, β}. Setze ω(α, β) :=
min{d(v0, xn);n ∈ N} und ω(α, α) = ∞. Definiere δ(α, β) := exp(−ω(α, β)).
δ ist dann eine sogenannte Ultrametrik auf B∞; das bedeutet, es gilt die
verschärfte Dreiecksungleichung δ(α, β) ≤ max{δ(α, γ), δ(β, γ)} für alle α, β
und γ ∈ B∞. Auf diese Art wird B∞ ein total-unzusammenhängender topo-
logischer Raum. Diese Topologie hängt nicht von der Wahl der Ecke v0 ab.

Nun sei ∆ ein affines Gebäude mit zusammenhängenden Diagramm vom
Rang 3. Dann hat ∆ entweder Diagramm Ã2 =

•
/ \
•−−−• oder C̃2 = •

1
=•
2
=•
3

oder

G̃2 = •
1
−•
2
≡•
3
. Das Gebäude im Unendlichen ist dann eine projektive Ebene bzw.

ein verallgemeinertes Viereck bzw. ein verallgemeinertes Hexagon. Im Fall Ã2

sind alle Ecken speziell, im Fall C̃2 alle Ecken vom Typ 1 und 3 (also alle

Punkte und Ebenen), im Fall G̃2 alle Ecken vom Typ 1 (also alle Punkte).
Eine Mauer in ∆ ist eine unendliche Sequenz (vn)n∈Z mit vn ∈ V, vn ∼ vn+1

und ein Sektorpanel ist eine unendliche Sequenz (vn)n∈N mit vn ∼ vn+1 und
v0 speziell. Sei im folgenden v eine spezielle Ecke und seien i und j die
beiden übrigen Typen mit i > j. Definiere P(V∞) := {P ;P Sektorpanel
mit P = (v, vi, . . .) und vi ∈ Vi} und L(V∞) := {L;L Sektorpanel mit
L = (v, vj, . . .} und vj ∈ Vj}. P ∈ P(V∞) soll genau dann inzident mit
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L ∈ L(V∞) sein, wenn es einen Sektor S mit Anfangspunkt v gibt, so dass
P und L in S liegen. Dann ist die Geometrie V∞, die wir dadurch erhalten,
isomorph zu ∆∞ (bis auf eventuelle Permutation der Indizes). Für x ∈ V sei
Px = {P ∈ P(V∞);x ∈ P} und entsprechend Lx = {L ∈ L(V∞);x ∈ L}.
Sei τ die Topologie auf V∞ bzw. ∆∞, die durch die Mengen Px und Lx bzw.
durch ihre Bilder in ∆∞ erzeugt wird. Auf diese Art wird ∆∞ zu einem To-
pologischen Polygon, d.h. dass für 1 ≤ k < m < diam∆∞ die Abbildungen
fm

k : {(x, y) ∈ ∆̃∞; d(x, y) = m} → ∆∞ : (x, y) 7→ fm
k (x, y) alle stetig

sind, wobei fk(x, y) das eindeutig bestimmte Element mit d(x, fm
k (x, y)) =

k und d(fm
k (x, y), y) = m − k sein soll. Diese Topologie hängt nicht von

der Wahl der speziellen Ecke v ab (siehe [GVM], 3.5.3). (∆∞, τ) ist total-
unzusammenhängend. Für alle p ∈ ∆∞ ist die von τ auf ∆∞

p induzierte
Topologie gleich der von T (p) induzierten Topologie. Sind p, q ∈ ∆∞ von
verschiedenem Typ, so ist τ durch die auf ∆∞

p und ∆∞
q induzierte Topologie

eindeutig bestimmt.

1.7.5 Affine Gebäude als metrische Räume

Sei wieder ∆ ein affines Gebäude. Sind x, y ∈ |∆|, so existiert ein Apartment
A mit x, y ∈ |A|. Ist dA die kanonische Metrik auf |A| ∼= |C(M)| ∼= Rn, so
setzen wir d(x, y) := dA(x, y). Man kann zeigen, dass dies nicht von der Wahl
des Apartments A abhängt. Auf diese Art wird |∆| zu einem vollständigen
metrischen Raum. Aut∆ operiert dabei als Gruppe von Isometrien auf diesen
Raum. Für x, y ∈ |∆| sei [x, y] := {z ∈ |∆|; d(x, z) + d(z, y) = d(x, y)}.
[x, y] heißt die Geodäsische zwischen x und y und ist in jedem Apartment
enthalten, welches x und y enthält. Für t ∈ [0, 1] gibt es einen eindeutigen
Punkt z ∈ [x, y] mit d(x, z) = td(x, y), d(y, z) = (1− t)d(x, y); diesen Punkt
bezeichnen wir mit t · x + (1 − t) · y. (|∆|, d) ist ein Raum mit negativer
Krümmung, das heißt für alle x, y, z ∈ |∆| gilt d2(z, 1

2
·x+ 1

2
·y) ≤ 1

2
(d2(z, x)+

d2(z, y))− 1
4
d2(x, y).

Satz 1.7.6 (Fixpunkt-Satz von Bruhat-Tits, [B], VI.4.1) Sei G eine
Gruppe von Isometrien auf einem Raum X mit negativer Krümmung. Gibt
es eine G-invariante beschränkte Teilmenge Y ⊆ X, so besitzt G einen Fix-
punkt.

Korollar 1.7.7 Ist G ≤ Aut∆ endlich, so besitzt G einen Fixpunkt.

Beweis: Wähle x ∈ ∆. Dann lässt G die beschränkte Menge xG fest. �

Korollar 1.7.8 Ist ϕ : ∆ → ∆ eine Überlagerung, so ist π1(∆) torsionsfrei.

Beweis: Folgt aus 1.2.5, 1.2.7(b) und 1.7.7. �
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1.8 Apartments

Da Apartments eine herausragende Rolle in der Gebäudetheorie spielen, liegt
es nahe, dass man versucht, den Begriff des Apartment auch für andere Geo-
metrie zu verallgemeinern. Ist ∆ ein Gebäude und ϕ : ∆ → ∆ eine Überlage-
rung, so ist man versucht, die Bilder der Apartments von ∆ als Apartments
von ∆ zu definieren. Doch dabei stößt man schnell auf Probleme, da wichtige
Eigenschaften eines Apartment A unter ϕ verlorengehen können; so ist ϕ(A)
im allgemeinen weder dünn noch residuell-zusammenhängend noch muss jede
Fahne in einer Kammer liegen. Induziert jedoch ϕ eine Überlagerung von A
nach ϕ(A), so bleiben viele wesentliche Eigenschaften von A erhalten. Das
motiviert zu folgender Motivation.

Definition 1.8.1 Sei ϕ : ∆ = (V, S) → ∆ = (V , S) eine Überlagerung. Eine
Teilgeometrie A = (VA, SA) von ∆ heißt (ϕ)-regulär, falls ϕ eine Überlage-
rung von A nach ϕ(A) := A = (V A, SA) induziert, wobei V A := ϕ(VA) und
SA := S ∩ P(V A) sei.

Das Bild einer ϕ-regulären Teilgeometrie ist natürlich ebenfalls eine Geome-
trie.

Lemma 1.8.2 Ist ϕ : ∆ → ∆ eine Überlagerung, so sind für eine Teilgeo-
metrie A von ∆ äquivalent:

(a) A ist regulär.

(b) Für v ∈ VA und v = ϕ(v) induziert ϕ eine Bijektion von Sv ∩ SA nach
Sv ∩ SA.

Beweis: Klar. �

Lemma 1.8.3 Seien ϕ : ∆ → ∆, ψ : ∆ → ∆̂ und ρ : ∆ → ∆̂ Überlage-
rungsabbildungen mit ψ ◦ϕ = ρ. Sei A eine Teilgeometrie von ∆, A := ϕ(A)
und Â := ψ(A). Dann ist A genau dann ρ-regulär, wenn A ϕ-regulär und A
ψ-regulär ist.

Beweis: Angenommen, A ist ρ-regulär. Sei v ∈ V A und v ein Urbild von v
in A.
Ist σ ein Simplex in Av, so besitzt σ ein Urbild σ in ∆v. Ist σ̂ = ψ(σ), so
sehen wir, dass ρ(σ) = σ̂ gilt. Da σ̂ nur ein Urbild in ∆v besitzt und A nach
Voraussetzung ρ-regulär ist, muss σ in A enthalten sein. Damit ist A auch
ϕ-regulär und damit ist insbesondere A eine dünne Teilgeometrie von ∆. Sei
nun v ∈ VA, v := ϕ(v) und v̂ := ρ(v). Sei σ̂ ein Simplex in ∆̂v̂, der in Â liegt.
Dann existiert ein Simplex σ ∈ Av mit ρ(σ) = σ̂. Setzen wir σ := ϕ(σ), so
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sehen wir, dass A Bedingung (b) in 1.8.2 erfüllt.
Die andere Richtung zeigt man leicht mit der Eigenschaft (b) in 1.8.2. �

Der folgende Satz beschreibt, wann eine dünne Teilgeometrie regulär ist,
wenn die Überlagerung normal ist.

Satz 1.8.4 Seien ∆ = (V, S) und ∆ = (V , S) Geometrien vom Rang n,
ϕ : ∆ → ∆ eine normale Überlagerung, Π die Decktransformationsgruppe
von ϕ, A = (VA, SA) eine dünne Teilgeometrie von ∆ vom gleichen Rang wie
∆ und A = ϕ(A). Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) A ist regulär.

(b) A ist eine dünne Geometrie.

(c) Für jede dünne Untergeometrie A1 mit ϕ(A1) = A gilt: Sind x ∈ A, y ∈
A1 mit x = y oder xIy, so gilt A = A1.

(d) Für alle v ∈ A ist vΠ ∩ A = vΠA und ∆Π
v ∩ A = AΠA

v .

Beweis:

(a) → (b) : Klar.

(b) → (c) : Wir beweisen zunächst, dass aus ChamA∩ChamA1 6= ∅ schon A = A1

folgt. Angenommen, es ist C ∈ ChamA ∩ ChamA1. Wir zeigen durch
Induktion nach m = d(C,D), dass für alle D ∈ ChamA auch D ∈
ChamA1 gilt. Das ist klar für m = 0, sei also m > 0. Dann existiert
ein D′ in ChamA mit d(C,D′) = m − 1 und d(D′, D) = m − 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist D′ ∈ ChamA1. Ist i = cotyp(D ∩ D′), so
existiert in A1 genau ein D′′ mit D′′ ∼i D

′ und D′′ 6= D′. Aber dann
sind ϕ(D), ϕ(D′′) ∼i ϕ(D′). Da A dünn ist, folgern wir D = D′′.
Nun seien x ∈ A und y ∈ A1, so dass x und y inzident sind. Sei C1

eine Kammer in A, die x enthält. Da A eine Geometrie ist, gibt es eine
Kammer C2 in A, die ϕ(x) und ϕ(y) enthält. Es existiert dann eine
Gallerie γ in Aϕ(x), die C1 := ϕ(C1) und C2 verbindet. Da A dünn
ist, kann γ zu einer Gallerie γ in Ax geliftet werden. Damit y ∈ A.
Ist C3 eine Kammer in A1, in der x enthalten ist, und C3 = ϕ(C3), so
kann auch C2 mit C3 durch eine Gallerie in Ay verbunden. Auch diese
Gallerie kann in Ay geliftet werden, und damit sieht man C3 ∈ A. Es
folgt die Behauptung.

(c) → (d): Sind v ∈ A und g ∈ Π mit vg ∈ A, so ist v ∈ A ∩ Ag−1
, also A = Ag−1

und damit g ∈ ΠA. Nun seien y ∈ ∆v und g ∈ Π mit yg ∈ A. Wegen
xg ∈ Ag, yg ∈ A und xgIyg folgt dann A = Ag, also g ∈ ΠA. Damit ist
auch y = (yg)g−1 ∈ A.
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(d) → (a): Nach Voraussetzung induziert ϕ einen bijektiven Morphismus vonA/ΠA

nach A. Sei σ ein Simplex in A und v ∈ σ. Ist v ein Urbild von v, so
existiert in st(v) genau ein σ mit ϕ(σ) = σ. Für jedes x ∈ σ \ {v}
existiert dann ein g ∈ Π mit xg ∈ A. Aber nach Voraussetzung folgt
dann σ ⊆ A. Somit ist A/ΠA

∼= A. Da ∆ → ∆/Π eine Überlagerung
ist, muss auch A→ A/ΠA eine Überlagerung sein. �

Bemerkung 1.8.5 Man sieht leicht, dass man (c) auch direkt aus (a) fol-
gern kann. Daher sind für eine nichtnotwendig dünne Teilgeometrie die Be-
dingungen (a),(c) und (d) gleichwertig (wobei in (c) nicht mehr vorausgesetzt
wird, dass A1 dünn ist).

Im folgenden sei stets ∆ ein Gebäude und ϕ : ∆ → ∆ eine Überlagerungs-
abbildung.

Korollar 1.8.6

(a) Ist ∆ endlich, so besitzt ∆ nur abzählbar viele reguläre Apartments.

(b) Ist A ein reguläres Apartment und A := ϕ(A), so ist π1(A) isomorph
zu einer Untergruppe von π1(∆).

Beweis:

(a) Sei Π = π1(∆). Jedes reguläre Apartment von ∆ ist eine Zusammen-
hangskomponente des Urbilds einer dünnen Teilgeometrie von ∆ mit
demselben Diagramm wie ∆. Da ∆ endlich ist, besitzt ∆ nur endlich
viele dünne Teilgeometrien. Sei A ein solche Untergeometrie und seien
A1, A2 zwei reguläre Apartments mit ϕ(A1) = ϕ(A2) = A. Ist v ∈ A,
so existiert ein v ∈ A1 und ein g ∈ Π mit ϕ(v) = v und vg ∈ A2.
Damit ist aber A2 = Ag

1 wegen Satz 1.8.4. Damit sind die Zusammen-
hangskomponenten von ϕ−1(A) alle unter Π konjungiert. Somit besitzt
A genau |Π : ΠA1| verschiedene Urbilder. Da ∆ endlich ist, besitzt ∆
nur abzählbar viele geschlossene Pfade, also ist Π abzählbar, somit hat
A nur abzählbar viele Urbilder. Daher gibt es insgesamt nur abzählbar
viele reguläre Apartments.

(b) Es ist π1(A) ∼= ΠA ≤ Π ∼= π1(∆). �

Bemerkung 1.8.7 Ist ∆ ein affines Gebäude, so hat ∆ überabzählbar viele
Apartments. Ist ϕ : ∆ → ∆ eine Überlagerungsabbildung, so sind daher die
meisten Apartments nicht regulär.
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Proposition 1.8.8 Sei A eine dünne Teilgeometrie von ∆ mit demselben
Diagramm wie ∆. Ist A eine Zusammenhangskomponente von ϕ−1(A), so ist
A ein reguläres Apartment.

Beweis: Sei σ eine Fahne in A mit cotypσ = {i, j} und i 6= j. Da ϕ eine
Überlagerung ist, muss Aσ ein gewöhnliches mij-Gon sein. Ist C der zu ∆
gehörige Coxeter-Komplex, so ist A nach Theorem 13.24 in [P] ein Quotient
von C ist. Weil ∆ ein Gebäude ist, muss A ∼= C sein (folgt etwa aus [Ro2],
4.2). Daher ist A ein Apartment in ∆. Nach Voraussetzung ist A = ϕ(A)
dünn, also ist A regulär. �

Proposition 1.8.9 Sei G = Aut(∆)ϕ, G = Aut∆ = G/Π, A ein reguläres
Apartment in ∆ und A = ϕ(A). Dann ist GAΠ/Π = GA. Insbesondere ope-
riert GA genau dann transitiv auf A, wenn GA transitiv auf A operiert.

Beweis: Es ist klar, dass GAΠ/Π in GA enthalten ist. Sei g ∈ GA. Dann
existiert ein Lift g ∈ G von g. Wir haben ϕ(Ag) = ϕ(A)g = A. Damit ist
Ag ein Zusammenhangskomponente von ϕ−1(A). Es gibt also ein α ∈ Π mit
Aα = Ag, folgtlich ist gα−1 ∈ GA. Also haben wir Gleichheit gezeigt. Die
zweite Aussage folgt daraus leicht. �
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Kapitel 2

Die 5-lokale Geometrie der
Lyonsgruppe

2.1 Gruppen vom Typ Ly

Definition 2.1.1 Eine endliche Gruppe G heißt Gruppe vom Typ Ly, falls
gilt: Es existiert eine Involution t ∈ G \ Z∗(G) mit CG(t) ∼= 2 · A11.

R. Lyons hat 1972 erstmals solche Gruppen untersucht und folgende Ergeb-
nisse erzielt (siehe [Ly1] und [Ly2]):

Satz 2.1.2 Sei G eine Gruppe vom Typ Ly. Dann gilt:

(a) G ist einfach.

(b) |G| = 28 · 37 · 56 · 7 · 11 · 31 · 37 · 67.

(c) G besitzt eine maximale Untergruppe H ∼= G2(5). G hat Rang 5 bezüglich
der Operation auf H/G mit nichttrivialen Doppelpunktstabilisatoren
51+4 : (4 · S4), PSU(3, 3), 2 · (A5 × A4).2 und 3 : PSL(2, 7). Ist χ der
Permutionscharakter von H/G, so ist χ = 1a + 45694a + 3028266a +
4226695a (Notation siehe [ATLAS]).

(d) Es gibt jeweils eine Klasse von Involutionen und Elementen der Ord-
nung 4. Ist t ein Element der Ordnung 4, so entspricht t einer Doppel-
transposition in CG(〈t2〉)/〈t2〉 ∼= A11.

(e) Es gibt genau zwei Konjungiertenklassen von Elementen der Ordnung
3, die wir im folgenden mit 3A und 3B nennen. Ist x ∈ 3A, so NG(〈x〉) ∼=
3·AutMcL maximal in G, ist x ∈ 3B, so CG(x) eine Erweiterung einer
speziellen Gruppe der Ordnung 36 mit einer Gruppe vom Typ 2.A5.2.

39
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Ist t eine Involution, so ist in CG(t)/〈t〉 ∼= A11 ein Element aus 3A ein
3-Zykel, während ein Element aus 3B das Produkt von zwei oder drei
disjunkten 3-Zykeln ist.

(f) G hat genau zwei Konjungiertenklassen von Elementen der Ordnung 5
(5A und 5B) mit NG(〈x〉) ∼= 51+4 : (4 · S6) für x ∈ 5A und NG(〈x〉) ∼=
(5 × 53) : S3. für x ∈ 5B. In CG(t)〈t〉 ∼= A11 ist ein 5A-Element ein
5-Zykel und ein 5B-Element das Produkt zweier disjunkter 5-Zykel.

Ferner zeigte Lyons, dass G genau 53 Konjungiertenklassen besitzt und be-
stimmte die Charaktertafel von G. 1973 zeigte C. Sims, dass es bis auf Iso-
morphie genau eine Gruppe vom Typ Ly gibt ([Si]). Diese wurde im folgen-
den die Lyonsgruppe (Ly) oder die Lyons-Simsgruppe LyS genannt. Sims’
Beweis hatte jedoch den Nachteil, dass er massiv auf die Hilfe eines Com-
puters zurückgreifen musste. Der Beweis war daher schwer nachvollziehbar
und lieferte wenig Einsicht in die Struktur der Gruppe. Aschbacher und Se-
gev konnten 1992 einen computerunabhängigen Eindeutigkeitsbeweis liefern
([AS2]), 2002 gelang Meierfrankenfeld und Parker der erste Existenzbeweis
ohne Computerhilfe ([MP]). Wilson und Woldar gelang es, die Untergruppen-
struktur von Ly zu bestimmen (siehe [Wi1], [Wi2], [Wo]). Den wichtigsten
Schritt zum Verständnis der Lyonsgruppe gelang allerdings William Kantor,
der zeigte, dass die Lyonsgruppe fahnentransitive Automorphismengruppe
eines GABs mit Diagramm G̃2 ist. Diese Geometrie wird Gegenstand des
Rests dieser Arbeit sein.

2.2 Das Cayley-Hexagon H(5)

Bevor wir Kantors Konstruktion wiedergeben, benötigen wir einige Infor-
mationen über das verallgemeinerte Hexagon H(5) = H(F5). Für die Kon-
struktion und Eigenschaften des Cayley-Hexagons H(K) für einen beliebigen
Körper K siehe etwa [VM].

(1) H(5) besitzt je 3906 Punkte und Geraden, jede Gerade inzidiert mit 6
Punkten und jeder Punkt mit 6 Geraden. Die Automorphismengruppe
von H(5) ist die einfache Gruppe G2(5). Der Stabilisator eines Punktes
ist eine Gruppe vom Typ 52+1+2 : GL(2, 5), während der Stabilisator
einer Gerade eine Gruppe vom Typ 51+4 : GL(2, 5) ist. Der Stabilisa-
tor B eines inzidenten Punkt-Geradenpaares ist eine Gruppe vom Typ
51+4+1 : (4 × 4), der Normalisisator einer 5-Sylowgruppe in G2(5). Ist
T ∼= 4× 4 eine 2-Sylowgruppe in B, so ist A := Fix(T ) ein Apartment
in H(5), also ein gewöhnliches Sechseck. Sei N der Normalisator von
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T in G2(5). Dann ist N eine zerfallende Erweiterung von T mit einer
D6, und N/T operiert regulär auf A. B und N bilden ein Tits-System
in G2(5) (siehe [Ro2]). Damit operiert G2(5) transitiv auf den Paaren
(C,Σ), wobei C eine Kammer in H(5) und Σ ein Apartment ist, wel-
ches C enthält. Ist x ein Punkt oder eine Gerade in H(5), so operiert
der Stabilisator von x in G2(5) für 1 ≤ n ≤ 6 transitv auf der Menge
Vn(x) = {y ∈ H(5); d(x, y) = n}. Der Stabilisator ist dabei eine Grup-
pe vom Typ 57−n : (4× 4) für 1 ≤ n ≤ 5 und isomorph zu GL(2, 5) für
n = 6.

(2) H(5) besitzt die Moufang-Eigenschaft, d.h. ist α = (x0, x1, . . . .x6) eine
geordnete Wurzel in H(5) und Uα := {g ∈ G2(5); ist 1 ≤ i ≤ 5 und
yIxi, so yg = y}, so operiert Uα regulär auf der Menge aller Apartments,
die α enthalten (oder gleichbedeutend auf allen mit x0 inzidenten Ele-
menten, die verschieden von x1 sind). Damit ist Uα

∼= Z5. Uα wird eine
Wurzelgruppe genannt. Es gibt zwei verschiedene Konjungiertenklassen
von Wurzelgruppen, die mit x0 Punkt und die mit x0 Gerade.

(3) G2(5) hat genau eine Konjungiertenklasse von Involutionen. Ist t eine
Involution in G2(5), so ist der Zentralisator in G2(5) eine Gruppe vom
Typ 2 · (A5 × A5).2. Fix(t) enthält je 42 Punkte und Geraden. Seien
πi, πij die Fixpunkte und li, lij die Fixgeraden (i, j = 1, . . . , 6). Dann
können wir die Indizes so wählen, dass jeweils πi mit lij, li mit πij und
πij mit lji inzident sind. Es ist dann lij = projπi

lj und πij = projliπj.
Der Zentralisator von t operiert jeweils als PGL(2, 5) auf der Menge
{πi; 1 ≤ i ≤ 6} und {li; 1 ≤ i ≤ 6}; der Kern ist stets eine SL(2, 5).

(4) G2(5) hat genau zwei Konjungiertenklassen von Elementen der Ord-
nung 3, die wir mit 3A und 3B bezeichnen werden. Ein Element aus
3A lässt 126 Geraden und keinen Punkt fest. Diese 126 Geraden bil-
den einen Spread, d.h. sie haben paarweise Abstand 6 und für jeden
Punkt gibt es genau eine solche Gerade mit Abstand maximal 3. Ein
Element aus 3B lässt 6 Punkte und keine Gerade fest. 3A- bzw. 3B-
Elemente in G2(5) sind auch 3A- bzw. 3B-Elemente in Ly. Es folgt,
dass (A5 × A5).2 ∼= CG2(5)(t)/〈t〉 ≤ CLy(t)/〈t〉 ∼= A11 eine Partition
vom Typ {5, 6} festlässt und auf den 5 Ziffern als S5 und auf den 6
Ziffern als PGL(2, 5) operiert. Sind N1 und N2 die Kerne der Wirkun-
gen auf den 5 bzw. 6 Ziffern, so gilt N1

∼= N2
∼= SL(2, 5). N1 lässt die

Geraden l1, . . . , l6 und N2 die Punkte π1, . . . , π6 fest.

(5) Daraus folgt auch, dass es in G2(5) genau zwei Konjungiertenklassen
von Elementen der Ordnung 4 gibt. Ist s ein Element aus der ersten
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Klasse und ist s2 = t, so lässt s alle li und genau zwei der π1 fest. Ist s
hingegen aus der zweiten Klasse und gilt wieder s2 = t, so lässt s alle
πi und genau zwei der li fest.

2.3 Konstruktion

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Konstruktion der 5-lokalen Geome-
trie der Lyons-Gruppe wiedergeben. Diese Konstruktion findet man bereits
in [K1], allerdings etwas weniger detailliert. Sei G eine Gruppe vom Typ Ly,
H eine Untergruppe von G isomorph zu G2(5) und P = H/G. Ist x ∈ P,
so bezeichnen wir die nicht-trivialen Gx-Bahnen auf P mit Γ(x),Γ2(x),Γ3(x)
und Γ4(x). Die entsprechenden Doppelpunktstabilisatoren sind isomorph zu
51+4 : 4 · S4, U3(3), 2 · (A5 × A4).2 und 3 : PGL(2, 7). Die Elemente von P

werden die Punkte unserer Geometrie sein. Sei Γ der Graph mit Eckenmenge
P und x ∼ y für y ∈ Γ(x). Betrachten wir die Stabilisatoren, so stellen wir
folgendes fest:

(∗) Ist U ≤ G mit 52 | |U |, so bilden die Fixpunkte von U eine Clique in Γ.

Sei x = H, y ∈ Γ(x) und R = O5(Gx,y) ∼= 51+4. Dann ist Z(R) = R′ das
Zentrum einer 5-Sylowgruppe von H. Folglich gibt es eine Gerade L ∈ H(5),
so dass NH(R) = HL und R ≤ H(L) ist. Sei l = {x} ∪ yNH(R). Dann ist
|l| = 6 und l \{x} ist Imprimivitätsblock von H in Γ. Da l punktweise von R
festgelassen wird, bilden die Punkte in l wegen (∗) eine Clique in Γ. Sei nun
z ∈ P ein Fixpunkt von R. Es gilt dann R = O5(Hz), also Hz ≤ NH(R). Da
NH(R) genau fünf zu 51+4 : (4 ·S4) isomorphe Untergruppen besitzt, die alle
normalisatorgleich in H sind, folgern wir, dass R außer x genau fünf Punkte
festlässt. Also sind die Punkte in l die Menge aller Fixpunkte von R.

Sei L = {lg; g ∈ G}. Wir bezeichnen die Elemente von L als Geraden.
Für alle y, z ∈ P gilt, dass y und z genau dann auf einer gemeinsamen
Gerade liegen, wenn z ∈ Γ(y) ist. Diese Gerade ist die Menge aller Fix-
punkte von O5(Gy,z), also eindeutig bestimmt. Wir können diese Gerade
daher mit yz bezeichnen. Ist R = O5(Gl), so ist l die einzige Gerade, die
von R punktweise festgelassen wird. Folglich haben wir NG(R) ≤ Gl. Weil
NG(R) ∼= 51+4 : (4 · S6) eine maximale Untergruppe in G ist, erhalten wir
NG(R) = Gl und G(l) = O5,2(NG(R)) ∼= 51+4 : 4, also Gl/G(l)

∼= S6. Folglich
operiert Gl sechsfach transitiv auf den Punkten in l.

Wir definieren nun die Ebenen in unserer Geometrie. Sei P ein Punkt in H(5)
und E die Untergruppe in H ∼= G2(5), die alle mit P kollinearen Punkte
festlässt. Dann ist E ∼= 53. Sei π die Menge der Fixpunkte von E in P. Da E
sechs verschiedene Geraden in H(5) punktweise festlässt, muss E auch sechs
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verschiedene Geraden in P punktweise festlassen, also ist |π| ≥ 1+6 ·5 = 31.
Andererseits bilden die Fixpunkte von E eine Clique wegen (∗). Ist z ein Fix-
punkt von E, so lässt E die Gerade xz punktweise fest, da |xz \ {x, z}| = 4
ist. Somit ist E ≤ O5(Gx,z) = O5(Gxz). Da die Geraden durch x in einein-
deutiger Beziehung zu den Geraden zu H(5) stehen und E genau 6 Geraden
in H(5) festlässt, folgern wir |π| = 31.

Sei nun l eine Gerade in π, in der x enthalten ist. Dann gilt NGl
(E) =

51+2+2 : GL(2, 5), während Hx irreduzibel auf O5(Gl)/Z(O5(Gl)) operiert.
Daraus folgt, dass NGl

(E) in Gl nicht zum Stabilisator eines Punktes kon-
jungiert ist und damit transitiv auf den Punkten von l operiert. Andererseits
haben wir auch, dass NGx(E) transitiv auf den Geraden in π durch x ist.
Insgesamt folgt also, dass NG(E) transitiv auf den Punkten und Geraden in
π operiert. Wir folgern, dass die Punkte und Geraden in π eine projektive
Ebene der Ordnung 5 bilden und NG(E) transitiv auf dieser Ebene ope-
riert. Das bedeutet, dass Gπ die Gruppe SL(3, 5) auf π induziert. Wegen
Gx,π

∼= 52+1+2 : GL(2, 5) wissen wir, dass Gπ = NG(E) eine Erweiterung
von E mit einer SL(3, 5) ist. Diese Erweiterung ist nichtzerfallend, da eine
5-Sylowgruppe von NG(E) sonst Klasse 3 hätte; 5-Sylowgruppen von NG(E)
sind aber auch 5-Sylowgruppen von G, und diese haben Klasse 5 ([Ly1], Lem-
ma 2.14).

Sei F = {πg; g ∈ G}. Wir nennen die Elemente aus F Ebenen. Da die Ebenen
durch einen Punkt mit den Punkten von H(5) in eineindeutiger Beziehung
stehen, ist die von den Ebenen und Geraden durch einen Punkt induzierte
Geometrie isomorph zu H(5).

Sei ∆ die Geometrie vom Rang 3 mit P∪̇L∪̇F als Eckenmenger, der Inklusi-
on als Inzidenzrelation und der natürlichen Typfunktion. Zusammenfassend
haben wir also:

Satz 2.3.1 ∆ ist GAB mit Diagramm G̃2 = •−•≡• und nicht-trivialen Resi-
duen H(5) und PG(2, 5). G ist eine fahnentransitive Automorphismengruppe
von ∆ mit

(a) Gx
∼= G2(5) für einen Punkt x.

(b) Gl
∼= 51+4 : 4 · S6 für eine Gerade l. Die Operation von Gl ∼= S6 auf

den sechs Punkten und den sechs Ebenen, die mit l inzidieren, ist dabei
nicht isomorph. Ein 3-Element in Gl, ist ein 3A-Element, falls es einen
Punkt in l festlässt, und ein 3B-Element, falls es eine l inzidente Ebene
festlässt.

(c) Gπ = 53 · SL(3, 5) und Gπ = SL(3, 5).
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(d) Der Stabilisator einer maximalen Fahne von ∆ ist eine Gruppe vom
Typ 51+4+1 : 4 × 4, also der Normalisator einer 5-Sylowgruppe in G
und G2(5).

(e) ∆ ∼= K(G;Gx, Gl, Gπ) für eine maximale Fahne {x, l, π}.

(f) ∆ erfüllt die Durchschnittseigenschaft.

Beweis: Da G transitiv auf P und Gx transitiv auf den maximalen Fah-
nen von ∆x für alle x ∈ P operiert, operiert G transitiv auf den maximalen
Fahnen von ∆. Es folgt, dass Gl transitiv auf den maximalen Fahnen in ∆l

operieren muss, also der Stabilisator eines Punktes nicht zu einem Ebenen-
stabilisator konjungiert sein kann. Jedes 3-Element, das einen Punkt in l
festlässt, muss wegen 2.2 ein 3A-Element sein. Ist g ein 3B-Element in Gx,
so lässt g eine Ebene π in ∆x invariant. Ein 3-Element in SL(3, 5) lässt
aber stets eine Gerade in PG(2, 5) fest, also lässt g ein inzidentes Geraden-
Ebenenpaar fest.

Eine Ebene und eine Gerade, die nicht inzident sind, schneiden sich höchstens
in einem Punkt. Ein Ebene und ein Punkt, die nicht inzident sind, sind zu
keiner gemeinsamen Gerade inzident. Ein Punkt und eine Gerade, die nicht
inzident sind, sind in maximal einer Ebene enthalten. Der Schnitt zweier
Ebenen ist entweder leer, ein Punkt oder eine Gerade. Wenn zwei Geraden
zwei gemeinsame Punkte enthalten, sind sie gleich. Wenn zwei Geraden in
einer gemeinsamen Ebene liegen, schneiden sie sich in einem Punkt. Damit
sind sie entweder gleich oder es existiert keine weitere Ebene, zu der beide
Geraden kollinear sind. Wenn zwei verschiedene Punkte kollinear sind, ist die
Verbindungsgerade eindeutig bestimmt; wenn sie nicht kollinear sind, sind sie
auch nicht koplanar. Damit folgt (f). (e) folgt aus 1.1.2. Der Rest folgt aus
dem vorhergehendem. �.

Mit den Sätzen 1.2.14, 1.3.4 und 1.6.8 folgt unmittelbar:

Satz 2.3.2 Sei ϕ : ∆̃ → ∆ die universelle Überlagerung von ∆.

(a) ∆̃ ist ein (affines) Gebäude mit Diagramm G̃2.

(b) Sei G̃ = {g̃ ∈ Aut∆̃; ∃g ∈ G mit ϕ ◦ g̃ = g ◦ ϕ}. Dann ist G̃ eine
Erweiterung von G mit π1(∆).

(c) Sei {x, l, π} eine maximale Fahne in ∆. Dann ist G̃ die universelle
Komplettierung eines Amalgams bestehend aus Gx, Gl und Gπ sowie
ihren Schnitten in G.
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Ein Apartment in einem affinen Gebäude besitzt stets unendlich viele Kam-
mern; damit sieht man, dass ∆̃ selbst unendlich viele Kammern besitzt. Somit
ist |π1(∆)| = ∞. (Allerdings ist π1(∆) abzählbar: Da ∆ endlich ist, gibt es
nur abzählbar viele geschlossene Pfade in ∆, daher ist π1(∆) von abzählbar
vielen Elementen erzeugt).
Für eine Fahne σ in ∆ sei von nun an P(σ) := P ∩ Vσ. Entsprechend seien
L(σ) und F(σ) definiert.
Mithilfe des folgenden Satzes können wir die volle Automorphismengruppe
von ∆ und ∆̃ bestimmen.

Satz 2.3.3 Sei Ω ein G̃2-GAB mit Ωp = H(5) (mit den Ebenen von Ω als
Punkte von H(5)) und ΩE = PG(2, 5) für jeden Punkt p und jede Ebene E.
Sei J Untergruppe von AutΩ, so dass J transitiv auf den maximalen Fahnen
von Ω operiert und Jp ∼= G2(5), J l ∼= S6 und JE ∼= SL(3, 5) für jeden Punkt
p, jede Gerade l und jede Ebene E gilt. Dann ist J = AutΩ und J(p) = 1 für
jeden Punkt p.

Beweis: Sei A = Aut(Ω) und p ein Punkt von Ω. Da J transitiv auf den
Punkten von Ω operiert, gilt A = JAp. Da Jp

∼= G2(5) die volle Automor-
phismengruppe von Ωp ist, gilt Ap = JpA(p), also A = JJpA(p) = JA(p). Sei
X = A(p). Wir zeigen X = 1.
Ist l eine Gerade durch p, so gilt X ≤ Al. Wegen A = JX folgt Al = JlX.
Ist K der Stabilisator aller Ebenen durch l, so gilt J(l)X = K E Al. Es ist
also K ≤ Al,p. Weil Jl und damit Al transitiv auf den Punkten von l ist,
folgt K ≤ Al,q für alle q ∈ P(l), also K = A(l). Es folgt, dass X alle zu p
kollinearen Punkte festlässt.
Ist E eine Ebene durch p, so lässt X alle Punkte auf E invariant, also folgt
X ≤ A(E). Sei m eine Gerade in E und H der Stabilisator aller Punkte
von m. Dann ist H = J(m)X E Jm und H ≤ Am,E. Es folgt wiederum
X ≤ H = A(m).
Seien nun l eine Gerade durch p, q ein von p verschiedener Punkt auf l und
α = (E ′,m,E, l, F, n, F ′) eine geordnete Wurzel in Ωq. Ist Uα die dazugehöri-
ge Wurzelgruppe in Aq, so |Uα| = 5 und das Bild von X in Aq liegt in Uα.
Damit ist |X : X ∩ A(q)| ≤ 5. Wir haben einerseits X ∩ A(q) ≤ A(E′), ande-
rerseits X ∩ A(E′) ≤ A(q), da Uα scharf transitiv auf der Menge der von m
verschiedenen Geraden durch q in E ′ operiert. Damit ist A(q)∩X = A(E′)∩X.

Angenommen, es ist X ∩ A(q) 6= X. Dann ist |X : X ∩ A(q)| = 5. Sei
x ∈ X \ A(q). x induziert damit eine Elation mit Achse m auf E ′. Das Zen-
trum r von x muss auf m liegen. Somit lässt X alle Geraden durch r in E ′

invariant. Es ist JE
E,p,m

∼= GL(2, 5). Diese Gruppe transitiv auf den Punkten
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von m und transitiv auf F(m)\{E}. Damit ist auch JE,E′,p,m transitiv auf den
Punkten von m. Jedes Element aus X lässt alle Geraden in E ′ durch r fest.
Weil X von JE,E′,p,m normalisiert wird, können wir daraus aber X ≤ A(E′)

und damit X ≤ A(q) folgern, ein Widerspruch.

Wir haben daher A(p) = X ≤ A(q). Da J transitiv auf den Punkten von Ω ist,
muss auch die umgekehrte Inklusion gelten. Damit folgt leicht, dass X = 1
ist. �

Korollar 2.3.4 Es ist Aut∆ = G und Aut∆̃ = G̃.

Entscheidend für den Beweis von 2.3.3 war, das ein Element, welches alle
Elemente aus P(l) für eine Gerade l invariant lässt, auch alle Elemente aus
F(l) festlässt und umgekehrt. Dies ist eine sehr ungewöhnliche Situation,
wie man sie bei klassischen Geometrien nicht findet. Ist z.B. K ein Körper,
Ω = PG(3,K) und L eine Gerade in Ω, so induziert PGL(4,K) auf dem
verallgemeinerten Digon ΩL eine Gruppe vom Typ PGL(2,K)×PGL(2,K),
wobei der eine Faktor trivial auf den Punkten in L und der andere trivi-
al auf den Ebenen durch L operiert. Wesentlich für die Existenz von ∆ ist
daher, dass die S6 zwei verschiedene, nicht-isomorphe Permutationsdarstel-
lungen vom Grad 6 besitzt, was bei keiner anderen symmetrischen Gruppe
endlichen Grades der Fall ist.
Die Automorphismengruppe von ∆̃ ist erstaunlich klein: Die Gruppe ist zwar
transitiv auf den maximalen Fahnen, aber der Stabilisator einer nichtleeren
Fahne ist stets endlich. Insbesondere ist Aut∆̃ nicht stark transitiv, d.h. tran-
sitiv auf den Paaren (C,A) mit C Kammer, A Apartment und C ∈ A. Damit
sieht man, dass ∆̃ kein klassisches Gebäude sein kann.

2.4 Der Diameter des Punktgraphen

Sei im Folgenden stets x ein Punkt in ∆.

Lemma 2.4.1 Es gibt genau drei verschiedene Bahnen von Tripeln (x, y, z),
so dass y zu x und z kollinear ist, aber x, y und z auf keiner gemeinsamen
Ebene liegen.

(a) Typ (I): In diesem Fall ist d(yx, yz) = 4 in ∆y und Gxyz
∼= 5 : (4× 4).

(b) Typ (IIa): In diesem Fall ist d(yx, yz) = 6 in ∆y und Gxyz
∼= 4 · S4.

(c) Typ (IIb): In diesem Fall ist d(yx, yz) = 6 in ∆y und Gxyz
∼= 3 : 8.
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Beweis: Gy operiert transitiv auf allen Geradenpaaren (l,m) aus ∆y, für die
d(l,m) = 4 bzw. d(l,m) = 6 gilt. Ist d(l,m) = 4, so ist H := Gy,l,m eine
Gruppe vom Typ 51+2 : (4× 4).
Ist (l, E, n, F,m) der eindeutig bestimmte Pfad zwischen l und m in ∆y,
so operiert H transitiv auf {(E1, E2) | E1, E2 Ebenen mit E1Il, E2Im und
E1 6= E,E2 6= F}. Daraus folgt, dass die Gruppe H transitiv auf der Menge
{(x, z)|x Punkt auf l, z Punkt auf m mit x 6= y 6= z} operiert.
Der Stabilisator eines solchen Paares in Gy ist dann eine Gruppe vom Typ
5 : (4× 4). Insgesamt können wir folgern, dass Gy transitiv auf der Menge
{(x, z) | x, z sind zu y kollineare Punkte mit d(yx, yz) = 4} operiert.
Nun sei d(l,m) = 6 in ∆y. Sei wieder H := Gy,l,m. Dann ist H eine Gruppe
isomorph zu GL(2, 5). Da H ≤ Gx,l

∼= 51+4 : (4 ·S5) ist, operiert H als S5 auf
der Menge P(l)\{y}. Analog operiert H als S5 auf P(m)\{y}. Es folgt, dass
H in P(l)\{y}×P(m)\{y} genau zwei Bahnen besitzt, deren Stabilisatoren
Gruppen vom Typ 4 ·S4 bzw. 4 ·S3 sind. Eine Untergruppe vom Typ 4.S3 in
GL(2, 5) enthält ein Element mit Determinante ungleich ±1, dessen Quadrat
in Z(GL(2, 5)) ist, also ein Element der Ordnung 8. �

Lemma 2.4.2

(a) Ist (x, y, z) ein Pfad vom Typ (I), so ist z ∈ Γ3(x).

(b) Sei nun z ∈ Γ3(x). Ist y ∈ Γ(x) ∩ Γ(z), so ist d(yx, yz) = 4 in ∆y.
Es ist |Γ(x) ∩ Γ(z)| = 36. Es gibt genau sechs Geraden l1, . . . l6 und
je sechs Ebenen E1, . . . E6, so dass diese Punkte gerade die Punkte auf
l1, . . . l6 sind und li mit x auf der Ebene Ei und mit z auf der Ebene
Fi liegt. Für i 6= j gilt d(Ei, Ej) = 6 in ∆x (und analog d(Fi, Fj) = 6
in ∆z). Gxz operiert transitiv als PGL(2, 5) auf {E1, . . . E6} und auf
{F1, . . . , F6}.

Beweis:

(a) Ist (x, y, z) ein Pfad vom Typ (I), so gilt wegen 5 | |Gxyz| entweder stets
z ∈ Γ3(x) oder stets z ∈ Γ(x). Wir müssen also einen Pfad finden, so
dass x und z nicht kollinear sind.
Sei x ∈ P, A = (m1, E1 . . . ,m6, E6) ein geordnetes Apartment in ∆x

(mit mi Gerade und Ei Ebene) und T der punktweise Stabilisator von
A. Dann ist T ∼= 4× 4. Auf mi gibt es also noch jeweils einen zweiten
Punkt yi, der von T festgelassen wird. Da y1, y2 beide auf E1 liegen, sind
sie kollinear, und die Verbindungsgerade y1y2 ist ebenfalls T -invariant.
Es gibt eine zweite Ebene F durch y1y2, die von T festgelassen wird.
Da Fix(T )∩∆F ein Apartment in F ist, gibt es einen dritten Fixpunkt
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z von T in F , der nicht auf y1y2 liegt. Da (y1x,E1, y1y2, F, y1z) ein Pfad
der Länge 4 in ∆y1 ist, ist (x, y1, z) ein Pfad vom Typ (I).
Angenommen, x und z sind kollinear. Dann würde T auch die Gerade
xz festlassen. Da aber m1, . . . ,m6 die einzigen Fixgeraden von T in ∆x

sind, muss xz = mi für ein i sein.
Es gibt ein Element r ∈ Gx,A, welches A bei E1 spiegelt, also m1 und
m2 vertauscht. r vertauscht damit auch y1 und y2, lässt also y1y2 fest.
Da E1 und F die einzigen Ebenen auf y1y2 sind, die von T festgehalten
werden, lässt r auch F invariant. Weil y1, y2, z die einzigen Fixpunkte
von T auf F sind, erhalten wir zr = z. Somit gilt (xz)r = xz, ein
Widerspruch, da keine der Geraden m1, . . . ,m6 fix unter r ist. Folglich
muss z ∈ Γ3(x) gelten.

(b) Sei nun z ∈ Γ3(x). Aus Teil (a) folgt, dass es ein y ∈ Γ(x) ∩ Γ(z) gibt,
so dass d(yx, yz) = 4 ist. Da G transitiv auf der Menge der Pfade vom
Typ (I) operiert, operiert Gxz transitiv auf der Menge solcher Punkte.
Durch doppeltes Abzählen folgt, dass es insgesamt 36 Punkte gibt, die
zusammen mit x und z einen Pfad vom Typ (I) bilden.
Ist (xy,E, l, F, yz) der eindeutig bestimmte Pfad in ∆y für einen sol-
chen Punkt y, so ist für alle Punkte y′ auf l auch (x, y′, z) ein Pfad vom
Typ (I) (der entsprechende Pfad in ∆y′ ist (y′x,E, l, F, y′z)). E bzw.
F ist dabei die einzige Ebene, die l und x bzw. z enthält. Für jeden
Punkt p, der in E, aber nicht auf l liegt, ist (yp, E, l, F, yz) ein Pfad
der Länge 4 in ∆y, also ist (p, y, z) ein Pfad vom Typ (I). Daher sind p
und z nicht kollinear. Also liegen alle zu z kollinearen Punkte in E auf
der Geraden l.
Sei E ′ eine weitere Ebene, die x und eine Gerade enthält, deren Punkte
alle zu z kollinear sind. Angenommen, es gibt einen Punkt q ∈ E ∩E ′,
so dass (x, q, z) ein Pfad vom Typ (I) ist. Sei (qx, E ′, l′, F ′, qz) der ent-
sprechende Pfad in ∆q. Da E und E ′ die Punkte x und q gemeinsam
haben, schneiden sie sich in der Geraden qx. E ′ und F ′ haben die Punk-
te z und q gemeinsam, schneiden sich also in der Geraden qz. Damit
sind (E, l, F, qz, F ′) und (E, qx,E ′, l′, F ′) zwei verschiedene Pfade der
Länge vier in ∆q, ein Widerspruch, da ∆q ein verallgemeinertes Hexa-
gon ist.
Es gibt also genau 6 solcher Ebenen, die von Gxz transitiv permutiert
werden. Sei Ω die Menge dieser Ebenen, t die zentrale Involution in
Gxz, Z = 〈t〉 und M,N E Gxz mit N ∼= SL(2, 5),M ∼= SL(2, 3).
Dann ist M = CGxz(N). Wir stellen fest, dass N keinen Fixpunkt
in Ω hat, da N sonst eine Gerade und zwei ihrer Ebenen festlassen
würde und damit eine Untergruppe einer auflösbaren Gruppe vom Typ
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51+4 : 4.S4 wäre. Es folgt, dass N als A5 zweifach transitiv auf Ω ope-
riert. Daraus folgt leicht, dass M der Kern der Wirkung von Gxz auf
Ω ist und Gxz als S5 scharf dreifach transitiv auf Ω wirkt. Die Gruppe
2.(A5 ×A5).2 ∼= CGx(t) hat zwei Bahnen auf der Menge der Fixebenen
von t in ∆x mit Bahnlängen 36 und 6, wobei t alle Geraden durch eine
Ebene der letzteren Bahn invariant lässt. Diese sechs Ebenen haben
alle paarweise maximalen Abstand in ∆x. Wegen 3 | |Gx,z,E| für E ∈ Ω
folgt damit, dass die Ebenen aus Ω diesen sechs Punkten in ∆x ent-
sprechen. Damit haben alle Ebenen aus Ω maximalen Abstand in ∆x.

Wir zeigen nun, dass diese 36 Punkte alle Punkte in Γ(x) ∩ Γ(z) sind.
Angenommen, es gibt einen Punkt y, der zu z und x kollinear ist, so
dass d(yx, yz) = 6 ist. Dann ist Gxyz isomorph zu einer Gruppe vom
Typ 4 · S4 oder 4 · S3. Sei t die zentrale Involution in Gxz und s die
zentrale Involution in Gxyz. Ist s 6= t, so entspricht s in CG(t)/〈t〉 ∼= A11

einem Produkt von vier disjunkten Transpositionen (siehe 2.1.2 (d)). Es
gibt ein 3A-Element in CGx(t), welches s zentralisiert. CGx(t)/〈t〉 lässt
aber eine Partition vom Typ {5, 6} fest und operiert als PGL(2, 5)
auf den sechs Ziffern. Daher müssen drei Ziffern, die s festlässt, in der
Bahn der Länge fünf liegen. Damit kann aber s keine zweite Potenz in
Gx,y,z ≤ CGx(t) sein, ein Widerspruch. Daher ist s = t.

t lässt damit die Gerade yx fest. Es gibt daher eine Ebene F ∈ Ω mit
d(F, yx) ≤ 3. Sei l die Gerade in F , deren Punkte alle zu z kollinear
sind, und F ∗ die Ebene, die l und z enthält.

Angenommen, es ist d(F, yx) = 1. Ist y inzident zu l, so liegt yz in
F ∗, ein Widerspruch zur Annahme d(yx, yz) = 6. Ist y nicht auf l, so
ist (y, p, z) mit p = yx ∩ l ein Pfad vom Typ (I), also gilt z ∈ Γ3(y),
ebenfalls ein Widerspruch. Also können wir d(F, yx) = 3 annehmen.

Sei (F, l′, F ′, yx) der eindeutig bestimmte Pfad in ∆x. Es existiert dann
ein Pfad (yx, F ′, l′′, F ′′, l′′′, F ′′′, yz) in ∆y. Sei p der Schnittpunkt von l′

und l′′ in F ′ und q der Schnittpunkt von l und l′ in F . Dann ist (p, y, z)
ein Pfad vom Typ (I), also gilt p 6= q. Da (l′, F, l, F ∗, qz) ein Pfad der
Länge 4 in ∆q ist, ist auch (p, q, z) ein Pfad vom Typ (I). Es folgt, dass
die Ebenen F und F ′′ Abstand 6 in ∆p haben müssen. Dies ist aber ein
Widerspruch, da (F, l′, F ′, l′′, F ′′) ein Pfad der Länge 4 in ∆p ist. Also
kann es einen solchen Punkt y nicht geben. �

Lemma 2.4.3 Seien x, y, z ∈ P drei paarweise kollineare Punkte. Dann gibt
es eine Ebene E, auf der alle drei Punkte liegen.
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Beweis: Wir müssen zeigen, dass d(yx, yz) ≤ 2 in ∆y gilt. Wegen Lemma
2.4.2 kann nicht d(yx, yz) = 4 in ∆y gelten. Angenommen, es gilt d(yx, yz) =
6 in ∆y. Dann muss wieder nach 2.4.2 d(xy, xz) = 6 in ∆z gelten. Sei
(yx,E1, l1, E2, l2, E3, yz) ein Pfad in ∆y. Dann gibt es in ∆z einen eindeutig
bestimmten Pfad (yz, E3, l3, E4, l4, E5, xz). l2 und l3 sind zwei Geraden in E3,
enthalten also einen gemeinsamen Punkt p. Dann sind (yx,E1, l1, E2, l2 = yp)
und (zx,E5, l4, E4, l3 = zp) Pfade der Länge 4 in ∆y bzw. ∆z. Da aber
d(E2, E4) ≤ 4 gilt, muss nach Lemma 2.4.2 E2 = E4 gelten. Aber dann ha-
ben E2 und E3 sowohl die Gerade l2 als auch den Punkt z gemeinsam, ein
Widerspruch. �

Im folgenden sei stets Λ := Cl(Γ). Durch Lemma 2.4.3 wissen wir nun,
dass Λ alle Informationen über ∆ enthält: Ebenen können wir mit den ma-
ximalen Simplizes in Λ mit 31 Elementen indentifizieren, Geraden mit 6-
elementigen Simplizes, die in genau 6 verschiedenen maximalen Simplizes
liegen. Ist ψ : ∆̂ → ∆ eine Überlagerung, so induziert ψ in natürlicher Wei-
se eine Überlagerung von Λ. Ist umgekehrt ψ : Λ̂ → Λ eine Überlagerung,
so können wir auf gleiche Weise eine Geometrie ∆̂ konstruieren, welche ∆
überlagert. Somit sieht man:

Satz 2.4.4 Ist ϕ : ∆̃ → ∆ die universelle Überlagerung von ∆ und ist Γ̃ der
Punktgraph von ∆̃, so ist die induzierte Überlagerung von Cl(Γ̃) nach Λ die
universelle Überlagerung von Λ. Insbesondere gilt π1(∆) ∼= π1(Λ).

Lemma 2.4.5 Sei (x, y, z) ein Pfad vom Typ (IIa). Dann ist z ∈ Γ2(x).

Beweis: Nach Lemma 2.4.2 und Lemma 2.4.3 ist z ∈ Γ2(x) ∪ Γ4(x). Da 32
ein Teiler von |Gxyz| ist, muss z ∈ Γ2(x) sein. �

Lemma 2.4.6 Sei (x, y, z) ein Pfad vom Typ (IIb). Dann ist z ∈ Γ4(x).

Beweis: Es muss z ∈ Γ2(x)∪ Γ4(x) gelten. Angenommen, z ∈ Γ2(x). Es ist
H := Gxyz

∼= 3 : 8. Ist g ein Element der Ordnung 4 in Gxyz, so lässt g genau
zwei Geraden l1, l2 in ∆x punktweise fest. Betrachtet man die Wirkung von
CGx(g)

∼= GL(2, 5) auf der Menge der Fixgeraden von g in ∆x, so erkannt
man, dass l1 und l2 die beiden einzigen H-invarianten Geraden in ∆x sind.
y muss mit einer dieser beiden Geraden inzidieren, etwa mit l1. Ist J =
NGxz(〈g〉), so ist H ≤ J ∼= 4.S4 Für a ∈ J \ H ist ya ebenfalls in Γ(x) ∩
Γ(z)∩P(l1), ein Widerspruch, da dann die drei Punkte y, ya und z paarweise
kollinear sind, z aber nicht mit yya = xy in einer gemeinsamen Ebene liegen
können. �

Lemma 2.4.7 Sei z ∈ Γ4(x). Dann ist |Γ(x) ∩ Γ(z)| = 42. Gxz ist transitiv
auf Γ(x) ∩ Γ(z) mit Kern O3(Gxz). Sind y, y′ zwei verschiedene Punkte in
Γ(x) ∩ Γ(z), so gilt d(xy, xy′) = 6 in ∆x.



2.5. APARTMENTS IN ∆ 51

Beweis: Die erste Aussage folgt durch doppeltes Abzählen. Weil G transitiv
auf den Pfaden vom Typ (IIb) operiert, operiert Gxz transitiv auf Γ(x)∩Γ(z).

Sei h ∈ Gxz mit o(h) = 7 und S eine 3-Sylowgruppe in NGxz(〈h〉). Dann ist
S ∩ CGxz(〈h〉) = O3(Gxz). Aus Proposition 2.8 in [Ly] folgt damit, dass alle
3A-Elemente in S in O3(Gxz) enthalten sind. Ist y ∈ Γ(x) ∩ Γ(z), so enthält
Gxyz ein Element der Ordnung 3, und dieses Element muss ein 3A-Element
sein, da es ein inzidentes Punkt-Geradenpaar invariant lässt. Daher O3(Gxz)
der Kern der Wirkung von Gxz auf Γ(x) ∩ Γ(z).

Angenommen, es sind y, y′ ∈ Γ(x)∩Γ(z) mit d(xy, xy′) ≤ 4. Wäre d(xy, xy′) =
2, so gäbe es Ebenen E1 und E2, so dass E1 die Punkte x, y, y′ und E2 die
Punkte z, y, y′ enthält. Daraus würde aber z ∈ Γ3(x) folgen. Angenommen,
es gilt d(xy, xy′) = 4. Dann wäre y′ ∈ Γ3(y) und x, z ∈ Γ(y) ∩ Γ(y′). Aus
Lemma 2.4.2 würde dann folgen, dass 3 kein Teiler von |Gx,z,y,y′| ist. Dies ist
aber ein Widerspruch wegen O3(Gx,z) ≤ Gx,z,y,y′ . Folglich gilt d(xy, xy′) = 6.
�

Damit haben wir gezeigt:

Satz 2.4.8 Für alle y, z ∈ P ist Γ(y) ∩ Γ(z) 6= ∅, und somit ist diamΓ = 2.

2.5 Apartments in ∆

Lemma 2.5.1

(a) Es gibt genau eine Konjungiertenklasse von Untergruppen in G, die
isomorph zu Z4 × Z4 ist.

(b) Ist T eine solche Untergruppe und Σ := Fix(T ), so ist Σ eine dünne,
zusammenhängende Untergeometrie von ∆ mit Diagramm G̃2. Σ besitzt
genau 12 Punkten, 36 Geraden und 24 Ebenen. Es ist T = G(Σ), NG(T ) =

GΣ und NG(T )/T ∼= S4 × S3 ist epimorphes Bild von W (G̃2) und ope-
riert transitiv auf den maximalen Fahnen von Σ.

Beweis:

(a) Sei z eine Involution in G, x, y Elemente in CG(z), deren Bilder in
CG(z)/〈z〉 ∼= A11 die Elemente (12)(34) und (1324)(5768) repräsentie-
ren. Dann ist x2 = z und y2 ist eine von z verschiedene Involution.
Wegen [Ly1], 2.1 (c) kommutieren x und y, also ist 〈x, y〉 ∼= 4× 4. Je-
des Element, dessen Quadrat gleich z ist, ist in Cg(z)/〈z〉 von der Form
(ab)(cd). Ein Element der Ordnung 4, das mit diesem Element kommu-
tiert und dessen Quadrat von z verschieden ist, muss notwendig von
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der Form (acbd)(efgh) sein. Damit gibt es in CG(z) genau eine Konjun-
giertenklasse von Untergruppen T ∼= Z4×Z4 mit z ∈ T . Da G nur eine
Konjungiertenklasse von Involutionen besitzt, folgt die Behauptung.

(b) Sei χ der Permutationscharakter von G bezüglich P. Ist T eine Un-
tergruppe von G, die isomorph zu Z4 × Z4 ist, so ist 〈χ|T, 1T 〉 = 12,
also enthält Σ := Fix(T ) genau 12 Punkte. Da der Stabilisator einer
maximalen Fahne in ∆ eine Z4 × Z4 enthält, existiert eine maximale
Fahne {x, l, π} in Σ. Es ist dann Σ ∩∆x ein Apartment in ∆x und es
existieren Elemente s, t ∈ NGx(T ) mit ls 6= l, πs = π und lt = l, πt 6= π
und o(s) = o(t) = 2, o(st) = 6. In NGl

(T ) gibt es ein Element r mit
πr = π und xr 6= x und o(Tr) = 2 = o(Trt). r, s liegen beide in
NGπ(T ), also sieht man, dass o(Trs) = 3 sein muss. Damit ist NG(T )/T

ein epimorphes Bild von W (G̃2). Da auf jeder Gerade in ∆x ∩ Σ ein
weiterer Fixpunkt von T liegen muss, enthält die Zusammenhangskom-
ponente von x mindestens 7 Punkte. Daher muss Σ zusammenhängend
sein, und man sieht leicht, dass NG(T )/T von r, s und t erzeugt wird
und transitiv auf den maximalen Fahnen von Σ operiert. Damit ist
|NG(T ) : T | = 12|NG(T )x : T | = 144. Für eine Gerade l und eine Ebe-
ne π in Σ ist ∆l∩Σ und ∆π ein Apartment in ∆l bzw. ∆π. Damit erhält
man durch doppeltes Abzählen, dass Σ genau 24 Ebenen und 36 Gera-
den enthält. NG(T )/T ist ein epimorphes Bild der Coxeter-Gruppe vom

Typ G̃2 und hat genau 144 Elemente; daraus folgt NG(T )/T ∼= S4×S3.
�

Wir nennen eine Teilgeometrie Σ von ∆, die von einer Untergruppe vom Typ
Z4×Z4 punktweise invariantgelassen wird, im folgenden stets ein Apartment
von ∆. Mit A meinen wir die Menge aller Apartments in ∆. Für eine Teil-
menge X von ∆ sei AX = {Σ ∈ A;X ⊆ Σ}.

Ein Apartment Σ kann wie folgt beschrieben werden (siehe [K1], S. 246)):
Punkte sind die Elemente aus {1, 2, 3, 4} × {a, b, c}; zwei Punkte sind genau
dann kollinear, wenn beide Koordinaten verschieden sind. Ein Paar kolli-
nearer Punkte entspricht dann einer Gerade und drei paarweise kollineare
Punkte einer Ebene. Es ist GΣ/T = S4 × S3, wobei die Wirkung von GΣ/T
der natürlichen Wirkung von S4 × S3 auf {1, 2, 3, 4} × {a, b, c} entspricht.
Zwei Punkte stehen in Relation Γ2, wenn die erste Koordinate gleich ist, und
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in Relation Γ3, wenn die zweite Koordinate gleich ist (siehe Abbildung).

1c• − − − 2a• − − − 1b•

/ \ / \ / \

3a• − − − 4b• − − − 3c• − − − 4a•

/ \ / \ / \ / \

1b• − − − 2c• − − − 1a• − − − 2b• − − − 1c•

\ / \ / \ / \ /

4a• − − − 3b• − − − 4c• − − − 3a•

\ / \ / \ /

1c• − − − 2a• − − − 1b•

Alternativ kann man Σ auch so beschreiben. Sei ε eine primitive dritte
Einheitswurzel, R = Z[ε] und I = 2

√
−3R. Die Punkte von Σ sind die

Elemente aus R/I, zwei Punkte r+ I, s+ I sind genau dann kollinear, wenn
es eine Einheit u ∈ R mit r+u+ I = s+ I gibt. GΣ/T können wir dann mit
AΓL(R)/I identifizieren.

Lemma 2.5.2

(a) Es ist T ≤ NG(T )′ und NG(T )′/T ∼= A4 × A3.

(b) T besitzt ein Komplement in NG(T )′.

(c) Es ist |CG(T ) : T | = 3.

Beweis:

(a) Für einen Punkt p in Σ ist T ≤ NG(T )′p, also T ≤ NG(T )′. Die zweite
Aussage ist klar.
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(b) Sei z eine Involution in T . In CG(z) ∼= 2 ·A11 rechnet man nach, dass T
ein Komplement in CG(z)∩NG(T )′ besitzt. |NG(T )′ : CG(z) ∩NG(T )′| =
3 impliziert, dass T auch ein Komplement in NG(T )′ besitzt (Satz von
Gaschütz, 17.4 in [H]).

(c) Das rechnet man ebenfalls in NG(T ) ∩ CG(z) nach. �

Lemma 2.5.3 Sei ϕ : ∆̃ → ∆ die universelle Überlagerung von ∆, Π =
Aut∆ϕ und G̃ = Aut∆̃. Nach der Bemerkung nach 1.2.14 können wir dann

T als Untergruppe von G̃ auffassen. Sei Σ̃ = Fix∆̃(T ). Dann gilt:

(a) Σ̃ ist ein reguläres Apartment mit ϕ(Σ̃) = Σ.

(b) T = G̃(eΣ), N := GeΣ = NG̃(T ) ist eine Erweiterung von T mit einer

Coxeter-Gruppe vom Typ G̃2.

(c) Ist N0 = N ∩Π, so ist N0∩T = 1, N/N0T ∼= S4×S3, N0 ≤ CG̃(T ) und
|CG̃(T ) : N0T | = 3.

Beweis: (a) und (b) sind klar. Die ersten beiden Eigenschaften von N0 sind
ebenfalls klar. Es ist [T,N0] ≤ N0 ∩ T = 1, weil beide Gruppen normal in N
sind. Aus |NG(T ) : CG(T )| = 3 folgt |CG̃(T ) : N0T | = 3. �



Kapitel 3

Die Eindeutigkeit der
Lyonsgruppe

3.1 Geschlossene Pfade der Länge 4 in Γ

Lemma 3.1.1 Sei y ∈ Γ3(x). Dann gilt:

(a) Ist z ∈ Γ(x) ∩ Γ(y), so enthält Γ(x) ∩ Γ(y) jeweils 5 Punkte aus Γ(z)
und Γ3(z), 25 Punkte aus Γ2(z) und keinen Punkt aus Γ4(z).

(b) Sei Φxy der Graph mit Eckenmenge Γ(x) ∩ Γ(y) und z ∼ w für w, z ∈
Γ(x) ∩ Γ(y) genau dann, wenn Ax,y,z,w 6= ∅ ist oder wenn z und w
kollinear sind. Dann ist Φxy zusammenhängend.

Beweis:

(a) Es gibt 6 paarweise gegenüberliegende Ebenenen π1, . . . , π6 ∈ ∆x und
Geraden li ∈ πi, so dass Γ(x)∩Γ(y) genau die Punkte auf den li sind. Sei
etwa zIl1. Für w ∈ Γ(x)∩Γ(y) sind dann w und z genau dann kollinear,
wenn wIl1 ist. Für i > 1 gibt es auf li genau einen Punkt, der zu z in
Relation Γ3 steht, nämlich der Schnittpunkt von li mit projπi

xz. Die
übrigen Punkte stehen in Relation Γ2 oder Γ4 zu z. Wegen |Gx,y,z| = 80
ist für einen solchen Punkt w ist dann |Gx,y,z,w| nicht durch 3 teilbar,
also kann nicht w ∈ Γ4(z) gelten.

(b) Für w ∈ π1 sind w und z kollinear. Ist w ∈ πi mit i > 1, so existiert
ein Punkt vIli, so dass x, y, z und v in einem gemeinsamen Apartment
liegen. Damit folgt die Behauptung. �

Lemma 3.1.2 Sei y ∈ Γ2(x) und sei Ψxy die Geometrie mit Eckenmenge
(Γ(x)∩Γ(y))∪Axy, wobei z ∈ Γ(x)∩Γ(y) und A ∈ Axy genau dann inzident

55
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sein sollen, wenn z ∈ A gilt. Dann ist die Ψxy isomorph zum Cayley-Hexagon
H(2).

Beweis: Sei A ∈ Axy, z ∈ Γ(x)∩Γ(y)∩A. Dann istGxy = PSU(3, 3), GxyA =
(4 × 4) : S3, Gxyz = 4 · S4 und GxyzA = (4 × 4) : 2. Damit folgt, dass die
Wirkungen von Gxy auf H(2) und auf Ψxy äquivalent sind. �

Wir betrachten nun die Fixmenge einer Involution in G: Seien x ∈ P, t eine
Involution inGx, li, πi, lij, πij, N1 undN2 wie in 2.2 (3) und (4). Da t alle mit li
inzidenten Ebenen invariant lässt, muss t auch P(li) elementweise festlassen.
Der Normalteiler N1 von CGx(t) lässt alle Geraden li invariant und operiert
als A5 auf P(li) \ {x}. Der Normalteiler N2 operiert hingegen transitiv als
PSL(2, 5) auf der Menge der li. Ist Ω :=

⋃6
i=1 P(li) \ {x}, so können wir den

Elementen aus Ω daher Koordinaten (i, j) mit 1 ≤ i ≤ 6 und 1 ≤ j ≤ 5
geben, so dass (i, j) mit li inzident ist und die Wirkung von N2N1/〈t〉 auf
Ω äquivalent zur Wirkung von PSL(2, 5)×A5 auf {1, . . . , 6} × {1, . . . 5} ist.
Seien y = (i, j) und z = (k, l) zwei Punkte aus Ω, die auf verschiedenen
Geraden liegen (also i 6= k). Ist j = l, so ist |Gx,y,z| ≥ 48, also ist (y, x, z) ein
Pfad vom Typ (IIa) und damit stehen y und z in Relation Γ2. Im Fall j 6= l
hingegen gilt z ∈ Γ4(y).

Satz 3.1.3

(a) Ist y ∈ Γ4(x), so existieren z und w ∈ Γ(x) ∩ Γ(y), so dass w ∈ Γ2(z)
ist.

(b) Der Graph Θxy mit Γ(x) ∩ Γ(y) als Ecken und den Paaren {u, v} mit
u ∈ Γ2(v) als Kanten ist zusammenhängend.

Beweis: Sei y ∈ Γ4(x) und g ein Element der Ordnung 3 in O3(Gxy). Dann
g ein 3A-Element und es ist NGx(〈g〉) ∼= 3.U3(5).2 (siehe [ATLAS]). Damit
sieht, dass g genau 750 Punkte aus Γ4(x) invariant lässt.
Sei t eine Involution in CGx(g) und seien l1, . . . , l6 die sechs Geraden in ∆x, die
von t punktweise festgelassen werden. Wie wir oben gesehen haben, können
wir die von x verschiedenen Punkten auf diesen Geraden mit den Tupeln
(i, j) mit i = 1, . . . , 6 und j = 1, . . . 5 bezeichnen. CGx(t)

∼= 2.(A5 × A5).2
operiert als PGL(2, 5) auf der ersten Koordinate und als S5 auf der zweiten
Koordinate. Da g ein 3A-Element ist, entspricht g einem 3-Zykel in CG(t)/〈t〉
und ist damit in N1 enthalten. Also sehen wir, dass g alle Geraden li und auf
oBdA alle Punkte mit zweiter Koordinate 4 oder 5 festlässt. Sei ui = (i, 4).
Dann stehen die ui paarweise in Relation Γ2. g lässt in ∆ui

genau 126 paar-
weise gegenüberliegende Geraden fest, also li und noch 125 weitere. Auf je-
der dieser Geraden liegt genau ein Punkt in Γ4(x), der von g festgelassen
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wird. Wir bekommen auf diese Weise also maximal 6 · 125 = 750 Punkte in
Γ4(x) ∩ Fixg(P).
Angenommen, diese Punkte sind alle verschieden. Γ4(x) ∩ Fixg(P) besteht
dann genau aus diesen Punkten.

Sei h ein 3B-Element in CGx(〈g, t〉). Dann lässt h keine der Geraden li und
daher keinen der Punkte ui fest, also lässt h keinen Punkt in Γ4(x)∩Fixg(P)
invariant. Die Gruppe CGx(g)/〈g〉 ∼= U3(5) besitzt genau eine Konjungierten-
klasse von Elementen der Ordnung 3, also lässt kein 3B-Element in dieser
Gruppe einen Punkt in Γ4(x) ∩ Fixg(P) fest. Dies ist jedoch ein Wider-
spruch, denn in Gx,y

∼= 3 : PGL(2, 7) gibt es ein 3B-Element. Also existieren
ein i 6= j und einen Punkt y ∈ Γ4(x) ∩ Fixg(P), so dass y sowohl mit ui als
auch mit uj inzidiert. Also sind ui, uj ∈ Γ(x)∩Γ(y) mit ui ∈ Γ2(uj) und Teil
(a) ist gezeigt.

Durch Betrachten der Doppelpunktstabilisatoren in Γ(ui) ∩ Γ(uj) stellen
wir fest, dass Gx,y,ui,uj

= 〈g〉 gelten muss. W = Gx,y/〈g〉 ist isomorph zu
PGL(2, 7) und operiert transitiv auf den Ecken von Θxy. Der Stabilisator ei-
ner Ecke in W ist zyklisch der Ordnung 8. Der Stabilisator einer Zusammen-
hangskomponente in W hat daher entweder Ordnung 16 oder ist W selbst.
Da jede Ecke aber mindestens 8 Nachbarn hat, muss Θxy zusammenhängend
sein. �
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3.2 Die Wirkung auf den Geraden und Ebe-

nen von ∆

Satz 3.2.1 Sei p ∈ P und H = Gp. Dann zerfällt F in genau sieben H-
Bahnen.

Beweis: Sei χ = 1G
H der Permutationscharakter von H/G. Dann ist χ =

1a+45694a+1543500a+3028266a+4226695a [Ly1, ATLAS]. Sei π eine Ebene
und K = Gπ. In der folgenden Tabelle ist für jede Konjungiertenklasse C von
G die Anzahl der Elemente in K ∩ C sowie χ(g) für ein g ∈ C angegeben.

1A 2A 3B 4A 5A 5B 6B 8B
1 19375 387500 775000 18724 74400 387500 3875000

8835156 2772 243 84 156 6 3 4

10A 10B 12B 15B 20A 24B 24C
542500 1860000 3875000 1550000 6975000 3875000 3875000

12 2 3 3 4 1 1

25A 30B 31ABCDE
1860000 1550000 je 3000000

1 3 1

Man erhält |H/G\K| = 〈1G
H , 1

G
K〉 = 〈χ, 1G

K〉 = 〈χK , 1K〉 = 7. �

Wir bezeichnen die Bahnen künftig mit F1(p) bis F7(p), wobei wir die Bahnen
so ordnen, dass |Fi| ≤ |Fi+1| gilt. Außerdem werden wir später sehen, dass
wir F5 und F6 dadurch unterscheiden können, dass eine F5-Ebene Punkte aus
Γ2 enthält und eine F6-Ebene nicht.

Drei Bahnen können wir sofort identifizieren: π ist aus F1 genau dann, wenn
pIπ gilt. Ist π ∈ F2, so gibt es Ebene π′ ∈ F1, so dass π ∩ π′ eine Gerade ist.
Ist π ∈ F3, so gibt es einen zu p kollinearen Punkt q in π, so dass d(pq, π) = 5
in ∆q gilt. Man rechnet leicht nach, dass |F1| = 3906, |F2| = 488250, |F3| =
73237500 gilt.

Lemma 3.2.2 Sei π ∈
⋃7

i=4 Fi. Dann gilt:

(a) 5 ist kein Teiler von |Hπ|.

(b) Hπ enthält keine Untergruppe isomorph zu 4× 4.

(c) Hπ enthält kein Element der Ordnung 6.
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Beweis:

(a) Sei x ein Element der Ordnung 5 in H. Zunächst halten wir fest, dass
jede unter x invariante Ebene einen Fixpunkt von x enthält.
Angenommen, x ist ein 5A-Element in Hπ. Dann hat x genau 156
Fixpunkte. Sei S := NG(〈x〉). Dann gibt es eine Gerade l ∈ L, so dass
S = Gl ist. x lässt dann alle Punkte fest, welche auf einer Ebene liegen,
die mit l inzidiert. Dies sind genau 6 + 6 · 25 = 156 Punkte, also sind
dies alle Fixpunkte von x.
Sei q ein Fixpunkt von x. Dann existiert eine Ebene π1, die l und q
enthält. Sei m 6= l eine Gerade in π1 durch q und π2 eine Ebene durch
m.
Da alle Punkte von m in π1 liegen und x daher m punktweise festlässt,
wird auch π2 von x festgelassen. Ist m′ jedoch eine von m verschiedene
Gerade in π2, so ist m∩m′ der einzige Fixpunkt von x auf m, da ja alle
Fixpunkte in π2 auf m liegen. Folglich ist π2 auch die einzige Ebene
durch m′, welche unter x invariant bleibt. Wir sehen also, dass eine
Ebene in ∆q genau dann eine Fixebene von x ist, wenn sie sich mit
einer mit l inzidenten Ebene in einer Gerade schneidet. Dies bedeutet
jedoch, dass sie mit einem Punkt aus l inzidiert. Da p ebenfalls in einer
Ebene durch l liegt, muss π ∈

⋃3
i=1 Fi(p) sein.

Ein 5B-Element x ∈ H hat genau sechs Fixpunkte, die alle auf einer
Geraden in ∆p liegen. Da jede Fixebene von x auch einen Fixpunkt
enthält, erhalten wir, dass alle Fixebenen von x in F1(p)∪F2(p)∪F3(p)
liegt.

(b) Die Fixelemente einer Gruppe der Form 4 × 4 bilden ein Apartment.
Alle Ebenen, die zusammen mit p in einem Apartment liegen, sind
jedoch in

⋃3
i=1 Fi.

(c) Ein Element der Ordnung 6, welches eine Ebene festlässt, muss ein 6B-
Element sein. Sei x ∈ H ein solches Element. Dann hat x genau drei
Fixpunkte, etwa p, q und r. Zu jedem Fixpunkt gibt es 6 Fixebenen
von x, die mit diesem Punkt inzidieren, und auf jeder Fixebene liegt
genau ein Fixpunkt von x. Es folgt, dass x genau 18 Fixebenen besitzt.
Seien π1 bis π6 die 6 Fixebenen von x, die mit p inzidieren. Auf jeder
Ebene πi gibt es genau eine Gerade li, die von x festgelassen wird. x
lässt genau 3 Ebenen durch l fest. Somit erhalten wir 18 verschiedene
Fixebenen von x, die alle in F1(p) ∪ F2(p) liegen. �

Satz 3.2.3

(a) Sei π ∈ F4. Dann ist Hπ
∼= 31 : 3.
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(b) Ist π ∈ F5 ∪ F6, so ist Hπ
∼= S4. Ist π ∈ F7, so ist Hπ

∼= A4.

Beweis:

(a) Da 31 ein einfacher Teiler von |G|, |G2(5)| und |SL3(5)| ist, gibt es eine
Bahn F4, so dass 31 | |Hπ| für π ∈ F4 gilt. Eine Gruppe der Ordnung
31 hat Index 3 in ihrem Normalisator in SL3(5) und Index 6 in ihrem
Normalisator in G2(5) und G. Durch doppeltes Abzählen der Menge
{(π, S);π ∈ F, S ∈ Syl31(Gπ)} sieht man, dass eine Gruppe der Ord-
nung 31 genau zwei Ebenen invariant lässt. Ist S eine 31-Sylowgruppe
von Gp, so sind die beiden S-invarianten Ebenen unter NGp(S) kon-
jungiert. Somit gibt es genau eine Bahn von Ebenen mit Bahnlänge
prim zu 31. Der Stabilisator einer solchen Ebene ist eine Gruppe vom
Typ 31 : 3. Diese Bahn bezeichnen wir mit F4(p). (Wenn wir Teil (b)
bewiesen haben, sehen wir, dass dies tatsächlich die viertkleinste Bahn
ist). Es ist dann |F4| = 26 · 32 · 56 · 7 = 63000000.

(b) Die übrigen drei Bahnen haben nach Lemma 3.1.2 und Teil (a) {2, 3}-
Gruppen als Stabilisatoren. Es gibt |F5 ∪ F6 ∪ F7| = 976500000 =
25 · 32 · 56 · 7 · 31. Die Ordnung eines Stabilisators muss also jeweils
ein Teiler von 96 sein. Aus nummerischen Gründen kann man sofort
alle Zahlen kleiner gleich 6 ausschließen. Außerdem dürfen 32 und 96
ausgeschlossen werden, da der Stabilisator nach Lemma 3.1.2(b) kei-
ne Z4 × Z4 enthalten darf. Angenommen, es wäre |Hπ| = 48 für ein
π ∈ F5 ∪ F6 ∪ F7. Ist Ω1(Z(O2(Hπ))) zyklisch, so enthält Hπ ein Ele-
ment der Ordnung 6, ein Widerspruch. Ist Ω1(Z(O2(Hπ))) isomorph
zur V4, so kann Hπ nur isomorph zu (4× 4) : 3 sein, da der Normalisa-
tor einer V4 in SL(3, 5) eine Gruppe isomorph zu (4× 4) : S3 ist. Auch
dies ist ein Widerspruch.

Wir haben also |Hπ| ∈ {8, 12, 16, 24}. Hat Hπ die Ordnung 12 oder 24,
so muss ein minimaler Normalteiler in O2(Hπ) isomorph zur V4 sein,
da Hπ sonst ein Element der Ordnung 6 enthalten würde. Man sieht
daher, dass Hπ in diesem Fall isomorph zur A4 oder S4 sein muss. Die
möglichen Bahnlängen sind also 6n, 4n, 3n, 2n mit n = 2 · 32 · 56 · 7 · 31.
Es gibt genau zwei Möglichkeiten, drei dieser Zahlen so auszuwählen,
dass die Summe gerade 976500000 = 8n ergibt, nämlich 2n, 2n, 4n und
2n, 3n, 3n.
Angenommen, der letztere Fall liege vor. Sei π eine Ebene durch p und
g ∈ Hπ ein Element der Ordnung 3. Dann ist g ein 3B-Element und
hat genau 243 Fixpunkte. p ist der einzige Fixpunkt von g in π und es
gibt genau eine Fixgerade l von g in π. Diese Gerade geht nicht durch
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p. g lässt noch zwei weitere Ebenen durch l fest, und auf jeder dieser
Ebenen liegt genau ein Fixpunkt von g. Es folgt, dass es genau zwei
Punkte q gibt, so dass π ∈ F2(q) ist.

Angenommen, es gibt einen Punkt q ∈ Fixg(P) mit π ∈ F3(π). Dann
gibt es in π genau einen Punkt r, der zu q kollinear ist. Wir haben
dann, dass g auch r und damit die Gerade qr festlässt, ein Widerspruch,
da ein 3B-Element kein inzidentes Punkt-Geradenpaar invariant lässt.
Die anderen Punktstabilisatoren in Hπ haben Ordnung 93, 24, 16, 16.
Der Punktstabilisator mit Ordnung 24 muss dabei isomorph zu S4

sein. Alle zu S4 isomorphen Untergruppen sind in SL(3, 5) konjungiert.
Durch doppeltes Abzählen erhält man, dass g in genau 10 zu S4 iso-
morphen Untergruppen und in genau 80 Untergruppen vom Typ 31 : 3
in 53 ·SL(3, 5) liegt. Da eine Gruppe vom Typ 31 : 3 normalisatorgleich
ist und eine Gruppe vom Typ S4 Index 4 in ihrem Normalisator hat,
erhalten wir auf diese Weise aber nur 1 + 2 + 40 + 80 = 123 Fixpunkte
von g, ein Widerspruch.
Also muss der erste Fall vorliegen. Es ist also |Hπ| = 24 für π ∈ F5∪F6

und |Hπ| = 12 für π ∈ F7. Damit ist Hπ = S4 in den beiden ersten
Fällen und Hπ = A4 im letzten Fall. �

Lemma 3.2.4 Sei π eine Ebene aus F3, y der einzige zu p kollineare Punkt
in π und l = projπpy. Dann gilt:

(a) Gp,π = Gp,π,y = Gp,π,y,l = 5 : (4× 4)

(b) π enthält je fünf Punkte aus Γ2(p) und Γ3(p) und 20 Punkte aus Γ4(p).
Alle Punkte aus Γ3(p) liegen auf der Geraden l.

(c) Es gibt einen Punkt z ∈ Γ3(p) mit Gp,π,z = Gp,π. Gp,π operiert transitiv
auf den übrigen vier Punkten aus Γ3(p).

(d) Sind y1, . . . , y5 die fünf Punkte aus Γ2(p), so operiert Gp,π zweifach
transitiv auf diesen Punkten.

(e) l∗ = {z, y1, . . . , y5} ist eine Gerade.

(f) Alle Ebenen durch l∗ sind F3-Ebenen. Gp,l∗ ist isomorph zu GL(2, 5)
und operiert transitiv auf F(l∗).

Beweis: Es gilt Gy,py,π = 52 : (4×4). Da diese Gruppe transitiv auf P(py)\
{y} operiert, erhalten wir (a). Alle von y verschiedenen Punkte auf l liegen in
Γ3(p) und die übrigen Punkte in π liegen alle in Γ2(p)∪Γ4(p). Ist m eine von l
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verschiedene Gerade durch y, so enthält m genau einen Punkt aus Γ2(p), also
erhalten wir (b). Sei π′ = projlpy. Dann existiert genau ein Punkt y 6= zIl
mit Gl,y,z,π,π′ = Gl,y,z,pi,π′ , also gilt damit auch Gp,π,z = Gp,π. Ist w ein anderer
Punkt, so gilt Gy,l,π,π′,w = 51+4 : 4 und somit Gp,y,l,π,π′,w ≤ 5 : 4. Damit folgt
(c). Die Gruppe Gp,π = 5 : (4× 4) operiert transitiv auf den Geraden durch
y in π, die von l verschieden sind. Da jede dieser Geraden genau einen Punkt
aus Γ2(p) enthält, operiert Gp,π also auch transitiv auf {y1, . . . , y5}. Wegen
O2(Gp,π) = 4 ist diese Wirkung zweifach transitiv.

Für 1 ≤ i < j ≤ 5 sei lij = lji := yiyj. Dann ist lij ∩ l 6= y für alle i, j, denn
yi ist ja der einzige Punkt aus Γ2 auf der Geraden yyi. Sei k := |{lij; i 6= j}|.
Da die Gruppe Gp,π zweifach transitiv auf der Menge der yi operiert, ist k
ein Teiler von 10. Gx,π ist aber auch transitiv auf P(l) \ {y, z}. Wäre als
l ∩ lij 6= z für ein Paar (i, j), so wäre 4 ein Teiler von k, ein Widerspruch.
Damit ist yiz = lij = yjz für alle i, j. Es folgt (e).

l∗ ist Gp,π-invariant, also ist Gp,π,l∗ = 5 : (4 × 4). Da Gp,π,l∗ eine Bahn der
Länge fünf in P(l∗) besitzt, operiert diese Gruppe transitiv auf F(l∗)\{π}. Sei
Σ ein Apartment, welches p, π und l∗ enthält und π∗ die von π verschiedene
Ebene, die mit l∗ inzidiert. Es existiert dann ein t ∈ GΣ,p,l∗ mit πt = π∗ und
(π∗)t = π. (Ist p = 1a, y = 3c und π = {3c, 2a, 1b} so ist l∗ = {2a, 1b}) und
π∗ = {2a, 1b, 4c}. Wähle t = (34)). Wir haben damit , dass |Gp,l∗| = 240 ist
und Gp,l∗ zweifach transitiv auf F(l∗) operiert. Wegen Gl∗ = (51+4) : (4 · S6)
folgt also Gp,l∗

∼= GL(2, 5). �

Lemma 3.2.5 Ist π eine Ebene aus F4 und l eine Gerade in π, so inzidiert
l mit einer Ebene, die nicht in F4 liegt.

Beweis: Sei q ein Punkt auf π. Dann existiert eine Gerade m in ∆q, so dass
m einen zu p kollinearen Punkt enthält. π kann nicht mit m inzident sein,
da die Punkte in π ja alle in der gleichen H-Bahn liegen.
Ist (m = l0, π0, l1, . . . , πk = π) ein Pfad minimaler Länge zwischen m und π,
so gibt es ein j, so dass πj+1 ∈ F7 und πj 6∈ F7 ist. Da Hπ transitiv auf L(π)
ist, folgt die Behauptung. �
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Lemma 3.2.6 Sei J ≤ SL(3, 5) mit J ∼= S4. Dann gilt:

(a) J bzw. J ′ besitzt 5 Punktbahnen auf PG(2, 5):

Bahn O Ex1 Ex2 Inn1 Inn2

Anzahl Punkte 6 3 12 4 6
Stabilisator eines Punktes in J : Z4 D4 Z2 S3 Z2 × Z2

Stabilisator eines Punktes in J ′: Z2 V4 1 Z3 Z2

(b) J bzw. J ′ besitzt 5 Geradenbahnen auf PG(2, 5):

Bahn T Sek1 Sek2 Pas1 Pas2

Anzahl Geraden 6 3 12 4 6
Stabilisator einer Geraden in J : Z4 D4 Z2 S3 Z2 × Z2

Stabilisator einer Geraden in J ′: Z2 V4 1 Z3 Z2

(c) Die folgende Tabelle gibt an, zu wievielen Geraden/Punkten aus jeder
Bahn ein Punkt/eine Gerade inzident ist:

T Sek1 Sek2 Pas1 Pas2

O 1/1 1/2 4/2 0/0 0/0
Ex1 2/1 2/2 0/0 0/0 2/1
Ex2 2/4 0/0 2/2 1/3 1/2
Inn1 0/0 0/0 3/1 0/0 3/2
Inn2 0/0 1/2 2/1 2/3 1/1

(Z. B. bedeutet der erste Eintrag in der zweiten Zeile, dass durch einen
Punkt aus Ex1 genau zwei Geraden aus T gehen und eine Gerade aus
T genau einen Punkt aus Ex1 enthält.)

Beweis: Im folgenden sei {e1, e2, e3} die kanonische Basis von F3
5. Sei S4

∼=
J ≤ SL(3, 5). Dann besitzt J einen Normalteiler A ∼= V4. Wir können an-
nehmen, dass A = 〈diag(1,−1,−1), diag(−1,−1, 1)〉 ist. Der Normalisator
von A in SL(3, 5) besitzt genau eine Konjungiertenklasse von Untergruppen
isomorph zu S3 (die Normalisatoren einer 3-Sylowgruppe). Somit kann oB-
dA angenommen werden, dass J die Gruppe aller monomialen Matrizen mit
Determinante 1 und Einträgen 1 und −1 ist.
J lässt also die quadratische Form x2

1 + x2
2 + x2

3 und damit ein Oval O in
PG(2, 5) fest. Der Stabilisator von O in SL(3, 5) ist isomorph zu S5 und
operiert dreifach transitiv auf O. Folglich operieren J und J ′ transitiv auf O.
Sei Ex1 = {〈e1〉, 〈e2〉, 〈e3〉}. Diese Punkte sind äußere Punkte mit J〈ei〉

∼= D4.
Der Punkt P = 〈e1+e2+2e3〉 ist ein weiterer äußerer Punkt mit |JP | = 2 und
|J ′P | = 1. Damit haben wir eine zweite Bahn von äußeren Punkten der Länge
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12 gefunden. Diese Bahn bezeichnen wir mit Ex2. Sei Inn1 = 〈e1 + e2 + e3〉J
und Inn2 = 〈e1 + e2〉J . Dann sind alle Punkte in Inn1∪ Inn2 innere Punkte.
Für P ∈ Inn1 gilt JP

∼= S3 und J ′P
∼= Z3. Für P ∈ Inn2 ist JP eine in

S4 zu 〈(12), (34)〉 konjungierte Untergruppe und J ′P zyklisch der Ordnung 2.
Da J eine Polarität von PG(2, 5) zentralisiert, erhalten wir dazu dual die
Aussagen über die Geradenbahnen. Die Beziehungen in Teil (c) lassen sich
dann einfach nachrechnen. �

Wir haben also insgesamt 16 H-Bahnen von Paaren (q, π) mit qIπ und
π ∈

⋃7
i=4 Fi.

Lemma 3.2.7 Ist q ∈ Γ2(p), so besitzt Hq genau drei Bahnen von Ebenen
π mit qIπ. Im ersten Fall ist π ∈ F3, im zweiten π ∈ F5 und q ∈ O(π), im
dritten π ∈ F7 und q ∈ Inn1(π).

Beweis: Sei χ der Permutationscharakter von Gq auf F(q) (also auf den
Punkten von H(5)) und π eine Ebene durch q. Dann ist |(Gq)π/Gq\Hq| =

〈χ, 1Gq

Hq
〉 = 〈χHq , 1Hq〉 = 3. Damit folgt die erste Behauptung.

Es gibt genau eine Bahn, deren Elemente in F3 sind. In dieser Bahn sind
genau 378 Ebenen. Mit Blick auf Lemma 3.2.6 haben die übrigen Bahnen
Länge 3024, 2016, 1512, 1008 oder 756. Die einzige Möglickeit, dass zwei die-
ser Zahlen zusammen 3906 − 378 = 3528 ergeben, ist 2016 und 1512. Da es
in

⋃
i6=4 Fi keine Gerade geben kann, die nur aus Punkten aus Γ2 besteht,

müssen die Punkte aus Inn1 in einer Ebene aus F7 Punkte aus Γ2 sein.
Nun sei r ∈ Γ(p) ∩ Γ(q). Dann existieren genau 30 Punkte s ∈ Γ(p) ∩ Γ(q),
so dass d(qs, qr) = 4 in ∆q gilt (Lemma 3.1.2 und Satz 3.1.3). Ist π eine zu
qr inzidente Ebene, l die Gerade in π, die alle Punkte aus Γ2(p)∩ π enthält,
so operiert Gl,p

∼= GL(2, 5) transitiv auf den Ebenen durch l (Lemma 3.2.4).
Auf jeder Ebene außer π gibt es genau einen Punkt s ∈ Γ(p). Diese Punkte
sind alle von verschieden, also erhalten wir auf diese Art 6 · 5 = 30 verschie-
dene Punkte s ∈ Γ(p) ∩ Γ(q) mit d(qr, qs) = 4.
Sei m eine von qr und l verschiedene Gerade in π durch q. Wird J := Gp,q,m,π

gesetzt, so ist J isomorph zu Z4, und J besitzt genau eine weitere Fixebene π′

durch m. Angenommen, π′ enthalte einen Punkt s aus Γ(p). Dann haben qr
und qs Abstand 4 in ∆q, ein Widerspruch, denn dann müsste π∩π′ entweder
l oder q sein.
π′ kann deshalb keine F3-Ebene sein, folglich haben wir Gp,q,π′

∼= Z4. Damit
ist π′ eine F5-Ebene und q ∈ O(π′). �
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Lemma 3.2.8 Ist q ∈ Γ4(p), so besitzt Hq jeweils genau zehn Bahnen auf
L(q) und F(q).

Beweis: Berechnet man aus der Charaktertafel von Gpq
∼= 3 : PGL(2, 7). �

Satz 3.2.9

(a) Ist π ∈ F4, so sind alle Punkte aus π in Γ4.

(b) Ist π ∈ F5, so sind die Punkte aus O in Γ2, die Punkte aus Ex1∪ Inn2

in Γ3, die Punkte aus Ex2 ∪ Inn1 in Γ4.

(c) Ist π ∈ F6, so sind die Punkte aus Ex1 ∪ Ex2 ∪ Inn2 in Γ4 und die
Punkte aus O ∪ Inn1 in Γ3.

(d) Ist π ∈ F7, so sind die Punkte aus Inn1 in Γ2, die Punkte aus Inn2 in
Γ3 und die Punkte aus Ex1 ∪ Ex2 ∪O in Γ4.

Beweis: Sei q ∈ Γ4 und r ∈ Γ(p) ∩ Γ(q). Setzt man K := Hq,r, so haben wir
|NHq(K) : K| = 2, also existiert genau ein weiterer K-invarianter Punkt in
Γ(p)∩Γ(q). Dann gibt es genau 6 Ebenen π in ∆q mit d(π, qr) = d(π, qs) = 3,
die von K transitiv permutiert werden. Da es ein Element in Hq gibt, wel-
ches r und s vertauscht, haben wir 8 | |Hq,π| für eine solche Ebene π. Eine
derartige Ebene kann keinen zu p kollinearen Punkt enthalten, also muss
sie in

⋃6
i=5 Fi sein. Ist ferner l = projπqr, so enthält l genau einen Punkt

a ∈ Γ3. Für diesen Punkt gilt Hq,π,l = Hq,π,a = 4. Folglich ist π eine F6-
Ebene, q ∈ Ex1(π), a ∈ O(π) und l ∈ T(π).

Sei nun q ∈ Γ3. Wir haben also eine Hq-Bahn von Ebenen in ∆q in F6

mit Länge 2880 : 4 = 720. Außerdem haben wir in F2 ∪ F3 genau 186
Ebenen von ∆q. Aus den Lemmata 3.2.7 und 3.2.8 folgt, dass es noch ge-
nau vier weitere Bahnen in F4 bis F7 gibt. Die möglichen Bahnlängen sind
360, 480, 720, 960, 1440 und 2880. Wegen 3000 ≡ 8mod 16 muss eine Bahnlänge
360 sein. Also sind in Ex1-Punkte in einer Ebene aus F5 ebenfalls aus Γ3.
1440 + 720 + 480 = 2640 ist die einzige Möglichkeit ist, 2640 als Summe
von drei der obigen Zahlen zu schreiben, ohne 960 mehrfach zu verwenden.
Daraus folgt sofort, dass alle Punkte auf einer Ebenen in F4 sowie die Ex2-
Punkte einer Ebenen aus F7 Punkte aus Γ4 sind.

Sei π ∈ F3 und l eine Gerade in π, die genau einen Punkt q aus Γ2 und
genau einen Punkt r aus Γ3 enthält. Dann ist K = Hπ,l = 4. K lässt dann
noch genau eine weitere mit l inzidierende Ebene fest, die dann aus F5 sein
muss. Also sind die Ex2-Punkte in einer solchen Ebene Γ4-Punkte. Die übri-
gen vier Ebenen durch l müssen dann in F7 liegen. Sei π′′ eine solche Ebene.



66 KAPITEL 3. DIE EINDEUTIGKEIT DER LYONSGRUPPE

Da l genau einen Punkt aus Inn1(π
′′) ⊂ Γ2(p) enthält, muss l eine Gerade

aus Sek2(π
′′) sein. Das bedeutet, dass die Punkte in O(π′′) Punkte aus Γ4

und die Punkte aus Inn2(π
′′) Punkte aus Γ3 sind. Wir können daraus auch

folgern, dass die Ex2-Punkte in einer F6-Ebene aus Γ4 sind.

Sei nun π ∈ F4. Dann ist P(π) ⊂ Γ4 und Hπ
∼= 31 : 3 operiert jeweils transi-

tiv auf P(π) und L(π). Ist l ∈ L(π) und K = Hl, so ist Kπ = Hπ,l = Z3, also
ist |K| < 18 wegen 3.2.5. Da jede Involution in Gl, die von einem Element
der Ordnung 3 zentralisiert wird, in G(l) enthalten ist, kann Hl kein Element
der Ordnung 6 enthalten. Ferner kann 5 kein Teiler von |K| sein, denn sonst
gäbe es einen Punkt q ∈ P(l) mit 5 | |Kq|, ein Widerspruch zu q ∈ Γ4.
Wäre |K| = 3, so müsste l eine Pas1-Gerade oder eine Sek2-Gerade in ei-
ner Ebene in F7 sein. Dann wäre l jedoch mit einem Punkt aus Γ2 oder Γ3

inzident, ein Widerspruch. Angenommen, es ist |K| = 9. Dann gibt es eine
Ebene π′ ∈ F7 mit l ∈ Pas1(π

′), ein Widerspruch, da l keine Punkte aus Γ3

enthält.
Angenommen, es ist K ∼= A4. Dann gibt es aber zwei mit l inzidente Ebenen
π1 und π2, für die Hl,π1 = Hl,π2 = K gelten würde, ein Widerspruch.
Wir sehen also, dass K die Ordnung 6 und damit K ∼= S3 gelten muss. Es
gibt also eine Ebene in ∆l mit Kπ = S3, zwei Ebenen mit Kπ = 3 und drei
Ebenen mit Kπ = 2. l inzidiert also mit einer Ebene aus F5 oder F6 und ist
dort eine Pas1-Gerade, mit zwei Ebenen aus F4 und mit drei Ebenen aus F7

und ist dort eine T-Gerade. Es folgt, dass die Ex1-Punkte in einer F7-Gerade
Punkte aus Γ4 sind.

Sei π eine F7-Ebene und l eine Pas1-Gerade in π. Dann enthält l jeweils
drei Punkte aus Γ3 und Γ4. Hπ,l operiert jeweils transitiv auf diese Punkte.
Sei K = Hl. Dann ist 3 ≤ |K| ≤ 18. Ähnlich wie oben sieht man, dass K
kein Element der Ordnung 5 oder 6 enthalten darf und nicht isomorph zu A4

ist. Da in einer F7-Ebene nur Pas1-Geraden die Punkteverteilung 3 Γ3, 3 Γ4

besitzen und H transitiv auf {(π,m);π ∈ F7,m ∈ Pas1(π)} operiert, sind
alle mit l inzidenten F7-Ebenen unter K konjungiert. Daher kann K nicht
Ordnung 3 oder 9 besitzen. |K| kann auch nicht 18 sein, da eine Involution
in K dann fixpunkfrei auf F(π) operieren würde; eine Involution in Gl hat
jedoch mindestens zwei Fixebenen. Es folgt, dass K ∼= S3 ist. Ist π ∈ F(l)
mit Kπ = 2, so muss π ∈ F6 und l ∈ Sek2(π) sein. Daher sind entweder die
Inn1-Punkte oder die Inn2-Punkte in π aus Γ3. Also haben wir noch zwei
Möglichkeiten:

(I) In einer Ebene aus F5 sind die Inn1-Punkte aus Γ3 und die Inn2-
Punkte aus Γ4. In einer Ebene aus F6 sind die Inn1-Punkte aus Γ4 und
die Inn2-Punkte aus Γ3.
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(II) In einer Ebene aus F5 sind die Inn1-Punkte aus Γ4 und die Inn2-
Punkte aus Γ3. In einer Ebene aus F6 sind die Inn1-Punkte aus Γ3 und
die Inn2-Punkte aus Γ4.

Angenommen, der erste Fall liegt vor. Sei l eine Sek1-Gerade in einer Ebene
aus F5 und K = Hl. Dann enthält l je zwei Punkte aus Γ2,Γ3 und Γ4. Daran
sieht man, dass jede Ebene π, die l enthält, eine F5-Ebene sein muss und l
eine Sek1-Gerade in π ist. Da H transitiv auf der Menge de Paaren (π,m)
mit π ∈ F5 und m Sek1-Gerade in π wirkt, muss K transitiv auf den Ebenen
in ∆l operieren. Also gilt |K| = 6 · 8 = 48. Da aber K drei verschiedene
Bahnen von Punkten in ∆l mit Bahnlänge zwei besitzt, lässt ein Element
der Ordnung 3 in K alle Punkte in ∆l fest, ein Widerspruch. Also muss Fall
(II) vorliegen. �

Satz 3.2.10 Gp hat folgende Bahnen auf L:

Bahn Charakterisierung Punkte Ebenen Gpl

L1 p, 5 Γ 6 F1 51+4 : GL(2, 5)
L2 6 Γ 1 F1, 5 F2 54 : (4× 4)
L3 1 Γ, 5 Γ3 1 F2, 5 F3 52 : (4× 4)
L4 5 Γ2, 1 Γ3 6 F3 GL(2, 5)
L5 1 Γ, 1 Γ2, 4 Γ4 6 F3 4 · S4

L6 T ∈ F6 1 Γ3, 5 Γ4 1 F3, 5 F6 5 : 4
L7 T in F5, Sek2 in F7 1 Γ2, 1 Γ3, 4 Γ4 1 F3, 1 F5, 4 F7 4
L8 Pas1 in F6, T in F7 6 Γ4(3, 3) 2 F4, 1 F6, 3 F7 S3

L9 Sek1 in F5 2 Γ2, 4 Γ3 6 F5 GL(2, 3)
L10 Sek2 in F5, Pas2 in F7 2 Γ2, 1 Γ3, 3 Γ4 3 F5, 3 F7 S3

L11 Pas1 in F5 und F7, Sek2 in F6 3 Γ3, 3 Γ4 1 F5, 3 F6, 2 F7 S3

L12 Pas2 in F5, Sek1 in F6 2 Γ3, 4 Γ4 4 F5, 2 F6 Z8 : Z2

L13 Pas2 in F6, Sek1 in F7 2 Γ3, 4 Γ4(3, 1) 3 F6, 3 F7 D6

Beweis: Aus Satz 3.2.9 bzw. dem Beweis dieses Satzes wissen wir, dass
jeweils genau eine Bahn von Geraden mit folgender Punktverteilung gibt:

(i) 1 Γ2, 1 Γ3, 4 Γ4

(ii) 3 Γ3, 3 Γ4

(iii) 6 Γ4.

Daraus lässt sich auch die Struktur des Stabilisators berechnen. Ferner gibt
es jeweils nur eine Bahn von Geraden mit Punktverteilung 1 Γ3, 5 Γ4 und
2Γ2, 4 Γ3. Im zweiten Fall ist damit |Hl| = 6 · |Hl,π| für alle π ∈ F(l), womit
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wir den Stabilisator bestimmen können.

Sei l ∈ Sek2(F5). Dann besitzt l zwei Punkte aus Γ2, einen Punkt aus Γ3 und
drei Punkte aus Γ4. Angenommen, alle Ebenen in F(l) sind aus F5. Dann
ist |Hl| = 12. Wegen H(l) = 1 kann Hl kein Element der Ordnung 6 ent-
halten, also muss Hl

∼= A4 sein. Aber Hl operiert transitiv auf den beiden
Γ2-Punkten, ein Widerspruch. Daher muss es in P(l) auch eine Ebene π ∈ F7

geben und es ist dann l ∈ Pas2(π). Es folgt, dass Hl
∼= S3 ist.

Folgende Geraden besitzen genau zwei Punkte aus Γ3 und vier Punkte aus
Γ4: Pas2(F5), Sek1(F6), Pas2(F6) und Sek1(F7). Für π ∈ F6 und l ∈ Sek1(π)
ist Hπ,l

∼= D4 und H l
π
∼= V4. In den übrigen Fällen ist Hπ,l

∼= V4 und H l
π
∼= Z2.

Sei l ∈ Pas2(F6)∪Sek1(F7). Angenommen, es ist Hl transitiv auf F(l). Dann
ist |Hl| = 24 und |H l| = 12. Da H l transitiv auf den beiden Γ3-Punkten in
P(l) operiert, gibt es einen Normalteiler mit Index 2 und damit eine normale
Untergruppe der Ordnung 3. Es folgt, dass H l ∼= D6 ist. Dann muss H l aber
ein Element enthalten, das bezüglich der Wirkung auf P(l) eine Transpositi-
on ist. Das Quadrat eines solchen Elements ist aber ein Element in G(l), das
durch 4 teilbare Ordnung besitzt, ein Widerspruch zu H(l) = 2.
Angenommen, Sek1(F7) und Pas2(F6) lägen in verschiedenen H-Bahnen.
Dann bildet eine dieser beiden Geradenmengen mit Pas2(F5) eine gemeinsa-
me Bahn. Für l ∈ Pas2(F5) muss dann |Hl| = 4 · 3 = 12 sein, also operiert
H l

l als S3 auf den vier Γ4-Punkten von l. Dies ist jedoch ein Widerspruch,
denn ist π′ eine F5-Ebene in F(l), so lässt Hl,π′ keinen Γ4-Punkt in l fest.

Wir haben damit insgesamt drei verschiedene Möglichkeiten für H-Bahnen
auf den Geraden mit vier Γ4- und zwei Γ3-Punkten:

(i) Sek1(F7) ∪ Pas2(F6), Sek1(F6) ∪ Pas2(F5).

(ii) Sek1(F7) ∪ Pas2(F5) ∪ Pas2(F6), Sek1(F6).

(iii) Sek1(F7) ∪ Pas2(F6), Sek1(F6), Pas2(F5).

Sei q ∈ Γ4(p). Angenommen, Fall (iii) liegt vor. Ist l ∈ Sek2(F7) ∪ Pas2(F6),
so muss H l = S3 gelten, also hat Hl zwei Bahnen von Γ4-Punkten. Auf
diese Art sieht man, dass Hq mindestens elf Bahnen auf L(q) besitzt, ein
Widerspruch zu Lemma 3.2.8. Angenommen, der Fall (ii) liegt vor. Sei l ∈
Sek1(F7) ∪ Pas2(F6) ∪ Pas2(F5). Dann ist |Hl| = 8 und |H l| = 4. Angenom-
men, es gibt ein Element a ∈ Hl mit o(a) = 4. Weil Hl Bahnen der Länge
zwei in F(l) besitzt, muss a2 ∈ H(l) sein. Ferner besitzt a keinen Fixpunkt
in F(l), entspricht also dem Produkt von drei disjunkten Transpositionen.
Dies ist aber ein Widerspruch, denn ist Z = Z(O5(Gl)), so muss a in diesem
Fall einen Automorphismus der Ordnung 4 auf Z induzieren, also kann a2
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keine Involution in G(l) sein. Es folgt, dass Hl elementar-abelsch der Ord-
nung 8 sein muss. Dies ist jedoch ebenfalls unmöglich, denn Gl enthält keine
elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 8. Also muss Fall (i) vorliegen. Da-
mit erhalten also genau dreizehn Bahnen. Es fehlen noch die Stabilisatoren
einer Gerade aus L12 und L13.
Ist l ∈ L12, so ist also |Hl| = 16 und |H(l)| = 2. H l ist eine Untergruppe der
Ordnung 8 in S6. die keine Transposition und kein Element vom Typ (2, 2, 2)
enthalten darf, weil sonst ein Element der Ordnung 4 in H(l) wäre. Ferner
kann ein H l keinen 4-Zykel enthalten, da ein solches Element eine Ebene
in F(l) festlassen müsste. Daraus kann gefolgert werden, dass H l eine Un-
tergruppe von A6 ist. Es folgt, dass Hl ein Element der Ordnung 8 enthält.
Da Hl eine V4 enthält, muss diese Erweiterung zerfallen. (Der genaue Iso-
morphietyp lässt sich nicht so leicht bestimmen, ist aber nicht weiter von
Belang.)

Ist l ∈ L13, so ist |Hl| = 12. Hl besitzt einen Normalteiler der Ordnung 2 und
eine elementar-abelsche 2-Sylowgruppe. Ist t eine Involution in Hl \H(l) und
s ∈ Hl ein Element der Ordnung 3, so können s und t nicht kommutieren.
Folglich muss Hl

∼= D6 gelten. �

Mithilfe von 3.2.10 können wir angeben, zu wievielen Punkten aus welcher
Bahn jeder Punkt aus P kollinear ist. Diese Tabelle steht auch in [K1], dort
allerdings ohne Beweis.

p Γ Γ2 Γ3 Γ4

p 19530
Γ 1 154 3125 3750 12500
Γ2 63 2520 4599 12348
Γ3 36 2190 4544 12720
Γ4 42 1056 4452 12978

Ein Punkt aus Γ2 ist z.B. zu 63 Punkten aus Γ, 2520 Punkten aus Γ2, 4544
Punkten aus Γ3 und 12398 Punkten aus Γ4 kollinear.
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3.3 Der Beweis für die Eindeutigkeit

Satz 3.3.1 Sei ϑ : ∆∗ → ∆ eine Überlagerung mit ∆∗ zusammenhängend.
Angenommen, für jedes Apartment Σ von ∆ und für jede Zusammenhangs-
komponente Σ∗ von ϑ−1(Σ) induziert ϑ einen Isomorphismus von Σ∗ nach
Σ. Dann ist ϑ ein Isomorphismus.

Beweis: Da ϕ : ∆̃ → ∆ die universelle Überlagerung von ∆ ist, existiert
eine Überlagerung ζ : ∆̃ → ∆∗ mit ϑ ◦ ζ = ϕ. Sei Π = Aut∆̃ϕ

∼= π1(∆) und
Π0 = Aut∆̃ζ

∼= π1(∆
∗). Dann ist Π0 ≤ Π, ∆ ∼= ∆̃/Π und ∆∗ ∼= ∆̃/Π0. Sei Σ

ein Apartment in ∆, Σ̃ ein Apartment in ∆̃ mit ϕ(Σ̃) = Σ und Σ∗ := ζ(Σ̃).

Dann ist ΠeΣ ≤ Π0, denn für v ∈ Σ̃ und g ∈ ΠeΣ sind ζ(v), ζ(vg) ∈ Σ∗ und
ϑ ◦ ζ(v) = ϕ(v) = ϕ(vg) = ϑ ◦ ζ(vg), folglich ζ(vg) = ζ(v) und g ∈ Π0.
Daher reicht es aus, dass wir zeigen, dass Π = 〈ΠgeΣ; g ∈ G̃〉 gilt. Wir dürfen

annehmen, dass Π0 = 〈ΠgeΣ; g ∈ G̃〉 ist. Wegen Π0 normal in Π ist ϑ eine

normale Überlagerung mit Aut∆∗
ϑ = Π/Π0 =: B. Da Π0 auch in G̃ normal

ist, haben wir, dass G∗ = Aut∆∗ = G̃/Π0 transitiv auf Cham∆∗ operiert.

Sei Γ∗ der Punktgraph von ∆∗ und Λ∗ := Cl(Γ∗). Dann induziert ϑ eine
Überlagerung von Λ∗ nach Λ, die wir ebenfalls mit ϑ bezeichnen. Wir zeigen,
dass diese Überlagerung ein Isomorphismus ist. Sei x ∈ P und x∗ ∈ ϑ−1(x).
Setze Eo = {(y, z); y, z ∈ P, z und y kollinear}. Wir wählen uns für alle
y ∈ P ein y∗ ∈ ϑ−1(y), so dass d(x∗, y∗) = d(x, y) gilt. Wir erhalten also ein
µ ∈ Z1(Λ, B) mit (y∗)µ(y,z) ∼ z∗ für alle (y, z) ∈ Eo. Nach Konstruktion gilt
µ(x, y) = 1 für alle y ∈ Γ(x). Ist d(x, z) = 2, so existiert nach Konstrukion
ein y0 ∈ Γ(x) ∩ Γ(z) mit µ(y0, z) = 1.

Wir benötigen zum Beweis einige Lemmata.

Lemma 3.3.2 Sei z ∈ Γ2(x) ∪ Γ3(x). Dann gilt µ(y, z) = 1 für alle y ∈
Γ(x) ∩ Γ(z).

Beweis: Es existiert ein y0 ∈ Γ(x) ∩ Γ(z) mit µ(y0, z) = 1. Angenommen,
x, z, y und y0 liegen in einem gemeinsamen Apartment A. Dann kann der
geschlossene Pfad γ = (x, y0, z, y, x) in A zu einem geschlossenen Pfad mit
Anfang und Ende in x∗ geliftet werden. Dieser Pfad ist aber gerade der Pfad
(x∗, (y∗0)

µ(y0,x) = (y∗0), (z
∗)µ(z,y0) = z∗, (y∗)µ(y,z), (x∗)µ(x,y)µ(y,z) = (x∗)µ(z,y)). Es

folgt in diesem Fall also µ(y, z) = 1. Angenommen, y und y0 sind kollinear.
Dann ist µ(y0, z) = µ(y0, y)µ(y, z) = µ(y0, x)µ(x, y)µ(y, z) = 1. Da es nach
3.1.1 und 3.1.2 immer eine Kette y0, y1, . . . , yn = y von Elementen in Γ(x) ∩
Γ(z) gibt, so dass x, yi, z, yi+1 in einem gemeinsamen Apartment liegen oder
yi, yi+1 kollinear sind, folgt die Behauptung. �
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Da G transitiv auf Γ und G∗ transitiv Γ∗ operieren, folgt unmittelbar:

Lemma 3.3.3 Sind y, z ∈ P mit z ∈ Γ2(y) ∪ Γ3(y), so existiert genau ein
z+ ∈ ϑ−1(z) mit d(y∗, z+) = 2. Ist w ∈ Γ(y)∩Γ(z), so ist z+ = (z∗)µ(z,w)µ(w,y).

Lemma 3.3.4 Sei z ∈ Γ4(x) und y ∈ Γ(x) ∩ Γ(z). Dann ist µ(y, z) = 1.

Beweis: Sei wieder y0 ∈ Γ(x) ∩ Γ(z) mit µ(y0, z) = 1. Angenommen,
es ist y ∈ Γ2(y0). Dann haben wir y+ = (y∗)µ(y,x)µ(x,y0) = y∗ und y+ =
(y∗)µ(y,z)µ(z,y0) = (y∗)µ(y,z). Es folgt hier also µ(y, z) = 1. Im allgemeinen Fall
gibt es immer eine Kette y0, y1, . . . yn = y von Elementen aus Γ(x) ∩ Γ(z)
(siehe Satz 3.1.3), so dass yi+1 ∈ Γ2(yi) ist. Mit Induktion folgt die Behaup-
tung. �

Die Gruppen Gx und G∗
x∗ sind in natürlicher Weise isomorph. Wir werden

sie im folgenden identifizieren und können daher Gx als Untergruppe von G∗

auffassen.

Lemma 3.3.5 Für alle g ∈ Gx und alle y, z ∈ P mit y ∼ z gilt µ(yg, zg) =
µ(y, z)g.

Beweis: Wir haben für alle y ∈ P gezeigt, dass y∗ das einzige Element
in ϑ−1(y) ist, so dass d(x∗, y∗) = d(x, y) gilt. Für g ∈ Gx folgt daher
d(x∗, y∗) = d((x∗)g, (y∗)g) = d(x∗, (y∗)g) und d(x, yg) = d(x∗, (yg)∗), also
gilt wegen (y∗)g ∈ ϑ−1(yg) daher (y∗)g = (yg)∗. Für (y, z) ∈ E0 haben wir
(y∗)µ(y,z) ∼ z∗, also (y∗)µ(y,z)g ∼ (z∗)g und damit ((yg)∗)µ(y,z)g ∼ (zg)∗. Somit
folgt die Behauptung. �

Ende des Beweises von 3.3.1: Sei π ∈ F. Wir führen eine Relation ⊥ auf
P(π) ein, wobei y ⊥ z genau dann gelten soll, wenn µ(y, z) = 1 gilt. Wegen
3.3.5 ist ⊥ eine Gx,π-invariante Relation und wegen µ(y, z) = µ(z, y)−1 und
µ(y, z)µ(z, w) = µ(y, w) für alle y, z, w ∈ P(π) ist ⊥ eine Äquivalenzrelation.
Ist π ∈

⋃3
i=1 Fi, so gibt es einen zu x kollinearen Punkt y in π, also ist nach

3.3.2 und 3.3.4 y ⊥ z für alle z ∈ P(π). Damit ist ⊥ in diesem Fall die
Allrelation.
Sei π ∈ F5∪F6, y ∈ Ex2(π) und t1, t2 die beiden T-Geraden durch y in π. Ist
yiIti für i = 1, 2, so liegen yi und y jeweils in einer F3-Ebene, also gilt y ⊥ yi

und damit y1 ⊥ y2. Die Äquivalenzklasse von y enthält damit zwei Punkte
aus Ex1. Da Gx,π primitiv auf diesen Punkten operiert, enthält sie also alle
Ex1-Punkte. Folglich ist sie Gx,π-invariant und enthält daher alle Punkte aus
O(π), Ex1(π) und Ex2(π).
Sei π eine F7-Ebene, y ∈ O(π) und l1, l2 zwei verschiedene Sek2-Geraden
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durch y in π. Ist wieder yiIli, so liegen y und yi in einer F3-Ebene, also ist
y ⊥ yi und damit y1 ⊥ y2. Die Äquivalenzklasse von y enthält also zwei
Punkte aus Inn1(π) und damit wiederum alle Punkte aus Inn1(π). Daher
ist sie Gx,π-invariant und enthält alle Punkte aus O(π), Inn1(π), Inn2(π) und
Ex2(π).
Sei π nun eine F4-Ebene und l eine Gerade in π. Dann gibt es eine F7-Ebene
π′, so dass l ∈ T(π′) gilt. Somit gibt es zwei Punkte y, z auf l, für die y ⊥ z
gilt (in π′ und damit in π). Da Gx,π primitiv auf P(π) operiert, können wir
y ⊥ z für alle y, z ∈ P(π) folgern.
Seien π eine F7-Ebene, t ∈ T(π), y ∈ Ex1(π) ∩P(t) und z ∈ O(π) ∩P(t) .
Dann liegt t in einer F4-Ebene, also gilt y ⊥ z. Damit haben wir dann, dass
⊥ die Allrelation auf π ist.
Sei π nun wieder eine F5-Ebene und l ∈ Sek2(π). Dann gibt es eine F7-Ebene
π′, so dass l ∈ Pas2(π

′) ist. Deshalb ist y ⊥ z für alle y, zIl. Da l mit Punkten
aus O(π), Ex2(π), Inn1(π) und Inn2(π) inzidiert, muss ⊥ die Allrelation auf
π sein.
Sei π jetzt eine F6-Ebene und l eine Sek2-Gerade in π. Dann ist l eine Pas1-
Gerade in einer F7-Ebene π′, also gilt y ⊥ z für alle y, zIl. Auf l liegen Punkte
aus O(π), Ex2(π), Inn1(π) und Inn2(π), also ist ⊥ die Allrelation auf π.

Wir haben damit µ(y, z) = 1 für alle (y, z) ∈ Eo gezeigt. Da ∆∗ zusam-
menhängend ist, ist ϑ ein Isomorphismus nach 1.2.11(e). �

Mithilfe dieses Satzes können wir nun zeigen, dass je zwei Gruppen vom
Typ Ly isomorph sind. Im folgenden sei x ∈ P, x′ ein zu x kollinearer
Punkt, Σ ein Apartment, welches x und x′ enthält. Seien G1 = Gx, G2 =
Gx,x′

∼= 51+4 : (4 · S4.2) und G3 = GΣ. Für i 6= j sei Gij = Gi ∩ Gj und
G123 = G1 ∩ G2 ∩ G3. Sei A das Amalgam aus G1, G2, G3, G12, G13, G23 und
G123, wobei alle Homomorphismen durch die Inklusionen gegeben sind. (Die
genauen Isomorphietypen von G2 und G3 sowie ihren Untergruppen sind
bekannt: Wir wissen, wie G2 = 51+4 : (4 · S4.2) in einer Gruppe vom Typ
51+4 : (4 ·S6) enthalten ist. Damit ist die Operation der 4.S4.2 auf O5(G2) be-
stimmt. Im FallG3 = (4×4).(S4×S3) kennen wir die Operation der S4×S3 auf
der Z4×Z4 und wissen, dass eine Untergruppe vom Typ (Z4×Z4).(D4×S3)
in einer 2 ·A11 enthalten ist; dadurch sieht man etwa mit 17.2 und 17.4 in [H],
dass die Erweiterung bestimmt ist). Sei Ĝ die universelle Komplettierung von
A. Da G eine treue Komplettierung von A ist, ist auch Ĝ treu. Wir können
daher G1, G2 und G3 als Untergruppen von Ĝ auffassen.
Nach der Definition der universellen Komplettierung existiert ein Homomor-
phismus ξ : Ĝ→ G, so dass ξ|Gi für i = 1, 2, 3 ein Isomorphismus ist. Setze
B = Ker(ξ). Sei t eine Involution in G23, so dass G2 = G12〈t〉 gilt.
Wir definieren den Graphen Γ̂ wie folgt: Die Eckenmenge P̂ von Γ̂ besteht aus
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den Elementen aus G1/Ĝ, die Kanten die Paare {G1g,G1thg} mit g ∈ Ĝ und
h ∈ G1. Analog bilden wir den Graphen Σ̂ mit Eckenmenge {G1g; g ∈ G3}
und Kantenmenge {G1g,G1thg;h ∈ G13, g ∈ G3}. Dann ist Σ̂ ein voller Un-
tergraph von Γ̂. Sei ζ : Γ̂ → Γ mit ζ(G1g) = xξ(g). Wir haben Ĝ ≤ AutΓ̂ mit
ζ(vg) = ζ(v)ξ(g) für g ∈ Ĝ und v ∈ P̂.

Lemma 3.3.6

(a) Für alle g ∈ Ĝ wird Σ̂ξ(g) isomorph auf Σξ(g) abgebildet.

(b) ζ induziert eine Überlagerung von Cl(Γ̂) nach Cl(Γ).

Beweis:

(a) Sowohl Σ als auch Σ̂ können mit dem Graph identifiziert werden, dessen
Ecken die Nebenklassen von G13 in G3 sind, wobei G13g ∼ G13thg für
h ∈ G13 und g ∈ G3 gilt. Damit ist klar, dass ζ(Σ̂) = Σ ist und dass
ζ|Σ̂ ein Isomorphismus ist. Für g ∈ Ĝ ist ζ(Σ̂g) = Σξ(g). Somit folgt die
Behauptung.

(b) Es ist klar, dass ζ ein surjektiver Morphismus von Γ̂ nach Γ ist. Ist
{G1g,Ggth} mit g ∈ G und h ∈ G1 eine Kante in Γ und ĝ ∈ ξ−1(g), so
ist G1ĝth das einzige Element in ζ−1(G1gth), das mit G1ĝ eine Kante
bildet. Somit ist ζ eine Überlagerung von Γ̂ nach Γ.
Sei x̂ ∈ ζ−1(x) ∩ Σ̂ und seien ŷ, ẑ ∈ Γx̂, so dass y = ζ(ŷ) ∼ ζ(ẑ) = z
gilt. Angenommen, x, y, z liegen nicht auf einer gemeinsamen Gerade
in ∆. Dann existiert ein g ∈ G, so dass x, y, z ∈ Σg gilt. Da alle Apart-
ments, die x enthalten, unter G1 konjungiert sind, können wir g ∈ G1

wählen. Da ζ eine Überlagerung von Γ̂ nach Γ ist, gibt es für y und z
jeweils genau ein Urbild in ŷ ∈ ζ−1(y) und ẑ ∈ ζ−1(z), welches mit x̂
eine Kante bildet. Da ζ einen Isomorphismus von Σ̂g nach Σg induziert,
sind ŷ und ẑ in Σ̂g. Da y und z in Σg benachbart sind, müssen auch ŷ
und ẑ benachbart sein.
Da Ĝ transitiv auf P̂ operiert und weil ζ(vg) = ζ(v)ξ(g) für alle v ∈ P̂

und g ∈ Ĝ gilt, haben wir also gezeigt: Sind w, y, z paarweise benach-
barte Punkte in Γ, die auf keiner gemeinsamen Gerade in ∆ liegen, und
ist ŵ ∈ ζ−1(w), ŷ ∈ ζ−1(y) und ẑ ∈ ζ−1(z) mit ŵ ∼ ŷ und ŵ ∼ ẑ, so
gilt auch ŷ ∼ ẑ.
Nehmen wir nun an, dass x, y, z auf einer gemeinsamen Geraden in ∆
liegen. Sei π eine Ebene durch xy und w ein Punkt in π, der nicht auf
xy liegt. Sei ŵ der einzige Punkt in ζ−1(w)∩ Γ̂x̂. Da x, y, w und x, z, w
jeweils nicht auf einer gemeinsamen Gerade liegen, folgt ŵ ∼ ŷ und
ŵ ∼ ẑ. Da y, z, w nicht auf einer gemeinsamen Gerade liegen, können
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wir also auch ŷ ∼ ẑ folgern. Daraus folgt, dass ζ : Cl(Γ̂) → Cl(Γ) eine
Überlagerung ist. �

Satz 3.3.7 ζ ist ein Isomorphismus.

Beweis: Wir definieren die Geometrie ∆̂ wie folgt: Punkte sind die Ecken
aus Γ̂, Ebenen sind die maximalen Cliquen in Γ̂ (diese müssen 31 Punkte
besitzen, da ζ : Cl(Γ̂) → Cl(Γ) eine Überlagerung ist), Geraden sind die
sechselementigen Cliquen, die in genau sechs maximalen Cliquen enthalten
sind. Damit induziert ζ eine Überlagerung von ∆̂ nach ∆. Nach Satz 3.3.1
und 3.3.6 (a) muss ζ daher ein Isomorphismus sein. �

Wir haben damit |Ĝ| = |G1||P̂| = |G1||P| = |G|, also folgt unmittelbar

Korollar 3.3.8 Ĝ ∼= G.

Damit haben wir gezeigt:

Korollar 3.3.9 Je zwei Gruppen vom Typ Ly sind isomorph.

Beweis: Ist G eine Gruppe vom Typ Ly, so ist G als universelle Komplet-
tierung des Amalgams A eindeutig bestimmt. �

Von nun bezeichnen wir die bis auf Isomorphie einzige Gruppe vom Typ Ly
als die Lyonsgruppe (kurz Ly). Mit L̃y meinen wir die Automorphismengrup-
pe von ∆̃, also die Erweiterung der Lyonsgruppe mit der Fundamentalgruppe
von ∆.
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3.4 Ein Wurzelsystem für die Lyonsgruppe

Eine Chevalley-Gruppe G(K) definiert über einem Körper K wird von einem
System von Wurzelgruppen erzeugt, das sind nilpotente Untergruppen (oft
isomorph zu (K,+)), so dass für zwei Wurzelgruppe und U und V eine der
folgenden drei Möglichkeiten gilt.

(i) [U, V ] = 1

(ii) 〈U, V 〉 ist nilpotent, und die aufsteigende Zentralreihe von 〈U, V 〉 wird
durch andere Wurzelgruppen beschrieben.

(iii) 〈U, V 〉 ist eine zweifach transitive Permutationsgruppe (etwa SL(2,K))
und U und V haben jeweils einen Fixpunkt und operieren scharf-
transitiv auf den anderen Punkten. Die beiden Fixpunkte sind dabei
verschieden.

Im Fall (iii) sagen wir, dass U und V gegenüberliegend sind. Die Kommu-
tatorrelationen der Wurzelgruppen geben eine Präsentation von G(K), das
bedeutet, jede Gruppe mit diesen Relationen ist ein epimorphes Bild von
G(K).
In [MN] erkannten Meyer und Neutsch, dass für die Lyonsgruppe eine ähnli-
che Situation vorliegt. Die Geometrie ∆ liefert ein System von Untergruppen,
die alle isomorph zu (F5,+), die die Lyonsgruppe erzeugen und die sich so
ähnlich verhalten wie die Wurzelgruppen einer Chevalley-Gruppe. Die Au-
toren vermuteten, dass die Kommutatorrelationen dieser Gruppen zu einer
Präsentation der Lyonsgruppe führen, konnten diese Vermutung aber nicht
beweisen. Mithilfe der Charakterisierung der Geometrie ∆ durch ihre Apart-
ments können wir diese Vermutung nun beweisen. Wir verwenden allerdings
eine etwas verschiedene Beschreibung des “Wurzelsystems” der Lyonsgruppe,
die wir für geeigneter halten.
Wir geben kurz ein Wurzelsystem für die Chevalley-Gruppe G2(5) an: Sei
A = (π1, l1, . . . , π6, l6) ein geordnetes Apartment in H(5) mit πi Punkt und
li Gerade. A enthält dann die Wurzeln αi := (πi−1, li−1, . . . , li+1, πi+2) und
βi := (li−2, πi−1, . . . , πi+1, li+1) mit i = 1, . . . 6, wobei alle Indizes modulo 6
gelesen werden. Seien nun Ui := Uαi

, Vi := Uβi
die dazugehörigen Wurzel-

gruppen. Dann sind Ui, Vi isomorph zu Z5 und wir können Erzeuger xi von
Ui, yi von Vi so wählen, dass folgende Kommmutatorrelationen gelten:

[xi, xi+1] = [xi, yi] = [xi, yi+1] = [yi, xi+1] = [xi, yi+2] = 1

[x2i+1, x2i+3] = x2
2i+2

[x2i, x2i+2] = x2i+1
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[y2i+1, y2i+2] = x3
2i+1

[y2i, y2i+1] = x4
2i

[y2i+1, y2i+3] = x2i+1y2i+2x
2
2i+2

[y2i, y2i+2] = x2
2iy

4
2i+1x2i+1

[y2i+1, x2i+3] = x3
2i+1y

2
2i+2x

4
2i+2y2i+3

[y2i, x2i+2] = x2
2iy2i+1x

3
2i+iy

2
2i+2

[x2i+1, y2i+4] = y2i+2x
4
2i+2y

2
2i+3x

2
2i+3.

[x2i, y2i+3] = y2
2i+1x

3
2i+1y2i+2x

3
2i+2.

Für alle i ist 〈xi+1, xi+2〉 eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung 52 und
〈xi, xi+3〉 operiert treu als SL(2, 5) auf dieser Gruppe. 〈Ui, Vi+1, Ui+1, Vi+2, Ui+2〉
ist eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 55 mit Zentrum Ui+1 und 〈yi, yi+3〉
operiert treu auf der zentralen Faktorgruppe und induziert darauf eine SL(2, 5).
Wir nennen diese Bedingungen die Chevalley-Relationen für G2(5).
Diese Relationen unterscheiden sich leicht von denen, wie sie in der Litera-
tur, etwa in [C] üblicherweise angegeben werden. Sie haben aber daher den
Vorteil, dass die Exponenten bezüglich “Verschiebungen” invariant sind, was
wir für das Wurzelsystem der Lyonsgruppe später benötigen werden.
Die zwölf 7× 7-Matrizen über F5 in [MN] erfüllen gerade diese Bedingungen
(mit xi = L3i−1 und yi = K3i+3), und nicht die Kommutatorrelationen, die
an dieser Stelle angegeben sind.
Wir nennen die Ui lange Wurzeln und die Vi die kurzen Wurzeln. Als Ab-
stand zweier Wurzeln definieren wir den Abstand der Anfangselemente der
Wurzeln.

Satz 3.4.1 Sei H die Gruppe mit Erzeugern xi, yi (i = 1, . . . , 6) und den
Chevalley-Relationen für G2(5) als Relationen. Dann ist H ∼= G2(5).

Beweis: Das folgt aus einem Satz von Steinberg (siehe 12.1.1 in [C]). �

Jetzt sei Σ ein Apartment in ∆. Für jede Gerade l ∈ Σ sei Ul = Z(O5(Lyl)).
Für einen Punkt p in Σ gibt es genau 6 Geraden l1, . . . , l6 mit pIli und 6
Geraden k1, . . . , k6, so dass p und ki in einer eindeutig bestimmten Ebene πi

liegen (siehe Abbildung). Wir bezeichnen die li als lange Wurzeln bezüglich
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p und die ki als kurze Wurzeln bezüglich p.

l3 k3 l2
• − − − •

k4 / \ / \ k2

l4 • − − −
p
• − − − • l1

k5 \ / \ / k1

• − − − •
l5 k6 l6

Wir wählen unsere Indizierung dabei wie folgt: SeiX die Fitting-Untergruppe
von AutΣ ∼= S4 × S3. Dann ist X ∼= V4 ×A3 und X operiert scharf-transitiv
auf die Menge der Punkte in Σ. Wir wählen uns einen beliebigen Punkt
p ∈ Σ fest und inzidieren die Wurzeln um p wie oben. Ist q ein anderer
Punkt, so gibt es genau ein t ∈ X, dass p auf q abbildet. Wir definieren dann
li(q) := li(p)

t und ki(q) := ki(p)
t.

Wir können nun Elemente xp
l aus Ul wählen, so dass für xi := xp

li
und yi = xp

ki

die Chevalley-Relationen für G2(5) erfülllt sind. Man beachte, dass ein Paar
langer Wurzeln mit Abstand 4 bezüglich eines Punktes auch ein Paar kurzer
Wurzeln mit Abstand 2 bezüglich eines anderen Punktes ist (siehe Abbil-
dung).

•

/ \ l3(q) = k2(p)

p •
l1(p)
−

=
−

l4(q)
− • q

\ / l5(q) = k1(p)

•

Es ist [x3, x5] = x2
4 und [y2, y1] = x2

1. Für die anderen Fälle passen die Expo-
nenten ebenso. Wir können daher xl := xp

l immer unabhängig vom Mittel-
punkt p wählen.
Als nächstes betrachten wir eine Gerade l. In der folgenden Abbildung sind
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alle Geraden m eingezeichnet, so dass [Ul, Um] = 1 ist.

b1 b2

• − − − • − − − •

a1 / \ a2

• − l − •

a3 \ / a4

• − − − • − − − •
b3 b4

Ul und die Uai
erzeugen eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 55 mit Zen-

trum Ul. Sei M die zentrale Faktorgruppe dieser Gruppe. Wir erhalten eine
treue Darstellung von H := 〈Ubi

; i = 1, 2, 3, 4〉 in GL(M). Bezüglich der ge-
ordneten Basis b := (xa1 , xa2 , xa4 , xa3) von M sehen die Matrizen zu den von
xb1 , xb2 , xb3 und xb4 induzierten linearen Abbildungen wie folgt aus:

xb
b1

=


1 0 0 0
4 1 0 0
2 1 1 0
3 1 2 1

 , xb
b2

=


1 2 0 0
0 1 0 0
3 2 1 4
4 4 0 1

 , xb
b3

=


1 3 4 3
0 1 1 3
0 0 1 1
0 0 0 1


und

xb
b4

=


1 0 1 4
1 1 2 2
0 0 1 0
0 0 3 1

 .

Diese vier Matrizen erzeugen eine Gruppe isomorph zu SL(2, 9) (?). Mit den
Ergebnissen des vorherigen Kapitels können wir nun eine Präsentation der
Lyonsgruppe. Dieses Ergebnis ist eine Variation von Vermutung 1 in [MN].

Satz 3.4.2 Sei Ω die Gruppe mit Erzeugenden {xl; l ∈ L(Σ)} und folgenden
Relationen:

(a) Für jeden Punkt p in Σ gelten die Chevalley-Relationen für G2(5).

(b) Für jede Gerade l in Σ gilt die Bedingung (?).

Dann ist Ω ∼= Ly.
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Beweis: Da es in Ly Elemente gibt, die die Relationen (a) und (b) erfüllen
und die Gruppe erzeugen, existiert ein Epimorphismus ζ : Ω → Ly.
Wir zeigen zunächst, dass es einen Epimorphismus ψ : L̃y → Ω gibt, so dass
ζ ◦ ψ der kanonische Epimorphismus von L̃y nach Ly ist. Im folgenden sei
Ul := 〈xl〉 ≤ Ω. Für einen Punkt p in Σ sei Ω(p) die von allen Wurzelgruppen
um p erzeugte Gruppe. Dann ist nach Voraussetzung Ω(p) ∼= G2(5). Für
eine Gerade l sei Ω0(l) die Gruppe, die von allen Wurzelgruppen Um mit
[Ul, Um] = 1 erzeugt wird. Es ist also dann Ω0(l) ∼= 51+4 : SL(2, 9).

Ist π eine Ebene und seien l1, l2 und l3 die drei mit π inzidenten Ebenen in Σ,
so kommutieren die dazugehörigen Wurzelgruppen Uli paarweise. Wir setzen
E(π) := 〈xl1 , xl2 , xl3〉. Dann ist E(π) elementarabelsch der Ordnung 53 und
das folgende Diagramm zeigt alle Wurzelgruppen, die E(π) normalisieren.

a1 b1

• − − − • − − − •

b2 \ l1 / π \ l2 / a3

• − l3 − •

a2 \ / b3

•

ModuloE(π) ist dann für i, j, k paarweise verschieden [Uai
, Ubj

] = 1, [Uai
, Uaj

] =
Ubk

und [Ubi
, Ubj

] = Uak
. Außerdem ist 〈ai, bi〉 ∼= SL(2, 5). Damit bilden

die Uai
und Ubi

ein Wurzelsystem für SL(3, 5), also folgt wieder aus [C],
12.1.1, dass 〈E(π), Uai

, Ubi
; i = 1, 2, 3〉/E(π) ∼= SL(3, 5) ist und Ω(π) :=

〈E(π), Uai
, Ubi

; i = 1, 2, 3〉 eine Erweiterung von E(π) mit einer SL(3, 5) ist.
Der genaue Typ der Erweiterung ist ebenfalls bestimmt, da wir Erzeugende
und Relationen von Ω(π) kennen. So kann man leicht erkennen, dass eine 5-
Sylowgruppe von Ω(π) Nilpotenzklasse 5 besitzt und diese Erweiterung daher
nicht zerfällt.

Für zwei gegenüberliegende Geraden l, l′ sei Tl,l′ = N〈Ul,Ul′ 〉(Ul)∩N〈Ul,Ul′ 〉(Ul′).
Wegen 〈Ul, Ul′〉 ∼= SL(2, 5) ist Tl,l′ zyklisch der Ordnung 4. Für einen Punkt/
eine Gerade/eine Ebene x ∈ Σ sei T (x) die von allen Tl,l′ erzeugte Unter-
gruppe, wobei Ul, Ul′ zu den Erzeugerwurzelgruppen von Ω(x) bzw. Ω0(x)
gehören. Dann normalisiert T (x) alle Erzeugerwurzelgruppen von Ω(x) bzw.
Ω0(x), und es ist T (x) isomorph zu Z4 × Z4, falls x ein Punkt oder eine
Ebene ist, und T (x) = Z4, falls x eine Gerade ist. In diesem Fall ist T (x) =
Tb1,b2 = Tb3,b4 = Tb1,b3 = Tb2,b4 . Damit kann erkennen, dass T (p) = T (π) für
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einen Punkt p und eine mit p inzidente Ebene π ist. Mit Induktion sieht
man daher, dass T := T (p) unabhängig von p ist und alle Wurzelgruppen Ul

normalisiert.
Für eine Gerade l sei Ω(l) := 〈Ω0(l), T 〉. Da Ω0(l) von T normalisiert wird,
sieht man, dass Ω(l) ∼= 51+4 : (4 · S6) ist.
Sei {p, l, π} eine maximale Fahne in Σ mit p Punkt, l Gerade, π Ebene. Dann
ist Ω(p)∩Ω(l) = 51+4 : GL(2, 5),Ω(p)∩Ω(π) = 52+1+2 : GL(2, 5),Ω(l) ∩ Ω(π) =
51+2+2 : GL(2, 5) und Ω(p) ∩Ω(l) ∩Ω(π) = 56 : T (Dies erkennen wir daran,
weil einerseits die jeweiligen Wurzelgruppen und T in den Schnitten enthal-
ten sind, andererseits, weil diese Untergruppen jeweils maximal sind). Man
sieht leicht, dass Ω von Ω(p),Ω(l) und Ω(π) erzeugt ist. Somit gibt es einen

Epimorphismus ψ : L̃y → Ω, der auf G2(5), 5
1+4 : (4 · S6) und 53.SL(3, 5)

die Identität induziert. Da ψ auf Ω(p),Ω(l) und Ω(π) ebenfalls einen Isomor-

phismus induziert, ist ζ ◦ψ der kanonische Epimorphismus von L̃y nach Ly.
Der Rest ist einfach: Wir bilden die Restklassengeometrie ∆Ω aus den Un-
tergruppen Ω(p),Ω(l),Ω(π). ∆Ω ist dann eine normale Überlagerung von ∆
und wird andererseits von ∆̃ überlagert. Man sieht aber leicht, dass man Σ
nach ∆Ω einbetten kann. Damit ist ζ nach 3.3.1 ein Isomorphismus. �

Wenn wir in unserer Definition anstelle von Σ den Coxeter-Komplex vom
Typ G̃2 nehmen, erhalten wir eine Präsentation von L̃y. Wie sieht es aber
aus, wenn wir andere Überlagerungen von Σ nehmen? Es ist nicht gewähr-
leistet, dass wir echte Erweiterungen von Ly erhalten.
Eine andere mögliche Verallgemeinerung wäre die folgendende: Für jede Ge-
rade L in Σ (oder in einer Überlagerung von Σ) nehmen wir eine Gruppe
UL isomorph zur additiven Gruppe eines Körpers K und verlangen, dass die
Wurzelgruppen um einen Punkt den Chevalley-Relationen genügen und für
jede Gerade l die Gruppe, die von den vier äußeren, mit Ul kommutierenden
Wurzelgruppen Ub1 , . . . , Ub4 erzeugt wird, treu auf der zentralen Faktorgrup-
pe der von den vier inneren Wurzelgruppen Ua1 , . . . , Ua4 erzeugten Gruppe
operiert. Es wäre interessant, welche Gruppen durch diese Relationen erzeugt
werden. Im Fall charK = 3 sieht man leicht, dass diese Gruppen trivial sind,
da in diesem Fall zwei kurze Wurzeln mit Abstand 2 kommutieren, zwei lange
Wurzeln mit Abstand 4 aber nicht.



Kapitel 4

Das Verallgemeinerte Polygon
∆̃∞

4.1 Reguläre Sektoren

Im folgenden sei B ein affines Gebäude, ϕ : B → B eine Überlagerung
mit B endlich, G = Aut(B, ϕ), L = AutBϕ, G = G/L = AutB und S

eine Parallelenklasse von Sektoren in B∞. Wir definieren ϕ(S) := {c ∈
Cham(B); c ∈ ϕ(S) für alle S ∈ S}.

Proposition 4.1.1 Es gibt einen Sektor S ∈ S mit Chamϕ(S) = ϕ(S).
Insbesondere ist ϕ(S) 6= ∅.

Beweis: Sei c ∈ Cham(B) \ ϕ(S). Dann gibt es einen Sektor Sc ∈ S mit
c 6∈ Chamϕ(Sc). Setze S0 =

⋂
c∈Cham(B)\ϕ(S) Sc. Da B endlich ist, ist S0 ein

Schnitt von endlich vielen Sektoren. Damit enthält S0 einen Sektor S. Es ist
dann S ∈ S mit Chamϕ(S) = ϕ(S). �

Lemma 4.1.2 Sei Σ ein ϕ-reguläres Apartment in B, S ein Sektor in Σ
und S = S∞. Dann ist ϕ(S) = ϕ(S) = ϕ(Σ), Σ ist das einzige reguläre
Apartment, das einen zu S parallelen Sektor enthält, und es gilt GS = GS,Σ.

Beweis: Sei W = AutΣ die zu B gehörige Coxeter-Gruppe und Λ die
Untergruppe der Translationen in W . Wir können dann LΣ als Untergruppe
von W auffassen. Ferner sei Σ := ϕ(Σ). Da Σ regulär ist, induziert ϕ eine
Überlagerung von Σ nach Σ. Folglich hat LΣ endlichen Index in W . Damit
hat auch Λ ∩ LΣ endlichen Index in Λ; somit sehen wir, dass

⋃
α∈LΣ

Sα ganz
Σ sein muss. Wir folgern ϕ(Σ) = ϕ(S). Da dasselbe auch für jeden Teilsektor
von S gilt, erhalten wir Chamϕ(Σ) = ϕ(S). Ist S ′ ein zu S paralleler Sektor
und Σ′ ein reguläres Apartment mit S ′ ∈ Σ′, so ist ϕ(Σ′) = ϕ(S) = Σ. Aber

81
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dann gilt nach 1.8.6 entweder Σ = Σ′ oder Σ ∩ Σ′ = ∅. S ∩ S ′ enthält aber
einen Sektor, der sowohl in Σ als auch in Σ′ enthalten ist. Also ist ist Σ = Σ′.
Damit folgt die Behauptung. �

Das folgende Lemma werden wir später noch benötigen:

Lemma 4.1.3 Sei B ein Baum ohne Endpunkte. Operiert x ∈ AutB fix-
punktfrei auf V und lässt x einen Endpunkt e in B∞ fest, so lässt x genau
einen weiteren Endpunkt in B∞ invariant.

Beweis: Sei E = (v0, v1, v2, . . .) ein Halbapartment in B mit E∞ = e. Wegen
(Ex)∞ = e = E∞ haben E und Ex ein Halbapartment gemeinsam. Es gibt
daher i, j ∈ N, so dass vx

i = vj ist. Dann ist auch vx
i+k = vj+k für alle k ∈ N.

Da vj = vx
i 6= vi ist, können wir annehmen, dass i < j ist (sonst ersetze x

durch x−1). Ist E0 = (vi, vi+1, . . .), so ist Ex
0 ⊂ E0. Entsprechend haben wir

Exk

0 ⊂ Exl

0 für k > l. Setze A :=
⋃

n∈ZE
xn

0 . Dann ist A ein unter x invariantes
Apartment mit e ∈ A∞. A enthält noch genau einen weiteren Endpunkt e′,
der von x festgelassen wird. x kann aber keinen dritten Endpunkt festlassen,
da drei Endpunkte eine eindeutige Kreuzung (franz. carrefour) definieren
(siehe [Ro2], Chap. 10, Example 2). �

4.2 Elationen und Homologien in Aut∆̃∞

Wir betrachten nun wir das affine Gebäude ∆̃, welches die universelle Kom-
plettierung der Geometrie ∆ der Lyonsgruppe Ly ist, und das zugehörige
sphärische Gebäude im Unendlichen, das verallgemeinerte Hexagon ∆̃∞. Die
Punkte, Geraden und Ebenen von ∆̃ bezeichnen wir mit P̃, L̃ und F̃. Wir
haben eine natürliche Wirkung von L̃y auf dem verallgemeinerten Hexagon
∆̃∞, welche mit der in 1.7.4 beschriebenen Topologie auf ∆̃∞ verträglich ist.
Mit Aut(∆̃∞)top bezeichnen wir die Gruppe aller topologischen Automorphis-
men von ∆̃∞.
Wir erinnern an dieser Stelle an zwei Begriffe: Ist Ψ ein verallgemeinertes
n-Gon für ein n ≥ 2, so heißt ein Element g ∈ AutΨ eine Elation, falls es
eine Wurzel α gibt, so dass g ∈ Uα ist. g ∈ AutΨ heißt eine Homologie, falls
es x, y ∈ Ψ gibt, so dass d(x, y) = n ist und g ∈ AutΨ(x) ∩AutΨ(y) ist. Ist n
gerade, so sind x, y entweder beides Punkte oder beides Geraden; je nachdem
heißt dann g eine Punkt- oder Geradenhomologie.

Lemma 4.2.1 Ist x ∈ L̃y ein 5-Element, so ist Fix∆̃(x) endlich.

Beweis: Sei x das Bild von x in Ly. Dann kann man leicht sehen, dass ϕ eine
Überlagerung von Fix∆̃(x) nach Fix∆(x) induziert. Aus dem Beweis von 3.2.2
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(i) folgt, dass Fix∆(x) einfach-zusammenhängend ist. Sind a, b ∈ Fix∆̃(x),
so folgt [a, b] ∈ Fix|∆̃|(x), wobei mit [a, b] die Geodäsische zwischen a und
b gemeint ist, siehe 1.7.5. Damit ist Fix∆̃(x) zusammenhängend. Also sehen
wir, dass ϕ einen Isomorphismus von Fix∆̃(x) nach Fix∆(x) induziert. �

Satz 4.2.2 Jede Wurzelgruppe in Aut∆̃∞ ist trivial.

Beweis: Angenommen, es gibt eine Wurzel α in ∆̃∞ und ein Element
1 6= x ∈ Uα. Nach ([Ro2], 10.8) ist dann x ∈ Aut∆̃ = L̃y. Angenommen,
o(x) ist endlich. Sei S eine Parallelenklasse von Sektoren im Inneren von α
und sei S ein Sektor in S. Da o(x) endlich ist, lässt x ein Element a in ∆̃
invariant. Es existiert dann ein Sektorpanel P durch a, so dass P Sektorpanel
eines zu S parallelen Sektors ist. Da x alle Nachbarn von P∞ invariant lässt,
operiert x trivial auf T (P∞). Somit lässt x die Asymptotenklasse von P fest.
Also sieht man, dass x ein Sektorpanel punktweise festlässt. Daher lässt x
auch eine spezielle Ecke v0 fest. Es existiert genau ein Sektor S0 ∈ S mit
Anfangspunkt v0. S0 wird von x festgelassen, da sowohl v0 als auch S∞0 unter
x fest bleiben. Es folgt, dass x den Sektor S0 punktweise festlässt, insbeson-
dere auch die Anfangskammer c von S0. Also ist x ein Element von L̃yc. Da

der Fixbereich eines 5-singulären Elementes von L̃yc endlich ist, muss x ein

2-Element sein. Ein 2-Element in L̃yc lässt aber ein Apartment A in ∆̃ und
damit auch das Apartment A∞ in ∆̃∞ punktweise fest. Dann existiert ein
Sektor T in A, so dass S∞ und T∞ gegenüberliegen. Da x die 1-Umgebung
von S∞ punktweise festlässt, lässt x daher ein Apartment in ∆̃∞ fest, welches
S∞ und T∞ enthält, ein Widerspruch zu [TW], 3.7.
Also ist o(x) unendlich. Wir können insbesondere x ∈ Π annehmen. x operiert
also fixpunktfrei auf ∆̃. Sei m = ∂α. Nach [TW], 3.7 kann x kein Apartment
festlassen, welches α enthält. Nach Lemma 4.1.3 folgt daher, dass x eine Mau-
er M in T (m) festlässt. Sei R das Halbapartment mit ∂R = M und R∞ = α.
Dann lässt x alle zu M parallelen Mauern in R fest. Sei P = (v1, v2, . . .)
ein Sektorpanel in R, so dass p = P∞ im Inneren von α ist und v1 in M
liegt. Da x alle Nachbarn von p festlässt, lässt x auch alle Ecken in T (p) fest.
Insbesondere lässt x auch die Asymptotenklasse [P ] von P fest. Wir haben
daher also, dass es i 6= j gibt, so dass vi, vj spezielle Ecken sind und vg

i = vj

ist. Seien Mi,Mj die zu M parallelen Mauern mit vi ∈ Mi und vj ∈ Mj.
Dann haben wir vg

i = vj ∈ Mj und vg
i ∈ M g

i = Mi, ein Widerspruch, da Mi

und Mj zwei verschiedene Mauern sind. Es folgt die Behauptung. �

Ist Z4 × Z4
∼= T ≤ L̃y, so ist Fix(T ) ein ϕ- reguläres Apartment in ∆̃ und

L̃yΣ operiert transitiv auf den Kammern von von Σ. Wir nennen ein solches
Apartment von nun an ein besonderes Apartment. Wir bezeichnen ferner
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die Wurzeln, Sektoren, Mauern und Sektorpanele, die in einem besonderen
Apartment liegen, als besondere Wurzeln, Sektoren etc.

Es gibt zwei verschiedene Klassen von besonderen Mauern und Sektorpane-
len: Eine Mauer der ersten Klasse ist eine unendliche Sequenz

(. . . , x0
1, π

0
1, l

0
1, π

0
2, x

0
2, π

0
3, l

0
2, π

0
4, x

1
1, π

1
1, . . .),

wobei xj
i ∈ P̃, lji ∈ L̃ und πj

i ∈ F̃ ist. Das Bild unter ϕ ist jeweils vom
oberen Index unabhängig. Wir bezeichnen diese Bilder x1, π1, l1 usw. Dann
ist x2 ∈ Γ3(x1) und es gilt d(π1, π4) = d(π2, π3) = 6 in ∆x1 bzw. ∆x2 .
Entsprechend ist ein Sektorpanel der ersten Art eine unendliche Sequenz
(x0

1, π
0
1, l

0
1, π

0
2, x

0
2, π

0
3, l

0
2, π

0
4, x

1
1, π

1
1, . . .), wobei die xj

i , l
j
i , π

j
i und ihre Bilder in

∆ die gleichen Eigenschaften haben wie oben. In der Abbildung unten ist ein
Apartment in ∆̃ und eine besondere Mauer der ersten Klasse eingezeichnet.

.

.

.

• − − − • − − −
x1
2• − − − • − − − •

\ / \ / π1
2 \ / \ /

− • − − − • −
l11
− − • − − − • −

/ \ / \ π1
1 / \ / \

• − − − • − − −
x1
1• − − − • − − − •

\ / \ / π0
4 \ / \ /

− • − − − • −
l02
− − • − − − • −

/ \ / \ π0
3 / \ / \

• − − − • − − −
x0
2• − − − • − − − •

\ / \ / π0
2 \ / \ /

− • − − − • −
l01
− − • − − − • −

/ \ / \ π0
1 / \ / \

• − − − • − − −
x0
1• − − − • − − − •

.

.

.

Man rechnet leicht nach, dass Lyx1,x2,l1,l2,π1,π2,π3,π4
∼= 4 · S4 ist. 3-Elemente

in dieser Gruppe sind 3B-Elemente. Ist daher z die zentrale Involution in
dieser Gruppe, so hat Lyx1,x2,l1,l2,π1,π2,π3,π4/〈z〉 ≤ CLy(z)/〈z〉 ∼= A11 Bahnen
der Länge 4, 6 und 1 auf der Ziffernmenge von 1 bis 11.

Eine Mauer zweiter Art ist eine unendliche Sequenz

(. . . , x0
1, l

0
1, x

0
2, l

0
2, x

0
3, l

0
3, x

0
4, l

0
4, x

0
5, l

0
5, x

0
6, l

0
6, x

1
1, l

1
1, . . .),
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wobei die Bilder unter ϕ wieder vom oberen Index unabhängig sind. Dabei
stehen x1, x3, x5 und x2, x4, x6 jeweils in Relation Γ2 (siehe Bild). Entspre-
chend ist ein Sektorpanel zweiter Art eine unendliche Sequenz

(x0
1, l

0
1, x

0
2, l

0
2, x

0
3, l

0
3, x

0
4, l

0
4, x

0
5, l

0
5, x

0
6, l

0
6, x

1
1, l

1
1, . . .),

wobei xj
i , l

j
i und ihre Bilder unter ϕ wieder die gleichen Eigenschaften besit-

zen.
.
.
.

− • − − − • − − − • − − −
x2
2• −

/ \ / \ / \ /l11 \

• − − − • − − − • − − −
x1
1• − − − •

\ / \ / \ /l06 \ /

− • − − − • − − −
x0
6• − − − • −

/ \ / \ /l05 \ / \

• − − − • − − −
x0
5• − − − • − − − •

\ / \ /l04 \ / \ /

− • − − −
x0
4• − − − • − − − • −

/ \ /l03 \ / \ / \

• − − −
x0
3• − − − • − − − • − − − •

\ /l02 \ / \ / \ /

−
x0
2• − − − • − − − • − − − • −

/l01 \ / \ / \ / \

x0
1• − − − • − − − • − − − • − − − •

.

.

.

Man überzeugt sich ohne Mühe, dass Lyx1,...,x6,l1,...,l6 = 4 ·S4 ist. 3-Elemente
in dieser Gruppe sind dabei 3A-Elemente. Ist z die zentrale Involution in
dieser Gruppe, so besitzt Lyx1,...,x6,l1,...,l6/〈z〉 aufgefasst als Untergruppe von
CLy(z)/〈z〉 ∼= A11 Bahnen der Länge 4, 4 und 3 auf {1, . . . , 11}.
Ein Punkt [eine Gerade] in dem verallgemeinerten Hexagon ∆̃∞ ist eine Par-
allelenklasse von Sektorpanelen erster [zweiter] Art.

Satz 4.2.3 Sei ∆̃∞
bes := {P∞; P besonderes Sektorpanel }. Dann ist ∆̃∞

bes

dicht in ∆̃∞.

Beweis: Sei x ∈ P̃. Für y ∈ P̃ sei B(x, y) := {P∞;P Sektorpanel durch
x und y}. Dann bildet das System {B(x, y); y ∈ P̃} eine Basis der Topolo-
gie von ∆̃∞ (das folgt aus [GVM], 3.4.2). Sei (x, . . . , w, y) das gemeinsame
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Anfangssegment eines jeden Sektorpanels mit Anfangspunkt x durch y. Ist
z ∈ ∆̃y mit d(w, z) = 6, so existiert ein Sektorpanel mit Anfangssegment
(x, . . . , w, y, z). Andererseits existiert auch ein besonderes Sektorpanel P mit
Anfang (y, z, z1, z2 . . .). Q := (x, . . . , w, y, z, z1, z2, . . .) ist dann ein Sektorpa-
nel asymptotisch zu P . Damit folgt die Behauptung. �

Es sei im folgenden ∆̃∞
0 das kleinste verallgemeinerte Teilhexagon von ∆̃∞,

welches ∆̃∞
bes enthält. Mit ∆̃∞

bes ist auch ∆̃∞
0 abzählbar. Dies kann man wie

folgt erkennen: Haben zwei Elemente in ∆̃∞
bes Abstand kleiner als sechs in

∆̃∞ und liegt der eindeutig bestimmte Pfad dieser Länge zwischen den bei-
den Elementen nicht in ∆̃∞

bes, so nehmen wir diese hinzu. Auf diese Art erhält
man höchstens abzählbar viele neue Elemente. Für die neue Geometrie, die
wir auf diese Art erhalten haben, wiederholen wir das. Nach abzählbar vielen
Schritten erhält man dann ein verallgemeinertes Teilhexagon von ∆̃∞.
Es wäre interessant zu erfahren, welche Struktur ∆̃∞

bes besitzt, ob etwa schon
∆̃∞

bes = ∆̃∞
0 gilt. Ferner wäre es schön, wenn man wissen würde, welche be-

sonderen geometrischen Eigenschaften diese besonderen Punkte besitzen, ob
sie etwa regulär im Sinne von 1.9.4 in [VM] sind.

Lemma 4.2.4

(a) Sei M eine besondere Mauer und m := M∞. Dann hat M genau 6

Nachbarn in T (m), welche von L̃yM transitiv permutiert werden.

(b) Sei P ein besonderes Sektorpanel und p := P∞. Dann hat [P ] genau 6

Nachbarn in T (p), welche von L̃y[P ] transitiv permutiert werden.

Beweis:

(a) Sei zunächst M = (. . . , x1
1, π

1
1, l

1
1, π

1
2, x

1
2, π

1
3, l

1
2, π

1
4, x

2
1, π

2
1, . . .) eine Mau-

er der ersten Art. Jede Mauer mit Abstand 1 zu M in T (m) geht
durch einen Punkt in P(l11). Sei y1

1 so ein Punkt. Durch y1
1 ist ein Pfad

(π1
1, x

1
1y

1
1, π̂

0
4,m

0
2, π̂

0
3, l

′, π0
4) in ∆̃x1

1
und ein Pfad (π1

2, x
1
2y

1
1, π̂

1
1,m

1
1, π̂

1
2, l

′′, π1
3)

in ∆̃x1
2

bestimmt. Setze y2
0 := l′∩ l02 und y1

2 := l′′∩ l12. Dann enthält jede

zu M parallele Mauer, die durch den Punkt y1
1 geht, die Teilsequenz

(y0
2, π̂

0
3,m

0
2, π̂

0
4, y

1
1, π̂

1
1,m

1
1, π̂

1
2, y

1
2). Durch y0

2 und y1
2 sind wieder eindeuti-

ge Pfade in ∆̃x0
2

und ∆̃x1
2

bestimmt, und man bekommt auf die gleiche

Art die Punkte y0
1 und y2

2, die Ebenen π̂0
1, π̂

0
2, π̂

1
3 und π̂1

4 sowie die Ge-
raden m0

1 und m2
1. Man fährt auf diese Weise fort und sieht, dass es

maximal eine zu M parallele Mauer durch y1
1. Umgekehrt gibt es auch

so eine Mauer, da L̃ym,y1
1

eine Gruppe vom Typ Z4 × Z4 enthält, was
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bedeutet, dass M und y1
1 in einem besonderen Apartment enthalten

sind.

Nun sei M = (. . . , x1
1, l

1
1, x

1
2, l

1
2, x

1
3, l

1
3, x

1
4, l

1
4, x

1
5, l

1
5, x

1
6, l

1
6, x

2
1, l

2
1, . . .) eine

Mauer der zweiten Art. Eine Mauer M ′, die zu M Abstand 1 in T (m)
hat, geht durch einen Punkt y1

1, der zusammen mit l11 eine Ebene π1
1

erzeugt. Diese bestimmt eindeutige Pfade (l06, π
0
6, l̂

0
6, π̂

0
6, l̃

0
6, π

1
1, l

1
1) in ∆̃x1

1

und (l11, π
1
1, l̂

1
1, π̂

1
1, l̃

1
1, π

1
2, l

1
2) in ∆̃x1

2
. Damit ist y1

1 als Schnittpunkt von

l̃06 mit l̂11 durch die Wahl von π1
1 eindeutig festgelegt. π0

6 und π1
2 be-

stimmen jetzt eindeutige Pfade in ∆̃x0
6

und ∆̃x1
2

und wir bekommen die

Schnittpunkte y0
6 und y1

2; so fortfahrend sieht man, dass M ′ durch π1
1

bestimmt ist. Mit dem gleichen Argument wie im ersten Fall sieht man
daher, dass es genau 6 Möglichkeiten für M ′ gibt.

(b) Sei M die besondere Mauer, die P enthält, und m := M∞. Angenom-
men, [Q] habe Abstand 1 zu [P ] in T (p). Dann existiert ein Q′ ∈ [Q],
so dass Q′ in einer zu M parallelen Mauer M ′ enthalten, die Abstand
1 zu M in T (m) hat ([Ro2], 10.6). Damit folgt die Behauptung. �

Lemma 4.2.5

(a) Ist M eine besondere Mauer und M ′ parallel zu M , so ist auch M ′

besonders.

(b) Ist P ein besonderes Sektorpanel und P ′ parallel zu P , so enthält P ′

ein besonderes Sektorpanel P ′′.

Beweis: Beide Aussagen folgen mit dem vorherigenden Lemma und Induk-
tion nach dem Abstand in T (M∞) bzw. T (P∞). �

Lemma 4.2.6 Sei Ψ = (V,E) ein zusammenhängender Graph und G ≤
AutΨ. Angenommen, es gibt ein v ∈ V und ein t ∈ G, so dass Gv transitiv
auf Ψv operiert und dass vt ∈ Ψv ist. Dann operiert G transitiv auf V und
E.

Beweis: Sei x ∈ V . Wir zeigen durch Induktion nach d(v, x), dass es ein
g ∈ G mit vg = x gibt. Das ist klar für d(v, x) = 0. Sei also d(v, x) = n > 0
und y ∈ V mit d(v, y) = n−1 und d(y, x) = 1. Nach Induktionsannahme gibt
es ein g ∈ G mit vg = y. Es ist dann xg−1 ∈ Ψv, also gibt es ein a ∈ Gv mit
vta = xg−1

, also vtag = x. Damit ist G transitiv auf V , und da Gv transitiv
auf Ψv ist, operiert G auch transitiv auf E. �

Im folgenden sei Σ ein besonderes Apartment mit T = L̃y(Σ).
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Lemma 4.2.7

(a) Es ist NfLy(T ) = L̃yΣ eine Erweiterung von T mit W (G̃2) = Z2 : D6, T =

L̃y(Σ) und NfLy(T )/CfLy(T ) = Z2
2 : D6.

(b) Sei Λ = L̃y(Σ∞) das Urbild der Translationsuntergruppe von W (G̃2) in

L̃yΣ und L = Π ∩ L̃yΣ. Dann ist L ∩ T = 1 und |Λ : TL| = 12.

Beweis:

(a) Die ersten beiden Aussagen sind sehr einfach zu verifizieren. Sei z
eine Involution in T, T = ϕ(T ) und z := ϕ(z). Dann sehen wir,
dass |NLy(T ) ∩ CLy(z) : CLy(T ) ∩ CLy(z)| = 16 ist, indem wir in
CLy(z) ∼= 2 · A11 rechnen. Damit erhalten wir auch die letzte Behaup-
tung.

(b) T ∩ L = 1 gilt, da Π fixpunktfrei auf ∆̃∞ operiert. Da das Bild von Σ
in ∆ genau 12 Punkte besitzt, gilt |Σ : TL| = 12.

�

Im folgenden sei stets M eine besondere Mauer, m := M∞ und Ψ := T (m).

Lemma 4.2.8

(a) Es ist L̃y(M) = 4 · S4 und L̃yM = (L̃y(M) : C) : 〈t〉, wobei C unendlich

zyklisch ist und t Ordnung 2 besitzt. Für J = CC(L̃y(M)) ist |C : J | = 2
und |J : C ∩ Π| ∈ {1, 3}, je nachdem, ob M eine besondere Mauer der
ersten oder zweiten Art ist.

(b) Ist z die zentrale Involution in L̃y(M), so ist 〈z〉 das Zentrum von L̃yM .

(c) Ist K der Kern der Wirkung von L̃yM auf die Menge der Nachbarn

von M in T (M∞) und x ein Punkt in M , so ist K = J : (K ∩ L̃yM,x).

Es ist K ∩ L̃yM,x
∼= Q8. Ist M eine Mauer der ersten Art, so induziert

jedes Element aus K ∩ L̃yM,x eine Punkthomologie auf ∆x. Ist M eine

Mauer der zweiten Art, so induziert jedes Element aus K ∩ L̃yM,x eine
Geradenhomologie auf ∆x.
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Beweis:

(a) Sei M := ϕ(M). Dann ist Ly(M) eine Gruppe vom Typ 4 · S4. Diese

Gruppe lässt sich zu einer Untergruppe von L̃y liften, und diese Gruppe
ist dann gerade L̃y(M). Sei x ein Punkt auf M und t eine involutori-

sche Spiegelung in L̃yΣ, welche M an dem Punkt x spiegelt. Dann ist

L̃yM,x = L̃y(M) : 〈t〉.
Ist Λ das Bild von Λ in Ly, so besitzt T in dieser Gruppe ein Kom-
plement, das von zwei Elementen a und b mit o(a) = 2 und o(b) = 6

erzeugt wird. Seien a und bUrbilder dieser beiden Elemente in L̃y. Dann
ist [a, b] ∈ T ∩Π = 1 und a2, b6 ∈ Π. Damit sehen wir, dass T ein Kom-
plement E = 〈a, b〉 in Λ besitzt. Wegen |Λ : E| = 16, |E : E ∩ Π| = 12
und |Λ : Λ ∩ Π| = 192 ist Λ ∩ Π ≤ E.
Sei C die Untergruppe in E, die alle Translationen in Richtung M
enthält. Diese Gruppe normalisiert L̃y(M) und wirkt transitiv auf den

Punkten in M , also haben wir mit dem Frattini-Argument L̃yM =

L̃yM,xC. Weil t die Elemente in C invertiert, haben wir L̃y(M)C nor-

mal in L̃yM . Wegen Lemma 4.2.7 gilt |C : CC(T )| = 2, also |C : J | ≥ 2.
Ist M eine besondere Mauer der ersten Klasse, so ist |C : C ∩ Π| = 2
und wir sind fertig. Ist M eine besondere Mauer der zweiten Art, so ist
|C : C ∩ Π| = 6. Da es in L̃y(M) keinen Automorphismus der Ordnung
3 gibt, der T zentralisiert, erhalten wir auch in diesem Fall |C : J | = 2.

(b) Da t die Elemente aus C invertiert, muss das Zentrum von L̃yM in

L̃y(M) enthalten sein. Ist z das Bild von z in Ly, so ist Ly(M) in CLy(z)
enthalten. In CLy(z) erkennt man, dass der Normalisator von Ly(M)

gerade das Bild von L̃yM ist. Damit lässt sich das Zentrum von L̃yM

bestimmen.

(c) Sei K der Kern der Wirkung von L̃yM auf der 1-Umgebung von M
in Ψ = T (m) und sei m := M ∩ ∆̃x. Dann ist m eine Mauer in ∆̃x

und L̃ym,x operiert als PGL(2, 5) auf die Menge der Wurzeln α in

∆̃x mit ∂α = m. Der Kern dieser Wirkung ist eine Q8 und besteht
aus Punkthomologien, falls M eine Mauer der ersten Art ist, und aus
Geradenhomologien, falls M eine Mauer der zweiten Art ist. Da es zu
jeder solchen Wurzel α genau eine Mauer M ′ in T (m) mit Abstand 1 zu

M gibt, operiert die Gruppe L̃yM,x transitiv als S4 auf die Nachbarn von

M in T (m). Nun sei l eine Gerade inM undm := M∩∆̃l. Dann operiert
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L̃yl,m transitiv als Z2 × S4 auf der sechselementigen Menge R(m) :=

{α;α Wurzel in ∆̃l mit ∂α = m}. Deswegen induziert L̃yl,M auch diese
Gruppe auf ΨM . Da es für M ′ ∈ ΨM genau ein M ′′ ∈ ΨM \ {M ′}, so
dass M,M ′ und M ′′ in einem besonderen Apartment liegen, sieht man,
dass auch L̃yM/K = Z2 × S4 sein muss. C kann nicht im Kern dieser

Wirkung sein, da L̃yM = L̃yM,xC sonst als S4 auf ΨM operieren würde.
Andererseits sieht man leicht, dass C ∩ Π im Kern liegen muss. Ist M
eine Mauer der ersten Art, so erhält man J ≤ K; ist M eine Mauer
der zweiten Art, so ist JK/K normal in LyM/K ∼= Z2 × S4 und hat
Ordnung 1 oder 3; auch damit folgt die Behauptung. �

Lemma 4.2.9 Sei M0 ∈ ΨM mit Ψ = T (m), x ein Punkt in M, z die
zentrale Involution in K, Z := 〈z〉 × J und K0 der Kern der Wirkung von

L̃yM0
auf ΨM0.

(a) Es ist K0 ∩K = Z.

(b) Z ist der Kern der Wirkung von L̃ym auf T (m).

Beweis:

(a) Es ist K = J(K ∩ L̃yM,x) Angenommen, M0 liegt in Σ. Dann existiert
ein α ∈ Λ mit Mα = M0. Da α die Gruppe J zentralisiert, ist in diesem
Fall J ≤ K0. Da L̃yM transitiv auf ΨM operiert und J normal in L̃yM

ist, gilt dies in jedem Fall. Da KK0/K0 eine Untergruppe von Z2 × S4

ist, sieht man, dass die zentrale Involution in K ∩ L̃y(M) ebenfalls in
K0 enthalten sein muss. Insgesamt erhalten wird daher Z ≤ K ∩K0.

Sei M eine Mauer der ersten Art und (x, π, l) eine Teilsequenz in M .
Dann existiert ein Punkt y ∈M0, der inzident mit l ist. Jedes Element
aus K ∩ L̃yM,x induziert eine Punkthomologie in ∆̃x und lässt alle

Punkte in l fest. Somit induziert jedes Element in K ∩ L̃yM,x eine

Geradenhomologie auf ∆̃y. Da ein Element der Ordnung 4 in L̃yy nicht
gleichzeitig eine Geraden- und Punkthomologie sein kann (siehe 2.2),

muss K ∩K0 ∩ L̃yM,x = 〈z〉 gelten.

Sei M eine Mauer der zweiten Art und (l1, x, l2) eine Teilsequenz in

M . Jedes Element in L̃yM,x ∩ K induziert eine Geradenhomologie in

∆̃x. Es gibt eine Ebene π ∈ F̃(l1) und einen Punkt y ∈ P̃(π) \ P̃(l1),

so dass M0 durch y geht. Ein Element aus K ∩ L̃yM,x lässt F̃(l1) und

damit auch P̃(l1) elementweise fest. Es folgt, dass ein solches Element
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alle Geraden in ∆̃{y,π} invariant lässt. Mit dem gleichen Argument folgt

K ∩K0 ∩ L̃yM,x = 〈z〉.

(b) Folgt mit (a) und Induktion nach dem Abstand in T (m). �

Lemma 4.2.10

(a) L̃ym = 〈L̃yM , L̃yΣ,m〉 operiert transitiv auf T (m).

(b) Πm/(J ∩ Π) ist eine freie Gruppe.

(c) Ist M eine besondere Mauer der ersten Art, so ist L̃ymΠ/Π ∼= 2 · A11

(d) Ist M eine besondere Mauer der zweiten Art, so ist L̃ymΠ/Π〈z〉 der
Stabilisator einer Partition vom Typ (4, 4, 3) in CLy(z)/〈z〉 ∼= A11.

Beweis

(a) Sei M ′ eine zu M parallele Mauer mit Abstand 1 in Σ. Dann exi-

stiert ein t ∈ L̃yΣ mit M t = M ′. Mit 4.2.4 (a) und 4.2.6 folgt, dass

〈L̃yM , L̃yΣ,m〉 transitiv auf T (m) operiert. Mit dem Frattini-Argument

folgt 〈L̃yM , L̃yΣ,m〉 = L̃ym.

(b) Angenommen, es gibt eine Kante {M,M ′} in T (m) und ein x ∈ Πm \J ,
das M und M ′ vertauscht. Dann gibt es genau ein besonderes Apart-
ment A, welches M und M ′ enthält, also erhalten wir x ∈ ΠA. Damit
erhalten wir aber einen Widerspruch, denn x kann dann keine Trans-
lation auf |A| induzieren. Also operiert Πm/(J ∩ Π) frei auf den Ecken
und Kanten von T (m), ist also frei wegen [DD], I.4.2.

(c) Sei M Mauer der zweiten Art. In CLy(z)/〈z〉 ∼= A11 hat L̃y(M)Π/Π〈z〉
Bahnen der Länge 4, 6 und 1, während L̃yΣ,mΠ/Π〈z〉 Bahnen der Länge

8 und 3 hat. Somit ist L̃ymΠ/Π transitiv auf den 11 Elementen; da

L̃yΣ,mΠ/Π〈z〉 einen 3-Zykel enthält, sieht man leicht, dass L̃ymΠ/Π〈z〉 ∼=
A11 gelten muss. Damit folgt die Behauptung.

(d) Wir fassen wieder L̃y(M)Π/Π〈z〉 und L̃yΣ,mΠ/Π〈z〉 als Untergruppen
von A11 auf. Wir sehen, dass beide Gruppen eine Partition vom Typ
(4, 4, 3) festlassen. Da L̃y(M)Π/Π〈z〉 als S4 auf einer Bahn mit 4 Ele-

menten operiert, L̃yΣ,mΠ/Π〈z〉 die beiden Blöcke der Länge 4 ver-
tauscht und als S3 auf der Bahn der Länge 3 operiert, folgt die Be-
hauptung. �

Im folgenden seinen P und P ∗ zwei nicht-parallele Sektorpanele in M . Ist
p = P∞ und p∗ = (P ∗)∞, so ist dann m = {p, p∗}.
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Lemma 4.2.11

(a) Es ist L̃y(P ) = L̃y(P ∗) = L̃y(M), L̃y[P ] = L̃y[P ∗] = L̃y(P ) : C (mit C wie
in 4.2.8).

(b) L̃yp = L̃yp∗ = 〈L̃y(P ), L̃yΣ,p〉. Diese Gruppe hat Index 2 in L̃ym.

Beweis:

(a) Da M die einzige besondere Mauer ist, in der ein Sektorpanel aus [P ]

enthalten ist, haben wir L̃yP = L̃y(P ) = L̃y(M) und L̃y[P ] ≤ L̃yM .

Sind C und t wie in 4.2.8, so gilt C ≤ L̃y[P ], während P t und P nicht
asymptotisch sind. Damit folgt die Behauptung.

(b) Die erste Behauptung zeigt man genau wie in 4.2.10(a). Es ist m =

{p, p∗}, und es gibt ein Element in L̃ym, das p und p∗ vertauscht. Da
M die einzige besondere Mauer ist, die P enthält, folgt die Behauptung.
�

Lemma 4.2.12

(a) 〈z〉 × J ist Kern der Wirkung von L̃yp auf T (p). Dies ist die Gruppe

aller {p, p∗}-Homologien in L̃y.

(b) Ist q ∈ ∆̃∞, so dass Z trivial auf ∆̃∞
q operiert, so ist q ∈ {p, p∗}.

(c) Es ist NfLy(Z) = L̃ym und CfLy(Z) = L̃yp.

Beweis:

(a) Ist Q ∈ p, so existiert genau eine Mauer MQ ∈ m, die ein Panel aus
[Q] enthält, und [Q] 7→MQ ist ein Isomorphismus von T (p) nach T (m),

folglich ist 〈z〉 × J gerade der Kern der Wirkung von L̃yp auf T (p).

Die Enden von T (p) entsprechen gerade den Punkten/Geraden in ∆̃∞,
die mit p inzident sind ([Ro2], 10.4). Ein Automorphismus von T (p)
ist genau dann die Identität, wenn er alle Enden festlässt. Daher ist
〈z〉 × J gerade die Gruppe der {p, p∗} - Homologien in L̃y.

(b) Angenommen, p und q haben maximalen Abstand. Sei A∞ ein Apart-
ment in ∆̃∞, das p und q enthält und A das entsprechende Apartment
in ∆̃. Dann ist Ax = A für alle x ∈ Z, da Z sowohl ∆̃∞

p als auch ∆̃∞
q

invariant lässt. Seien P ∈ p, Q ∈ q Sektorpanele, die beide in A liegen,
so dass P besonderes ist. Dann sind

⋃
x∈Z Q

x und
⋃

x∈Z P
x Mauern in
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A =
⋃

x∈Z A
x. Da p und q maximalen Abstand haben, müssen die bei-

den Mauern gleich sein. Diese Mauer ist L̃yP -invariant, hat daher eine
Gruppe vom Typ 4× 4 in ihrem Stabilisator und ist somit besonders.
Also muss p∗ = q gelten.
Angenommen, p und q haben nicht maximalen Abstand. Da FixZ(∆̃∞)
ein schwaches verallgemeinertes Hexagon ist ([VM], 4.4.2), gibt es ein
Z-invariantes Apartment A∞ in ∆̃∞, in dem sowohl p auch q liegen.
Sei P ∈ p, Q ∈ q Sektorpanele in A. Dann gibt es Mauern MP ,MQ in
A mit P ⊆ MP , Q ⊆ MQ. Da Z die Asymptotenklassen von P und Q
festlässt, lässt Z auch MP und MQ fest. Aber MP und MQ sind nicht
parallel, also gibt es einen eindeutigen Schnittpunkt a, der ebenfalls
Z-invariant ist. Da Z ∩ Π 6= 1 ist und Π fixpunktfrei auf ∆̃ operiert,
erhalten wir so einen Widerspruch. �

(c) Wir haben sowohl L̃yM , L̃yΣ,m ≤ NfLy(Z), also damit L̃ym ≤ NfLy(Z).

Ebenso ist L̃yP , L̃yΣ,p ≤ CfLy(Z) und daher L̃yp ≤ CfLy(Z). Andererseits
ist wegen (a) m die einzige Mauer, so dass Z trivial auf T (m) operiert.

Zudem ist |L̃ym : L̃yp| = 2 und es gibt ein Element in L̃ym, welches
die Elemente aus J invertiert. Damit erhalten wir auch die anderen
Inklusion. �

Korollar 4.2.13 L̃y ist ein Normalteiler von Aut∆̃∞.

Beweis: Jede Involution in L̃y lässt eine Kammer fest. Da der Stabilisator
eines Punktes nur eine Klasse von Involution hat, hat L̃y nur eine Klasse
von Involution. Nach Satz 4.2.11 ist jede Involution sowohl eine Punkt- als
auch eine Geradenhomologie. Umgekehrt induziert jedes Element von Aut∆̃∞

einen Automorphismus von ∆̃, falls es mindestens ein Panel jeden Typs ele-
mentweise festlässt ([Ro2], 10.7). Da L̃y von Involutionen erzeugt wird, folgt
die Behauptung. �

Eine Gruppe G heißt komplett, falls Z(G) = 1 und AutG = InnG ist.

Satz 4.2.14

(a) L̃y ist komplett.

(b) Aut∆̃∞ = L̃y × CAut∆̃∞(L̃y).

(c) Es ist |Auttop(∆̃
∞) : L̃y| ≤ 2. Gibt es ein 1 6= z ∈ CAut∆̃∞(L̃y) ∩

Auttop(∆̃
∞), so lässt z alle besonderen Mauern in ∆̃∞ fest und ver-

tauscht die beiden Punkte oder Geraden in diesen Mauern.
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Beweis:

(a) Da Z(Ly) = 1 ist, haben wir Z(L̃y) ≤ Π. Angenommen, z ∈ Z(L̃y).
Sei M eine besondere Mauer, m = M∞, P ein Sektorpanel in M und
p = P∞ und Z = Z(L̃ym). Dann haben wir mz = m wegen Lemma

4.2.12 (b), also z ∈ L̃ym ∩ Z(L̃y) ≤ Z(L̃ym). Somit sehen wir, dass z
jeden Punkt und jede Gerade in ∆̃∞

bes invariant lässt. Da ∆̃∞
bes dicht in

∆̃∞ ist, muss z = 1 sein.
Sei nun H = AutL̃y. Wir konnen dann L̃y als Untergruppe von H
auffassen. Sei ferner p ein Punkt in ∆̃ und X = L̃yp. Da L̃y ge-
nau eine Konjungiertenklasse von Untergruppen isomorph zu G2(5)

enthält, haben wir H = L̃yNH(X). Da X komplett ist, haben wir

NH(X) = XCH(X). Sei l eine Gerade in ∆̃p. Dann ist Y = L̃yl die
einzige Obergruppe von Xl, die isomorph zu 51+4 : (4 · S6) ist, wird
also von D := CH(X) festgelassen. Sei W = DY ≤ NH(Y ). Wir
haben dann D = CW (O5,2(Y )) E W , folglich [Y,D] = 1. Also ist

L̃y = 〈X, Y 〉 ≤ CfLy(D). Damit folgt die Behauptung.

(b) Folgt aus (a) und 4.2.13.

(c) Sei z ∈ CAut∆̃∞(L̃y). Dann lässt z wegen 4.2.12(b) alle besonderen Mau-
ern invariant. Angenommen, es ist m = {p, p∗} eine besondere Mauer
mit pz = p∗ und (p∗)z = p. Dann vertauscht z die beiden Panele in al-
len besonderen Mauern einer Klasse. Ist Σ∞ ein besonderes Apartment
mit m ⊂ Σ∞, m′ = {q, q∗} eine Mauer in Σ∞ mit qIp und q∗Ip∗, so
muss auch qz = q∗ und (q∗)z = q gelten. Daher muss einer der beiden
folgenden Fälle gelten: Entweder vertauscht z die beiden Elemente in
jeder besonderen Mauer, oder z operiert trivial auf ∆̃∞

bes und damit auf

∆̃∞
0 . Ist 1 6= z ∈ Aut(∆̃∞)top ∩ CAut∆̃∞(L̃y), so muss wegen ∆̃∞

bes dicht
in ∆̃∞ der erste Fall vorliegen. �

Ist L ein lokal-kompakter Körper mit total-unzusammenhängender Topolo-
gie (etwa Qp) und K ein in L dichter Teilkörper (etwa Q), so gibt es nur eine
Möglichkeit, die Topologie von K auf L so fortzusetzen, dass L lokal-kompakt
ist. Falls für verallgemeinerte Polygone mit total-unzusammenhängender To-
pologie ein ähnlicher Satz gilt, wäre jeder Automorphismus von ∆̃∞ topolo-
gisch. Ferner erscheint es plausibel, dass jeder topologische Automorphismus
von ∆̃∞ einen Automorphismus von ∆̃ induziert. Damit liegt folgende Ver-
mutung nahe:

Vermutung: Es gilt Aut∆̃∞ = L̃y.
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