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Einleitung

Die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

0X
ig(w,t) = H(z,t)X (z,t), X(z,to) = Xo(z), t€[to,T], z€R? (i =+v/—1) (1)
ist eine der fundamentalen Bewegungsgleichungen der klassischen Quantenmechanik. Hierbei
setzt sich der sogenannte Hamilton-Operator H(x,t) = —%A + v(z,t) aus einem freien Anteil

mit A = Z?Zl %, dem unbeschriankten Laplace-Operator, und einem deterministischen Po-
tential v zusammén. Jedoch wurden in jlingster Zeit, etwa in der Quantenoptik, Phinomene
aufgedeckt, die durch Losungen einer deterministischen Gleichung unzureichende Erklarung fin-
den. Ein derartiges Problem ist ein offenes Quantensystem (siehe [2]), ein (geschlossenes) System,
das mit seiner Umgebung -auch Reservoir genannt- interagiert. Oft kann der Einfluss des Re-
servoirs als zusétzliches Potential in die Schrodinger-Gleichung eingebunden werden. Dadurch
zerfillt dieses in einen deterministischen und einen stochastischen Anteil v = vg+ vy - %. Dabei
sind vj (j = 0,1) deterministische Funktionen, und W ein reellwertiger skalarer stochastischer
Prozess. Meist ist W ein Wiener-Prozess. Dieser ist fast sicher nirgendwo differenzierbar, also
existiert dd—‘;V im klassischen Sinne nicht. It [15] und Stratonovich [36] haben gezeigt, dass diese
Schwierigkeit durch Interpretation der stochastischen Version der Gleichung (1) als Integralglei-
chung beseitigt wird. Nehmen wir des Weiteren eine passende raumliche Diskretisierung vor, so
resultiert ein System linearer stochastischer Schridinger-Gleichungen

X(t):Xo—z'/

to

t t

(U + Vals) X (5)ds — i | Va(s)X(5) 0 IV (), 2)
to

wobei die hermitesche Matrix U fiir eine rdumliche Diskretisierung des Laplace-Operators auf
einem Gebiet des RY steht. Die Funktionen V; stammen von rédumlichen Diskretisierungen der
Potentiale v; (j = 0,1). W représentiere einen Wiener-Prozess, und das Symbol o deutet an,
dass fiir das auftretende stochastische Integral das Stratonovich-Integral gewéhlt wurde (nur
diese Wahl gewiihrt die Normerhaltung der exakten Losung). Allerdings kann im Allgemeinen
die Losung von (2) nicht in geschlossener Form angegeben werden. Daher bieten sich numerische
Zeitintegrationsverfahren zur Approximation der exakten Losung an. Diese Arbeit konzentriert
sich auf die starke bzw. L?-Konvergenz stochastischer Verfahren. Dariiber hinaus soll die Aufgabe
darin bestehen, solche Verfahren zur Integration der Gleichung (2) zu finden und zu analysieren,
die moglichst folgende Eigenschaften besitzen:

(a) Sofern die Potentiale hermitesch sind, soll die numerische Losung, der Eigenschaft der
exakten Losung entsprechend, die euklidische Norm des Anfangswertes erhalten.

(b) Die Konvergenz des Verfahrens darf nicht von der Beschrinktheit des Produktes aus Zeit-
schrittweite und der euklidischen Norm von U abhéngen.

(¢) Der Zeitdiskretisierungsfehler sollte weder explizit von der Feinheit der Raumdiskretisie-
rung abhéngen, noch hohere Zeitableitungen der exakten Ldsung involvieren.
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(d) Das Verfahren soll von moglichst hoher starker globaler Ordnung bzgl. der Zeitschrittweite
sein.

Obige Forderungen sind hauptséichlich durch die Arbeit [16] motiviert, in der der Fehler des
Strang-Splittings, die deterministische Schrodinger-Gleichung betreffend, untersucht wird. Daher
ist es konsequent das stochastische 6-Splitting

Xpy1 = e iU =0h =iV (tithO) -+ Vi thO)AWR) —iU0h X (), — 0,1, .. ) 3)

zu studieren (fiir § = 1/2 ergibt sich das Strang-Splitting). Dabei stellt X}, eine Approximation
an die exakte Losung der Gleichung (2) zum Zeitpunkt ¢ dar. h ist die dquidistante Zeitschritt-
weite, AWy, = W (tga1)— W (k) ein stochastischer Zeitschritt und 6 € [0, 1]. Offensichtlich erhélt
das Verfahren (3) die euklidische Norm des Anfangswertes. Es ist aber nicht klar, ob (3) den
Punkten (b) und (c) geniigt, und zudem diese mit der Forderung (d) vereinbar sind. Jeden-
falls dréngt sich hier zuerst die Frage auf: Welche starke globale Konvergenzordnung besitzt im
Allgemeinen ein stochastischer Splitting Integrator, ungeachtet der Stichpunkte (b) und (c)?
Zur Beantwortung werden der Einfachheit halber alle Koeffizienten in Gleichung (1) zunéchst
als beschriankt angenommen. Die fiir den beschrinkten Fall verwendeten Beweistechniken un-
terscheiden sich nédmlich grundlegend von denen, wo Fehlerabschétzungen unabhéngig von der
euklidischen Norm von U sind. Sowohl der beschrinkte wie der unbeschrinkte Fall werden in
dieser Arbeit untersucht.

In Kapitel 1 wird nach einer kurzen Einfiihrung in die Numerik stochastischer Differential-
gleichungen ein fundamentales Kriterium (Theorem 1.4) iiber die lokal-global Ordnungsreduk-
tion des Zeitdiskretisierungsfehlers fiir stochastische numerische Verfahren bewiesen. Beachte,
dass dieses, im Gegensatz zu einem Theorem von Milstein [27, Theorem 1.1], eine sogenann-
te schwache und starke Stabilitéit der Verfahrensfunktionen verlangt. Grob gesprochen ist die
Gemeinsamkeit durch den Anspruch, dass die Ordnung des schwachen echt grofler als die Ord-
nung des starken lokalen Fehlers ist, gegeben. Schliefllich wird in Lemma 1.6 begriindet, weshalb
Splitting Integratoren unter gewissen Zusatzbedingungen im Sinne des Theorems 1.4 stabil sind.

Bei der Untersuchung des lokalen Defekts eines Splitting Integrators tritt das Problem der
Berechnung des Erwartungswertes von Produkten iterierter stochastischer Integrale auf. Ein
Resultat hierzu wird in Lemma 2.3 diskutiert, das eine Prizisierung des Theorems 2.6.3 in
[3] ist, und das auch zur Entstehung der Matlab Routinen im Anhang A beitriagt. Aulerdem
wird unter Ausnutzung von Shuffle-Algebra-Strukturen in Korollar 2.2 dargelegt, dass in der
Regel nicht alle in einem numerischen Integrator auftretenden stochastischen Integrale benotigt
werden, da sie polynomiell durch gewisse Basis-Integrale darstellbar sind. Auch die konkrete
Simulation iterierter stochastischer Integrale, mit Fokusierung auf Approximation mit Hilfe der
bedingten Erwartung bzgl. einer geeigneten diskreten Filtration, wird besprochen.

Die Basis des 3. Kapitels bildet das Lemma 3.3. Dieses gibt iiber den starken lokalen Feh-
ler eines allgemeinen Splitting Integrators in Bezug auf lineare Stratonovich-Gleichungen mit
zeitunabhingigen und beschriankten Koeffizienten Auskunft. Weiter ermoglicht es, mittels der
Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel, das Hauptresultat (Theorem 3.2), eine vollsténdige
Charakterisierung der Ordnungsbedingungen fiir Splitting Integratoren inklusive der Minimie-
rung der Anzahl benétigter Bedingungsgleichungen, zu etablieren. In Korollar 3.1 ist festge-
halten, dass dieses Resultat den deterministischen Fall impliziert. Anschlieend werden einige
Beispiele zu Splitting Integratoren der starken globalen Ordnung 1 und 1.5 ausfiihrlich stu-
diert. In den Theoremen 3.3 und 3.4 wird das Theorem 3.2 auf die Situation zeitabhingiger
Koeffizienten V;(t) (j = 0,1) fiir Verfahren der Ordnung 1 und 1.5 erweitert.

Im letzten Kapitel werden als Erstes allgemeine Splitting Integratoren fiir die Gleichung
(2) im Hinblick auf (b) und (c) behandelt. In Lemma 4.2 ist erldutert, welche Eigenschaften



ein Splitting haben muss, damit der lokale Fehler génzlich auf stochastische Quadraturfehler
zuriickgefiihrt werden kann. Letzteres ist fiir die Erfiillung von (b) und (c¢) wichtig. Zuvor wird
in einem allgemeinen Rahmen in Lemma 4.1 eine Fehlerabschitzung fiir stochastische Quadra-
turformeln vorgestellt. Diese Resultate finden Anwendung im Theorem 4.3, das die Abschétzung
des starken lokalen Fehlers des 6-Splittings (3) beinhaltet. Wir diskutieren in Theorem 4.4 welche
zusitzliche Bedingung ein Splitting Integrator angewandt auf die Gleichung (2) besitzen muss,
so dass einerseits ein, Theorem 1.4 entsprechendes, lokal-global Ordnungsreduktionskriterium
zur Verfiigung steht, und andererseits die Stichpunkte (a)-(c) erfiillt sind. Damit kénnen wir
das Hauptresultat Theorem 4.5 beweisen. Dieses besagt: Unter Voraussetzung passender Kom-
mutatorschranken geniigt das #-Splitting (3) bzgl. Gleichung (2) den Forderungen (a)—(c) und
ist, unabhéngig von der Wahl fiir 6, von starker globaler Ordnung 1.

Zwar wurden bereits allgemeine Theorien zur (globalen) Ordnung von Splitting Verfahren fiir
den deterministischen beschriankten Fall erstellt, siche z.B. [39], fiir weitere Referenzen und einen
umfassenden Uberblick [11, Chapter III]. Sogar in Bezug auf die deterministische Schrédinger-
Gleichung werden in [37] allgemeine Fehlerabschéitzungen unter Einbeziehung von (b) und (c)
bewiesen. Diese basieren iibrigens auf den in [16] verwendeten Techniken zur Riickfithrung des
lokalen Fehlers des Strang-Splittings auf Quadraturfehler. Auch sind Ergebnisse, siehe z.B. [29],
fiir den beschriankten stochastischen Fall bekannt, jedoch keine Allgemeinen. Dariiber hinaus
scheint es bisher keine Erkenntnisse im Zusammenhang mit der stochastischen Schrédinger-
Gleichung zu geben. Bleibt noch zu erwdhnen, dass das einfiithrende Kapitel vorallem auf den
Werken [3], [17], [27] und [32] fuBt. Die Grundlage des 2. Kapitels besteht aus den Arbeiten [3],
[9], [21] und den Biichern [17], [34].

Somit liegt der wesentliche Beitrag der vorliegenden Dissertation in der Entwicklung einer
allgemeinen Ordnungstheorie von Splitting Verfahren fiir lineare stochastische Differentialglei-
chungen mit beschrinkten Koeffizienten, und der Fehleruntersuchung des #-Splittings angewandt
auf die stochastische Schrodinger-Gleichung unter Beriicksichtigung der Bedingungen (a)—(c).






Kapitel 1

Stochastische Differentialgleichungen
und numerische Methoden

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer kurzen Einfiihrung in die Theorie der stochastischen
Differentialgleichungen, indem wir hauptséchlich Wiener-Prozesse, das [t6- und Stratonovich-
Integral ndher bringen. Es wird die stochastische Taylor-Entwicklung vorgestellt, fiir die hier-
archische Mengen und der Begriff des iterierten stochastischen Integrals beno6tigt werden. Nach
Erlduterung der schwachen und starken Konvergenz werden verschiedene Typen numerischer
Verfahren présentiert. Hierbei werden exponentielle Integratoren etwas ausfiihrlicher bespro-
chen. Auflerdem wird ein Kriterium von Milstein, die starke Konvergenz betreffend, in modifi-
zierter Form diskutiert. Dieses gibt iiber die lokal-global Ordnungsreduktion eines numerischen
Verfahrens Auskunft und ist fiir das Herleiten der Hauptresultate des 3. Kapitels von zentraler
Bedeutung.

1.1 Wiener-Prozesse und stochastische Differentialgleichungen

Als Ausgangspunkt diene uns ein System von Differenzengleichungen auf [tg, T] x C?, das einen
Rauschterm (stochastischen Term) enthalte. Dieses kénnte bzgl. einer Unterteilung ¢ty < t1 <
.o < tn, =T wie folgt fiir K =0,1,... aussehen:

AX, = ’U(](tk,X(tk))Atk + Ul(tk,X(tk))AWk, X(to) = Xo, (1.1)

wobel Aty = tgy1 — tg, AWy = Wi(tg1) — W(tg), entsprechend AXy = X (tr11) — X(tx)
und Xy eine gegebene C%wertige Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P)
sei. Zudem seien die v; : Ry x C? — C?% (j = 0,1) geeignete Funktionen, und das Rauschen
werde durch einen skalaren reellwertigen Wiener-Prozess W ins Spiel gebracht. Dieser Prozess
ordnet jedem Wahrscheinlichkeitsexperiment w € € zu einem Zeitpunkt ¢ eine reelle Zahl zu
((w,t) — W(w,t) € R). Dabei wird fiir festes w € Q die Abbildung ¢t — W (w,t) =: W(t) als
Pfad bezeichnet.

Versuchten wir nun dhnlich wie im klassischen (deterministischen) Fall zu einer kontinu-
ierlichen Version der Gleichung (1.1) zu gelangen, indem wir diese durch At dividierten und
anschlieend maxy Aty — 0 zulielen, so erhielten wir die stochastische Differentialgleichung

dX aw

ﬁ(t):vo(t,X(t))+v1(t,X(t)) W(t), X (tg) = Xo. (1.2)

Allerdings ist ein Wiener-Prozess mit Wahrscheinlichkeit 1 (m.W.1) nirgendwo differenzierbar
(siehe [17, Chapter 2]). Tatsiichlich existiert % lediglich im distributionellen Sinne und wird
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6 Stochastische Differentialgleichungen und numerische Methoden

dann Brownsche Geschwindigkeit oder weiffes Rauschen genannt. Wie auch immer kann die
Gleichung (1.2) nicht vom klassischen Standpunkt aus betrachtet werden. Daher stellen wir die
Frage: In welchem Sinne und unter welchen Voraussetzungen an vy, v; und X existiert zu jedem
Wahrscheinlichkeitsexperiment ein Pfad ¢ — X (), der die Gleichung (1.2) 16st? Doch bevor wir
nach Antworten suchen, beleuchten wir die definierenden Eigenschaften eines Wiener-Prozesses
(siehe z.B. [17, Chapter 1.8], [32, Chapter 2]).

Definition 1.1. Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, &, P) mit passendem Wahrscheinlich-
keitsmafs P ist ein Wiener-Prozess W = {W (t) : t > 0} wie folgt erklirt:

(a) W ist ein Gauf-Prozess und somit insbesondere ein normalverteilter Prozess,

(b) die Inkremente AWy = W (ti11) — W(tg) (k = 0,....,n — 1) sind als Zufallsvariablen
betrachtet fiir jede Unterteilung tg < ... < t, < T unabhdngig,

(¢) W(0)=0m.W.1,
(d) der Erwartungswert von W verschwindet zu allen Zeitpunkten t > 0, d.h.

E(W(t)) =0 fir allet >0,

(e) firt >0 ist die Varianz von W durch
Var(W(t)) = E(W(t)*) — (BE(W()))? = E(W(t)*) =t (1.3)
gegeben.

Weiter, fiir t+ > 0 besitzt W (t) die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) = exp(—z?%/2t)/v/2nt
(x € R), somit ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung F'(z) = P[W(t) < z] fiir t > 0, = € R durch

1
V21t

gegeben. Folglich sind die Momente von W (¢) durch

F(x) =

/_x exp(—y°/2t)dy

1

EW(H") = 7=

/ ™ exp(—z?/2t)dzx (1.4)
R

fiir m € N bestimmt.
Wir werden im Folgenden oft mit der sogenannten bedingten Erwartung einer Zufallsvariable
arbeiten:

Definition 1.2. Fiir eine komplexe Zufallsvariable Z auf (2, S, P) mit E|Z| < oo und eine o-
Algebra $ C & ist die Zufallsvariable E(Z|9), die bedingte Erwartung von Z unter §) genannt,
durch die Bedingungen E(Z|$) ist $-messbar und [, E(Z|9)dP = [, ZdP fir alle H € $
eindeutig bestimmdt.

Es gelten folgende niitzliche Rechenregeln:

Lemma 1.1. Sind Y, Z komplexe Zufallsvariablen auf (Q,&,P) mit E|Y|, E|Z] < o0, § C &
und Z $H-messbar, so gilt m.W.1

E(Y) = E(E(Y|$), [E(Y[9)] < (E(Y[*19)'"%, E(Z|9) = Z und E(Y Z|$) = E(Y|9)Z.

Ist zudem Y unabhdingig von $), d.h. die von'Y erzeugte o-Algebra {Y ~1(B) : B C C offen} und
$ sind unabhingig, so ist E(Y) = E(Y|$).
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Beweis. Siehe [32, Theorem B.2]. O

Wir erinnern, dass die bedingte Erwartung in die Definition eines Martingals einfliefit. Dazu
wird auch der Begriff der Filtration benotigt. Dabei ist F = {F; C & : ¢t > 0} eine Filtration,
wenn fiir s < t stets Fs; C F ist. Z.B., die von den Mengen {W (s) : s < t} fiir ¢ > 0 erzeug-
ten o-Algebren bilden eine Filtration. Wir erldutern jetzt die Eigenschaften eines Martingals
stellvertretend fiir einen Wiener-Prozess.

Bemerkung 1.1. FEin Wiener-Prozess ist ein Martingal, dies bedeutet: Sei 0 < s < t und
F die von W erzeugte Filtration, dann ist W (s) nach Konstruktion Fs-messbar, nach (1.3)
E|W(s)| < s/? < 0o und aufgrund von Definition 1.1 (b), (c) gilt

Ey(W(t)) == B(W(t)|Fs) = W(s) m.W.1 (1.5)

(siehe hierzu [32, Chapter 3]). Der Zusatz m.W.1 wird in zukiinftigen Rechnungen meist wegge-
lassen. Auch wird fir ty, € [to, T] hiufig abkiirzend Ey, fir E;, Verwendung finden.

Ubrigens folgt aus (1.3), (1.5) und Lemma 1.1 fiir die Kovarianz von W fiir s < t:
E(W(s)W (1)) = E(Es(W ()W (1)) = E(W (s)Es(W (1)) = E(W(s)?) = s,

und folglich E((W (t) — W (s))?) = E(W(t)?) — E(W(s)?) =t — 5. Aus dem Lemma von Doob-
Dynkin (siehe [32, Lemma 2.1]) und der Unabhiingigkeit der Inkremente eines Wiener-Prozesses
folgt, dass auch die Prozesse (W (t) — W(s))™ (t > s, m € N) unabhéingig von Fs sind. Mittels
Lemma 1.1 folgt sogar

E(W(t) —W(s))™) = Es (W(t) = W(s))™).
Hieraus erhalten wir, zusammen mit der Formel (1.4) fiir die Momente, die Identitit
E((W(t) = W(s))") = 3(t — ).

Aus Letzterem folgt nach einem Theorem {iber die Stetigkeit von Pfaden stochastischer Prozesse
von Kolmogorov (siehe [32, Theorem 2.6]), dass die Pfade eines Wiener-Prozesses fast sicher

stetig, aber wie bereits erwihnt nirgendwo differenzierbar sind. Auch nicht bzgl. der L?-Norm,

denn fiir t,h > 0 ist E((W(t +h) — W(t))/h)? =1/h h=0 .

Kommen wir nun auf das Problem zuriick, in welchem Sinne eine stochastische Differenti-
algleichung wie (1.2) zu interpretieren ist? Das Vermeiden der Differentiation von W konnte,
z.B. durch den Versuch diese als Integralgleichung zu verstehen erreicht werden. Tatsachlich
konnen bzgl. W verschiedene Integralbegriffe eingefiihrt werden. Wir stellen hier die zwei meist
Gebrauchlichen vor, ndmlich das It6- bzw. das Stratonovich-Integral (siehe [15] bzw. [36]). Diese
gehoren wiederum zur Klasse der sogenannten (\)-Integrale (siche [17, Chapter 3]), die iiber
den folgenden L2-Limes definiert werden: Betrachte fiir Folgen feiner werdender Verteilungen
to<t1 <...<tny=1

‘ N-1
LY (Vigr = [ Y(8)daW(s) := L2 1im S (AY (t) + (1 = N)Y (tps1)) AW, (1.6)

to N—oo =0

d.h.,

2

lim E =0,

N—oo

LY Ol = 300 Y () + (1= A)Y (t1)) AW,
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wobei ||- || fiir die gewohnliche euklidische Norm steht, Y € L? (soll heilen ft'; E|Y(s)|]?ds < o)
ein messbarer, F-adaptierter Prozess und A € [0,1] ist. Fiir A = 1 ergibt sich das It6-Integral,
das als

t

LY (Yios = / Y (s)dV (s)

to

notiert wird, und fiir A = 1/2 erhalten wir das Stratonovich-Integral

LiplY (g = [ Y(s)odW(s),

to

wobei in Zukunft das Symbol o ein Stratonovich-Integral anzeigt. Die Stetigkeit der Pfade des
Wiener-Prozesses wird auf die Prozesse I1[Y ()]¢,,c und Iy /5[Y (+)]ty,c m.W.1 vererbt. Dieser In-
tegralbegriff ermoglicht eine allgemeinere Version der Gleichung (1.2) wie folgt zu interpretieren
(siehe dazu auch [32, Chapter 3] mit dem Unterschied: R? statt C9):

Definition 1.3. Fir Funktionen vj : Ry x C4—C?(j=0,...,q) definiert

dX (t) = vo(t, X(£))dt + > _v;(t, X (£)dWI(t), X(to) = Xo (1.7)
Jj=1

eine It6-Gleichung und

dX (t) = vo(t, X (t))dt + Zq: vi(t, X () o dWI(t), X(to) = Xo (1.8)
j=1

eine Stratonovich-Gleichung. Dabei wird in (1.7) der erste Summand als Driftterm und die rest-
lichen Summanden als Diffusionsterme bezeichnet. Die W7 (j = 1,...,q) stehen fiir unabhdingige
Wiener-Prozesse. Zudem stehen die Gleichungen (1.7), (1.8) fiir Abkiirzungen der Integralglei-
chungen

X(t) =X+ /vo(s,X(s))ds + Z/vj(s,X(s))de(s),
to i=14,
X(t) =Xo+ [ vo(s,X(s))ds + vi(s,X(s)) o dW(s).
0 to/ 0 ]Ez:lto/ J

Unter folgenden Voraussetzungen an die Funktionen v; besitzt die Gleichung (1.7) eine so-
genannte starke Losung:

Theorem 1.1. Die in Gleichung (1.7) auftretenden Funktionen v; mdgen einem globalen linea-
ren Wachstumsgesetz, d.h., es existiert eine Konstante K1, so dass

q
Dl )l < Ka(L+ ||z, fiir (t,2) € [to, T] x C,
j=0

und einer globalen Lipschitz-Bedingung, d.h., es existiert eine Konstante Ky, so dass

q
Z ||Uj(t7$) - Uj(tvy)H < K2H$ - va fﬂ?“ (t7$)7 (tyy) € [t07T] X (Cd
J=0
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geniigen. Auferdem sei der Anfangswert Xo eine von der Filtration F (die von den W7 (j =
1,...,q) erzeugte) unabhingige Zufallsvariable mit E||Xo||?> < oo. Dann besitzt die Gleichung
(1.7) eine eindeutige t-stetige, messbare, F-adaptierte Losung X = {X(t) : to < t < T} mit
S E|X (s)|2ds < co.

Beweis. Der Beweis von Theorem 5.5 in [32] liisst sich identisch fiir den C%-Fall fiihren. O

Weiter werden wir gelegentlich die starke Losung einer It6-Gleichung auch It6-Prozess nen-
nen.

Bemerkung 1.2. Fir einen F-adaptierten Prozess X, d.h. fir t > 0 ist X(t) F;-messbar,
gilt ibrigens: Fir s < t ist E(X(s)|F:) = X(s) m.W.1. Diese Relation ist nicht mit (1.5) zu
verwechseln (s und t sind vertauscht).

Da spéter in erster Linie Stratonovich-Gleichungen betrachtet werden, ben6tigen wir folgende
Formel, mit Hilfe derer It6- in Stratonovich-Integrale und umgekehrt iiberfithrt werden kénnen.
Dalfiir setzen wir die involvierten Funktionen als holomorph voraus, da sonst, wie wir noch sehen
werden, die Formel komplizierter wird. Auflerdem sind in den folgenden Problemstellungen, bis
auf eine Ausnahme in Kapitel 4, die Integranden stets holomorph.

Lemma 1.2. Ist eine Funktion v : R, x C4 — C9 bzgl. der zweiten Komponente holomorph
und der Prozess X eine (starke) Lisung von (1.7) bzw. (1.8) so gilt fir j = 1,...,q die folgende
Umrechnungsformel:

t t

/v(s,X(s))d,\Wj(s) :/U(S,X(s))de(s)—1—(1—)\)/va(s,X(s))vj(s,X(s))ds. (1.9)

to to

Dabei steht Vv fiir die Jacobi-Matrix von v bzgl. der zweiten Komponente. Insbesondere gilt:
Ist v bzgl. x konstant, so sind Ité- und Stratonovich-Integral identisch.

Beweis. Zur Erkldrung des Korrektursummanden in (1.9), betrachte zur Unterteilung
o<t <...<tny=t,

zunéchst (1.6) und die Taylor-Entwicklung erster Ordnung von v(tp4+1, X (tn+1)) um (tn, X (t))
(v i=v(tn, X(tn)), vj :=v;(tn, X (tn)), AXy = X(tns1) — X(tn)):

(Ao(tn, X(tn)) + (1 = No(tnt1, X (tnt1))) AW%

N-1 N-1 v N-1 N—-1

= AW/ 1— \)=—At, AW/ 1= M\ (V,0)AX, AW/ AX2AWI

2 Ww%( I wg( )(Vz) n+nZ::00< RAW)
N-1

N-1
=N AW+ (1= X)) (Vav)oy (AW

n=0

+ ) O(AE + Aty AW + (AW))? + AW AW).
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Der Rest folgt wegen

N—1 2
E (Z((AWW - Am) = > E((AW])? - Aty)(AWE)? — Aty,))

n=0 0<n,m<N-1
N-1 N-1
=S (AW - AL = S A
n=0 n=0
N—o0
<(t—tp) max At, — 0,

N-1 2 No1
j _ 3 2 N—oo
E (Z:O AW,{Atn) = Z A3 < (t —tg) p x| At, —3°0,

N-1 2
E (Z AWgAWg> = Y E(AWAWJAWLAW)
n=0 0<n,m<N-1
N-1 ' L, N L .
=> E(AW,AW])" =) E(AW))" E (AW})
n=0 n=0
N-1
= ST A2 < (t—t)) max At, =0
= 0<n<N-1
fiir j # i, wobei -ohne Einschrinkung- die Integranden weggelassen wurden. O

Letztere Rechnungen werden in der Literatur oft durch die formale Schreibweise dt? = 0 =
dWJ(t)dt und dW7(t)dW'(t) = d;;dt (6;; = Kroneckersche Deltafunktion) angedeutet (siche [32,
Theorem 4.2]). Ein einfaches wichtiges Beispiel zu Lemma 1.2 ist:

Beispiel 1.1. Die Funktion v(t,z) = V(t)x mit V : Ry — C¥ jst offenbar bzgl. der zweiten
Komponente holomorph und Vv(t,z) =V (t). Also entspricht (1.9) fir A\ = 1/2:

t t

V(s)X(s) 0 dW(s) = / V(s)X(s)de(s)—F% V(s)v;(s, X(s))ds.

to to to

Bemerkung 1.3. Aus Lemma 1.2 folgt zundchst, dass die Stratonovich-Gleichung (1.8) zu einer
1to-Gleichung mit modifiziertem Driftterm dquivalent ist, genauer

t

X() = %o+ [ <vo<s,X<s>> " %Zj:1<vxvj><s,X<s>>vj<s,x<s>>) s

FX00 | e X)),

sofern die Funktionen vj (j = 1,...,q) holomorph sind. Dariiber hinaus folgt dann aus Theorem
1.1, dass die Gleichung (1.8) eine eindeutige starke Losung besitzt, wenn zusdtzlich die (V4v;)v;
fir j = 1,...,q ein globales lineares Wachstumsgesetz und eine globale Lipschitz-Bedingung
erfillen. Zusdtzlich mit Beispiel 1.1 folgt, dass auch die lineare Stratonovich-Gleichung

X0+Z / s) o dW(s)

mit stetigen Koeffizienten V; : Ry — C¥d (j =0,...,q) eine eindeutige starke Losung besitzt.
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Wir bevorzugen das Ito- bzw. Stratonovich-Integral aus folgenden Griinden: Einerseits ist
das Ito-Integral das einzige (\)-Integral, das die Martingaleigenschaft eines Wiener-Prozesses W
erbt. Speziell gilt fiir einen It6-Prozess X und eine Funktion v mit v(-, X(+)) € L?:

B, </t:v(s,X(s))dW(s)> 0.

Auflerdem ist fiir Funktionen u,v mit u(-, X (-)),v(-, X(*)) € L*:
t t t
By ([ 0 X (s0) - [ ot X)W (s2)) = [ By (a5, X065, X6
to to to
wobei u* = @’ Fiir v = v, also

[ vts xtopaws)

to

By,

/ By o(s, X (s))|2ds, (1.10)

ist diese Formel als It6-Isometrie bekannt. Wir bemerken, dass in der Gleichung (1.10) im All-
gemeinen dW (s) nicht durch ds (ein Lebesgue-Integral) ersetzt werden kann. Stattdessen gilt
stets aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

Ey, /tv(s,X(s))ds 2

to

<(t- to)/t By [o(s, X (s))|2ds. (1.11)

In Zukunft wird héufig eine diskrete Version der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.11) bzw. der
It6-Isometrie (1.10) bendtigt:

Lemma 1.3. Es sei eine dquidistante Unterteilung tg < ... < t,—1 des Intervalls [to,t,—1] mit
h = (tn—1 —to)/(n — 1) gegeben. Weiter seien fir k = 0,...,n — 1 Funktionen o : C* — C,
Zufallsvariablen Zy, € C¢ gegeben, wobei Zj, Fy,-messbar, o Fy,_, -messbar und

Ei(len(Z)lIP) < K122 (1.12)
fiir eine von k unabhdngige Konstante K ist.
(a) Es gilt folgende Ungleichung:
n—1

<nK Y E|Zl. (1.13)
k=0

Fiir op = h-1d firk =0,...,n—1 ist K = h? und (1.13) wird diskrete Cauchy-Schwarz-
Ungleichung genannt.

(b) Aus Ex(pr(Zk)) =0 firk=0,...,n — 1 resultiert die diskrete It6-Ungleichung

ZEH% (Zr)|? < KZEHZk||2 (1.14)
k=0

Fiir o, = AW,j-Idfark =0,...,n—1,j=1,...,qist K = h und in (1.14) wird Gleichheit
angenommen. Daher wird (1.14) in diesem Fall als diskrete Ito-Isometrie deklariert.



12 Stochastische Differentialgleichungen und numerische Methoden
Beweis. Zunéchst folgt aus der Dreiecksungleichung;:

n—1 2 n—1 2 )

> on(Z)| <E <Z Hs%(Zk)H) =E("y)",

k=0 k=0

wobei e = (1,...,1)T € R” und ¢ = (|l¢o(Z0)ll,- - -, |on—1(Zn_1)||)T ist. Zuniichst ergibt sich
aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung bzgl. des euklidischen Skalarproduktes iiber R":

E("p)® < E(lelllel)® = nEl¢].

E

SchlieBlich folgt aus der F;, -Messbarkeit der Zj, fiir k =0,...,n — 1 und (1.12):
Ellee(Zo)? = E (Bx (lex(Zi)l1%)) < KE| Zi|?,

also Aussage (a).
Zur Behauptung (b): Aus der F;, -Messbarkeit von Zj, der 73, . -Messbarkeit von ¢y, (1.12)
und der Zusatzbedingung Ey(¢x(Zx)) =0 fiir £ = 0,...,n — 1 resultiert:

2

n—1 n—1
EZSOk(Zk) :ZE|’SDk(Zk)H2+2 Z R(E ((or(Zk) v1(Z1)))
k=0 k=0 0<i<k<n—1
n—1
<KY ElZel*+2 > R(E(Euler(Z0) 0i(Z))
k=0 0<i<k<n—1
n—1
=K Y E|Z.
k=0

Fiir die diskrete Ito-Isometrie rechnen wir mittels (1.3) und (1.5)
BIAWEZ|? = B (IAWER)1Z)2) = £ (Bx (AW))?) 1Z41?) = hEl| 24
aus, somit wird oben Gleichheit angenommen. O

Gelegentlich benétigen wir auch die folgende wohlbekannte kontinuierliche bzw. diskrete
Version des Gronwall-Lemmas:

Lemma 1.4. Seien Ky, Ko positive reelle Konstanten.
(a) Fiir eine stetige, nicht negative Funktion z : [to, T] — R gelte fiir alle t € [to,T]
t
2(t) < Ky + Kg/ z(s)ds.
to

Dann gilt auch
Z(t) < Kl eXp(Kg(t — t())).

(b) Fir k = 0,...,n seien zr nicht negative reelle Zahlen und ty < ... < t, = T eine
dquidistante Unterteilung mit Schrittweite h = (T — to)/n. Fir ein ng > 0 und alle n >
ng + 1 gelte

-1
Zn§K1+K2hZ: 2k

=no

Es folgt:
zn < Ki(14+ hK)" 7™ < Ky exp(Ka(tn — tny))-
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Andererseits ist der aus dem Stratonovich-Integral hervorgehende Differentialkalkiil der Ein-
zige, der den klassischen -deterministischen- Kalkiil erhilt. Definiere hierzu fiir C%wertige holo-
morphe Funktionen v, fi,..., fr den elementaren Differentialoperator (eine multilineare Abbil-
dung fiir festes v):

VEL o fl (@) = (V) [fr, o £l = oW1, - (1.15)

Ein Sonderfall ergibt sich fiir k = 1: V,[f1](v) = v/[f1] = ¢'f1. Hier handelt es sich um eine
sogenannte Lie-Ableitung, die als Matrix-Vektor-Produkt geschrieben werden kann.

Es folgt aus den Uberlegungen zu Lemma 1.2 fiir It6-Prozesse die Ité-Kettenregel und ihr
Zusammenhang mit der (\)-Kettenregel:

dv(t, X (t)) :%(t, X(t))dt + (V) (t, X(t)dX(t) + %(Viv)(t, X (t)[dX(t),dX(t)] (1.16)
v 1

o X0 + (V) XOUXO + (A~ 5 ) (206 X)X 00X (0]

falls die Funktion v holomorph ist, und wobei

-

dryX(t) = (vo(t,X(t)) —(1=X) ) (Vuuy)(t, X(t))v; (t,X(t))) dt + Zvj(t,X(t))d,\Wj(t),

1 j=1

J

(Vav)(t, X ()[dX (t) =) (V2 £)lw; (8, X(£)), v (¢, X (¢)))dt

7j=1
(VZ0)(t, X ())[drX (1), dr X (1)].

Also liegt nur fiir A = 1/2 die gewohnte (Stratonovich-) Kettenregel

du(t, X (£)) == (t, X (£))dt + (Va0)(t, X (1)) 0 dX (t) (1.17)

—(t
57 (b
vor. Z.B., kénnen die Grolen E(W (t)™) fir m = 2,3,... fiir einen Wiener-Prozess W leicht
mittels der It6-Kettenregel (1.16) (A = 1/2) berechnet werden. Denn setzen wir in (1.16)
dX (t) :=v1(t)dW (t) (d = 1) fiir eine stetige, nicht zufillige Funktion vq, tg = 0 und v(t, z) = 2™
fiir ein m > 2, so ergibt sich

AKX (™) = moa ()X (0 W (1) + Smlm — 1) ()X ()",

oder wegen X (0) = v1(0)WW(0) = 0 dazu gleichwertig

= m/ v1(s )" AW (s) + %m(m —1) /Ot v1(8)2 X (5)™ 2ds.

Also resultiert aufgrund (1.10) die Rekursionsformel

EX@t)™) = %m(m — 1)/0 V2 (s)E(X (s)™%)ds.

Oder nach sukzessiver Anwendung und Beriicksichtigung von FE(X(¢)) =0

m)

BE(X(H)™) = {zm/z Gvd(s1) fot v (s2) - fo " T R (Simya)dSmya - - dsadsy,  falls m gerade,

0, sonst.
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Z.B., fiir vy =1, also X = W leiten wir daraus die Identitét

m! tm/2

E(W(@H)™) = {27"/2<m/2>!

0, sonst

, falls m gerade,
(1.18)

her. Beachte, dass wir diese Formel auch durch wiederholte partielle Integration von (1.4) hétten
erhalten koénnen. Allgemeiner, fiir k € N, v((t) = t*/k!, also

t S1 Sk
0 JO 0

ergibt sich

!
m! tm(2k+1)/27 fall de,
E(X@®)™) = {<k!)m<4k+2>m/2<m/z>! alls m gerade

0, sonst.
Mit anderen Worten: Wir haben eine Formel zur Berechnung aller Momente fiir eine spezielle
Klasse iterierter Stratonovich-Integrale hergeleitet. Derartige Berechnungen werden in Kapitel

2 in einem allgemeineren Rahmen présentiert.
FEin weiteres interessantes Beispiel erhalten wir iiber den It6-Prozess

:ijo/o v;(s)dW7(s)

Dieser ist némlich fiir d = 1, tg = 0, Xo = 0 und v;(t,z) = v;(t) fiir stetige, nicht zufillige
Funktionen v; (j = 0,...,q) die starke Losung der Stratonovich-Gleichung (1.8). Denn setzen
wir nun v(t, z) = v(z) = exp(z)Yp fir eine komplex-wertige Zufallsvariable Y mit beschriankter
Varianz, so resultiert aus (1.17)

do(t, X (1)) = (Va0)(t, X (1)) 0 dX () = v(t, X () 0 dX () = ijo v (E)u(t, X (t)) o AW (2).

Also ist der Prozess

o(t, X (1)) = exp <Zj:0 /0 t Uj(s)de(s)> Y,

die starke Losung von (1.8) fiir d = 1, tg = 0, Xo = Yp und v;(¢,z) = vj(t)z (j = 0,...,q).
Betrachten wir den Fall d > 1 und werden die v; durch paarweise kommutierende Matrizen
Vi(t) € C%? substituiert, so kann durch #hnliche Vorgehensweise gezeigt werden, dass der
Prozess

= exp <ZJ_ / 5)dW (s > Xo

die starke Losung von (1.8) fiir ¢y = 0 und v;(t, z) = V;(t)z bzw. von

)=Xot+y / s) o dW(s)

ist.
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Bemerkung 1.4. Die Ito-Kettenregel fiir holomorphe Funktionen ist ein Spezialfall der kom-
plexen Ito-Formel (siehe dazu [38]):

dv(t, X (t)) :%(t, X (t))dt + Vyo(t, X (t))dX (t) + Vzvu(t, X (t))dX (t) (1.19)

- %Viv(t,X(t))[dX(t),dX(t)] + V. Vau(t, X(1)[dX (t), dX (¢)]
+ %V%v(t,X(t))[dX(t), dX (t)].
Z.B. folgt hieraus fiir einen komplexen Ité-Prozess und v(t,z) = ||z||?> = x*z:
(| X (B)[1*) = d(X ()X (8) + X (8)"dX (1) + d(X (£)")dX (t).

Auf die Formel fiir partielle Integration wird noch in Kapitel 2 eingegangen.

1.2 TIterierte stochastische Integrale und stochastische Taylor-
Entwicklung

Um die stochastische Taylor-Entwicklung verstehen zu koénnen, sollten wir zunéchst gewisse
hierarchische Mengen, deren Restmengen und spezielle Differentialoperatoren vorstellen. Zudem
benétigen wir iterierte stochastische Integrale, die auch eine wichtige Rolle im 2. Kapitel spielen.
Wir fahren mit der Einfiihrung einiger Notationen fort. Dabei orientieren wir uns hauptséchlich
an Kloeden & Platen [17, Chapter 5]. Fiir eine nicht negative ganze Zahl ¢ sei

M,={aec{0,...,¢}' : 1eNU{0}}
eine Menge von Multiindizes, wobei wir (0)) fiir den leeren Index (I = 0) schreiben.

Definition 1.4. o Wir bezeichnen eine endliche Menge A C M, als hierarchische Menge,
falls A 0 und wenn —a € A fiir alle o € A\ {(0)}. Hierbei wurde fir « = (i1,...,4) €
M, die Notation —a = (g, ..., 1) eingefihrt.

o Weiter definieren wir fir r € N Mengen A,, Iy und ©, durch

r},
r oder {(a) =n(a) = (r+1)/2},

A ={ae My :l(a)+n(a) <
I ={aeM;:la)+n(a) <
O, ={ae My :l(a) <1},

wobei die Abbildungen ¢,n : My, — NU{0} fiir die Linge von « bzw. die Anzahl der Nullen
i « stehen.

Z.B. fir a = (01023) ist (o) = 5 und n(a) = 2. Beispiele fiir hierarchische Mengen sind
offenbar die Mengen A, I'; und ©,. Dariiber hinaus gilt die Beziehung

. — A, falls r gerade,
" ATU{(n(r+1)/2)}v sonst,

wobei die Notation
(ng) = Block-Multiindex, der genau aus k Nullen besteht, d.h. ¢((ng)) = k = n((ng))

eingefiihrt wurde. Auflerdem benétigen wir fiir die stochastische Taylor-Entwicklung:
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Definition 1.5. Eine Restmenge B(.A) wird wie folgt aus einer hierarchischen Menge A gewon-
nen:

BA)={ae M;\A: —ac A}.
Es ist nicht schwierig einzusehen, dass die Restmengen B(A,), B(T,) und B(O,) durch
B(Ay) ={a € Mg:l(a) +n(a) =r+11U{(0,8) =a € My : £(B) +n(B) =1},
) = {B(AT), falls 7 gerade,

B(A)U{(j, nit1yy2) 15 €{0,...,q}}, sonst,
B(©,) ={a e My : l(a) =7+ 1}

gegeben sind. Z.B. ist fir ¢ = 1:

Ay = {(0), (1), (0), (11)}, B(Ag) = {(111), (10), (01), (011), (00)},
I ={(),(1),(0)}, B(T'y) = {(11), (10), (01), (00) }

©2 = {(0), (1), (0), (11), (10), (01), (00)}, B(®2) = {(111),(110), (101), (011), (100),
(010), (001), (000)}.

Wir bemerken, dass offenbar
0,41 =60,UB(0,), O, C Ay,.
Weiter ist
Ary1 CB(A)UA, C Ao (1.20)

Die Inklusionen in (1.20) sind echt, da stets der Multiindex, der aus einem Block lauter gleicher
von Null verschiedenen Elementen der Léinge r + 2 besteht, in Aq12 \ B(A,)UA, liegt. Weitere
haufig gebrauchte Schreibweisen sind:

Definition 1.6. e (eji) = Block-Multiindex, der ausschliefSlich aus dem Element
Jje{l,...,q} besteht mit {((ejr)) = k.

e e(a) ={(a) — n(a) = Anzahl der von Null verschiedenen Eintrdge in .
e o(a) = ({(a) +n(a))/2 =e(a)/2 + n(a) = (starke) Ordnung von .

Z.B., fiir obig gegebenes « ist e(a) = 3 und o(a) = 3.5. AuBlerdem kann damit die Menge A,
auch durch

A ={aeM;:o0(a) <r/2}

charakterisiert werden. Wir brauchen die in (1.15) présentierten elementaren Differentialopera-
toren, um spéter die stochastische Taylor-Entwicklung in kompakter Form angeben zu kénnen.

Definition 1.7. Die Differentialoperatoren

i=1

q
1i_ %+Vx[vo]+%ZV§[vi,vi] fiir 5 =0,
Va[v;] fir1<j<gq
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zur Ité-Gleichung (1.7) heiffen 1t6-Operatoren. Damit kinnen die Ito-Koeffizienten fiir eine

holomorphe Funktion v zu einem vorgegebenen a = (i1, . ..,1) € My rekursiv berechnet werden:
irl =0

va =14 fir 1 =0, (1.21)
Lv_,  firl>1.

Entsprechend werden zur Berechnung der Stratonovich-Koeffizienten die Stratonovich-Operatoren
(bzgl. der Stratonovich-Gleichung (1.8)) bendtigt:

i 9+ Vu[vo] firj =0,
LI =V,.[v] firl<j<q.

Also

-
o =140 Jir 1 =0, (1.22)
Lo . firl>1.

Beispiel 1.2. Fir v(t,z) =z = g (v) und ¢ =1, r = 2 sind die U, (o € A;) durch

>

~ _ -~ _
1) = V1, Y) = Vo, V1) = V11,

>

(
(10) = VU1,  D(o1) = Vivo + U1, Do) = Vyvo + Do,

111y = v o, o1] 4 (v1)?v1,  Dorny = v [vr, vo] 4 (v))?vo + Ofvr + vy01, (1.23)
(

0

>

1/ ) o/ I " )
101) = v7 [vo, v1] + vjvgur + Vjvr,  Daie) = vglvr, vi] + vpvivr,

>

1111) = v [o1, 01, 01] + 20 [pivr, v1] + Vo [or, vi] 4 of [vr, Vior] + ()P0

gegeben (v; = Vvj, % = 0). Daraus erhalten wir zwei weitere Beispiele, die hauptsichlich in
Kapitel 3 und 4 Anwendung finden:

o Fiirvj(t,z) = Vjz mit V; € C™4 (j = 0,1) entspricht (1.23):
'[)(1) = V1$, @(0) = V(]l‘, {)(11) = V12$, @(10) = V()Vll‘,

oy = ViVoViz, i) = VoViz,  dainy = V',

wobei Uy = Vo(x). Beachte, dass wegen der Linearitat von v; bzgl. xz, alle Ableitungen
héherer Ordnung entfallen.

o Fir vi(t,x) = Vj(t)z mit einmal stetig differenzierbaren V; : Ry — C™4 (j = 0,1)
entspricht (1.23):

by = Vilt)z, o) = Vo(t)z, oany = VE(t)z,

(
a0y = VoO)Vi(t)z,  ogn) = (Vi()Vo(t) + Vi(t))z, = (VE(t) + Va(t))=,
b1y = VWz, o1y = (VEOVo(t) + Vi(t)Va(t) + Vl( ) Vi(t))z,
b01) = ViOVOOVA(E) + Vi)Vi(t)z,  Dar) = Vo()VE@D),  dainny = Vit(t)z,

wobei Vg = Vo (t, ).

Als Néchstes fithren wir das iterierte It6- bzw. Stratonovich-Integral ein:
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Definition 1.8. Fiir geeignete Funktionen v : Rﬂr x C* — C?, einen It6-Prozess X und einen

Multiindex o = (i1, ... ,1;) € My ist das iterierte Ité- bzw. Stratonovich-Integral rekursiv iber
t)), falls o = (0),
La[o(, X (N]eg.t = v(t, X (1)) i @) (1.24)
fto ~[w(s1, 5 X())]to,s1 dW" (s1), sonst,
t)), falls o = (0),
Jalv(s X (N]eot = v(t, X (1)) i @) (1.25)
fto —[v(s1, X ()|tg,s1 © AW (s1), sonst

gegeben, wobei die Konventionen a— = (iy,...,4—1) und

dt falls j =0,

dW7(t) = {de(% falls j € {1,...,q}

benutzt wurden.

Bemerkung 1.5. Fir eine moglichst allgemeine Klasse geeigneter Funktionen v in Bezug auf
Definition 1.8 siehe [17, Chapter 5.2]. Jedenfalls ist eine passende und fiir diese Arbeit funda-
mentale Funktionenklasse fir o = (i1,...,14;) € Mg durch

{vltr, ..., t, X(t) = Vi, (t1) - Vi, ()X () = Vi, € CF([to, 8], C™Y), j=1,...,1}

gegeben. Dabei steht C*([tg, ], C¥*?) fiir den Raum aller einparametrigen, k-fach stetig differen-
zierbaren komplexen d x d-Matrizen.

Beispiel 1.3. Jedoch ist das einfachste Beispiel fiir v =1 gegeben. Es gilt ndmlich

t Si—1
I [1]t0,t_/ N / AW (5)) - AW (1)
to to

bzw.
t S1—1
[Hto,tz/'“ / odW™ (s1) -+ o AW (s).
t

Zur Erleichterung der Notation setzen wir Jo (1]t + = Jato,t b2W. In[1]tyt = I tot, und falls
das zugrunde liegende Integrationsintervall bereits aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben
wir J, bzw. I,. Weiter definieren wir:

Definition 1.9. Durch die rekursive Definition der iterierten stochastischen Integrale kann die
Menge

Ty={lp:ae My} bzw. Jy={Jo: € My}

aller iterierten Ito- bzw. Stratonovich-Integrale leicht mittels Verkettung als Verkniipfung zu
einem Monoid mit neutralem Element Iy bzw. Jg) erweitert werden. Dabei ist diese Verkettung
fiir 1,15 € Iy bzw. Jo, Jg € Jy durch

Ia[Iﬁ,to,-]to,t = I(ﬁ,a),to,t bzw. Ja[Jﬁ,tO,-]to,t = J(B,a),tg,t

definiert.
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Mit Hilfe der Notationen fiir die iterierten stochastischen Integrale in (1.24), (1.25) und die
Koeffizienten-Funktionen (1.21), (1.22) ldsst sich fiir v(¢,2) = z und holomorphe Koeffizienten-
Funktionen die It6-Taylor- bzw. Stratonovich- Taylor- Entwicklung bequem angeben. Dabei in-

teressiert uns in erster Linie die Entwicklung der Losung von Gleichung (1.7) bzw. (1.8) um das
Paar (¢, Xo):

Theorem 1.2. Unter obigen Voraussetzungen ist fiir eine hierarchische Menge A die It6- Taylor-
bzw. Stratonovich-Taylor-Entwicklung fir die Lésung von (1.7) bzw. (1.8) durch

Zfato,t’l)a to, Xo) + Z I [va (-, X ())to b

acA a€EB(A)
Z Ja to,tva tO: XO Z J ))]to )t
acA a€eB(A)

gegeben. Beachte, dass hier va(s1,- .., 80a) X (8¢(a))) = Val(Se(a)> X (S¢())) und Entsprechendes
fiir vy, gilt.

Beweis. Da die komplexe Ito-Formel fiir holomorphe Koeffizienten-Funktionen der reellen It6-
Formel entspricht, sind die Beweise in [17, Theorem 5.5.1 & 5.6.1] direkt iibertragbar. O

Zur Illustration geben wir ein fiir diese Arbeit wichtiges Beispiel:

Beispiel 1.4. Die Funktionen vj (j =0,...,q) in Definition 1.3 seien linear, genauer vj(t,x) =
Vix mit zeitunabhdngiger komplexer d x d-Matrixz V;. Die Stratonovich- Taylor- Entwicklung der
Losung (die Forderungen in Theorem 1.1 und 1.2 an die vj sind erfillt) von (1.8) ist

Xt =Xo+ Y JawiVoXot Y VadalX(leps-
acA\{(0)} a€B(A)

Dabei sind die Stratonovich-Koeffizienten fir v(t,z) = x und o = (i1,...,4;) € My von der
einfachen Form

T, firl =0,

(1.26)
Vij- - Viyx = Vo, firl>1

Vo (t, ) = Vo(x) = {

(siche Beispiel 1.2). Auferdem ist die It6-Taylor-Entwicklung, wegen L°v = LY, von dhnlicher
Gestalt:

X(t) = Xo + Z TototVaXo + Z Vo lo[X()]to,t-
acA\{(0)} acB(A)

Bemerkung 1.6. In Beispiel 1.4 ergibt sich im Falle ¢ =0, A = O, die klassische (determini-
stische) Taylor-Entwicklung, denn

X(t) =Xo + Z Jato tVaXo + Z Vada X (4)]to,t

ac0,\{(0)} a€eB(O,)
t
(- to)*
k':O ’ tO tO

Dariiber hinaus ist die zugehorige Taylor-Reihe offenbar konvergent und durch

_  (t—to)k 1 _
X(t) = Tvo Xo = exp(Vo(t — 1)) Xo
k=0 )



20 Stochastische Differentialgleichungen und numerische Methoden
gegeben. Ahnlich folgt fir =1 und Vo = 0, aber Vi # 0:

o] k
x(1) = 3 P00 s v (1) — W 1) Xo,

denn wie wir in Kapitel 2 erfahren werden ist (J(1)7to7t)k = k! J(e,,)-

1.3 Numerische Verfahren, Konvergenzbegriffe und ein Konver-
genzkriterium

Im Allgemeinen ist das Losen der Gleichung (1.7) bzw. (1.8) auf analytischem Wege, wie z.B.
in Bemerkung 1.6, nicht moéglich. Sogar in der Situation des Beispiels 1.4 mit ¢ = 1 und nicht
kommutierenden Matrizen Vj, V7 ist die Losung im Allgemeinen nicht in einer geschlossenen Form
anzugeben. Wir werden auf die letztere Problematik spéter in diesem Kapitel zuriickkommen.
Jedenfalls besteht die Moglichkeit die Gleichungen (1.7) und (1.8) numerisch zu behandeln. In
dieser Arbeit legen wir unser Hauptaugenmerk auf explizite (stochastische) Einschrittverfahren.

Definition 1.10. Sei X eine Lisung der Gleichung (1.7) bzw. (1.8). Zu einer Unterteilung
to < ... <ty =T von [ty,T] ist ein explizites stochastisches Finschrittverfahren durch

X1 = X + @i (Xi, hies E1 ke - -+ Emk) =2 Xi + Pr(Xg) (1.27)

gegeben, wobei hy =ty — ty fir die Schrittweiten steht. Die @y sind die Verfahrensfunktionen
und die &1, ..., Em ke sind reellwertige, unabhingige, standard normalverteilte Zufallsvariablen.
X wird als Approximation an die Losung X zum Zeitpunkt ti betrachtet.

Bevor gekldrt wird in welchem Sinne Xj eine Approximation an X (tj) ist, werden einige
Beispiele zu numerischen Verfahren diskutiert.

Beispiel 1.5. (i) Eine wichtige Integratoren-Klasse besteht aus den starken (expliziten) Ito-
bzw. Stratonovich-Taylor- Verfahren (siehe auch [17, Chapter 10]). Diese ergeben sich aus
der abgebrochenen Taylor-Reihe bzgl. der hierarchischen Menge A = ', bzw. A = A,,

genauer:
Xk)-‘rl :Xk‘ + Z Ia,tk,tk+1va(tk7Xk)7 (128)
el \{(@)}
Xprt =X+ D Tt Daltrs Xi)- (1.29)
acA\{(0)}

Offensichtlich ist die Verfahrensfunktion in (1.27) bzgl. (1.29) durch

Op(Xps b Eer - m) = D Jasttegs Ot Xi)
acA\{(0)}

gegeben. Hierbei ist jedes Integral Jo 4, 1., durch hy und passende Zufallsvariablen & g, . . .
Em,k 2u approximieren. Letzteres wird in Kapitel 2.4 behandelt.

(i) Das einfachste Beispiel fiir ein Verfahren der Form (1.28) ist das Euler-Maruyama-Ver-
fahren, das von Maruyama in [24] untersucht wird. Dieses Verfahren ist bzgl. Gleichung
(1.7) durch

q
Xt = Xe 4+ T tt02 05 (b Xi) (1.30)
=0
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erklirt. Die rechte Seite in (1.80) entspricht der abgebrochenen Ité-Taylor-Reihe mit A =
I'y. Wir bemerken: Im Falle ¢ = 0 liegt das klassische explizite Euler-Verfahren vor.

(11i) Das Milstein-Verfahren, welches von Milstein erstmals in [26] prisentiert wurde, ergibt
sich aus (1.28) firr =2, also

q
Xiy1 = Xg + Zl(j),tk,tk+1vj(tk7Xk) + Z I(]z) sty ¥V z(tkvXk)U] (tk,Xk) (1-31)

J=0 1<i,5<q

(iv) Um den einfachsten Integrator fir eine Stratonovich-Gleichung zu finden, wird diese zundchst
mittels Lemma 1.2 in die entsprechende Ité-Gleichung tberfithrt, damit anschlieflend das
entsprechende It6-Taylor- Verfahren mit I'y verwendet werden kann. Es resultiert

q q
Xk+1 = Xk + Z J(j)ytk,tk+1 (tk7 Xk) +35 J 0),tx Akt Z v; tk? Xk ’U] tk? Xk)
7=0 7j=1
(v) Das einfachste Stratonovich-Taylor-Verfahren erhalten wir aus (1.29) mit r = 2. Dieses
entspricht dem Milstein- Verfahren fiir die zugehorige Ito-Gleichung, denn

q
X1 = Xe + D T trtena Vil Xe) + D Tgiyttess Vit Xi)vj (b, Xi)
j=0 1<i,j<q

und J(jz‘) = I(ji) + %5ijf(0) firl<i,j<gq.

Wir stellen nun die Fragen: In welchem Sinne konvergieren solche Verfahren? Wie ist der
zugehorige Ordnungsbegriff zu definieren? Mit welcher Ordnung konvergiert das jeweilige Ver-
fahren? In der bisherigen Literatur werden am héufigsten die schwache und starke Konvergenz
untersucht.

Definition 1.11. (schwache Konvergenz) FEin numerisches Verfahren vom Typ (1.27) heifit
schwach mit Ordnung p gegen die exakte Losung von (1.7) bzw. (1.8) konvergent, wenn fiir jedes
Polynom g (oder eine allgemeinere Funktionenklasse, siehe z.B. [17, Chapter 9]) eine von h und
n unabhdngige Konstante K existiert, so dass

I1E(9(X(tn)) — E(g(Xn))ll < KhP,

wobei h = maxy—o,... n—1Nk.

Bemerkung 1.7. Im Falle g(x) = x, ¢ = 0 stimmt der schwache Konvergenz- und Ordnungs-
begriff mit dem Konvergenz- und Ordnungsbegriff fir klassische (deterministische) Differential-
gleichungen iiberein.

Bemerkung 1.8. Da Untersuchungen der schwachen Konvergenz nicht Bestandteil dieser Ar-
beit sind, verweisen wir an dieser Stelle fiir Resultate zu exponentiellen Integratoren (fiir die
stochastische Schrodinger-Gleichung) auf die Arbeiten [30], [31].

Definition 1.12. (starke Konvergenz) Ein numerisches Verfahren vom Typ (1.27) wird als stark
konvergent mit Ordnung p gegen die exakte Losung von (1.7) bzw. (1.8) bezeichnet, wenn

(B||X (t,) — X,|2)"* < KhP,

wobet die Konstante K nicht von h und n abhdngt.
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Grob umschrieben misst die starke Konvergenz die pfadweise Abweichung zwischen der nu-
merischen und exakten Losung der zugrunde liegenden Gleichung.
Wir diskutieren in Bezug auf die 1t6-Gleichung (1.7) zwei Beispiele:

Beispiel 1.6. (i) Das Euler-Maruyama- bzw. Milstein- Verfahren ((1.30), (1.31)) konvergiert
schwach mit Ordnung 1, falls die im Verfahren auftretenden Koeffizienten v, einem glo-
balen linearen Wachstumsgesetz unterliegen (siehe [17, Theorem 14.5.1]).

(i1) Das Euler-Maruyama- bzw. Milstein- Verfahren ((1.30), (1.31)) konvergiert stark mit Ord-
nung 1/2 bzw. 1, falls die im Verfahren auftretenden Koeffizienten v, einem globalen linea-

ren Wachstumsgesetz und einer globalen Lipschitz-Bedingung geniigen (siehe [17, Theorem
10.6.9]).

Tatséchlich sind die obigen Beispiele nur Spezialfille aus der Klasse der (expliziten) Ito-
Taylor-Verfahren. Fiir diese Arbeit ist aber die folgende Aussage interessanter:

Theorem 1.3. (Kloeden & Platen) Das Stratonovich-Taylor- Verfahren (1.29) mit r = 2p kon-
vergiert stark mit Ordnung p, falls alle involvierten Stratonovich-Koeffizienten v, in der zweiten
Komponente holomorph, bzgl. der Ersten integrierbar sind, einem globalen linearen Wachstums-
gesetz und einer globalen Lipschitz-Bedingung geniigen.

Beweis. Siehe [17, Corollary 10.7.2]. O

Bemerkung 1.9. Eine zu Theorem 1.8 entsprechende Aussage tiber Ito-Taylor- Verfahren wird
im Korollar 10.6.4 in [17] wiedergegeben.

Bisher wurde nur der globale Fehler von numerischen Verfahren angesprochen. Jetzt soll der
Zusammenhang des starken lokalen mit dem starken globalen Fehler eines Verfahrens vom Typ
(1.27) untersucht werden. Dazu erinnern wir zuerst an die fiir numerische Verfahren fiir klassi-
sche (deterministische) Differentialgleichungen zutreffende Regel: Beim Ubergang vom lokalen
zum globalen Fehler findet eine Ordnungsreduktion von -etwa- p + 1 auf p statt. Da bei Ver-
fahren fiir eine stochastische Gleichung durch Wiener-Prozesse halbzahlige Ordnungen ins Spiel
geraten, besteht Hoffnung auf Halbierung der Reduktion sprich auf p + 1/2. Letztere erweist
sich aber als falsch (siehe dazu [27, Theorem 1.1]). Dagegen ist die fiir den deterministischen
Fall giiltige Regel auch fiir stochastische Probleme richtig, aber im Allgemeinen zu grob. Das
folgende einfache Beispiel kénnte zu einem besseren Verstédndnis dieser Schwierigkeit beitragen.
Doch zuvor definieren wir:

Definition 1.13. Firk =0,...,n—1 sei Xllc€+1 = X(tr)+Pr(X(tg)) (P ist Verfahrensfunktion)
die Approzimation an die exakte Lisung X (von (1.7) bzw. (1.8)) zum Zeitpunkt ty1, die aus
einem Schritt mit Startwert X (tx) hervorgeht. Wir sagen, dass ein Verfahren vom Typ (1.27)
von schwacher bzw. starker lokaler Ordnung py bzw. pso ist, wenn eine von n, h unabhdngige
Konstante Ky bzw. Ko existiert, so dass

k ko2 2
IB(X (te1) = XE)| < Kak? bow (BIX () = XE ) < Koh?.
Beispiel 1.7. Betrachte die It6-Gleichung (¢ =1, W := W)
dX(8) = vX(8)dt + pX (AW (), X(0) = Xo (1.32)

fir Konstanten v, € C\ {0}, oder wegen (1.9) dazu dquivalent die Stratonovich-Gleichung

dX(t) = <u - %,ﬁ) X (t)dt + pX(t) o dW(t), X(0)= Xo,
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auf [0, T] x C¢. Wie wir bereits gesehen haben, ist die exakte Lisung durch

X(0) = exp (0= 12/ + W () Xo = 3 5 (0= /2t + W (1)) Xo
>0

gegeben. Zudem halten wir fest, dass nach Anwendung der Ité-Isometrie (1.10) auf (1.52)
E(X(t)) = exp(vt)E(Xp) (1.33)
folgt.
e Das Euler-Maruyama-Verfahren auf (1.32) angewandt lautet dann
Xir1 = (1 + vh + pAWy) Xk. (1.34)

Der pfadweise Fehler nach dem ersten Schritt ergibt sich zu

X(h) — Xy = SuP (W (B — h)Xo + (v — 4 /2)uh W ()Xo

- %M?’W(h)?’Xo + O(W (R)* + R?).

Daraus erhalten wir aufgrund der Formel (1.18) zur Berechnung der Momente von W :

| Eo(X (h) — X1)|| =O(h?),
(BIX (h) — X1|12)"* =0(n).

Also betrigt die starke bzw. schwache lokale Ordnung po = 1 bzw. p1 = 2. Beachte auch,
dass p1 > pe2, und dass nach Beispiel 1.6 (ii) das Euler-Maruyama-Verfahren von starker
globaler Ordnung p =1/2(= p2 — 1/2) ist.

e Das Milstein-Verfahren ergibt sich in Bezug auf Gleichung (1.82) zu
Ly Ly 2
Xk—l—l =(1+ I/—gu h+MAWk+§M (AWk) Xk.
Diesmal folgt:
1
X(h) = X1 = (v — i [2uhW ()Xo + W (h)*Xo + O(W (h)* + h?)

und somit

| Eo(X(h) — X1)|| =0(h?),
(E|X(h) — X1|2) "2 =0(h*2),

Daher gilt bzgl. obiger Notation p1 = 2 > 3/2 = pa und wiederum nach Beispiel 1.6 (ii)
ist hier p = 1(=p2 — 1/2).

o Jetzt werde das Verfahren (1.34) ohne Beriicksichtigung des Drifttermes, soll heifien

Xi1 = (1 + pAW) Xy (1.35)
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Schrittweite

Abbildung 1.1: Auf diesem Bild sind die starken globalen Fehler des Euler-Maruyama- (EM),
Milstein- (M) Verfahrens und des Verfahrens (1.35) (ME) angewandt auf das Testbeispiel (1.32)
fird =1, v =1/2 und p = 1 zum Zeitpunkt 7" = 1 im doppeltlogarithmischen Mafstab zu fiinf
verschiedenen Schrittweiten geplottet.

auf Gleichung (1.32) angewendet. Nun gilt

X(h) - X, :%M(W(hﬁ — h)Xo + vhXo
- %u?’W(h)?’XO + (v — p?/2)uhW (h) Xo + O(W (R)* + h?).

Da v # 0 ergibt sich py = 1 = po. Jedoch kann das Verfahren (1.35) nicht stark global
konvergieren, da es wegen E(Xy) = E(Xo) fir k = 0,1,... nicht einmal schwach gegen
die erwartete Losung (1.33) konvergiert.

o Zur Erstellung der Abbildung 1.1 wurden die Konkretisierungen d =1, v =1/2 und p =1
vorgenommen. Zu sehen sind nahezu Geraden verschiedener Steigungen. Diese wurden
durch die starken globalen Fehler des Euler-Maruyama- (EM), Milstein- (M) Verfahrens
und des Verfahrens (1.35) (ME) angewandt auf das Testbeispiel (1.32) zu den Schritt-
weiten h; = 279 fir j = 0,1,2,3,4 zum Zeitpunkt T = 1 im doppeltlogarithmischen
Mafstab erzeugt. Hierbei wurden alle Approximationen mit der exakten Losung verglichen
und der Fehler durch Mittelung iber 500 Pfade berechnet. Wir lesen fiir (M) bzw. (EM)
den Steigungswert und damit die Ordnung 1 bzw. 1/2 ab. Hingegen betrdgt die Steigung
fiir (ME) 0, also keine (starke) Konvergenz.

Das Beispiel 1.7 suggeriert eine Beziehung zwischen dem Verhiltnis des schwachen zum
starken lokalen Fehler, und der lokal-global Ordnungsreduktion. Tatséchlich hat Milstein ([27,
Theorem 1.1]) das Folgende bewiesen: Ist po > 1/2 und p; > py + 1/2 (also p1 > p2) so
betrégt der starke globale Fehler p = py — 1/2. Das Beispiel 1.7 zeigt, dass die Bedingung
p1 > po im Allgemeinen gebraucht wird. Der Konvergenznachweis beruht auf der einen Seite
auf der globalen Lipschitz-Stetigkeit der Koeffizientenfunktionen v; und auf der anderen Seite
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auf der Regularitdt der numerischen (siehe [27, Lemma 1.2]) und der Stabilitit der exakten
Losung. Insbesondere wird dadurch jegliche Stabilitéitsbedingung an die Verfahrensfunktionen
®;, vermieden. In den Kapiteln 3 und 4 wird sich herauskristallisieren, dass das zu Milstein’s
duale Kriterium, welches im Folgenden vorgestellt wird, fiir die Anwendung und das Versténdnis
von Splitting-Integratoren geeigneter ist.

Theorem 1.4. Fs existiere eine eindeutige (starke) Lisung X von (1.7) bzw. (1.8). Weiter sei
Xy, eine numerische Approzimation an X (ty), wobei

Xpr1 = Xp, + Op(Xy) =: Op(Xy)

mit dquidistanter Schrittweite h = ty1 — tx = Jio) 1,1, fir k =0,...,n — 1. Die Verfahrens-
funktion @y, besitze fir k =0,...,n — 1 die Stabilititseigenschaften

1B (@x(X (1)) — Pr(Xp)) | <K1hIIX (k) — Xl (1.36)
1/2 = 1/2
(EIIDR(X (1)) — B(Xi)2) 1 <Eoh2 (B X (1) — Xil?) (1.37)
wobei Ky, Ko von h, n unabhingige Konstanten sind. Auferdem sei X,’jH = O,(X(ty)) die
numerische Liosung, die aus einem Schritt mit Anfangswert X (t) resultiert. Existieren von h
und n unabhdngige Konstanten K1, Ko, so dass fir k = 0,...,n — 1 die schwache und starke
lokale Fehlerabschdtzung

1Ew(X (b)) — XEn) Il < Kl X (8) |27, (1.38)
1/2
(BIX () = XEl?) ™ < Ka(BIX @)]) /202 (1.39)
gilt, wobei
1 1
P22 5, PL2p2ty, (1.40)
dann ezistiert auch fir k = 1,...,n eine von h und n unabhingige Konstante K, so dass die

starke globale Fehlerabschdtzung

0<5<k

1/2
1/2 _
(Bx) - Xl < & (o BIX@IP)
gilt. Somit ist das Verfahren von starker globaler Ordnung p = ps — 1/2.

Beweis. Zuerst fiihren wir Abkiirzungen fiir den pfadweisen globalen Fehler e, = X(tr) — X
(k =0,...,n, ¢ = 0) und den lokalen Fehler ¢, = X (tx11) — Xl§+1 (k=0,...,n—1) ein.
Offenbar gilt

ot =X (tep1) — Pu(X () + Pu(X (1)) — Pi(X)
=¢ci + e + Pu(X (k) — Pp(Xg).

Daraus ergibt sich rekursiv

k k

Cht1 = ZFO (D5(X(t5)) — ©5(X)) + )

Also folgt mittels der diskreten Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.13)

2
k
+2EH E j:OEj

Ej.
j=0"7

2

k
Bllewall? <28 0 (80(0) - 2,(,) oy + 2.
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Um das diskrete Gronwall-Lemma anwenden zu kénnen, schétzen wir dy mit Hilfe der diskreten
It6- bzw. Cauchy-Schwarz-Ungleichungen (1.14) bzw. (1.13) und den Bedingungen (1.36), (1.37)
wie folgt ab:

2
&) <28 HZf:o (@5 (X(1)) - 9;(X;) — By (@,(X (1)) — 2,(X,)))

2

+2E sz_ Ej(®;(X(t))) — 2;(X;))
<2Z o B2 (X (25)) — @5(Xy) — Ej(P5(X(25)) —&;(X;))II°
PR+ )Y EIE@5(X (1) - 25(X)]°
<4 Zfzo (R3nEles > + REW2Elles|?) + 20k + 1) ijo R212E||e;

~ k
<Kh)__ Bllel?

mit K = 4K3 + 6K7(tj1 — to). Somit resultiert aus dem Gronwall-Lemma 1.4 b)

2

k _
Ellex1]* < 2E HZFO gj|| exp(2K (te+1 — to))-

Ahnlich wie fiir d; erhalten wir eine Abschitzung fiir do mittels (1.38), (1.39):

do <2F 2F
S RALCl R A
k
542]-:0 (Ellesl1? + BNl Bj ()] )+2(k+1)zj:0EHEj(€j)H2

k k
<4 Z].zo(fi'%hmEHX(%')H2 + KThPE||X (t)]%) + 2(k + 1) ZFO Kin* B X ()|

2

St = to) (ARG + KT P by — 0))h* 7 max, B X (t)]1”

Die Behauptung folgt schliellich aus (1.40), denn 2(p; —p2) =1 > 2(pa+1/2—p3) —1=0. O

Bemerkung 1.10. Betrachten wir (1.7) bzw. (1.8) fir ¢ = 0, so sind in Theorem 1.4 die Be-
dingungen (1.87), (1.89) iiberfliissig. Es ergibt sich das lokal-global Konvergenzkriterium bzgl.
expliziten Einschrittverfahren fiir deterministische gewdhnliche Differentialgleichungen und da-
her p = p1 — 1. Dabei ist (1.36) eine globale Lipschitz- bzw. Stabilititsbedingung fiir die Verfah-
rensfunktionen und (1.88) der lokale Fehler.

1.4 Exponentielle Integratoren fiir lineare stochastische Diffe-
rentialgleichungen

Wir wollen in diesem Abschnitt einerseits bereits ausgearbeitete Resultate zum Thema exponen-
tielle Integratoren fiir lineare stochastische Differentialgleichungen diskutieren und andererseits
einen Ausblick auf neue Resultate geben, die in den Kapiteln 3 und 4 prisentiert werden. Aus-
gangspunkt soll die lineare zeitabhéngige Stratonovich-Gleichung

dX(t) = jzoxg(t)X(t)ode(t), X(to) = Xo (1.41)
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mit stetigen Vj : [to, T] — C¥d (j = 0,...,q) sein. Im Falle paarweise kommutierender Vj ist
die Gleichung (1.41) analytisch losbar (siehe Abschnitt 2). Es gilt dann

X(t) = exp <Zj’:0 /t : Vj(t)de(t)> Xo.

Selbst wenn die Matrizen V; nicht vertauschen, aber eine nilpotente oder auflésbare Lie-Algebra
erzeugen, kann die Losung in geschlossener Form angegeben werden (siehe [18]). In letzterer
Situation ist die Losung durch X (t) = exp(€2(t))Xo gegeben, wobei © (nicht mit dem Ereig-
nisraum zu verwechseln) fiir die sogenannte Magnus-Reihe steht, die an einer gewissen Stelle
abbricht. Allerdings trifft dies im Allgemeinen nicht zu, folglich existiert nur selten eine Dar-
stellung der Losung in geschlossener Form. Daher ist das Suchen nach geeigneten numerischen
Approximationen naheliegend. Doch zuvor soll die Magnus-Reihe ausfiihrlich vorgestellt werden.
Dazu betrachten wir zunéchst die deterministische Differentialgleichung

dX (1) = V(OXB)dt,  X(to) = Xo, (1.42)
wobei V stetig und X als nicht zufillig angenommen wird. Wir gehen aber nicht vom Verschwin-
den des Kommutators [V (t), V (s)] fiir s # t aus. Das folgende Theorem iiber eine Darstellung
der Losung von (1.42) stammt von Magnus ([22]):

Theorem 1.5. (Magnus) Die Lisung der Gleichung (1.42) kann in der Form

X(t) = exp(Q(t)) Xo

geschrieben werden. Dabei ist € durch die Differentialgleichung

Q) =Y = add®(V(t), Qto) =0 (1.43)

bestimmt, wobei By (k= 0,1,...) die Bernoulli-Zahlen sind und adgq ein linearer Operator, der
durch adq(V (t)) = [Q, V(t)] erklirt ist. Die Gleichung (1.43) besitzt eine Lisung, falls |Q| <7
gilt.

Durch Integration der Gleichung (1.43) und anschlieBender Anwendung der Picard-Fixpunkt-
iteration erhalten wir die Magnus-Reihe:

Q(t) :/t: V(s)ds — %/t: /tOS[V(sl),V(s)]dslds
. / L] W v v s
+1_12/t: /t; /t:[V(SQ),[V(sl),V(S)]]dSstldS—l-.... (1.44)

Die nicht genauer spezifizierten Restterme sind bei stetig differenzierbarem V' von der Groflen-
ordnung O((t — t9)®). Durch Abbruch der Magnus-Reihe und anschlieBender Approximation
der iterierten Integrale durch passende Quadraturformeln ergibt sich ein sogenannter Magnus-
Integrator. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieser Integratoren siehe z.B. [14].
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1.4.1 Stochastische Magnus-Integratoren

Wir betrachten jetzt aus Bequemlichkeit die autonome Gleichung

M=

dX(t) =) V;X(t)odWI(t), X(to)= Xo (1.45)

J=0

mit beschrénkten Operatoren V; (j = 0,...,q). Weiter folgen wir dem formalen Ansatz in [3],
indem wir in (1.44) V (t)dt durch >2%_,V; o dWJ(t) substituieren:

1 q
> [Vian]J(ij)“‘ZZ > Vi Vil Vil Ty

0<ij<q k=00<i#j<q

1 q
+EZ > Vi Vi Vil oy Il + - -

i=0 0<j£k<q
1 1
=D Vilyy =5 2. Vil — Jun)
Jj=0 0<i<j<q
1 q
7 > [[Vi, Vil, Vi) ((J(ijk) — Jijik))
k=0 0<i<j<q
1
+ g((J(kji) — Jkij)) + (JGriy) — J(ikj)))) +.... (1.46)

Im zweiten Schritt in (1.46) wurde die Antisymmetrie des Kommutators und die Identitét
J@iyJj) = Jiiz) + J(ji) (siehe Kapitel 2) ausgenutzt. Die in obiger Formel auftretenden Ausdriicke
Aij = (Jiz) — Jiy)/2 werden auch als Lévy-Flichen bezeichnet (siehe Kapitel 2). Es sei be-
merkt, dass eine dhnliche, aber etwas kompliziertere Formel im nicht autonomen Fall angegeben
werden kann. Ungeachtet der Konvergenz der Magnus-Reihe (1.46) kénnen damit nach Burrage
([3]) explizite numerische Integratoren durch Abbruch der Magnus-Reihe an einer geeigneten
Stelle konstruiert werden. Gemeint sind Verfahren der Form

X1 = exp(Q) Xy,

wobei ), = Zj’:o VjJ(j)+. .. eine passende Approximation an )(tx+h) ist. Es ist nicht schwierig
zu zeigen, dass die Stabilitdtsbedingungen (1.36) und (1.37) in der Situation beschriankter V;
erfiillt sind. Denn aus der Entwicklung

1 1 3! -

und Fy( ;]':0 Vid(;)) = Vod(o) ergibt sich [|Eg(®g)| = O(h). Weiter folgt aus der Ito-Isometrie:

Ey||®x|? = O(R), sofern szzo (]j)’_—'?)),QiH beschrénkt ist. Spéter werden wir sehen, dass Letz-
teres der Fall ist, wenn €, schiefhermitesch ist. Dariiber hinaus zeigt Burrage in [3], dass das
Abbrechen der Magnus-Reihe nach den Kommutatoren der 0-ten bzw. 1-ten bzw. 2-ten Ordnung
auf Integratoren der starken globalen Ordnung 0.5 bzw. 1 bzw. 1.5 fiir ¢ > 2 fithrt (fiir ¢ = 1 er-
gibt sich 1 bzw. 1.5 bzw. 1.5). Stochastische Magnus-Integratoren beliebiger Ordnung fiir lineare
stochastische Differentialgleichungen mit beschrinkten Koeffizienten werden in [21] analysiert.
Ein Nachteil der Magnus-Integratoren besteht offenbar darin, dass in jedem Schritt das Pro-
dukt der Exponentialfunktion von einer (nicht diagonalen) Matrix mit einem Vektor bestimmt
werden muss. Trotz effektiver Lanczos- oder Tschebyscheff-Approximationen fiihrt dies vorallem
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dann zu Schwierigkeiten, wenn viele Pfade berechnet werden sollen. Andererseits wird in [21]
gezeigt, dass die Simulation bzw. Approximation der Lévy-Flichen bereits fiir einen Integrator
der globalen Ordnung 1.5 im Allgemeinen noch aufwendiger ist. Daher kann gegebenenfalls ein
Integrator der Ordnung 1 trotzdem effektiver sein. Weitere interessante Resultate in Bezug auf
exponentielle Integratoren, meist iiber einen Lie-algebraischen Zugang, sind in den Arbeiten [1],
[6], [7], [23] zu finden.

1.4.2 Stochastische Splitting Integratoren

Wir kehren wieder zur deterministischen Gleichung (1.42) zuriick, gehen aber von der Zerleg-
barkeit des Operators V' in eine Summe von g + 1 (¢ > 1) beschriankter Operatoren Vj,...,V,
aus. Dies bedeutet

dX(t) = ijo V,()X(H)dt, X(to) = Xo. (1.47)

Es gelte [Vi(-), V;(+)] # 0 fiir ¢ # j. Diesmal soll die Losung via eines Splitting-Ansatzes zu einer
gegebenen #quidistanten Schrittweite h approximiert werden. Dazu werden die exakten Fliisse
der aufgesplitteten Gleichung (1.47) bzgl. dem Zeitschrittintervall [tg,tx11] zu vorgegebenen
Zwischenzeitpunkten 5 ; (j =0, ..., q) verwendet, genauer:

dXO(t) = Vo(tro) X O )dt, XO(tg) = Xo,

dXD(t) = Vy(t ) XD ()dt, XD(tg) = Xo.

Die Fliisse hierzu sind offenbar durch die Abbildungen ;. ; : Ct — C% z — eViltes)t—te)y
(j=0,...,q, € C%) gegeben. Damit wird ein (exponentielles) Splitting Verfahren wie folgt
definiert:

Xi41 = Pats s (- - POty (Xn)) = eValtmall o eWoliolhx
Wir nennen g Splitting-Index. Wir wollen aber allgemeinere Splitting Verfahren untersuchen:
Xkt1 :\I’](j;le

:ebqshVQ(tk»Cqs) . eblshvl(tk,cls)eashvo(tk»ds) . ebqthq(tk,cql) . ebllhvl(tkvcll)ealth(tk’dl)Xk

mit Konstanten b;;,a; € R firi =1,...,q, 7 =1,...,s, die die Konsistenzbedingungen

Z;Zl a; = 1, ijl bij =1

erfiillen, und gegebenen Zwischenzeitpunkten ty g, = tg + hdj, tgc,; = tx + heij € [tg, trq1] (i =
1,...,q,7=1,...,5). Wir bezeichnen s als Kompositions-Index. Wir geben zwei fundamentale
Beispiele fiir zeitunabhéngige Vp, ..., V:

Beispiel 1.8. (i) Der (einfachste) Splitting Integrator (s = 1)
Xpoq = eVl ... Vohx,
ist von globaler Ordnung 1 (siehe [11, Chapter II.5]).
(i) Das Strang- oder symmetrische Trotter-Splitting (s = 2)

Voh/2 . quflh/thVq quflh/Q . 6VOh/2Xk

ist von globaler Ordnung 2 (siehe [11, Chapter II.5]).
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Dariiber hinaus zeigt Yoshida in [39] iiber einen allgemeineren Lie-algebraischen Zugang und
der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel, wie Splitting Integratoren auch fiir die Gleichung (1.47)
fiir ¢ = 1 von beliebig hoher gerader Ordnung konstruiert werden kénnen.

Beispiel 1.9. In [39] wird z.B. das (symmetrische) Yoshida-Splitting der globalen Ordnung 4
firqg=1

Xk-l-l — eV0h§/2eV1hCeVOh(l—C)/2eV1h(1—2C)eVgh(l—C)/2evtheVohC/2Xk

hergeleitet. Dabei ist die reelle Zahl ¢ durch die kubische Gleichung 6((¢ — 1)? = 1 eindeutig
bestimmit.

Fiir die Konstruktion (symmetrischer) Splitting Integratoren erweist sich dabei das Konzept

-1
der adjungierten Methode \IIIE;SZL* = <\I/§:)_ h) als fruchtbar. Dieses wird durch die Eigenschaft
des exakten Flusses, sagen wir ¢;, der autonomen Gleichung

dX(t) = ijo V,X(t)dt, X(to) = Xo

motiviert. Denn es gilt ¢, = cp:% = ¢}. Z.B. ergibt sich das Strang-Splitting aus der Komposition
% — oM* g und das Yoshida-Splitting durch

kh k,h/2 " kb2
(1)* (1) (1)* (1) (1)* 1) _ 5@ 5@ (2)
‘I'k,ch/z‘I'k,ch/z‘I'k,(l—zc)hﬂ‘I'k,(1—2<)h/2‘1'k,<h/2‘I'k,ch/z = <I>k,Ch<I>k,(1—2C)h<I>k,Ch‘

Fiir ein ausfiihrliches Studium der Splitting Integratoren -auch ungerader Ordnung- siehe [11,
Chapter IT1.5.3]. Nebenbei bemerken wir, dass durch die fehlende Zeitreversibilitit bei stochasti-
schen Differentialgleichungen nicht klar ist, wie die adjungierte Methode fiir einen stochastischen
Splitting Integrator zu definieren ist. Dabei ist ein stochastischer Splitting Integrator bzgl. Glei-
chung (1.41) wie folgt erklért:

Definition 1.14. Fin stochastisches Splitting Verfahren ist durch
Xpp1 = 09X, (1.48)

gegeben, wobei Xy, als Approzimation an die exakte Losung X zur Gleichung (1.41), also

dX(t) =Y Vi(t)X (1) o dWI(t), X (o) = Xo.

an der Stelle tj, aufgefasst wird. \IJ,(;) ist rekursiv tber
wy) = <eb§§)v‘f“’w) . ebﬁ)vﬂtw’e“gk)v‘)(tk’dj)> L R (1.49)

furj=1,...,s definiert. Hierbei sind firi=1,...,q,57=1,...,8, k=0,1,..., agk),bgf) skala-
re reellwertige Zufallsvariablen, die ausschliefllich vom Integrationsintervall [ty, txy1] abhingen.
Dariiber hinaus soll fir 1 <:<q,1<j<s bz(?), ag-k) Fiy,., -messbar und fiir s <ty unabhdngig
von Fy sein, also insbesondere
k k k k
By (05)) = B(b;), By (af?) = B(a),

k k k k
Etk+1(bz('j)) = bgj)’ EtkH(ag' )) - a§ )'
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Zugunsten der Ubersichtlichkeit wird im Folgenden die k-Abhingigkeit nicht mehr betont und die
Notation

k k
bij bz(]), a; ::ag)

benutzt. Auch wird gelegentlich die vereinheitlichende Notation
boj = aj, theo; = th,d,

fir j =1,...,s Verwendung finden. Schliefilich sind ty 4, = tx+hdj, tg e, = ti+heiy € [ty thg1]
feste, nicht zufdllige Knoten.

Formal kann (1.49) mit Hilfe der Exponentialreihe auch wie folgt ausgedriickt werden:

\I’](gj) _ (ﬁ D1 Vilte e > ﬁ <H 1 Vilth.ey; >

=0 i=1

S (T, ) o
ml Clj k

mo,...,mq>0 \I=0

=111 X (Hnlzl:vm“(k%)> : (1.50)

=1 \'moi,...,mg;=>0 \I=0
Hierbei wurde fiir (nicht notwendig kommutierende) lineare Operatoren £; (j = 0,...,q) fiir
0 < m,k < q die Konvention

k
Ly L fall <k

[[e=4> ~m 2°m=" (1.51)

: 1d, falls m > k
eingefiihrt. In Bezug auf das Zeitschrittintervall [ty,tx11] setzen wir fiir j = 1,..., s folgende

Momentenbedingungen an: Fiir alle
v = (mot,...,Mgl,-..,Mgj,-..,Mg;) € (NU{0})’ i(g+1)
mit
Yo == ijl <2mo,- + Zj:l mli> >0
existiere eine von n, h unabhéngige Konstante K, so, dass
Eylc]|? = Kyhe. (1.52)

Hierbei wurde der Vektor ¢; = (bot,...,bq1,..-,boj, ..., bg;) und die iibliche Multiindexnotation

’Y_ mlz
g=1I_,II
i=1 10“

verwendet. Damit spédter das Theorem 1.4 auf Splitting Integratoren angewendet werden kann,
bené6tigen wir fiir einen linearen Operator £ die formale Entwicklung der Exponentialfunktion:

PO WUt S ! _
e _Zk oS +l,£n(£) (1=1,2,...), (1.53)

wobei die Funktion r; (formal) durch
! o0 I
— o -1 _££ — m
(L) l/O (1 =& e™dg E S _H)!S (1.54)

gegeben ist. Offenbar ist die Integraldarstellung der Funktion r; in (1.54) z.B. fiir beschrinkte
Operatoren oder Generatoren von unitiren Gruppen wohldefiniert.
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Bemerkung 1.11. Spater wird uns das Problem der Abschdtzung von Ausdricken der Form
B2 E|n®L)|? (1=1,2,...) (1.55)

oft begegnen, wobei b eine stochastische Zeitschrittweite (reelle skalare Zufallsvariable) und £
ein linearer Operator ist. Im Gegensatz zum deterministischen Fall kénnte (1.55), auch wenn £
beschrinkt ist, nur fir sehr kleine Zeiten existieren (siehe [1],[21]). Letzteres Problem kann bei
Schiefhermiteizitit des Operators £ nicht auftreten, da dann die Terme in (1.55) unabhingig
von der Wahl von b unitdr, also durch 1 beschrinkt sind. Deswegen werden im Folgenden, die
in den Splitting Integratoren auftretenden Operatoren als schiefhermitesch angenommen.

Wir présentieren noch eine niitzliche elementare Produktformel fiir (nicht notwendig kom-
mutierende) Operatoren, die durch Induktion leicht einzusehen ist:

Lemma 1.5. Fir lineare Operatoren 8, £; (j =m, ..., k, m < k) gilt die diskrete Variation-
der-Konstanten-Formel

k k k k j—1
&+e)=1T%+D | II &)< [[®+. (1.56)
j=m j=m j=m \l=j+1 l=m

Unter Anderem damit, zeigen wir:

Lemma 1.6. Die Verfahrensfunktionen
o, =0 —1d,  k=0,1,...

des Splitting Integrators (1.48) bzgl. Gleichung (1.41) erfiillen die Stabilititsbedingungen (1.36)
und (1.87) des Theorems 1.4, falls

e die Konsistenzbedingungen
ijl bij =Ju (i=0,....q) (1.57)
gelten.

o die Funktionen V; (i =0,...,q) schiefhermitesch und Hélder-stetig mit Exponent 1/2 sind.
Letzteres bedeutet, dass eine Konstante Ky existiert, so dass fir tg < s,t <T

IVi(t) = Vi(s)]| < Kypolt — /2.
Beweis. Mit den Abkiirzungen
Bij = bijVitr,e,; )r1(0ijViltr,e,;)) (0<i<q)
firj=1,...,s kann \I/,(:) mittels (1.53) formal auch als Produkt

) = szl (Hj:O(Id + iBij))

geschrieben werden. Zuerst erhalten wir durch Anwendung der diskreten Variation-der-Konstanten-
Formel (1.56) mit &; = Id, £ =B;; (i =0,...,¢) fir j=1,...,s:

q q i—1
[T (a+3y) =1a+> " B[] (1d+By).
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Nochmaliges Benutzen der Produktformel (1.56) mit &; = Id, £; = > 7_,B;; H;:é(fd +B),)
(j=1,...,s) liefert

[d+z<

= m=0

q i—1

> w; [[ad+ 3y ) 11 <Id+2%21 11 Id+%ml)>
=0 0 =

2

B (Id+ Rm)) (Id+ Rj)

7=1 \1i=0
S q B
=Id+> > B+ R,
7=111=0
wobei

_ i-1 m Vm(tk Cmi )

Rij _Zl O%UH —0 ’ !

RJ_Zl:l (Zzo Zll_[mo i l)\llk ’

AuBerdem ist B;; = by Vi(te,c,;) + R,J, wobei ]A% = %(bijVi(tk,cij))zrg(bij‘/;(tkﬁij)). Damit folgt:
A C) _ s q
Q=W —Td=3 > biViltke,) + Rog
wobei Ry = Ry + > i=1 20 R;;. Des Weiteren geniigt es aufgrund der Linearitiit von @,
| Ex(®r)|| =O(h), (1.58)
Ey[|®k[|* =O(h) (1.59)

zu zeigen. Zunéchst folgt aus der (Holder-) Stetigkeit der V; ihre Beschranktheit auf [to, 77, also
existieren Konstanten M; mit ||V;(¢)|| < M; fur alle t € [to,T], j =0,...,q. Wir stellen mittels
der diskreten Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.13) fest:

Bl Rl <ts(a+ 1SS (BB Ry l12 + BB Rl + Bl B Biy B2 + Bl i)
7=11i=0
s q
=ds(g+ 1) (d§;> +dP +d + d§j’> .
j=1i=0

Dabei ergibt sich aus den Momentenbedingungen (1.52), der Beschrinktheit, Schiefhermiteizitét
der Vj, und wiederum der diskreten Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.13):

j—1 q 1
dgj) <(G—1)(g+1) lel Zi:O Mf‘Ek!bijbizP < Ki(j)h27
. 2_ 2
dzj <i lel M M} Eg|bijby|* < Kz‘(j)hz’
o il il 904 2 (3)p,3
d;y <i(j—1)(q+1) ano lel Zi:(] My M; E|bijbniba|” < K;77h”,

@ 1,4 212 (4);2
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wobei Kl(jl) fir 1 =1,2,3,4 von 4, j, ¢, My, (m =0,...,q) abhéingt. Somit erhalten wir
Ei||Rsxl?® < KR?, (1.60)

wobel K = K(s,q,M;(j =0,...,q),T —tp). Mit dhnlichen Argumenten folgt:

EkHZJ 12 Vi(th,ei,)

wobel K = K(s,q,M; (j =0,...,q)), und deswegen auch (1.59). Dariiber hinaus resultiert aus
(1.60):

s q
‘ <s(g+1) ijl Zi:o Ey|bi;|*M; < Kh,

1/2

| Ex(Rs )|l < (Ex||Rs xlI?) " = O(h). (1.61)

Schlieflich folgt wegen der Holder-Stetigkeit der V; (i =0,...,q), (1.57) und (1.52):

HE]“ (Z;:1 Zj:o bijv"(tk“»)“ = j 0 sz 1Ek bi)Vilth.ci;) ‘
=3I B Wiltie,) = Vi)
<Zl OZ | Bk (i |||V(tkcm) Vi(te) |
<Zz OZ Ek|bw| K1/2(|Cij|h)l/2 < Kh,

wobei K = K (s,q, Ky/3). Zusammen mit (1.61) erhalten wir die Abschétzung (1.58). O

Bemerkung 1.12. Das Lemma 1.6 gilt insbesondere, wenn die Funktionen V; (j = 0,...,q)
als zeitunabhdngig oder stetig differenzierbar vorausgesetzt werden.

Bisher waren nur wenige (und keine allgemeinen) Resultate zur starken Konvergenz fiir
stochastische Splitting Integratoren fiir lineare stochastische Differentialgleichungen bekannt.
Z.B. zeigt Misawa in [29] lediglich in einem gewissen ’schwachen Sinn’, dass das stochastische
Strang-Splitting

Xk+1 — 6VOh/2€V1AWk€VOh/2Xk
angewandt auf Gleichung (1.45) fiir ¢ = 1 von starker globaler Ordnung 1 ist. Jedoch werden wir
im 3. Kapitel das Theorem 1.4 und das vorangegangene Lemma verwenden, um ein allgemeines
Kriterium fiir die starke globale Ordnung eines Splitting Integrators zu beweisen.



Kapitel 2

Shuffle Algebren und iterierte
stochastische Integrale

Uberwiegend basierend auf der Arbeit [9] und den Kapiteln 0, 1, 5, 7 des Buches [34] wer-
den zunidchst Zusammenhinge von Shuffle Algebren mit iterierten stochastischen Integralen
erldutert. Unter Ausnutzung von Strukturen der Shuffle Algebren werden Formeln zur Berech-
nung von Erwartungswerten von Produkten iterierter Stratonovich Integrale hergeleitet, die
durch ein Matlab Programm (siehe Anhang A) zur Berechnung solcher Produkte umgesetzt
wurde. Da im Allgemeinen einerseits die Simulation iterierter stochastischer Integrale sehr kom-
pliziert ist, andererseits aber hiufig ein gegebenes Integral mittels anderer Integrale polynomiell
dargestellt werden kann, ist es unabdingbar die unabhéngigen iterierten stochastischen Inte-
grale heraus zu filtern. Dazu wird eine spezielle Basis, die Lyndon-Basis, einer Shuffle Algebra
vorgestellt, mit Hilfe derer diese unabhéngigen Integrale identifiziert werden kéonnen. Schliellich
werden Moglichkeiten zur Approximation der (unabhéingigen) iterierten stochastischen Integrale
préasentiert, die in den Kapiteln 3 und 4 bei den numerischen Experimenten Anwendung finden.

2.1 Shuffle Algebren

Bei der Analyse, sowohl der schwachen als auch der starken Konvergenz, tritt in natiirlicher Weise
ein Problem auf, ndmlich die Berechnung von Momenten oder allgemeiner von Erwartungswerten
von Produkten von iterierten stochastischen Integralen. Hierbei bezieht sich das Wichtigste auf
iterierte Stratonovich-Integrale, genauer: Fiir Multiindizes o € M, (j =1,...,m) ist

B (H:; Ja?’)

zu bestimmen. Hierzu erinnern wir, dass sich genau das Stratonovich-Integral, durch seine Ei-
genschaft den klassischen Kalkiil der Differential- und Integralrechnung zu erhalten, gegeniiber
den anderen stochastischen Integralen auszeichnet. Insbesondere haben wir die Formel fiir par-
tielle Integration fiir Stratonovich-Integrale zur Verfiigung (siehe [3]). Mit anderen Worten, fiir
ay = (i1,...,10,), ag = (k1,..., k) € M, gilt

Jar oy = J(iy ) [Jar = Jan] + Ty [Jen - Jan-]- (2.1)

Wir stellen nach wiederholter Anwendung der Formel (2.1) fest, dass das Produkt zweier
Stratonovich-Integrale als ganzzahlige Linearkombination von iterierten Stratonovich-Integralen
geschrieben werden kann. Préziser:

Joi o = D> 1y)y, (2.2)

'Yesal,(xQ
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wobei auf die Menge S, «,, die als die Menge aller Shuffles von a; und ag bezeichnet wird,
spéter noch eingegangen wird. Aulerdem wird r., als die Vielfachheit des Auftretens des Shuffles
~ interpretiert. Bevor geklirt wird inwiefern die Formel (2.2) zur Losung des obig gestellten
Problems beitréigt, wird die algebraische Struktur der Shuffles genauer erldutert (siehe z.B. [34,
Chapter 1]). Sei dazu A eine endliche Menge deren Elemente als Buchstaben bezeichnet seien.
Die Menge A wird auch Alphabet genannt. Zudem werden endliche Folgen von Buchstaben als
Worter bezeichnet, wobei auch die leere Folge -das leere Wort- 1 zugelassen ist.

Definition 2.1. Auf der Menge A* aller Wérter, wird durch Verkniipfung (engl.: concatenation)
w = uv zweier Worte u,v € A* ein Produkt erkldrt.

Durch dieses Produkt wird A* zu einem freien Monoid (siehe [34, Proposition 1.1]). Z.B.
ist jedes Wort das Produkt seiner Buchstaben (von links nach rechts). Wir fithren noch weitere
Begriffe ein: Ein Wort u« wird als Faktor eines Wortes w bezeichnet, falls w = xuy fiir gewisse
Worter x,y. Ist x = 1, so wird u Linksfaktor oder Prdfix von w genannt. Entsprechend wird der
Rechtsfaktor oder das Suffiz erklart. Der Faktor u heifit echt, wenn v # w, und nicht trivial, wenn
u # 1. Mittels obig definiertem Produkt auf A wird der K-Modul K[A], fiir einen kommutativen
Ring K € R mit Eins, zu einer freien assoziativen K-Algebra (siehe [34, Proposition 1.2]).
AuBlerdem kann auf K[A] in folgender Weise eine assoziative und kommutative algebraische
Struktur eingefiihrt werden:

Definition 2.2. Es sei 11 : K[A] x K[A] — KJ[A] eine bilineare Abbildung mit den folgenden
Figenschaften:

(i) 1l =1,
(i) 1w =wwl firwe A,
(111) (uz)w(vy) = (uw(vy))z + ((uz) wo)y firz,y € A, u,v € A*.

Die Abbildung . heif$t Shuffle Produkt und das Paar (K[A], w) wird als Shuffle Algebra bezeich-
net. Fir das k-fache Shuffle Produkt eines Wortes u werden wir auch u™=* schreiben.

Das Shuffle Produkt behélt die Reihenfolge der Buchstaben jedes Faktors bei, somit tritt
jeder Faktor als Subwort auf. Dabei ist ein Wort u = uy ... u, (u; € A) ein Subwort eines Wortes
w € A%, wenn Worter w; € A* (j =1,...,n+1) existieren, so dass w = wijujwaus - - - WplpWp41.
Insbesondere kann das Shuffle Produkt von Wortern w; (5 = 1,...,m) als homogenes Polynom
vom Grad [ = > 1", f(w;) (€(w) = Anzahl der Buchstaben im Wort w) aufgefasst werden, denn

Wi L - LWy = Z(w,wlm---u_vwm)w: Z (w,wy LW LWy, )w.
weA* weswl ,,,,, wm

Dazu haben wir folgende Notation benutzt:

Definition 2.3. Die Vielfachheit -die Hdaufigkeit des Auftretens- eines Wortes w im Shuffle
Produkt wy -+ 1wy, wird mit (w,wy W ---wwy,) € NU{0} bezeichnet, und die Menge aller
Shuffles von wy,. .., wy, durch

Swr,wm = {w € A" 1 (w,wy W+ - LWw,y,) # 0}

definiert.
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Dabei ist Sy, .. w,, eine endliche Menge, die im schlimmsten Fall [!/ H;”Zl ¢(w;)! Elemente
umfasst. Dariiber hinaus gilt

I
Z (w,wlm---mwm)—m.

Bemerkung 2.1. Die diber die Vielfachheiten eingefiihrte bilineare Abbildung (-,-) : K[A] X
K[A] — K definiert ein Skalarprodukt auf der Algebra K[A] mit der orthonormalen Basis A*
(siehe [34, Chapter 1]), d.h., fiir ein Polynom P € K[A] gilt

P = Z (P, w)w.

weA*

Beispiel 2.1. Betrachte fiir Buchstaben ug,u1 € A das Shuffle Produkt der Wérter wq = uguiug
und wo = ujug:

w1 W wy = 2’U,1UQUO’U,1’Uo + 2UQU1UOU1UQ + 4UOU1U1UQUQ + 2U1UOU1UQUQ.
Es st
Swl,wg = {Uluououl’uo, UoULUQULUQ, UQULUTUOUQ, Uluoul’uouo},
=51 H;n’zl (w;)! =10 und |Sy, w,| = 4.

Ein Vergleich der Formeln (2.1) und (iii) aus Definition 2.2 legt einen Zusammenhang zwi-
schen Produkten iterierter Stratonovich-Integrale und dem Shuffle Produkt von Wortern nahe.

Dieser Zusammenhang soll im Folgenden skizziert werden. Sei hierzu A = {uy, ..., uq} eine g+1
elementige Menge von Buchstaben. Gaines ([9]) hat gezeigt, dass ein-eindeutige Abbildungen Fj
(j = 1,2) existieren, so dass fiir a = (i1,...,7) € My

Fl(Ja) :uil tee uilv
Fg(]a) :uil cee uil
gilt. Es gilt noch mehr:

Proposition 2.1. (Gaines) Die Algebren K[J,| und K[Z,] sind mittels der Abbildungen F;
(j =1,2) zur Algebra K[A] isomorph.

Mit Hilfe von Proposition 2.1 kann Folgendes gezeigt werden:

Theorem 2.1. (Gaines) Das Produkt zweier Stratonovich-Integrale ist ein Shuffle Produkt.
Zudem induziert die Abbildung Fy die Algebra-Isomorphie

(K[Tg),-) = (K[A], ).

Mittels Theorem 2.1 deduzieren wir fiir die in Gleichung (2.2) eingefiihrten Vielfachheiten
r, und die Menge S, o, die Formeln

.y =(7, 1 W ag),
Sarae ={7 € Mg : (7,1 ) # 0}

Beispiel 2.2. Fir oy = (101), ag = (110) gilt
Jai + Jao = 3J111010) T 6J(111001) + 4J(110110) + 3J(110101) + 3J(101110) + J(101101)
mit | = L) + l(az) =6, 1!/ (€(cr)W(a2)!) = 20 und |Sq, a0] = 6.
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Abschlielend bemerken wir, dass das (gewohnliche) Produkt zweier Ito-Integrale kein Shuffle
Produkt induziert. Denn es gilt fiir oy = (i1, ...,14,), a2 = (k1,..., k) € M, (siehe [9, Propo-
sition 2.3]):

Toy - Iay, = I(klz)[lcn ay-] + [(ill)[Icn— o] + Sizlsz I(O) Ton— - Lap-], (2.3)

wobei

8 {1, falls i = j #£ 0,
52']' =

0, sonst.

Aber durch das sogenannte Wick-Produkt (siehe [20], [19]) kann eine Shuffle-Algebra-Struktur auf
K[Z,] erzeugt werden, und somit eine &hnliche Isomorphie von Shuffle Algebren wie in Theorem
2.1 erzielt werden (siehe dazu [9, Proposition 2.4]).

2.2 Erwartungswerte von Produkten iterierter stochastischer In-
tegrale

Wir ertrtern in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen den Tatsachen, dass Produkte
iterierter Stratonovich-Integrale als Linearkombination von Stratonovich-Integralen (gréferer
konstanter Lénge) geschrieben werden kénnen und der Berechnung von Erwartungswerten von
Produkten iterierter Stratonovich-Integrale. Dabei wird ein Resultat von Burrage ([3, Theorem
2.6.3]) verallgemeinert und zugleich der Beweis dazu, unter zu Hilfenahme von Shuffle-Algebra-
Strukturen, vereinfacht. Hierbei spielt eine Umrechnungsformel zwischen Stratonovich- und It6-
Integralen eine wichtige Rolle. Zuvor erinnern wir an die Schreibweise (ejr) = (j, ..., ) mit
(ejr)) =k ( =1,...,q) fiir Block-Multiindizes und fiihren einige neue Notationen ein.

Definition 2.4. Es sei &, die Menge, die abgesehen von a = (i, ...,i;) € Mg alle weiteren
Multiindizes enthilt, bei denen eine beliebige Anzahl an Paaren (ij_1,i;) mit &;;_,;; = 1 bzw.
(ij—1,15) = (ei2) fir eini € {1,...,q} durch eine einzige Null ersetzt wurden. Weiter sei ko =

(e(r) — mingee, €(3))/2.

Bemerkung 2.2. &, ist eine disjunkte Vereinigung von Mengen ., also

ga — Uk 0504 k>
die jeweils alle Multiindizes enthalten, bei denen exakt k Paare (ej2) (j = 1,...,q) ersetzt
wurden. Stets sind Eq,, Ea # 0. Offensichtlich ist genau dann Eqk, = {(No())} und damit
ko = e(a)/2, wenn alle in o auftretenden (e;)-Blocke fir j =1,...,q von gerader Linge sind.

Beispiel 2.3. Fir o = (11011012201) ist ko = 3 und

Eo ={ao1 = a}U{aq1 = (0011012201), oy = (1100012201), ay5 = (1101101001)}
U{aar = (000012201), crgp = (110001001), aipg = (001101001) }U{cxsy = (00001001)}.

Mittels der obigen Notationen kénnen wir die folgende Aussage formulieren:

Lemma 2.1. Fir o € M, gilt

Jo= Y 2 ()=, = 22 P I, (2.4)

BEE k=0 BEEA i

wobei fir § € Ey: (e(a) —e(B))/2 = L(a) — €(B) =n(B) —n(a) > 0.
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Beweis. Nach [1] gilt fiir a = (iy,...,4) € M, die Rekursionsformel

1~
Jo =Ty o=+ 300 il o0 -):

Nach sukzessiver Anwendung dieser Relation ergibt sich die Behauptung. O

Bevor wir ein weiteres Hilfsmittel heranziehen, werden weitere Notationen vorgestellt. Fiir
einen Multiindex o« € M, deklarieren wir o™ als den Multiindex, der durch Streichung aller
Nullen aus a hervorgeht, z.B. fiir a = (0103204) ist o™ = (1324). Des Weiteren bezeichne n;(«)
(j =1,...,e(a) + 1) die Lénge des j-ten Nullblocks vom linken Ende von « an gezihlt, der
sich entweder an den Rédndern oder zwischen dem (j — 1)-ten und dem j-ten Nicht-Null Eintrag
befindet. Z.B. fiir obiges « ist ni(a) = 1, na(a) = 1, n3(a) = 0, ng(a) = 1 und n5() = 0. Wir
notieren das folgende niitzliche Resultat:

Lemma 2.2. (Kloeden & Platen) Fir o, 3 € Mg gilt

0, falls ot # 7,

E(la1p) = Ifo()aﬁ) e(oﬁ+1 (nj(a)-irnj(ﬁ))
o(a,B)! il n; (8)

(2.5)

sonst.

Bemerkung 2.3. Gaines gibt in [9], durch Ausnutzung von Shuffle-Algebra-Strukturen einen
kombinatorischen Beweis fiir Lemma 2.2, der scheinbar einfacher als jener von Kloeden & Platen
in [17, Lemma 5.7.2] ist.

Bemerkung 2.4. Lemma 2.2 impliziert, dass E(I,) genau dann verschwindet, wenn o™t # (1)

ist. Damit erkennen wir, dass dies fiir ein Stratonovich-Integral im Allgemeinen nicht zutreffend
ist, denn via Lemma 2.1 und Bemerkung 2.2 folgt:

ka
E(Jo) =) 2% Y E(g) =2 Y E()

k=0 ﬁega,k ﬁega,ka
0, falls BT (0) fir B € Ea k.,
= JO(O‘)
(0)
@ 2o sonst.

Siehe hierzu auch [3].
Jetzt geben wir eine Formel fiir das zu Beginn dieses Kapitels angesprochene Problem an.

Lemma 2.3. (i) Firoa; e My (j=1,...,m) gilt

m 0, falls Poy,...om = 0,
E H Joy | = ﬁ,]("o) oo (yyoawescwayy,)  sonst, (2.6)
J=1 YEPay ,....am
wobei 0 = o(aq,...,am), e =e(o,...,0y) nicht von vy € Py, . q,, abhingen und

Par,am =17 € San,....am : die Linge jedes (eji)-Blocks in v ist gerade}.

Im Speziellen ist Pa, .. an = 0, wenn e ungerade ist.
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(ii) Firm =2 gilt
K e/ —2k+1
> Gewey =32 ¥ L (MESP) )
Y€Pay g F=0  (81,82)CCayapn  I=1 NP2

wobei ko1 = max{0, (e(az)—e(a1))/2}, k12 = ko1 —(e(az)—e(aq))/2, ¢ = min{e(ay),e(as)},
k' = min{kq, , ko, } und

5041,042,19 = {(61762) € ga1,k+k12 X gaz,k+k21 : ﬁf— = ﬁ;}

Beweis. Zunichst folgt aus (2.2), (2.4) und Bemerkung 2.4:

E <Hm_ Jaj> = Z (v, 01 - oy, E(Jy)

7=1
’YESal ~~~~~ am,
- Z (v, 01 L - Loy, Z 2—(6(7)—e(ﬁ))/2E(Iﬁ)
YE€Saq,....am €€,
= Z (77041 LU"'LUam)2_k“/ Z E([ﬁ)
768(11 ,,,,, am Beg’yyk'y

Weiter resultiert aus 2.2, dass e(3) = 0 und gleichzeitig 8 € &, , dann und nur dann méglich
ist, wenn die Lénge jedes in vy auftretenden (e;)-Blocks fiir j = 1,...,q gerade ist, also v €
Par,...jam- In diesem Fall gilt k, = e(7)/2 = e(ai,...,an)/2 = ¢/2 und &, i, = {(ny))} =
{(Mo(ar,...am))} = {(n0)} und die Behauptung (i) folgt.

Um die Formel (2.7) zu zeigen, wenden wir zuerst die Formel (2.4) an und beachten, dass
nach (2.5) einige Summanden entfallen:

kay  Kas
BUmdo) =2, 2, 200 3, 3, Bllals)
k1=0 ko= ﬁlegal kq BZEgaQ ko
k/
=Y o Chrhiatha) {7 > Epls)
k=0 B1E€Ea ktkys B2EEaq ktkay

Nach Abspaltung des Faktors 27¢(®1:22)/2 und nochmaliger Verwendung von (2.5) finden wir
nach Vergleich mit (2.6) die Relation (2.7) wieder. O

Bemerkung 2.5. Die Formel (2.6) gibt nebenbei eine praktische Anleitung zur Berechnung
von Produkten iterierter Stratonovich-Integrale. Dies wurde durch das Matlab Programm MOPS
umgesetzt, das die zuvor durch die Routine SHPR berechneten Shuffles verwertet (siehe Anhang
A). Zumindest fiir Shuffle Produkte zweier Multiindizes stellt die Formel (2.7) eine effizientere
Methode zur Berechnung von 2767)&1@2 (7,1 Wwag) dar, da das Bestimmen der Mengen &E,,
und Eq, in der Regel weniger Aufwand als die Berechnung von oy L ag in Anspruch nimmt. Die
Formel (2.7) ist in das Programm SUMRG (siehe Anhang A) eingebunden.

Beispiel 2.4. (i) In Beispiel 2.2 ist fir oq = (101) und ag = (110) die Menge Py, 00 = {7 =
(110110)} und (v, a1 wag) = 4 und somit

E(Jay Juy) = (T /(2240)4 = Tk /41
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(ZZ) Sei a1 = (101) und a9 = (1001) FEs ngt J(lOl) = 1(101) und J(lOOl) = 1(1001). FEs ist
Par,as = {7y = (1100011)} und (v, a1 wag) = 12. Weiter berechnen wir

E(la1ay) = E(Jay Jay) = (J(50)/(225!))12 = J(50)/4O
(vergleiche [9]).

(iii) Fir o1 = as = a = (110) gilt Pay.ay = {71 = (110110),792 = (111100)}, (1, a"2) = 2
und (v, -2) = 12. Damit folgt

E(J(2110)) = (J(40)/(224!))(2 +12) = 7J(40)/48-

(iv) Fir a; = (10), ag = (10101) ist Poy,ae = O und somit E(Ja, Ja,) = 0. Dagegen gilt, ist
ag = (11001), so0 ist Pa; ey = {7y = (1100110)} und (v, a1 wasz) =2, also

E(Joy Jas) = (J(oy/(2°51))2 = Ty /240.

(v) Wir demonstrieren die Effizienz der Formel (2.7) anhand des Beispiels 2.3, indem wir
> rePe (v, a72) berechnen (o = (11011012201)): Es ist €' = 8; die Menge Eq q enthiilt
fiir k =0 nur das Paar (a, ). Fiir k = 1,2 liegen jeweils 5 Paare vor:

Ea,a,1 ={(o11, a11), (o1, 212), (o2, 1), (02, 12), (013, 13) },

Ea,a,2 ={ (21, 1), (022, 22), (22, v23), (23, 122), (23, r23) }

und fiir k = ko = 3 gibt es ein Paar (as1,as1). Via (2.7) berechnen wir

> (nat?) =2%(84+272(24 4+ 28+ 24 + 40)
YEPa, o

+274(140 + 120 + 2 - 24 + 72) + 27%(420)) = 16464.

2.3 Basen von Shuffle Algebren

Kenntnisse iiber Basen von Shuffle Algebren sind auf der einen Seite zur Vermeidung tiberfliissiger
Simulationen iterierter stochastischer Integrale, die im Allgemeinen sehr aufwendig sind (siehe
[17, Chapter 5.8] und den darauf folgenden Abschnitt), sehr niitzlich. Auf der anderen Seite sind
sie beim Losen nicht linearer Gleichungssysteme, die iterierte stochastische Integrale involvie-
ren, hilfreich (siche Kapitel 3). Dazu miissen wir die Algebra K[A] genauer studieren. Bereits in
Bemerkung 2.1 wurde festgehalten, dass A* eine orthonormale Basis bzgl. des Skalarproduktes
(+,-) ist. Wir suchen aber nun nach einer geeigneten Transzendenzbasis fiir die Shuffle Algebra
(K[A], ). Hierfur statten wir die Menge A = {uy, ..., us} mit der Ordnung u, < ... < up und
die Menge A* mit der -durch die Ordnung auf A induzierten- lexikographischen Ordnung aus.
D.h., fiir Worter u,v € A* gilt genau dann u < v, wenn entweder v = uz fiir ein nicht-leeres
Wort z, oder v = zau’, v = zbv’ fiir Wérter z,u’,v" € A* und Buchstaben a < b. Weiter
definieren wir:

Definition 2.5. Ein Lyndon-Wort ist ein nicht leeres Wort, das kleiner als all seine nicht
trivialen echten Rechtsfaktoren ist, oder priziser: w € A* ist genau dann ein Lyndon-Wort,
wenn w # 1 und wenn fir jede Faktorisierung w = wv mit u,v £ 1, w < v gilt. Wir deklarieren
die Gesamtheit aller Lyndon-Wérter mit L = L(A*).
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Nach [34, Theorem 5.1 & Corollary 4.7] besitzt jedes w € A* eine eindeutige Darstellung
als absteigende Faktorisierung in Lyndon-Worter. Zudem ist obige Definition auch von prakti-
schem Wert, wenn zu Entscheiden ist, ob ein vorliegendes Wort ein Lyndon-Wort ist. Weiter gilt
folgendes Theorem:

Theorem 2.2. (i) (Radford, [33]) Die Shuffle Algebra (Q[A], 1) wird frei von der Menge der
Lyndon-Wérter L erzeugt.

(i1) (Melangon & Reutenauer, [25]) Fir jedes Wort w mit der Darstellung w = l’fu'l,ik

(LeLly>...>l, i1,...,i > 1) existieren nicht negative ganze Zahlen n,, so dass
1 . .
11 U "W

Eine erste Folgerung aus Theorem 2.2 stellt eine weitere Charakterisierung der Lyndon-
Worter dar:

Korollar 2.1. Ein Wort w ist genau dann ein Lyndon-Wort, wenn fiir jede nicht triviale Fak-
torisierung w = xy ein Shuffle von x Ly existiert, der gréfler als w ist.

Beweis. Siehe [34, Corollary 6.2]. O

Dariiber hinaus gibt die Formel (2.8) einen praktischen Algorithmus zur sukzessiven Berech-
nung der Darstellung eines Wortes w als Polynom in Lyndon-Wortern.

Schliefilich folgt mittels Proposition 2.1 die Giiltigkeit der Theorem 2.2 (i) entsprechenden
Aussage fiir die Shuffle Algebra der Stratonovich-Integrale.

Theorem 2.3. (Gaines) Die Menge
L(TJq) ={Ja € Jq : F1(Ja) € L}
bildet eine Transzendenzbasis der Shuffle Algebra (Q[Jg], ).

Bemerkung 2.6. Des Weiteren kénnen genaue Aussagen iber die Anzahl ng, der Lyndon-
Warter einer gegebenen Linge n und die Anzahlng; der Lyndon- Wérter, in denen mit Hiufigkeit
n; der Buchstabe u; (i =0,...,q) vorkommt, getroffen werden. Beide Werte lassen sich iiber die
Formeln von Witt berechnen:

Zu (g + 1),

d|n

1 d)!
) =5 2 Mg, /)<nq/d>!’

no+...+ng=nd|n,

wobei y die Mdbius-Funktion ist, die fir eine natirliche Zahl d mit Primfaktorzerlegung d =
pit it (pi sind paarweise verschiedene Primzahlen) durch

1, falls d =1,
p(d) =< (-1)7, fallsmi=...=m, =1,
0, sonst

gegeben ist.
Beweis. Siehe [34, Theorem 7.1 & Corollary 7.7]. O
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Beispiel 2.5. Die Anzahl der Basiselemente n, steigt mit wachsendem n rasch an (asymptotisch
nimmt die Anzahl der Basiselemente um den Faktor (q + 1) zu). Dies verdeutlicht die folgende
Tabelle:

n|1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12
wml2 1 2 8 6 9 18 30 56 99 186 385
|38 8§ 8§ 18 48 116 312 810 2184 5880 16104 44220
ns | 4 6 20 60 204 670 2340 8160 29120 104754 381300 1397740

Gaines beweist in [9, Proposition 3.4] eine weitere, Korollar 2.3 entsprechende, Aussage iiber
die Algebra der Ito-Integrale (Q[Z,],-), obwohl diese keine Shuffle Algebra ist.

Theorem 2.4. (Gaines) Die Menge
L(T,) = {I. € T, : Fy(I,) € L}
bildet eine Transzendenzbasis der Algebra (Q[Z,],-).

Fiir weitere Ergebnisse zu Transzendenzbasen der Algebra der Ito-Integrale siche z.B. [19]
und [35]. Jedoch ist fiir unsere Zwecke vorallem die Lyndon-Basis fiir Stratonovich-Integrale
interessant. Zur systematischen Erzeugung von Lyndon-Wértern siehe [34, Chapter 7]. Wir stel-
len hier nur ein Lemma vor, das oft zusammen mit Bemerkung 2.6 bequem ausreicht, um alle
Lyndon-Worter bis zu einer vorgegebenen Lénge zu bestimmen.

Lemma 2.4. Sind u,v Lyndon-Wérter mit uw < v, dann ist fir i1,i2 € N auch u"v? ein
Lyndon- Wort.

Beweis. Siehe den Beweis von Lemma 7.9 in [34]. O

Nachfolgend sind Beispiele fiir Lyndon-Basen angegeben (siehe auch [9]), die mit Hilfe von
Lemma 2.4 und Bemerkung 2.6 berechnet werden kénnen.

Beispiel 2.6. (i) Die vollstindige Liste der Lyndon-Basiselemente der Shuffle Algebra der
Stratonovich-Integrale der Linge < 6 fiir g =1 (bzgl. obig eingefiihrter Ordnung) ist durch

J1ys J0ys J10)s J(110)5 J(100)5 J(1110)5 J(1100) 5 J(1000)> J(11110)5 J(11100) 5
J11010)> J(11000) J(10100) » J(10000) > J(111110) > J(111100) J(111010)>

J(111000)s J(110100)s J(110010) s 7/(110000) » /(101000) s /(100000)
gegeben.
(i) Die Lyndon-Basiselemente der Linge < 4 im Falle ¢ = 2 sind durch
J2), J1)s J0y, J21) J20)s J(10)5 J(221)5 J(220)s (211 (210 J(201) > J(200) > J(110) > J(100) 5

J(2221)+ (22205 J(2211) (2210 J(2201) » J(2200) > J(2120) > J(2111)> J(2110)>
Ji2101) J(2100) J(2011) > J(2010)5 J(2001) 5 J(2000) > J(1110)5 J(1100) > J(1000)

gegeben.

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden einfache Beispiele zur Darstellung von Stratonovich-
und Ito-Integralen als Polynome in der Lyndon-Basis mit Hilfe der Formel (2.8) diskutiert.
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Beispiel 2.7. (i) Es sei a = (101) (¢ = 1). Es gilt o = lyl2, wobei I} = (10) > (1) = I ist.
Also

a=lhwl— Y ngf=(10)w(l) — 2(110),

B<a

weil Iy Ll = 2(110) + (101). Daher
Jo1) = Jo) - J1) — 2J(110)-

(ii) Sei nun a = (011), dann gilt o = 1113, wobei l; = (0) > (1) = Iy ist. Es folgt
o= 11 Wwis7% =Y " ngB = S (0) (1) — (110) — (101).
B<a
Weiter folgt via (i), dass o = (0)u(1)P2 — (10) L(1) + (110) und daher

1 2
Jowy = 50 - Ty = Jao) - Jay + Jano)-

(iii) Sei o = (1021). Es ist o = lyly mit Iy = (10) > (21) = ly. Also
a =1y Wiy — (1201) — (1210) — (2101) — 2(2110)
=(10) L(21) + (120) (1) — (1)"-21s(20) 4 2(2011) + (2101),
und folglich
J1o21) = J10) - J21) + J120) - J1) — J(21) - J20) + 2J(2011) + J(2101)-

(iv) Sei wieder a = (101). Aber jetzt soll eine Darstellung fir I, gefunden werden. Dazu muss
das modifizierte Shuffle Produkt (2.3) betrachtet werden. Damit erhalten wir

Lo
Taony = Lao) - L) = 2La10) — 510y

2.4 Effiziente Simulation iterierter Stratonovich-Integrale

2.4.1 Reduktion der Anzahl der zu berechnenden Stratonovich-Integrale

Im Allgemeinen sind iterierte stochastische Integrale hoherer Ordnung nicht mehr exakt be-
rechenbar (siehe [17, Chapter 5.8]). Aber auch deren Simulation oder Approximation ist sehr
aufwendig. Immerhin hat die vorangegangene Diskussion gezeigt, dass héufig nicht alle iterierten
Integrale, die z.B. zu einer (in einem numerischen Verfahren auftretenden) hierarchischen Menge
gehoren, simuliert werden miissen. Fiir die in Definition 1.4 erklarten Mengen A, und ©, gilt
folgende Aussage:

Proposition 2.2. Jedes o € A, bzw. o € O, kann als Q-Linearkombination von Shuffle Pro-
dukten, die nur aus Elementen aus L(A,) bzw. L(©,) bestehen, geschrieben werden.

Beweis. Seia € A, mit der Darstellung o = [2" - - lfj (siehe Theorem 2.2) gegeben. Offensichtlich
gilt [; € A, (j =1,...,k). Zudem besagt (2.8):

1 . .
ﬁlf“m--'mlf‘”k —a= anﬁ.

i)y Ao
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Daher gilt fiir jedes § mit ng # 0 in obiger Summe: ¢(3) = ¢(a) und n(3) = n(a). Deswegen ist
auch jedes (8 wieder durch eine aufsteigende Verkettung von Lyndon-Wortern gegeben, wobei
jedes dieser Lyndon-Worter ein Element von L(A;) ist. Schlielich folgt die Behauptung aus
wiederholter Anwendung der Formel (2.8). Entsprechend ist die Argumentation fiir a« € O,
durchfiithrbar. O

Bemerkung 2.7. Fine entsprechende Aussage gilt fir die Menge A, U B(A,) nicht.

Beweis. Wir betrachten dazu die nicht leere Menge
Ry ={(0,8) = a € My : £(B) +n(B) =} C B(A,),
die also alle Elemente o € B(A,) mit ¢(«) + n(a) = r + 2 umfasst. Es gilt ndmlich
A UB(A) = A 1UR,

Offensichtlich kann ein Wort, das mit einer Null beginnt nur dann ein Lyndon-Wort sein, wenn
es das Wort (0) ist. Es gilt also L(R,) = (. Das Wort (0,e1,) € R, besitzt die eindeutige
Faktorisierung (0, e1,,) = (0)(1)" in Lyndon-Woértern. Also taucht nach Theorem 2.2 das Lyndon-
Wort (eir,0) in seiner Darstellung auf. Aber wegen ¢((e1,,0)) + n((e1,,0)) = r + 2 ist (e,,0) ¢
L(A, UB(A,)). O

Fir ¢ = 1 ist z.B. Ay UB(A1) = {(0),(1),(0),(11),(01)} und L(A; U B(A1)) = {(1),(0)}.
Der Multiindex (01) besitzt die Darstellung (01) = (1) w(0) — (10) in Lyndon-Wértern, aber
(10) ¢ (A1 UB(A)).

Zudem folgt zusétzlich mit Theorem 2.3:

Korollar 2.2. Jedes J, € Jq mita € A, bzw. O, besitzt eine Darstellung als Q-Linearkombination
von Produkten, die nur aus iterierten Stratonovich-Integralen Jg mit f € L(A,) bzw. L(©,) be-
stehen.

Als Nichstes leiten wir Zéhlformeln fiir die Mengen A, und L(A,) her:

Proposition 2.3. FEs gilt

’

r' r—ng
=3y (:())Qn_no,

np=0n=ng

wobei ' = maxpenugoytk : k < 7/2}. Des Weiteren betrigt die Anzahl |L(A.)| der Lyndon-
Wérter

r r—ng

LA =D > ngo(n),

n():O n:n6
wobei nj, = 1, falls ng =0, sonst nj = ny.

Beweis. Die Menge A, ist die disjunkte Vereinigung der Mengen

Apor ={a €A :n(a) =no}, no=0,...,7,

wobei ng < r’ wegen 2n(a) < r fiir « € A, gilt. Also ist [A,| = ZZO:O |Apng,r|. Zu einer gegebenen
Linge n = {(a) < r —n(a) fir a € A, existieren genau (%)q"‘"o verschiedene o € Ay, .
Summation {iber alle moglichen Léngen liefert die erste Formel in Proposition 2.3. Die zweite

Aussage folgt mittels der zweiten Formel in Bemerkung 2.6 fiir i = 0. O
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Beispiel 2.8. Fiir ¢ = 1 ist das Verhdltnis |L(A,)|/|Ar \ {(D)}| streng monoton fallend. Z.B.
gilt fiirr=1,...,15:

r 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
INN{DY 1 3 6 11 19 82 53 87 142 231 376 609 986 1596 2583 .
LA 1 2 8 4 6 8 12 17 25 86 54 19 119 177 267

Des Weiteren ist fiir q=1:

AAA{@)}F ={()},
L(A) ={(D)},
A \{(0)} ={(1), (0), (1)},
L(A2) ={(1), (0)},
Az \{()} ={(1), (0),(11), (10), (01), (111)},
L(A3) ={(1), (0), (10)},
A\ A{(0)} ={(1),(0), (11), (10), (01), (00), (111), (110), (101), (011), (1111)},
L(A4) ={(1),(0), (10), (110)},
As \{(@)} ={(1), (0), (11), (10), (01), (00), (111), (110), (101), (100), (011), (010), (001),

(1111), (1110), (1101), (1011), (0111), (11111)},
L(As5) ={(1),(0), (10),(110), (100), (1110)}.

2.4.2 Approximation iterierter Stratonovich-Integrale

Auch wenn die letztere Diskussion gezeigt hat, dass nur gewisse Stratonovich-Integrale berechnet
werden miissen, so bleibt die Simulation der benétigten Integrale im Allgemeinen ein schwieriges
Hindernis, da diese mit einem hohen Rechenaufwand verbunden ist. Dies betrifft vorallem die
Integrale J(;;) bzw. Lévy-Flichen A;; fiir 1 < 5 <i < g, also wenn ¢ > 2 ist bzw. die betrachtete
Gleichung von mindestens zwei unabhingigen Wiener-Prozessen getrieben wird. Verschiedenste
Ansétze zur Approximation eines gegebenen Stratonovich-Integrals sind untersucht worden. Eine
davon basiert auf der Karhunen-Loéve-Entwicklung, die im Wesentlichen einer Fourier-Reihen-
Entwicklung entspricht, die auf den Brownschen Briicken-Prozess, der eine Periodisierung des
zugehorigen Wiener-Prozesses erzeugt, angewendet wird (siehe hierzu [17, Chapter 5.8]). Eine
neuere Moglichkeit ertffnet die Approximation mit Hilfe der Berechnung der bedingten Erwar-
tung bzgl. einer geeigneten Diskretisierung der zugrunde liegenden Filtration F (siehe [10], [21]).
Dazu betrachten wir zunéchst ein dquidistant unterteiltes Zeitgitter

to<t1 <...<tp=tog+nh
und definieren fiir eine natiirliche Zahl @) die diskrete Filtration auf einer feineren Unterteilung
to<to+tho<...<ti1 <t1+hy<...<ty,
durch
Fo={AWi(ty +fho):j=1,...,¢,f=0,...,Q =1,k =0,...,n— 1},
wobei hg = h/Q und

AW (ty, + fho) = W3t + (f + 1)ho) — W (ty + fho)
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Abbildung 2.1: Zu sehen ist ein einzelner Pfad eines Wiener-Prozesses, sein Erwartungswert und
seine Varianz auf dem Intervall [0, 1].

ist. Wir beginnen mit den einfacheren Féllen J; und Ji g fiir j = 1,...,q. Wir setzen dazu

Cikf = hy V2 AWwi (tx + fho), wodurch wir unabhéngige standard normalverteilte Zufallsvaria-
blen erhalten. Auflerdem gilt

T3+ fhostt (+Dho = Do) G (2.9)
und somit
Q-1
Tt tith = h(l)/z Z Gk, f- (2.10)
=0

Auf diese Art werden in [12] solche Integrale mittels Matlab simuliert, und damit auch in Ex-
perimenten zum Euler-Maruyama- und Milstein-Verfahren die entsprechenden starken globalen
Ordnungen gut wiedergegeben. Auch die Integrale J;o), 1, +» konnen exakt beschrieben werden
(siehe z.B. [27, Chapter 2.6]), denn

1. 3/2 1
TG0t fho it (F+Dho = 50 (Cj,k,f + %m‘,k,f> :
wobei die

—3/2 1
Njk,f = 2\/§h0 / <J(Oj)7tk+fh07tk+(f+1)h0 - 5hOJ(j)vtk+fh07tk+(f+1)h0>

standard normalverteilte Zufallsvariablen sind, die wiederum von den (jj r unabhéngig sind.
Damit konnen wir auch die Integrale Ji o) wie folgt exakt angeben:

7tk7tk+1
Q-1
1. 3/2 1
JG0) thtrs = §ho/ Z ((Q(Q =) =Dk + ﬁﬂj,k,f) . (2.11)
=0

Unter Beriicksichtigung von (2.10) ergibt sich
Q-1

1 1
J05) o tisn = §h3/2 > <(2f + D)k, f — %Uj,k,f) : (2.12)
f=0
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Auch Integrale der Form Jijo0)¢, .1, (5 = 1,...,¢) konnen auf diesem Weg exakt simuliert
werden (siehe dazu [28, Chapter 1.6]).

Die Abbildung 2.1, die mit Hilfe der Formel (2.10), hg = 1/@Q = 1/50 und 1000 Pfaden erstellt
wurde, beinhaltet eine Simulation eines einzelnen Pfades von J(1) ¢ 4, seinen Erwartungswert und
Varianz auf dem Intervall [0, 1]. Analoges wurde in der Abbildung 2.2 mittels der Relationen
(2.11) bzw. (2.12) fiir die Integrale J(10) 0+ bzw. J(o1),0+ simuliert. Bemerkenswert ist die ‘Glatt-
heit” des Pfades fiir J(10) - Letzteres liegt zum Einen an der Stetigkeit des Wiener-Prozesses
und zum Anderen daran, dass J(10),0; ein Riemann-Integral ist, also als Funktion in ¢ aufgefasst
stetig differenzierbar ist. Dies trifft auf das Ito-Integral Jig1) o nicht zu, da Wiener-Prozesse
nicht differenzierbar sind.

Jetzt studieren wir (fiir ¢ = 1) das Integral J(110)
fiir « € My zur Abkiirzung J,

p,teyr - Dazu setzen wir ¢y + fho = 74 ¢ und

Jok,f- Es gilt zunéichst

Thy foTh f41
1 Q—l Tk, f+1
Tutwputns =5 3 | V()= W(t)de

1 Q—l Tk,f+1

=32 | W) = W(rep) + Wimkp) = W(te))*dt
Q-1 1

= Z (J(llo),k,f + (W (k,p) — W(tk))J 10y 1,7 + §(W(Tk,f) - W(tk))2j(0),k,f)
=0
Q-1 Q-1 2

<J<110>kf+ (ZJ >J(1o kit 5 <ZJ(1 ) kf)

f=0 1=0

Ungliicklicher Weise ist das Integral J(11¢) 1,y nicht exakt berechenbar. Daher approximieren wir
dieses Integral mit Hilfe der bedingten Erwartung bzgl. Fg:

Ja10) k.1 = E(J110)5,1170)-

Es gilt ndmlich

. 1 [Thrh
Ja10)k,r =E(J110),k,|AW (Th,7)) = E <§/ (W (t) — W (7y,5)) dt ‘ AW(%f))
Tk,f

. K1
— <§ lim Z(W(Sk)—W(Tk,f))QAS‘AW(Tk,f))

K—oo
k=0

K-1
=5 Jlim_ l;) E((W(sk) = W(7,0))* | AW (75,4)) A

K-1
_1 ) (sk — Tk,f)2 (Sk - Tk,f)2 2
“3Am, 2 O T i )8

Tk, f+1

_1 (S—Tk7f)2 (S—Tk7f)2 2
=3 / ((S Tk’f) ho + h% AW(Thf) ds

Tk, f

1 1
=5/ 0ns <J(21),k,f + §J(O),k,f> ,
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wobei zwischenzeitlich eine feinere Unterteilung sop < ... < Ssx mit spp1 = sk + As und
As = hg/K eingesetzt wurde. Zudem haben wir die folgende Eigenschaft eines Wiener-Prozesses
benutzt (sieche [21]): Fir t9 < s,u < t sind die Inkremente W(s) — W(u) bedingt unter

W(t) — W (to) normalverteilt mit Erwartung 7= (W (t) — W (tp)) und Varianz s —u — (‘:Z))Q.
Wir definieren nun
Q-1 Q-1 L (9] 2
J(llo)vtkvtk+1 = Z J(llo)vkvf + (Z J(1)7k7i> J(lO),k‘,f + 5 <Z J(1)7k7i> J(O)vkvf
=0 i=0 i=0

Aus der Konstruktion von j(110) folgt:

7tk 7tk+1

1/2
R 1/2 Q-1 2
(E(J(llo)vtkvtk+1 - J(llo)vtkytk+1)2) = <E <Zf:0 (J(110)7k7f - E(J(110)7k7f|fQ))> >

1/2

Q-1
= (Zf:o E(E(Ja1o) ks — E(J(llo),k,f|]:Q)|~7'—Q)2)>

1 A2
6Q3/2
Somit erhalten wir fiir Q ~ h~'/3, sofern ein Integrator der starken globalen Ordnung 2 ver-

wendet werden soll, eine ausreichend gute Approximation des Integrals Ji110).4, ¢, ,- Allgemein:

Fiir einen Integrator der Ordnung p muss Q ~ h'~2P/3 gewihlt werden. Ahnlich kann auch das
Integral Jio;) behandelt werden. In [10] wird gezeigt, dass

. 1
Jen ks = Bl ks 1FQ) = 5@k J0) ks

gilt und zudem mittels (2.9):

Q-1 f-1

- 1

Jeu) bt =3 > ( Y @kt J(2)J~c,f) Tk, £
f=0 \ =0

Q

-1/ f-1
Z <2 Z Coki + C2,k,f> CLk, f-
£=0

=0

ho
2

SchlieBlich folgt:
1/2
. 1/2 Q-1 2
(EUen i —Jonuna)?) = (E (Zfzo (o es - E(J@l),k,f\f@)) ) (2.13)

Q-1 , 1/2
<Zf:0 E(E(Jen ks — E(enxslFQ)lFq) ))
=0(h/Q'?).

AuBlerdem wird in [8] erldutert, dass dies auch die best mogliche Konvergenzrate fiir (2.13)
darstellt. Daher muss fiir einen Integrator der starken globalen Ordnung 1 mindestens ¢ von
der GroBenordnung A~ ! gewihlt werden, und allgemein fiir einen Integrator der Ordnung p muss
Q ~ h'~?P beriicksichtigt werden. Im Falle ¢ > 2 bedeutet dies, dass fiir einen Integrator das
Integral J(2;) in der Regel den grofiten Rechenaufwand in Anspruch nimmt. Dariiber hinaus wird
in [21, Lemma 6.1] folgendes verbliiffendes Resultat zum vorgestellten Approximationsprinzip
bewiesen:
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Abbildung 2.2: Auf dem oberen Bild ist ein einzelner Pfad des Integrals Ji1q);, sein Erwar-
tungswert und seine Varianz auf [0, 1] abgetragen. Auf der unteren Graphik ist entsprechendes

fir Jio1),0,+ abgebildet.
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Lemma 2.5. Mindestens zwei Eintrige des Multiindex o = (i1,...,14) € My (¢ > 1) seien
verschieden. Weiter sei

./ . . . . . ./
= min {¢; : i, = i, fir alle n,m >
J 1§j§l—l{ j n m f ) J }

und ojr = (ijr,...,4). Dann betrdgt der Fehler fir die Approzimation E(Jut, 1, ,17Q):

(Bllot i~ Batypn| FQ)I?)* = O fQUrte)+0/2)

Allerdings haben wir durch das zuvor diskutierte Beispiel J(110), ¢, erfahren, dass diese

Abschétzung auch zu grob sein kann. Denn nach Lemma 2.5 wire der Fehler von der Grofien-
ordnung O(h?/Q) statt O(h?/Q%/?).
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Kapitel 3

Splitting Integratoren fiir lineare
Stratonovich-Gleichungen mit
beschriankten Koeffizienten

Zuerst werden in diesem Kapitel Splitting Integratoren fiir lineare Stratonovich-Gleichungen
mit beschrinkten aber zeitunabhéngigen Koeffizienten behandelt. Dazu wird basierend auf dem
Theorem 1.4, den Lemmata 1.5, 1.6 und der Resultate des 2. Kapitels tiber Lyndon-Basen ein
Kriterium fiir die starke globale Ordnung eines Splitting Integrators ausgearbeitet. Fiir den
Fall ¢ = 1 werden einige Beispiele fiir Splitting Integratoren der Ordnung 1 und 1.5 vorge-
stellt. Anschlieflend wird gezeigt, dass alle betrachteten Beispiele auch bei Zeitabhéngigkeit der
Koeffizienten V; (7 = 0,1) unter gewissen Zusatzannahmen das gleiche Konvergenzverhalten
aufweisen. Die Ergebnisse werden schliellich durch numerische Experimente illustriert.

3.1 Splitting Integratoren im Falle zeitunabhingiger Koeffizi-
enten

Wir studieren eine besondere Version der Gleichung (1.41), indem wir die Koeffizienten als
zeitunabhéngig annehmen, genauer

dX(t) = ijo ViX(t) o dWi(t), X(to) = Xo. (3.1)

Dafiir werden die Matrizen V; € C¥*d (j = 0,...,q) als schiefhermitesch vorausgesetzt. Wei-
ter seien M; (j = 0,...,q) Konstanten, so dass [|V;|| < M; ist. Die Gleichung (3.1) ist zur
Integralgleichung

t
q .
X0 =%+ Y7, [ vix(s) o awite (32)
aquivalent. In diesem Fall ist der Splitting Integrator (1.48) durch
Xpy1 = \Il,is)Xk —ebasVa ... gb1sVi gasVo ‘If](:_l)Xk (3.3)
:ebqqu - eblsvl e“SVO . ebqlvq - €b11V1 ealvﬂXk

gegeben. Oder letztere Zeile in (3.3) in kompakter Schreibweise
_ s 4 bi; Vi
Xit+1 = (szl Hi:oe i ) Xk,

93
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wobei by; :=a; (j =1,...,s). Die Zufallsvariablen a;, bj; (i =1,...,¢q, j = 1,...,s) haben die
in Definition 1.14 besprochenen Eigenschaften. Des Weiteren setzen wir

Xp = ‘IJI(CS)X(tk)

fir k = 0,...,n — 1. Aus der Schiefhermiteizitdt der Matrizen V; (j = 0,...,q) ergibt sich die
wichtige Tatsache, dass

%), e, flr(big V)l llr(a; Vo)l| = 1 (34)

firt =1,...,¢,5 = 1,...,8, 1 = 1,2,.... Fiir unsere Zwecke ist es bequem mit der p-ten
Picard-Iterierten der Integralgleichung (3.2) zu arbeiten. In dieser Situation stimmt diese mit
der Stratonovich-Taylor-Entwicklung bzgl. der hierarchischen Menge Ay, {iberein:

Xt =Xo+ > VadasouXot+ D VadalX()ios- (3.5)
a2 \{(0)} a€B(Azp)

Die Notation V, wurde bereits unter (1.26) eingefiihrt. In Bezug auf das Zeitschrittintervall
[tk, tpa1] setzen wir fiir j = 1,..., s folgende Momentenbedingungen an: Dazu benutzen wir die
Abkiirzung by; := a; fiir j = 1,...,s. Fiir alle

Y = (Mo1s- - s Mgls -+ -, M, - - -, Mg;) € (NU {0} @D
mit

= () 1
gelte

Ey|c][* = O(hMle). (3.6)
Hierbei wurde der Vektor

cj:(b(]l,...,bql,---,b(]jy""bfﬁ)

und die iibliche Multiindexnotation

G-TLL L,
J i=1 41— "l

eingefiihrt.

Es soll zur Herleitung eines Kriteriums fiir die starke globale Ordnung eines Splitting Inte-
grators das Theorem 1.4 einbezogen werden. Dazu ist das Priifen der Bedingungen (1.36)—(1.40)
notwendig. Wie bereits in Bemerkung 1.12 erwéhnt ist das Lemma 1.6 auf den zeitunabhéngigen
Fall anwendbar. Somit sind die Stabilitdtsbedingungen (1.36) und (1.37), die Verfahrensfunk-
tionen betreffend, erfiillt. Folglich sind nur noch (1.38)—(1.40), also der schwache und starke
lokale Fehler zu untersuchen. Hierzu stellen wir einige niitzliche Lemmata bereit. Das Erste ist
einerseits eine Verallgemeinerung des Lemmas 2.1 und erleichtert andererseits die Behandlung
der Restterme, die in den spéter folgenden lokalen Fehlerabschitzungen auftreten. Doch zuvor
wird eine weitere Notation bendtigt. Sei dazu a = (i1,...,7) € M, und 3 € &, (siehe Definition
2.4). Wir definieren einen Vektor sg, der wie folgt aus dem Vektor der Integrationsvariablen
Sa = (S1,...,5s1) hervorgeht: Stammt ein Nulleintrag in # von der Ersetzung zweier Eintrige
ij—1,15, so wird s;_; durch s; substituiert. Z.B., sei & = (211033) und # = (2000) € &,, dann
ist s3 = (s1, 83, 53, S4, S5, S5)-
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Lemma 3.1. Sei X die Lisung der Stratonovich-Gleichung (1.41) und fiir einen Multiindex
a=(i1,...,11) € My sei Vo(sq) = Vi (s1) -+ Vi, (s1).

(i) Es gelten die folgenden Rekursionsformeln:
Ty Vi ()X Oltot = Ly Vi ()X (e + 5n,n[( JVEC)X (e s (3.7)
falls 1 =1 ist und
Ja [Va(')X(’)]to it :I(z‘l) [Vlz (Sl)JOc— [Va—(')X(’)]to,SJto,t (3’8>
1-
+ 50%,-14(0) (V2 (s1)(a—)— [Viam)— (DX (Vtg,s1 Jto .t

wenn | > 2 ist. Des Weiteren resultiert aus (3.7) und (3.8):

Ja[Va )tot 22 Y (Iﬁ X (et (3.9)

k=0 ﬁégak
1< 2
+ 50ial0-5)Vals-n)VEOX i )-

(ii) Es gilt die Abschitzung

20
B[V ()X (Vo < ﬁ s B LX) (3.10)
<K( oto,t ) X (to)|?
<0 a2

Die Konstanten Ky und Ko hingen nur von M; (7 =0,...,q), t —to, ko ab.

Beweis. (i) : Die Aussage (3.7) entspricht der Anwendung der Umrechnungsformel (1.9) (fir
A=1/2)aufu(t, X (t)) = V;, (t) X (¢). Die Beweisidee fiir [ > 2 beruht auf [17, Chapter 5.2].
Wir behandeln zunéchst den Fall [ = 2, etwa o = (i1,72). Dazu ergénzen wir die Losung
X (t) von (1.41) zu einem C3*-wertigen Prozess X (t) = (X ()T, Y ()T, Z(t)T)T, wobei

Y (t) = / Vi, ()X (s) o dW (s),

0

Z(t) = / Viy ()Y () 0 W™ (s).

to

Die Gleichung fiir X (t) ist eine lineare 3 x 3-Block Stratonovich-Gleichung:

5 q V;(t) 0 0 a _
dX(t) = | 60, Vi, (t) 0 0| X(t)odWi(t) = Z V()X (t) o AW (t)
J=0 0 5j,i2 ViQ (t) 0 Jj=
Die zugehorigen Stratonovich-Operatoren sind fiir j = 1,..., ¢ durch

L =V [V;() X (1))
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gegeben. Daher ergibt die Anwendung der Umrechnungsformel (1.9) auf die dritte Block-
Komponente von

0 0 0 0
o, X)) = 0 | =0 0 o|X@t)=VHX®),
Z(t) 0 Vip(t) 0
wegen
0 0 0
L2u(t, X (1) = V()Vi, (1) X (1) = 0 0 0| X(t)
Vi(t)élé,ilvi (t) 00
fﬁrj:igi

20 = [ V()Y (5)AW2(5) + 2500 [ Via(8)000.00 Vi (5) X (5)ds,
t 2 t

also die Behauptung. Setzen wir fiir [ > 3

und fiihren weitere [ — 2 analog rekursiv definierte Zufallsvariablen ein, so erhalten wir eine
(I+ 1) x (I + 1)-Block Stratonovich-Gleichung. Mittels eines induktiven Arguments und
nochmaliger Verwendung der Umrechnungsformel (1.9) folgt schliefllich die Behauptung.
Die Formel (3.9) resultiert aus sukzessiver Anwendung der Formeln (3.7), (3.8) und den
Ideen im Beweis zu Lemma 2.1.

(ii) : Zunéchst liefert die Anwendung der diskreten Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.13) auf

(3.9):
ko
Big I lVa( )X (Va2 < (o + 1) D272 0] D (Bl T5[Val58) X (Vg a1
k=0 BEEq K

1~
+ 2000 Bl L0, [Voa(5-0) V2 ()X o)

Fir 8 € &, gilt 20(8) = 2n(5)+e(B) = 2(n(o) +k)+e(a) —2k = 20(x) und falls 41 # 0 ist,
folgt 20((0, —f)) = 24 2n(—p) +e(—F) = 14 20(3) = 1+ 20(c). Damit gelangen wir nach
wiederholter Anwendung der Ité-Isometrie (1.10) bzw. der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(1.11) zur ersten Abschétzung in (3.10). Zuletzt ergibt sich die zweite Abschitzung nach
Benutzen des Gronwall-Lemmas 1.4 (a).

U

Um den Splitting Integrator (3.3) mit der Entwicklung (3.5) der exakten Losung vergleichen
zu konnen, schreiben wir zunéchst (1.50) formal um:

) = Zaqu caiVa (G=1,...,8). (3.11)

Hierbei sind die ¢, ; homogene Polynome in den a;,b; (I = 1,...,q) fur ¢ € {1,...,j}. Das
néchste Lemma zeigt wie die unter (3.11) eingefiihrten Polynome ¢, ; iiber eine Rekursionsformel
effektiv berechnet werden koénnen.
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Lemma 3.2. Sei a = (i1,...,1) € My. Die in (3.11) auftretenden Polynome ¢, j konnen diber
folgende Rekursionsformel berechnet werden: Setze ¢q o = 0 und ¢y, = 1 firi > 0, dann gilt
firj > 1:

q b;nfj
_ J
Ca,j = Ca,j—1 1 E H —— Co/ j—1- (3.12)
(a/y"lmoj yemlj ~~~~~ emqj):a f_ f,]‘

mg; +m1j+“‘+mqj >0

Des Weiteren sind die Polynome ¢, ; in geschlossener Form durch

1 .
Coj = Z'YETa,j %c]-, =1l H(]IC:O m ! (3.13)

gegeben, wobei die Menge

'Z;J— = {(mol,mll,... s Mgly - ,moj,mlj,...,mqj) S (NU {O})j(q+1) :

9 J J
(Mngrs €mars > Cmgrs -+ s Tomog > €mags - - + 5 €myg; ) :a,ZZmﬁ :e(a),ZmOi = n(a)}

f=1i=1 i=1

eingefihrt wurde. Hierbei stehl e, bzw. ny,, fir einen Block der Linge myg; > 0, der aus-
schliefllich aus dem Element f # 0 besteht bzw. fiir einen Block der Linge mg; > 0, der nur aus
Nullen besteht.

Beweis. Die Rekursionsformel (3.12) resultiert unmittelbar aus Kombination und Koeffizienten-
vergleich der Formeln (1.50) und (3.11). Die Identitdt (3.13) folgt induktiv aus (3.12). O

Bemerkung 3.1. Fiir v € 1, ; gilt zundchst

J q
1Vl = Zizl <2m0i + Zle mf,-) = 2n(a) + e(a) = 20(a)
und somit bzgl. des Intervalls [ty, ti11]:
B[] = O(h*). (3.14)

Das folgende Lemma beinhaltet ein Kriterium fiir den starken lokalen Fehler eines Splitting
Integrators und entspricht dabei der Voraussetzung (1.39) in Theorem 1.4. Dieser Fehler ergibt
sich im Wesentlichen aus dem Vergleich der p-ten Picard-Iterierten (3.5) mit der Entwicklung
(3.11) des Splitting Integrators:

Lemma 3.3. Das Splitting Verfahren (3.3) angewandt auf die Gleichung (3.1) ist von starker
lokaler Ordnung ps = p + 1/2, falls die Momentenbedingung (3.14) und

Cas = Jo fir alle o € Ay,
erfillt ist, wobei die co s durch (3.12) bestimmt sind.

Bemerkung 3.2. Es gibt natiirliche von s und q abhingige Schranken fiir p, ndmlich

< (3s—1)/2, fallsq=1,
T ls—1/2, falls ¢ > 2.
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Beweis. In der Entwicklung (3.5) der exakten Losung tritt zu jedem o € Ag, der Ausdruck J,V,
auf. Dabei ist das einfachste, nicht mehr durch das Splitting darstellbare, V;, durch (V,_1V;)*
gegeben, sprich o = (¢,q — 1,...,¢,q — 1) mit f(a) = 2s. Aus o(a) = 3s/2 fiir ¢ = 1 bzw.
o(a) = s fur g > 2 folgt die Behauptung. O

Nun zum Beweis von Lemma 3.3:

Beweis. Wir betrachten den lokalen Fehler auf dem Intervall [t,t541]. Wir zeigen mittels voll-
sténdiger Induktion iiber s, dass

=Y casVat Rop, (3.15)

QEAZp

Rs,k = Z Ca,svom EkHRs,k”2 = O(h2p+1)
aGMq\Azp

gilt. Wir bedienen uns der Formel (1.50), diese liefert némlich unter Beriicksichtigung der In-
duktionsannahme:

) q 2p bml b2p+1 _—

i) — l_Sle ls P+ bis

F lHl ZO il Ty rap+1(bisi)
= myp=

p m /41
by bhs o
D BV 4 Ry (b0 o) | T

|
mo= 0 ( +1)
(353 S () ) (3 it s
mq=0 m1=0mo=0 €y,
q b;?’bl q
m
- Z CO{”S_l Hmsl! H‘/E t Va/ +RS,]€
(alvnmoyeml,-nﬁmq)el\zp =0 =0

= Z ca,sVa +R8,k7

aGAzp

wobei letzteres Gleichheitszeichen aufgrund von (3.12) gilt. Des Weiteren wurde

P’ = max,,enugoy{m - m < p}

(also entweder p’ = p oder p’ = p —1/2) und
q ~ A
Rop = <Hl:0 evzbls) Ry 14+ ZQGA% Cos1 RV + R (3.16)

gesetzt. Da der Restterm Rj,k (j =1,...,s) kompliziert ist, fithren wir die Abkiirzungen

B.. — 22;0 omx(bz]v) falls 1 <1 < gq,
v 5%0 =0 mol(bOJV())mO7 falls i = 0,

~ (2p+1) (i Vi) P ey, 1 (bi;V;), falls 1 <i<g,
Tij = .
' (&S] +1) (00 Vo)P i1 (bo Vo), falls i =0
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ein. Nach Anwendung der Produktformel (1.56) mit & = B;;, £, = 7 (1 = 0,...,¢) und
anschliefendem Koeffizientenvergleich folgt

~ q q b\ ~ i—1
R, — < e 15 l) s % .
gk Zi:o IIl=i+l g IL:O g

Der andere Restterm ist fiir j = 1,...,s durch

q

pmu
Rjj = Z Car,j—1 (H nz_) (H le) Ve
YEA2p res 1=0

0

/
(a Mmg,€my - €mg

gegeben, wobei die Menge
q
AZUJ‘CS = {(O/ynmo’emu R aemq) € MQ\AQP : 0 < 2m0 + Zl:l my S 2p’ mo é pl7 O/ € A2p}

eingefiihrt wurde. Es folgt zun#chst mit Hilfe sukzessiver Anwendung der Fehlerrekursionsformel
(3.16) und der diskreten Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.13):

Bl <2+ oy (BB Al + X, Bullocr Bl + Bl Bosl?)

< W (Bl + X, Bl Ryl )

Des Weiteren finden wir mittels (3.13), (3.6), (3.4) und der Ungleichung (1.13) fiir jedes o € Ag,
und j =1,...,s die Abschitzung

BllcajRjtiaVal® <K E[|c] Ry
'YETa,j

q
KT S B T

B O (h2pt1+20(a)) firi=1,...,q,
- O(h(2p+l+20(a))+2(p’—p)+1) fiir s = 0.

Also erhalten wir wegen 2(p' —p) +1>2(p—1/2—p)+1=0:
EpllcaRjs1xVal? < Koh2PHit2e(e),

AuBerdem héngen die in der Abschitzung auftretenden Konstanten nur von p, a und ||V, ||
(m=0,...,q) ab. Fiir @ € Agp yes gilt () +n(a) > 2p+1 oder dazu gleichwertig 20(a) > 2p+1.
Somit gilt

q pmy |2

blj+1
Ca’j H
my!

Eil| Ry kll* <K > By

(o yMmg ,€my 7---,emq)€A2p,rea

a |2
> 1
<K > Torsl > Ek g1l J*
(O/ynmo »emq 7"~7emQ)€A2p,rcs 'YET 1d ’7 =0 ‘
2 § : ) § : o 1.20(c)+2mo+> L, my
SK |Ta/,j| ?K«{h =1
(a/,an,eml,...,emq)€A2p,rcs WET@/J‘

o),
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wobei IA(,Y von den Momentenbedingungen (3.6) herriihrt und K eine generische Konstante ist,
die nur von |[Agp res| und ||Vp|| (m =0,...,¢q) abhéngt. Daraus resultiert fiir den Restterm R j
die Gesamtabschétzung:

Eg||Rei|” < Z L Mg ) | KR 4 S R p2 1200 | = o(p2ethy,
=0

OfEAZp

wobei K, K, nur von ||[V;|| ( =0,...,q), p, a und s abhiingen. Schlielich, falls (3.18) gilt, erhal-
ten wir bzgl. der Notation von Theorem 1.4 mit Hilfe der Abschitzung fiir R, und Anwendung
der Ungleichung (3.10):

2

Bl X (tg41) — Xlllj—l—l”2 =B Z VadalX ()] = RS,kX(tk)
CYGB(AQP)

S(IB(Azp)I+1)< > EHVaJa[X(')]||2+E(Ek(||Rs,k||2)||X(tk)||2)>

QEB(AQp)

<(IB(Azp)| + 1>( > KB X (1)) + Khz”*lE\\X(tk)\\z)
CYGB(AQP)

<K B[ X (ty)|*h* .
O

Die Aussage des Lemmas 3.3 lédsst sich verschérfen, denn im Allgemeinen sind nicht alle
Gleichungen bzgl. Ay, unabhéngig. Um ein System unabhéngiger Gleichungen zu finden stiitzen
wir uns auf die Tatsache, dass die Menge L der Lyndon-Worter eine Transzendenzbasis der
Shuffle Algebra (Q[M,], 1) bilden (siehe Kapitel 2), und auf das folgende Resultat:

Lemma 3.4. Fir jedes s € N existiert ein Algebra-Homomorphismus

st(Q[Mq],I_I_I) - (Q[blj :izo)"'aq)j:lv"'vs]v')v

fs 10 = .

Also gilt

S (awBers = catspe = folawB) = fi(@) - fo(B) = cas - o (3.17)

’Yesa,ﬁ
fiir o, B € M.
Beweis. Wir zeigen die Formel (3.17) via Induktion iiber s. Fiir s = 1 ist nur dann ¢,,,8,1 # 0,
wenn & = (Mmngy, €myys - -+ €mgy) UNd 3 = (o1, €515+ -, €5, ). In diesem Fall gilt
L (mp + gn
Callig1l = Z (’Y;aLU/B)C-yJ = (H < jll >> c(nm01+j01767n11+j117""emq1+jq1)71
’yESa’g =

0
Ji (mu + )t " b
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Fiir s > 2 wenden wir die Rekursionsformel (3.12) an:

q bmls+jls
— ls
Ca,s " €8s = Co/ s—1€3 s—1

1—0 mls!jls!

’ -
(e \nmggemygreees emqs)*a

! n.: . . —
(B €51 185 qs ) =0

q mys+jis
— bls o /
= (v, wp )c'y’,s—l
emqs):a

mys!is!
=0 ls-Jls PYIESQINB/

(af Mg 1€Mygr
!'m.; . . —
(B 1jgg €1 2€igs ) =B

q - mys+jis
_ o / mis + Jis bls
- Z Z (7 y & Luﬁ )c'y’,s—l H T\
, o - mis (mls + ]ls)-
(o) \nmg g emygreos emgs)=a 7y esa’,ﬁ’ =0
(Bm0 s €150 5Ciqs ) =B

q bl}ls
l
- Yoy X (ITE)ew
PYESQ’B (Pyl’nUOS’e”ls"“7evqs):7 =0 s
= Z (’Ynamﬂ)c'y,s = CoLLIB,s-
*yESaﬂ

Hierbei muss die Induktionsannahme fiir das zweite Gleichheitszeichen investiert werden. Das
vorletzte Gleichheitszeichen kann auf folgende Weise begriindet werden: Fiir jedes
(Y g €v1gs - - - €ugs ) = ¥ € Sa,p existieren (mehrere) Partitionen o = (&', g, s €myys - - - 5 €mgs)
und 3 = (8, njo,,€j,,- - - »€4,,) mit der Eigenschaft my, + jis = vis (1 =0,...,q), so dass y ein
Konstituent des kartesischen Produktes

S8 X S(nmg, ), (1g) X Slemy)ilesng) XX Semge)eiqs)

mit Vielfachheit

o T (2)

ist. SchlieBlich resultiert die Vielfachheit (v, a1 3) aus der Summe obiger Vielfachheiten bzgl.
aller verschiedenen Partitionen. O

Das Lemma 3.4 hat folgende Auswirkung auf die starke lokale Fehlerbedingung in Lemma
3.3:

Theorem 3.1. Folgende Aussagen sind gleichwertig:
(1) cas = Jo fir alle o € Ay,
(11) ¢qs = Jo fiir alle o € L(A,).

Beweis. Da stets die Implikation L(A,) C A, gilt, ist nur zu zeigen, dass aus Aussage (ii) auch
(i) folgt. Aber dies ergibt sich sofort aus der Anwendung von Proposition 2.2 auf das Korollar
2.2 und Lemma 3.4. U

Beispiel 3.1. Betrachte die Situation s = 2,q = 1 und a = (101) € Ay. Weiter gelte die
Aussage (ii) in Theorem 3.1 fir r = 4. « ist kein Lyndon-Wort. Es besitzt nach Beispiel 2.7
(i) die Darstellung o = (10) (1) — 2(110) mit Lyndon- Wértern aus Ay. Ebenfalls in Kapitel 2
wurde gezeigt, dass Jo1) = J10)J1) — 2J110y gilt. Tatsdchlich folgt mittels (3.12):

Jio1) = Jao)Ja) — 2J110) =¢(10),2¢(1),2 — 2¢(110),2
=(aghy) (b1 + b2) — 2(azb7 /2) = agbiby = ¢(101),2-
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Es fehlt noch eine schwache lokale Fehlerbedingung, die der in Theorem 1.4 auftretenden
Voraussetzung (1.38) entspricht. Diese ist in das folgende Hauptresultat dieses Kapitels einge-
flochten, welches eine Konsequenz aus Kombination des Theorems 1.4 mit den Lemmata 3.2,
3.3 und Theorem 3.1 ist:

Theorem 3.2. Der Splitting Integrator (3.3) angewandt auf die Gleichung (3.1) ist von starker
globaler Ordnung p, falls die Momentenbedingung (3.14) und in Bezug auf das Zeitschrittintervall
[tlmtk+1] f’L'iT k= 0,... , N — 1

Cas = Jo  fir alle o € L(Agp), (3.18)
Ei(cas) = Erx(Jo) fir alle oo € L(Agpyr \ Agp) (3.19)
gilt. Dabei wird die Berechnung von Ex(Jy) in Bemerkung 2.4 diskutiert.
Beweis. Betrachte die Formel (3.15) bzgl. Agpi1:
\I’](:) = Z ca,sVa + Z ca,sVa + Rs,ka
a€Ngy a€hapi1\Azyp

wobei nach Lemma 3.3: Eg||Rsk|> = O(h?*2). Sofern (3.18) und (3.14) erfiillt sind, fiihrt uns
das Lemma 3.3 auf

Ep(X (k1) — XI]:+1) = Z Ep(Ja = ca,s)VaX (tr)
a€lopy1\Azp
— Er(Rep)X(t)+ > VaBEr(JalX()).
a€B(A2pi1)

Aufgrund von Theorem 3.1 und (3.19) verschwindet die erste Summe auf der rechten Seite
m.W.1. Weiter folgt mittels (3.10):

1Ex (X (tre1) = Xl SIBR(Rop) X (@)l + D0 IVaBe(Ja[XODI

aeB(A2pt1)
(Bl Rop ) 2IX )+ Y. (BrllVadal XN
a€B(Azp1)
SKRPTYX )+ ). Koh®@ sup (Ep|X(s)]*)Y?
a€B(Azpi1) S€[tthy1]

<Ko X (ty)[|hPH.

Somit folgt bzgl. der Notation von Theorem 1.4, dass p;1 = p + 1 und durch Lemma 3.3, dass
p2 = p+ 1/2. Die Behauptung resultiert jetzt aus Theorem 3.1. O

Zuerst sei an dieser Stelle bemerkt, dass Burrage & Burrage in [5] mit Hilfe von B-Reihen
ein zu Theorem 3.2 &hnliches Kriterium fiir die starke globale Ordnung fiir stochastische Runge-
Kutta-Verfahren (diese konnen auch implizit sein) fiir Stratonovich-Gleichungen hergeleitet ha-
ben.

Offensichtlich inkludiert das Theorem 3.2 auch den deterministischen Fall, genauer: Ersetzen
wir in Gleichung (3.1) odW7(t) durch dt fiir j = 1,...,q, so erhalten wir ein System gewshnlicher

Differentialgleichungen
dX(t) = ‘?OVJ»X(t)dt, X(to) = Xo. (3.20)
‘]:

Das Theorem 3.2 vereinfacht sich zu:
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Korollar 3.1. Der Splitting Integrator (3.3) angewandt auf die Gleichung (3.20) ist von globaler
Ordnung p (€ NU{0}), falls

Cas = J(go()a)/ﬁ(oz)! fir alle o € L(©,).
Bereits die Struktur der zu ©,, gehorigen Restmenge
B(O,) ={a e M, : l(a)=p+1}

suggeriert, dass der lokale Fehler von der Ordnung p+1 ist. Vergleiche dazu [11, Chapter 111.5.3].

3.2 Splitting Integratoren fiir ¢ > 2
Wir behandeln jetzt Splitting Integratoren fiir den zeitunabhéngigen Fall und g > 2.

3.2.1 Ordnungsbedingungen fiir Splitting Integratoren der Ordnung 0.5

Wir widmen uns zunéchst den Verfahren mit starker globaler Ordnung 0.5. Nach Theorem 3.2
miissen wir Losungen des folgenden linearen Systems finden (L(A1) = {(q),...,(1)}):

dbiy=Ju (=1,...,9). (3.21)
j=1
Offenbar finden wir eine Losung zu (3.21) indem wir b;; = BijJ(i) mit Bij eRfiri=1...,q,j=
1,...,s setzen. Es muss dann lediglich das System
by=1 (i=1,...,9 (3.22)
j=1

gelost werden. Bevor ein Beispiel diskutiert wird stellen wir fest, dass eine Losung von (3.22)
und damit eine Losung von (3.21) stets die schwachen Ordnungsbedingungen erfiillt. Diese sind
wegen

LA\ M) ={(0)} U{(l,7) : 1 <i<l<gq}

durch
Z Blml;lek(J(z) J(l)) :Ek(J(lz)) (1 <i<l< q), (323)
1<Sm<j<s
> aj =J) (3.24)
j=1

gegeben. Die Bedingung (3.23) ist aber wegen Ej(Ji;Jq)) = 0 = Ex(Jgy) fiir 1 <i <1 < g
redundant. Es kommt nur die Bedingung (3.24) hinzu, und insgesamt gibt es g + 1. Weiter wird
aus Letzterem ersichtlich, dass keiner dieser Integratoren von starker globaler Ordnung > 1 ist.

Beispiel 3.2. Fir s = 1 ist die Losung von (3.21) offensichtlich eindeutig durch by = Ji)
(i=1,...,q) und a; = Jg) bestimmt. Ergo ist der Splitting Integrator der Ordnung 0.5 durch

Xpi1 = ed@Va. .. eJ(1)V16J(o)VoXk

gegeben.
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3.2.2 Ordnungsbedingungen fiir Splitting Integratoren der Ordnung 1

Fiir einen Splitting Integrator von starker globaler Ordnung 1 ist folgendes System von (g* +
q + 2)/2 Gleichungen giiltig:

Yobiy=Jiy (1<i<aq),

> ;= Jo),
j=1

Z bimbij = Jay (1 <i<l<gq),

1<m<j<s
denn
L(A2) ={(i): 0<i<qtu{(l,i): 1 <i<l<q}
Aufgrund
L(A3\ A2) ={(3,0): 1 <i<q}U{(j,3,0]):1<l<i=j<q,1<1i<j<gq}
ist auch folgendes System von q(q? + 2)/3 Gleichungen erfiillt:

Y. Erlbim)aj = Ee(Juy) =0 (1<i<q),

1<m<5<s
1 . .
3 Z 52 biu) Z Ei(bjuwbjubiu) = Ex(Jj0) =0 (1 <i<j<gq),
1<u<v<s 1<u<v<w<s
1 . .
) Z Z B (bjuwbivbiu) = Ek(J(jii)) =0 (1<i<j<g),
1<u<w<s 1<u<v§w§s

> Blbjuwbivbin) = Ex(Jyay) =0 (1<1#i<j<q).

1<u<v<w<s

Bemerkung 3.3. Zur Konstruktion eines Splitting Integrators von starker globaler Ordnung 1
fir g = 2 ist s > 3 notwendig. Allerdings ist das zugrunde liegende nicht lineare System bereits
fiir s = 3 sehr kompliziert (das System besteht aus 4 starken & 4 schwachen Gleichungen mit 9
Unbekannten), und keine Resultate sind dazu bekannt.

Im Gegensatz dazu ist in der deterministischen Situation (3.20) fir ¢ = s+ 1 das Strang-

Splitting
Xpr1 = eVOh/2 ... quflh/2quhqu71h/2 ... 6V0h/2Xk,

welches von globaler Ordnung 2 ist, leicht mit Hilfe der in Kapitel 1 erwdhnten adjungierten
Methode zu konstruieren.
3.3 Einige Beispiele zu Splitting Integratoren fiir ¢ = 1

Wir leiten im zeitunabhéingigen Fall, fiir s = 1,2,3 und ¢ = 1, Splitting Integratoren von starker
globaler Ordnung 1 und 1.5 her. Genauer: Wir betrachten (3.1) fiir ¢ = 1 und W := W

dX () = VoX (t)dt + ViX (t) 0 dW(t), X(to) = Xo
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und Splitting Integratoren (b; :=by; (j =1,...,5))
Xk—i—l — ebsV1 easVo . eb1V1 ea1VoXk.
Dabei konzentrieren wir uns ausschliellich auf die Situation nicht zufélliger
a; >0 (j=1,...,s).

Wir erinnern uns, dass zuvor die Forderung der Schiefhermiteizitéit von Vy notgedrungen aus dem
méglichen Vorzeichenwechsel der a; und zugleich der Giiltigkeit der Ungleichung ||e%'0| < 1
erfolgte. In der jetzigen Situation kann letztere Ungleichung durch eine Reskalierung Y (¢) =
e~ ™X(t) (a € R, so dass [|e%(0=2Id)|| < 1) der exakten Lésung der Ausgangsgleichung (3.1)
erzwungen werden. Das Anfangswertproblem fiir Y ist durch

AY (t) = (Vo —a- IA)Y ()dt + ViY (£) 0 dW(2), Y (to) = e~ X = Yy (3.25)

gegeben. Es wird dann das entsprechende Splitting zur Gleichung fiir Y mit Startwert Yy stu-
diert. Wir stellen keine zusétzlichen Forderungen an die b; (j = 1,...,s). Bei den folgenden
Ausfiithrungen verwenden wir stets: Fiir einen Splitting Integrator der starken globalen Ordnung
p ist aufgrund von Theorem 3.2 jeweils das Betrachten der Bedingungsgleichungen ausreichend,
die durch L(Agp+1) induziert werden.

3.3.1 Splitting Integratoren fiir s = 1
Im Falle s =1 ist das Verfahren
Xk—i—l = eb1V1 ealVOXk

zu studieren. Hier ist die natiirliche Schranke p < (3s —1)/2 = 1. Auflerdem sind die (starken)
unabhéngigen Ordnungsbedingungen durch

b1 =c),1 = Jays
a1 =¢)1 = J(o)

gegeben, denn L(A2) = {(1),(0)}. Die schwache Ordnungsbedingung (L(A2 \ A1) = {(10)}) ist
automatisch erfiillt, da c¢(10); = 0 und E(J10)) = 0. D.h. fiir

a1 = Jio),
ist das Verfahren von starker globaler Ordnung 1.

3.3.2 Splitting Integratoren fiir s = 2
Im Falle s = 2 ist das Verfahren
X = eh2V1e2VohVigailo x (3.26)

zu analysieren, wobei hier die natiirliche Schranke fiir p durch (3s—1)/2 = 2.5 gegeben ist. Aber
im Folgenden zeigen wir, dass bestenfalls p = 1.5 moglich ist. Fiir ein Verfahren der Ordnung
1.5 muss zunéchst das System

b1 + b2 =C1),2 = J(l), (3.27)
a1 +az =¢@)2 = J(O), (3.28)
biaz =c10),2 = J(10) (3.29)
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gelost werden, denn L(Az) = {(1),(0),(10)}. Da L(As \ A2) = {(110)} ist, kommt nur eine
zuséitzliche schwache Ordnungsbedingung

Er(c10),2) = Ex(J110) = J(20)/4 (3.30)

hinzu, wobei ¢(110)2 = blas/2. Dabei liefert die Gleichung (3.29): by = J(10y/az, falls ag # 0.
Einsetzen des letzteren Ausdrucks in Gleichung (3.30) ergibt a2 = 2J(g)/3. Da der Multiindex
(110) ein Lyndon-Wort ist, gilt tatséchlich ¢(10)2 — J(110) # 0. Folglich erhalten wir aus den
Bedingungen (3.27) und (3.28):

Proposition 3.1. Das Splitting Verfahren (3.26) ist genau dann von starker globaler Ordnung
1.5, wenn

{al = J(())/?), az = 2J(0)/37 (3.31)

b = 3J(10)/2J 0y, b2 = J1y — 3J(10)/2J(0) = (Jio1) — J10)/2)/J(0)
gilt. AufSerdem ist fiir das allgemeine Verfahren (3.26) 1.5 die bestmdgliche Ordnung.

Bemerkung 3.4. In der deterministischen Situation (ersetze in (3.1) mit ¢ = 1: odW(t) durch
dt) sind die entsprechenden Koeffizienten durch

a; = J(O)/47 a9 = 3J(0)/4,
by =2J(0y/3, ba=J)/3

gegeben. Diese Wahl fihrt auf ein Verfahren von globaler Ordnung 2.
Wir betrachten weitere Beispiele fiir s = 2:

Beispiel 3.3. Von by = 0 ausgehend ergibt sich der einfachste nicht triviale Fall, das sogenannte
f-Splitting:

Xk—l—l = eJ(O)(l_G)VO eJ(l)V1 eeJ(O)VOXk, (332)

wobei die Wahlen ay = Jg) — a1, ap = 0J(g), 0 € R und by = J(y) fiir den Erhalt eines konsi-
stenten Verfahrens garantieren. Wir bemerken, dass fiir @ = 1/2 das symmetrische Trotter- oder
Strang-Splitting vorliegt. Offensichtlich sind die starken und schwachen Ordnungsbedingungen
fiir p = 1 unabhdngig von der Wahl von 0 erfillt. Aber, es existiert kein 0, so dass die vom
Multiindex (10) induzierte starke Ordnungsbedingung gilt, da

c10),2 — Jo) = braz — Joy = (1 — 0)J0)J1) — J(i0) # 0.

Bemerkung 3.5. Im deterministischen Fall (siehe Bemerkung 3.4) gilt: Nur fir 6 = 1/2 liegt
globale Ordnung 2 statt 1 vor. Zwar ist fiir 0 = 1/2 die starke globale Ordnung des 0-Splittings
(3.82) nicht erhéht, aber immerhin wird in diesem Fall die Fehlerkonstante 6% — 60 +1/3 2u 1/12
manimaiert.

Beispiel 3.4. Das vorangegangene Beispiel konnte den Versuch motivieren die Rollen von Vj
und Vq zu vertauschen. Mit anderen Worten, wir setzen in (3.26) a1 =0, ag = J(O) und betrach-
ten

X = e2ViedoVoehVix, (3.33)
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Tatsdichlich kénnen in dieser Situation die starken Ordnungsbedingungen fiir p = 1.5 erfillt
werden, denn das System

J(l) =by + bo,
J(10) =01J(0)

besitzt die Ldsung

b1 = Jaoy/J(0)
ba = Jony/J(0)-
Allerdings gilt die schwache Bedingung Ex(J(110)) = Ek(b%)J(O)/Q nicht. Denn es ist
Ex(0) = J{y/6, (3.34)

wobes

0 := 2J(0)Ja10) — oy (# 0)- (3.35)

Bzgl. der Notation in Theorem 1.4, haben wir p1 = 2 = po gezeigt, also dass das Verfahren
(8.33) im Allgemeinen nur von starker globaler Ordnung 1 ist.

3.3.3 Splitting Integratoren fiir s = 3
Jetzt untersuchen wir Splitting Integratoren fiir s = 3, also

Xppq = e"103eV0a3Vibz Voaz Vibi o Voar x (3.36)
Wir zeigen, dass in dieser Situation kein Verfahren existiert, das die starken globalen Ordnung 2
Bedingungen des Theorems 3.2 und damit die des Theorems 1.4 erfiillt. Angenommen es existie-
ren Koeffizienten a;,b; (j = 1,2, 3) derart, dass das Verfahren von starker globaler Ordnung 2 ist.
Dann erfiillten diese Koeffizienten notwendig die folgenden unabhéngigen starken Bedingungen,
die durch L(A4) = {(1),(0),(10),(110)} induziert werden:

b1 +b2 +b3 =cuy3 = Jn), (3.37)

ar +az +az = ¢y 3 = Jig), (3.38)

(b1 + b2)as + bias = ¢10),3 = J(10), (3-39)

(b1 + b2)?a3/2 + biaz/2 = ¢110)3 = J(110)- (3.40)

Aber, durch ineinander Einsetzen der Gleichungen (3.37)—(3.40) finden wir folgende Aussage:

Proposition 3.2. Fir as, ag # 0 und 01 > 0 fihrt die Wahl

b1 = (Jaoy £ 01/2)/(6@ + as),
by = ¥0,% Ja3, (3.41)
bs = Jay — ((Jao) F a201" /a3)/(az + a3)),

wobei 01 := az(2(az + a3z)J(110) — J(210))/a27 auf ein Verfahren von starker globaler Ordnung 1.5.
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Beweis. Eine leichte Rechnung zeigt, dass die Koeffizienten in (3.41) die starken lokalen Ordnung
2 Bedingungen erfiillen. Auflerdem verweisen wir fiir die Existenz von ao, ag # 0, so dass 01 >
0 auf (3.35). Jedoch das Auswerten der schwachen Ordnung 2 Bedingungen fiihrt auf einen
Widerspruch, denn

Ey(by)(az + as)?/2 + Ey(b2)a3/2 = Ex(c(100)3) = Ex(J100)) =0

bedeutet Ek(a}/2)a2 =0, also as = 0. Wir schlieSen, dass p; = 2.5 = po, und wir kénnen nach
Theorem 1.4 nur p = 1.5 folgern. O

Proposition 3.2 fiihrt unmittelbar zu der Einsicht:

Proposition 3.3. FEin Splitting Integrator der Form (8.3) kann nur dann von starker globaler
Ordnung 2 sein, wenn s > 4, die Koeffizienten b; wenigstens von den Integralen Jy, J1y, J10),
Ja10) abhingen und einem System sechs (vier starke und zwei schwache) unabhingiger Glei-
chungen gentigen.

Dafiir gibt es im Gegensatz zum Fall s = 2 ein schwach symmetrisches Splitting der starken
globalen Ordnung 1.5. Dabei heifit ein Splitting Integrator schwach symmetrisch, wenn dieser
bzgl. der Koeffizienten E(b;) (j =1,...,s) statt b; im klassischen Sinne symmetrisch ist.

Beispiel 3.5. Wir setzen in (3.41) az = J(p)/2 = a3 und a1 = 0 ein. Somit erhalten wir

Xk+l — eV1b3 €V0J(O)/2€V1b2 eV0J(O)/2eV1b1 Xk‘y

wobei die Koeffizienten b; (j =1,2,3) durch

b1 = (Jaoy £0Y2)/ 0,
by = :F201/2/J(0),
bs = (Jio1) £0'%)/J)

gegeben sind. Hier ist 0 durch (8.35) bestimmt, wobei d > 0 aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
J(210) < 2J(0)Ja10)

folgt. Also ist p1 = 2.5 = po und das Verfahren ist Theorem 1.4 zufolge von starker globaler
Ordnung 1.5.

Beispiel 3.6. Das in Beispiel 3.5 vorgestellte Verfahren involviert das iterierte Stratonovich-
Integral J110), welches iiber die starke Ordnung 2 Bedingung ins Spiel gelangte. Aber eine einfa-
che Rechnung zeigt, dass die Verwendung von E(D) statt 0 ausreicht, um starke globale Ordnung
1.5 zu erhalten. Damit wird auch die, in Kapitel 2 erwdhnte, aufwendige Stmulation des Integrals
Jai10) umgangen. Via (3.34) folgt schlieflich

b1 = Jaoy/Jo) = (J(o)/6)1/2,
by = F2(J(0)/6)"/2, (3.42)
bs = Jio1)/ o) £ (J(0)/6)"/2.

Bemerkung 3.6. Mit Hilfe der Formel (2.6) kann gezeigt werden, dass in allen angefiihrten
Beispielen die Momentenbedingung (3.6) erfillt ist.
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3.4 Der zeitabhingige Fall
Hier betrachten wir Gleichung (1.41) fiir ¢ = 1 und W := W, also
AX(t) = Vo)) X (t)dt + Vi()X (1) 0 dW (), X(to) = X

und wenden darauf Splitting Integratoren der Form (b; := by;)

s
Xjop1 = H ebj Vi(tr,c;) e Vo(tk,a;) X, (3.43)
j=1

an, wobei ty .. = tp + c;jJ), thd; = tk + djJ) mit Knoten dj,c; € [0,1] fiir j = 1,...,s.
AuBerdem seien die V;(t) (j = 0,1) schiefhermitesch und ausreichend glatt. Ferner seien M;

7 = 0,1) reelle Konstanten so, dass &yﬁ t)|| < M; fir m = 0,1,.... Aus der Glattheit der
dt J

Vj folgt bereits (sieche Lemma 1.6, Bemerkung 1.12), dass die Stabilitdtsbedingungen (1.36) und
(1.37) des Theorems 1.4 fiir ein Splitting mit (1.57) erfiillt ist. Also bleibt wiederum das Studium
des lokalen Fehlers.

Definition 3.1. (assoziiertes Splitting) Es seien Koeffizienten aj, bj (j =1,...,s) gegeben bzgl.
dieser der Splitting Integrator (3.3) in Bezug auf Gleichung (3.1) (also den zeitunabhingigen
Fall) fiir ¢ =1 von starker globaler Ordnung p ist. Das mit selbigen Koeffizienten ausgestattete
Splitting (3.43) bezeichnen wir als zu (3.3) assoziiert.

Wir stellen die Frage:

e Existiert zu einem gegebenen Splitting Verfahren (3.3) der starken globalen Ordnung p
stets ein assoziertes Splitting (oder gleichbedeutend Knoten d;, ¢; (j = 1,...,s)) derart,
dass dieses von gleicher Ordnung ist?

Wir werden fiir die Félle p € {1,1.5} die Frage vollstéindig beantworten und einige Beispiele
dazu diskutieren. Hierfiir nutzen wir aus, dass der zeitabhéngige den zeitunabhéngigen Fall
inkludiert. Dies soll mit Hilfe der Taylor-Entwicklung der Koeffizientenfunktionen um das linke
Ende des jeweiligen Integrationsintervalls geschehen. Doch zuvor werden basierend auf Lemma
3.2 folgende Notationen bereitgestellt:

1S’
V€T a,s v
wobei fiir v = (mo1,m11,...,mos, M1s) € Tas
s s 1
€7 = [T Valtne,))™ (aVolta,))™ = [T TT 05 Vit )™,
j=1 j=1i=0

wobei boj = ay, Coj = dj, blj = bj, Clj = Cj ist.
Bemerkung 3.7. Gilt ty ., =ty =tgq, fir allej=1,...,s, dann ist fir o = (i1,...,q) € My
Ea,s - Ca,sVa(tk)y Va(tk) - Hé‘zl ‘/ij (tk)7

wobei ¢ s durch (3.13) gegeben ist.
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Bemerkung 3.7 liefert die Idee, wie der zeitunabhéngige Fall zur Analyse der zeitabhingigen
Situation eingesetzt werden kann. Dazu setzen wir die Funktionen V; (j = 0,1) als zweimal
stetig differenzierbar voraus, und benutzen den Hauptsatz der Integralrechnung

Vi(t) = V;(tk) + Jio )[V et g1 =t > tg).

Um die einzelnen lokalen Fehlerterme zu untersuchen, verwenden wir bzgl. o = (i, co i) € My
und s, = (s1,...,s) € R die Produktformel (1.56) mit &; = V;, (tx), £ = Ji)[Vi, (-)]
(j=1,....0D):

theySi41—j

ﬁ( () + Jo) Vi, Ol

7j=1
l l . j—1
=Va(tr) + Z H Vi () J(O) [‘/ij(')]tlmshﬁlfj H Vi (Si41-m)- (3.44)
j=1 \m=j+1 m=1

Nochmaliges Anwenden von (1.56) mit selbigen &;, £; auf letzteres Produkt in (3.44) ergibt
V ( tk + ZJ 1 7] ]tk75l+1—j + Ra,ka (345)

wobei

Ra,kzz H Vi (tk) J(o)[‘./z'j(')]thsm,j (3.46)

7=1 m=j+1
j—1 m—1
§ : H ‘/;n tk )[ 7'77L tk75l+1 m H ‘/;n Si+1— TL
m=1 \n=m+1 n=1

und die abkiirzende Schreibweise

Vaj(t) = (an:jﬂ Vz‘m(tk)> V@) (IT - Vi) G =100

verwendet wurde. Dabei ist der zweite Summand in (3.45) von der Gréfienordnung O(h), und
| Rakll = O(h?). Zusammen mit Bemerkung 3.7 folgt:

Ja [Va(')]tk,tk+1 - Ea,s = (Ja - ca,s)Va(tk) + Ra,s,k- (347)
Hierbei ist
l 1 ~
Ra’s7k = ijl <J(Ova) [VO"j(‘)]tk:thﬁl - Z"YGTa,s ?cz'](o) [Vayj(')]tkik’j(’y)) + ROJ,S,]C)

wobei
t(y) =tk (1), -+ (7))
:(tk,057 cee 7tk,csytk,dsa cee 7tk27d57 e atk,cp L )tk,clatk7d17 cee 7tk27d1)'

Die Linge jedes tg ;- bzw. i) o;-Blocks betrigt mo; bzw. my;. Der zusétzliche Restterm Ra,&k
enthélt nach (3.46) Summen von Produkten der Vj(-), die wenigstens auch noch zwei Faktoren
VJ() involvieren. Aus letzterer Uberlegung schheﬁen wir, dass

Egl|Ras k> = O D) Ey|| R oi]|? = O(h2C042),
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Bemerkung 3.8. Obige Ausfiihrungen deuten an: Ist ein Splitting Verfahren vom Typ (3.3),
also in der zeitunabhdingigen Situation, von starker lokaler Ordnung ps = p+1/2 und schwacher
lokaler Ordnung p1 > p2+1/2 = p+1, so gilt dies auch fiir das assoziierte Splitting, sofern dieses
fir o € Agp\{(0)} zusdtzliche starke lokale Ordnungsbedingungen fiir den Multiindex ((nj), o) fiir
alle 1 < j <p-—o(a), und eine schwache lokale Ordnungsbedingung falls j = p—o(a)+1/2 € N
erfillt.

Folglich sind fiir p > 1.5 Taylor-Entwicklungen der Koeffizientenfunktionen héherer Ordnung
notwendig. Daher zerlegen wir weiter:

Ra,s,k = Ra,s,k + Ra,s,k + Ra,s,ka

wobei

_ ! 1
Ra,s,k = Zj:l <J(O,a),tk,tk+1 - Z,qu—a’s %czt]‘(o),tkik,j(w)) Vavj(tk)a

. l 1
R sk :ijl <J(00,a) [Va,jj(')]tk,tk+1 - ZyeTa,s ac;{J(OO) [Vavjj(')]tkvtk,j(7)>
mit
I . j—1 ,
Vajj(t) = (]’[m:j+1 Vim(tk)> Vi, (t) (Hm:1 Vim(tk)> G=1,...,0)
cingefithrt wurden. Letzterer Restterm hat die Eigenschaft: Ey||Rq.||> = O(h2(@)+2)),

Bemerkung 3.9. Die mazimal bendtigte Ordnung fir die Taylor-Entwicklung wird durch o =
(1) bestimmt. Diese Ordnung betrigt gemdfs Bemerkung 3.8 hichstens p + o(a) +1/2 = p + 1,
falls p € N und p + 1/2 sonst. Zudem fiihren die von o = (1) induzierten Ordnungsbedingungen
auf eine stochastische Quadraturaufgabe bzgl. der Quadraturformel (bj,c;), (j =1,...,s). Diese
werden wir in Kapitel 4 behandeln und dabei zeigen, dass ihre starke Ordnung hdchstens s ist.

3.4.1 Splitting Integratoren der Ordnung 1

Als Konsequenz von Theorem 3.2 und der Gleichung (3.47) erhalten wir auch im zeitabhéngigen
Fall ein Kriterium fiir die starke globale Ordnung eines Splitting Integrators.

Theorem 3.3. Der Splitting Integrator (3.43) ist von starker globaler Ordnung p = 1, wenn die
Bedingungen in Theorem 3.2 fiir ¢ = 1 und

ijl Ex(bj)e; =0 (3.48)

erfillt sind.

Beweis. Da der zeitabhéingige den zeitunabhéngigen Fall inkludiert, ist nur das Auftreten der
zusitzlichen Bedingung (3.48) zu erkldren. Fiir v € Ao\ {(0)} gilt p—o(a) = 1—o0(a) < 1/2, also
ist lediglich die schwache Ordnungsbedingung, die durch o = (1) induziert wird, zu betrachten
(nur dann gilt p — o(a) + 1/2 = p € N). Dies bedeutet

Ey, (J(l)[vl(.)]tk,tkﬂ = ijl ijl(tkvcj)> =E(Ray,sk) + Er(R(1) s k)
=F} (J(Ol) — Zj:l bjCjJ(0)> Vl(tk) + Ek(ff(l)@k),

wobei Ek(R(l),s,k) = O(h*%). Weiter ist das Verschwinden des Ausdrucks Ex(R1)s ) zur Be-
dingung (3.48) #dquivalent. O
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Bemerkung 3.10. Fiir Splitting Integratoren starker globaler Ordnung 1 sind keine Bedingun-
gen an die d] gestellt. Auflerdem ist die Bedingung (3.48) iberflissig, wenn Ey(bj) = 0 fir alle
j=1,.

Beispiel 3.7. Fiir s =1 hat eine Splitting Methode von starker globaler Ordnung 1 notwendig
die Eigenschaft by = J, folglich also E(by) = 0. Fiir s = 2 hat die zu (3’ 3’2) bzw. (3. 3’3’)
assoziierte Methode die Koeffizienten by = J(1y, by = 0 bzw. by = J0)/J(0), b2 = Jony/J o)
Ergo Ey(b1) =0 = Ej(b2).

3.4.2 Splitting Integratoren der Ordnung 1.5

Im Allgemeinen sind fiir Verfahren starker globaler Ordnung 1.5 drei Zusatzbedingungen erfor-
derlich:

Theorem 3.4. Der Splitting Integrator (3.43) ist von starker globaler Ordnung 1.5, wenn die
Bedingungen von Theorem 3.2 fiir ¢ = 1 gelten und falls zusdtzlich

ijl bici =Jio1)/0)» (3.49)
ijl ajd; =J()/2, (3.50)
Zlgkjgs Ey(bib;)(cj — ¢i) =O0. (3.51)

Beweis. Fiir p = 1.5 liegt genau eine zusétzliche starke Ordnungsbedingung vor, denn fiir o €
A3\ {(0)} ist p— o(a) = 3/2 — o(a) > 1 nur fiir « = (1) richtig. Wir betrachten daher

J(l) [W(’)]tk,tk+1 - ijl ijl (tk,Cj) :R(l),s,k + R(l),s,k

= <J(01) - ijl bjCjJ(o)) Vi) + Ry,

wobei Ek(ﬁ(l)@k) = O(h*?®). Genau dann verschwindet R(l)@k, wenn die Gleichung (3.49) gilt.
Wir miissen bzgl. den schwachen lokalen Ordnungsbedingungen von zwei zusétzlichen Annahmen
ausgehen, da p — o(a) +1/2 = 2 — o(a) € N und o(or) > 1/2 genau dann zutrifft, wenn
a € {(0),(11)}. Fiir a« = (0) folgt:
Joy Vo)t st — ijl a;Vo(tra,) =R)s % + R0),s
= (J(OO) - ijl ajde(0)> Vo(te) + Ro),s:

wobei Ek(R(O),st) = O(h®). Weiter ist R(g) s, = 0 mit (3.50) gleichbedeutend. Schlielich miissen
wir fiir @ = (11) den folgenden Fehlerterm kontrollieren:

By | Jay [V (- tk,tk+1_ 252‘/1 (the,)” — Z bibiVa(te,e; ) Vi (th,e;)

1<i<j<s

= Ep(Rany s ) + Ek(fz(n),s,k) + Ek(R(ll),s,k)7

wobei Ek(R(ll),s,k) = 0(h?), Ek(é(ll),&k) = O(h?). Wir bemerken, dass Ej(Jo11)) = J(20) /4 und
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Ex(Jaony) = 0. Folglich ist R(j1y55 = 0 zu (V1 := Vi(ty), Vi o= Vi(ty), Vi, Vi) = ViVi — i 1R)

0=Ej | Join) Zb%] — > bibicidg) | Vi

1<i<j<s

+ Bk | Jior) + Jo11) — Zb ¢jJ o) — Z bjbiciJ (o) iV

1<i<j<s

1 5 . .
=-Jo) <2J(0) — E Ek(b?)cj - E Ei(bjbi)(cj +ci) | (ViVi+Vil)
J=1

1<i<j<s

1 .
5o | D2 Belbibile — ) | ViVl =tr 4
1<i<j<s

dquivalent, wobei r; = 0. Letzteres ergibt sich aus der Berechnung des Erwartungswertes des
Produktes der Konsistenzbedingung Z;:l bj = Jq1y und der Bedingung (3.49):

%J(zo) = Ex(JonJay) =Ex ((Zj— b-ch(0)> (Zj’:l bj>)

= Z Ek CJ J(O Z Ek(bjbi)(cj + Ci)J(O).

1<i<j<s

Wir schlieflen also, dass 7o = 0 mit Bedlngung (3.51) gleichwertig ist. U

Bemerkung 3.11. Auf dhnliche Weise kinnen Ordnungsbedingungen fiir p > 2 hergeleitet
werden.

Beispiel 3.8. Die Koeffizienten einer Splitting Methode fiir s = 2 und p = 1.5 gentigen insbe-
sondere den Gleichungen

(b161 + bgCg)J(O) :J(Ol)a (3.52)
a1dy + asds :J(O)/Q, (3.53)
Ek(bgbl)(CQ - Cl) =0. (354)

Wir wissen bereits, dass die Koeffizienten ay,as, by, by in diesem Fall durch (3.81) bestimmt sind.
FEinsetzen dieser Koeffizienten in (3.52) liefert

(3e1 = e2)J(10)/2 + cadio1) = J(o1)>

C1 :1/3,
62:1.

Die Gleichung (3.54) ist ebenfalls erfiillt, da

also

1 1
2,](2) (Ek(J(IO) Jon)) — §Ek(J(210))> = 0.
Schlieflich fihrt Gleichung (3.53) in Verbindung mit (3.31) auf

1/3
d2_§<§_d1>7

wobei dy € [0,1] beliebig gewdihlt werden kann.

E(bobr) =
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Beispiel 3.9. Wir betrachten das zu (3.36) assoziierte Splitting mit den Koeffizienten b; aus
(8.41). Weiter sind die drei zusdtzlichen Bedingungen von der Form:

(bic1 + baca + bgCg)J(O) :J(01)7 (3.55)
ardi + asds + asds :J(O)/Q, (356)
Ek(bgbl)(CQ — Cl) + Ek(bgbl)(C;), — Cl) + Ek(bgbg)(03 — Cg) :0. (357)

Finsetzen von (3.41) in (3.55) ergibt zundichst

__Jo ap a + as 12 as+az  as
J(Ol) - as + a3 <J(10) <Cl - m@,) + J(Ol) J((]) C3 + 01 <Cl — . Cco + a—363> .

Wir erkennen die Lisung

1 = al/'](O)v
co =1—a3/J ),
C3 = 1.

FEine etwas kompliziertere Rechnung zeigt, dass die obigen Koeffizienten unabhingig von der
Wahl der a; auch die Bedingung (3.57) erfillen. Denn Einsetzen aller Grof$en in die linke Seite
von (3.57) ergibt

1 as 1/2 ( 1/2 < as 1/2>>
——— | —Ei | £J10)0 0 ) —F Ji10) £ 0 Jioy £ —0
(a2 + as)J () <a3 k< 0% 1> : ( 1o =" > W= g5

_E, ((J(l)(a2 +az) — Jao) £ aza}ﬂ/ag) <¢a}/2)) )

1
= @i (aQEk(al)/ag — (a2 + a3) Ex(Jao) ) + Ek(JaO)))
1 1
= —(Ex(2J110) — Ja0)J1))) = —Ex(Ja01)) = 0.
7o) o) = Jao) ) = 7 ErJoaon

Da mit Gleichung (3.56) nur eine Bedingung an die d; gestellt wird, stehen fir die Koeffizienten
d; zwei Freiheitsgrade zur Verfigung. Z.B. gilt fir das symmetrische Splitting (3.42):

c1 =0,

ey =1/2,
c3 =1,

do =1 —ds.

3.5 Numerische Experimente

Wir illustrieren die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts mit Hilfe einer pseudo-spektral
diskretisierten zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung fiir ein fixiertes Raumgitter mit Parameter
N. Wir betrachten dazu die (1-d raum-kontinuierliche) zeitabhéngige Stratonovich-Schrédinger-
Gleichung

102X

z,t)dt +v(z, )X (2, t) o dW(t), xR, t€[0,T], (i=+-1) (3.58)
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wobei v : R x [0,7] — R ein glattes Potential beschreibt, das 2m-periodisch im Raum ist. Des
Weiteren oktruieren wir periodische Randbedingungen X (x,0) = Xo(z) und beschriinken unsere
Betrachtungen auf das Intervall (—m, 7). Wir nehmen folgende pseudo-spektral Diskretisierung
vor: Wir ersetzen in Gleichung (3.58) X (z,t) durch ein trigonometrisches Polynom

N/2-1

XN (x,t) = Z al (t)ek®,

k=—N/2
Somit ergibt sich ein System gewohnlicher Stratonovich-Gleichungen:

, 192 xN

XN(a:l,O) = Xo(xl),

(21, t)dt 4+ v(z, ) XN (27,1) 0 AW (1),

wobei die Raumgitterpunkte durch x; = 27l/N fir [ = —N/2,...,N/2 — 1 gegeben sind.
Weiter ist eine Losung der obigen Gleichung genau dann gefunden, wenn das System gewdhnlicher
stochastischer Differentialgleichungen fiir die Fourier-Koeffizienten

idUN (t) = LDV 2ON(t)dt + VN () UN () 0 dW (t),
UN(0) = Fy XY

gelost wird, wobei X} = (Xo(x;)) fiir den Anfangsvektor steht. Auerdem beinhaltet der Vektor
UN(t) = (4l (t)) die Fourier-Koeffizienten und DY, V¥ sind Matrizen von der Form

DN =diag(ik), k=-N/2,...,N/2 -1,
VN (t) =Fydiag(v(z;, 1) Fy'.

Durch die Identifikationen V{¥ = —%(D™)? und VN (t) = —iV(t) erhalten wir eine Gleichung
die vom Typ (3.43) mit d = N ist, genauer

dUN () = VNUN (t)dt + V¥ )UN () 0 dW (). (3.59)

Wir bemerken, dass die Matrizen VjN (j = 0,1) fiir ein festes N beschréinkt und schiefhermitesch
sind, also kann Theorem 3.2 auf die Gleichung (3.59) angewendet werden. Fiir die numerischen
Experimente werten wir das Potential

o(w,t) = %(1 — cos(x)) + sin(t) sin(x) (3.60)

auf einem Raum-Zeitgitter (—m,7) x [0, 7] aus (siehe [13, Section 8]). Wir investieren die glatte
Anfangsfunktion X (z,0) = e~/ 2 die im Wesentlichen das niedrigste Energieniveau des frei-
en harmonischen Oszillators beschreibt. Es wird der starke globale Fehler untersucht, den ein
Splitting Integrator der Form (3.43):

oy, — (szl eijm,cﬁeajvo”) on (3.61)

zum Zeitpunkt 7" = 1 fiir verschiedene Schrittweiten Jg) ¢, ¢,., = T/n = 1/n produziert. Fiir die
Fehlerplotts werden d = N = 8 Raumgitterpunkte und L = 200 Pfade gew&hlt. Des Weiteren
vergleichen wir die numerischen Losungen zu fiinf verschiedenen Zeitschrittweiten h; = 277
(j =3,4,5,6,7). Da aber im Allgemeinen keine analytische Losung fiir (3.59) angegeben werden
kann, miissen wir eine moglichst gute Approximation an die exakte Losung als Referenzlosung
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Abbildung 3.1: Der Plott auf dem oberen bzw. unterem Graphen zeigt die starken globalen Fehler
der Methoden Spl.I,...,Spl.V. bzw. Spl.I1,...,Spl.V1,Spl.V2 angewandt auf das Testproblem
(3.59) mit Potential (3.60) im doppeltlogarithmischen Mafstab.
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berechnen. Diese Referenzlosung wird ausschliefllich mit der entsprechenden Splitting Methode
zur kleinsten Schrittweite hg = 2710 identifiziert.

Kommentar zur Abbildung 3.1: Spl.I ist der Splitting Integrator (3.61) fir s =1, p = 1
bzgl. der Basis a1 = Jg), b1 = J(1), wobei das Potential jeweils in den Intervallmittelpunkten
(c1 = 1/2) ausgewertet wurde. Spl.IT ist das symmetrische Splitting fiir s = 2, p = 1, (bg = 0)
bzgl. der Basis a1 = Jjg /2 = ag, by = J(1), wobei die Potentialauswertung stets bzgl. den
Intervallmittelpunkten (¢; = 1/2) stattfindet. Auch das Verfahren Spl.III ist symmetrisch mit
s = 2, p = 1, aber verwendet die Basis J(g), J(1), J10) (b1 = J10)/h, b2 = J(o1)/h) wobei das
Potential jeweils an den Intervallendpunkten (c¢; = 0, co = 1) ausgewertet wurde. Weiter gilt fiir
Splitting Spl.IV: s = 2, p = 1.5, Basis J(q), J(1), J(10) und ¢; = 1/3, co = 1. Spl.V ist das schwach
symmetrische Verfahren mit s = 3, p = 1.5, Basis J(g), J(1), J(10) und ¢1 = 0, c2 = 1/2, c3 = 1.
Die Abbildung 3.1 unterstreicht die Resultate der vorangegangenen Abschnitte, da die Methoden
Spl.I1, Spl.IT1, SpL.III1 jeweils zu den Methoden Spl.I, Spl.II, Spl.III assoziiert sind (also sich nur
durch verschiedene Auswertungspunkte des Potentials unterscheidet), aber trotzdem die gleiche
Ordnung aufweisen, ndmlich p = 1. Auflerdem lesen wir Ordnungsreduktionen bei den Verfahren
SpLIV1 (¢; = 0 = ¢2), SpL.V1 (¢c1 = 1, ¢a = 1/2, ¢35 = 0), bzw. SpL.V2 (¢; = 1/2 = ¢9, ¢35 = 1)
ab, ndmlich auf p = 1 bzw. p = 0.5.
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Kapitel 4

Splitting Integratoren fiir lineare
zeitabhingige Stratonovich-
Schrodinger-Gleichungen

Wir beginnen dieses Kapitel mit einem Riickblick auf Resultate zu Zeitintegrationsverfahren fiir
die deterministische Schrodinger-Gleichung und Einfiihrung einiger Notationen. Anschlieflend
diskutieren wir zunédchst einen allgemeinen Ansatz fiir Splitting Integratoren fiir eine pseudo-
spektral diskretisierte Stratonovich-Schrodinger-Gleichung, der insbesondere auf eine stochasti-
sche Quadraturaufgabe fiihrt. Des Weiteren untersuchen wir den lokalen Fehler eines speziellen
Typs eines Splitting Integrators, ndmlich des 6-Splittings. Diesmal kann zur Bestimmung des
globalen Fehlers das Theorem 1.4 und das Lemma 1.6 nicht herangezogen werden. Stattdessen
wird gezeigt, dass dhnliche Resultate durch Modifikation einiger Bedingungen -vorallem (1.57)-
gelten. Zum Abschluss werden globale Fehlerabschiatzungen fiir das 6-Splitting bewiesen und
anhand numerischer Experimente illustriert.

4.1 Exponentielle Integratoren fiir die deterministische zeitab-
hingige Schrodinger-Gleichung

Wir betrachten zunéchst die bzgl. des Raums pseudo-spektral diskretisierte deterministische
Schrodinger-Gleichung mit zeitabhéingigem Hamilton-Operator, oder priziser ein (grofies) Sy-
stem gewohnlicher Differentialgleichungen auf [tg, T] x CV:

W) = HOX (), X() = Xo, (1)

wobei H(t) = U + Vp(t). Hierbei steht

e U fiir eine raumliche Diskretisierung des schiefhermiteschen unbeschrinkten Operators

—i(l — AJ2),

wobei i = v/—1 und A = g—; der Laplace Operator in einer Dimension ist. Also reprisentiert
U im Wesentlichen ein diskretes Pendant eines Differentialoperators 2. Ordnung. Des Weiteren
erkldaren wir

e D als eine entsprechende rdumliche Diskretisierung des Operators (I — A/2)'/2, also D =
(=),

Wir kénnten D mit einem Differentialoperator 1. Ordnung assoziieren. Es ist

79
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e Vh = —iV, wobei V eine rdumliche Diskretisierung eines reellen zeitabhingigen glatten
Potentials ist.

Es existiere eine positive Konstante My so, dass ||d;¥° M| < My < o fir j = 0,1,2,....
Als pseudo-spektrale Diskretisierung eines Multiplikationsoperators ist Vj bzgl. des Ortsraums
diagonal und bzgl. des Impulsraumes zu einer Diagonalmatrix unitédr-dquivalent. Insbesondere
gilt Vo (s)Vo(t) = Vo (t)Vo(s) fiir alle s, ¢ € [to, T']. Weiter ist V{y schiefhermitesch. Wir gehen aber
nicht davon aus, dass die Operatoren U und Vj vertauschen. Beachte, dass fiir die euklidische

Norm der Matrix U € CV*¥ | wobei N die Anzahl der Raumgitterpunkte ist, gilt
IU]| = O(N?). (4.2)

Zudem ist i.A. die Losung einer zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung hoch oszillatorisch. Des-
wegen sollen drei Aspekte bei der Suche nach Integratoren fiir die Schrodinger-Gleichung im
Vordergrund stehen:

(i) Vermeidung von Schrittweiteneinschriankungen und die Fehlerkonstante sollte nicht von N
abhéngen.

(ii) AuBlerdem sollte ein Integrator pfadweise die Masse des physikalischen Systems erhalten,
d.h.

X @ = 1 Xoll

(iii) Die Fehlerkonstante sollte aufgrund der i.A. hoch oszillatorischen Losung der Schrodinger-
Gleichung keine hoheren Zeitableitungen der Losung involvieren.

Bemerkung 4.1. o Im Allgemeinen ist bei Anwendung expliziter (Runge-Kutta-) Verfahren
eine Schrittweiteneinschrinkung der Form h||U|| < K erforderlich, die wegen (4.2) von N
abhdngt. Auflerdem erhdlt ein solcher Integrator nicht die Masse des Systems.

e Bei Verwendung impliziter (Runge-Kutta-) Verfahren konnen zwar die Bedingungen (i)
und (ii) erfillt werden, hingegen die Bedingung (iii) nicht. Z.B. gilt fiir den globalen Fehler
der impliziten Mittelpunktsregel

1
X1 = Xp + §hH(tk +h/2)( Xk + Xpt1)

fiir eine Konstante K, die nur von My abhdngt:

1 X (tn) — Xp| < K(t, — to)h? max

te€(to,tn]

X
W(t)“

(siehe [13]).

e Da das implizite Behandeln eines Rauschterms in der Regel nicht sinvoll ist, wird ein
stochastisches Runge-Kutta- Verfahren die Masse des Systems nicht erhalten.

o Mit der Methode zur Bestimmung des Fehlers fiir Splitting Integratoren fiir den beschrdinkten
Fall (siehe Kapitel 3) treten Schrittweiteneinschrinkungen von der Form h||U|| < K auf.

Die folgende Diskussion zeigt, wie Schrittweiteneinschriankungen, das Auftreten hoherer
Zeitableitungen der exakten Losung in den Fehlerabschétzungen vermieden werden kénnen und
die Masse des Systems erhalten bleibt, sofern die involvierten Potentiale und die exakte Losung
eine gewisse ridumliche Regularitdt aufweisen. Die Anspriiche an die Regularitidt der Potentiale
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und der Losung kommen durch natiirlich gegebene Kommutatorschranken ins Spiel. Denn in der
rdumlich kontinuierlichen Situation gelten fiir den Differentialoperator V, folgende Gleichungen:
Fiir eine viermal stetig differenzierbare Funktion v und eine ebenso glatte Potentialfunktion V'
ist

Ve, Vv =V"v,
I\ LV]’U =2(V')?v,
[ Vv =V"v+ V",
]

[V2 [V2 ]U V(4 v+4V”’v'+4V” "

Mit anderen Worten, ein Differentialoperator 1. bzw. 2. Ordnung wird zu einem Multiplikations-
bzw. einem Differentialoperator 1. Ordnung. Daraus resultieren folgende Kommutatorabschétzungen:
H[VmV] L2 <Rol[vllLz,

V2, V], Vvl 2 <Foollvl 2,
| [Vi, Vv
IIV2, V2, Vvl 2 <Fallollse.

L2 <Rillvllgr,

Dabei hiangen die auftretenden Konstanten nur von der rdumlichen Regularitidt des Potentials
ab und || - || s steht fiir die j-te Sobolev-Norm. Da wir aber ausschlieflich raumlich diskretisierte
(stochastische) Schrodinger-Gleichungen betrachten, wére eine diskrete Version fiir die Kommu-
tatorabschitzungen von Interesse. Genauer, fiir diskretisierte Potentiale V; (j = 0,1) und fur
Vektoren X € CV sollte

11D, ViIX | <soll X, (4.3)
D2, V31, Vi X <wool XII, (4.4)
II[D2 Vil X <k Xl (4.5)
I[D?, [D?, ViIX || <kl X [lyez (4.6)

gelten. Hierbei wurden die Kommutatorschranken oo, K, (m = 0, 1,2) und zur Abkiirzung eine
diskrete Sobolev-Norm

.
X[l =D 1D7X]|
5=0

fir r =1,2,... eingefiihrt.

Bemerkung 4.2. Kommutatorabschitzungen wie z.B. (4.3)—(4.6) sind nach [16, Lemma 3.1]
fiir die raumlich pseudo-spektral diskretisierte (stochastische) Schridinger-Gleichung erfillt, falls
die Potentiale und die Randbedingungen periodisch sind. Des Weiteren reprisentiert das Quadrat
der 1. Sobolevnorm ||X(t)||%1, der exakten Losung der Gleichung (4.1), die kinetische Energie

des zugrunde liegenden physikalischen Systems und ist daher a-priori fiir endliche Zeiten be-
schrankt (siehe [13]).

Sowohl in der Arbeit [13] als auch [16] werden Kommutatorabschétzungen verwendet und die
Beschrénktheit der kinetischen Energie ausgenutzt. Dabei stehen in [13] Magnus-Integratoren
wie z.B. die exponentielle Mittelpunktsregel

X1 = eXp(hH(tk + h/2))Xk (47)

im Blickpunkt. Fiir diesen Integrator gilt Folgendes:



82 Splitting Integratoren fiir lineare zeitabhéngige Stratonovich-Schrédinger-Gleichungen

Theorem 4.1. (Hochbruck & Lubich) Vorausgesetzt seien die Kommutatorabschitzungen (4.3)
und (4.5). Fiir den globalen Fehler der exponentiellen Mittelpunktsregel (4.7) angewandt auf die
Gleichung (4.1) gilt folgende Abschitzung:

Oytn}

1X (t0) — Xull < K (t — to)h? e X @)l

Hierbei hingt die Konstante K nur von My und ko, k1, aber nicht von |U|| ab.
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Abbildung 4.1: Die Graphik zeigt den globalen Fehler der Splitting Methode (4.8) bzgl. dem
Potential (3.60) aus Kapitel 3 fiir # = 1/2,1 und verschiedene Potentialauswertungspunkte
tg = 0,h/2, h im doppeltlogarithmischen Mafstab.

Bereits in Kapitel 1 wurde erwéhnt, dass bei Magnus-Integratoren das Produkt der Expo-
nentialfunktion einer (nicht diagonalen) Matrix (hoher Dimension) mit einem Vektor in jedem
Schritt bestimmt werden muss. Dies stellt vorallem bei Anwesenheit von Rauschen und Simu-
lation einer groflen Anzahl an Pfaden eine Schwierigkeit dar. Ein weiteres Problem tritt bei der
Konvergenzanalyse auf. Denn scheinbar gibt es in dieser Situation kein Analogon zum Ordnungs-
reduktionskriterium Theorem 1.4. Auch die in [13] prisentierten Beweistechniken zum Theorem
4.1 sind nicht ohne Weiteres iibertragbar, denn mit diesen Techniken ist beim Schritt vom lokalen
zum globalen Fehler eine Ordnungsreduktion (echt) grofier als 0.5 zu erwarten. Genaueres Stu-
dium letzterer Schwierigkeit legt die Verwendung von Splitting Verfahren nahe. Dariiber hinaus
sind Splitting Methoden fiir die pseudo-spektral diskretisierte Schrodinger-Gleichung mit Hil-
fe der FFT giinstig zu berechnen. Dieser Ansatz wird in [16] anhand des bereits in Kapitel 3
erwihnten Strang-Splittings angewandt auf die Gleichung (4.1) verfolgt. Wir geben hier eine
modifizierte und allgemeinere Version des Theorems 3.2 in [16] wieder, um spéter bessere Ver-
gleiche herstellen zu kénnen. Konkret bedeutet dies: Die Rollen der exakten und numerischen
Losungen sind vertauscht, wir lassen Zeitabhéngigkeit des Potentials zu und betrachten den
Splitting Integrator

Xpi1 = eU(l—@)htho(tkH‘)h)eUGth’ (4.8)

wobei 0 € [0,1] ein freier Parameter ist. Es gilt:
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Abbildung 4.2: Die Abbildung zeigt den globalen Fehler des #-Splittings fiir § = 1/2,1 fiir
N = 64,512 im doppeltlogarithmischen Maflstab.

Theorem 4.2. Es seien die Kommutatorabschitzungen (4.3)-(4.6) erfillt. Der Splitting Inte-
grator (4.8) angewandt auf die Gleichung (4.1) geniigt folgender globaler Fehlerabschitzung:

h? maxiery g, | X (t)ll32,  falls 0 = 1/2,

”X(tn) - Xn” < K(tn - tO)
hmaxye(rg 1] [ X (@)1, falls 6 € [0,1].

Dabei hingt K nur von My und k; (j =0,1,2), aber nicht von N ab.
Beweis. Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Theorem 2.1 in [16]. O

Wir beachten aber, dass die exakte Losung nicht mehr von der einfachen Form

t

X(t) = exp < H(s)ds> X (to)

to
ist. Dennoch diskutieren wir einige Ideen aus dem Beweis zu Theorem 4.2, auf die wir spéter
zuriickgreifen. Durch Verwendung der iterierten Variation-der-Konstanten-Formel lédsst sich ndm-
lich der (kritische) fiihrende lokale Fehlerterm auf den Fehler einer einstufigen Quadraturformel
zuriickfithren (hingegen ist in [16], wegen der Vertauschung der Rollen der Operatoren, eine
zweistufige Quadraturformel -fiir # = 1/2 die Trapezregel- zu untersuchen). Genauer: In der
Entwicklung des lokalen Fehlers X (tj11) — X} 1 tritt der Term

tet1
qerry, = / Hy(t)dt — hHo(ty + 6h) (4.9)

ty

auf, wobei Hy(t) = eV E=t) 1 (1)eV (=) ist. Dieser Quadraturfehler lisst sich fiir beliebiges 6
durch

1
qerr), = h? /P(O)’l(T)HQ(tk + Th)dr
0
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beschreiben, wobei

-, falls 7 < 6,
1—7, falls7>46

Py (1) = {

den 1. Peano-Kern bezeichnet. Fiir = 1/2 ist (4.9) der Fehler der einstufigen Gaui-Quadratur-
formel bzw. der Mittelpunktsregel. Also

1
qerr;, = h3/P(0)’2(T)H0(tk + Th)dr,
0

wobei

72/2, falls 7 < 1/2,
P(o),z(T) = 9
(1—7)°/2, fallsT>1/2.

Wir beenden diesen Abschnitt mit Veranschaulichung des Ergebnisses von Theorem 4.2. Die
Experimente wurden bzgl. Gleichung (3.58) nach Ersetzung von odW (t) durch dt mit dem selben
Potential (3.60), sowie Anfangsdatum durchgefiihrt. Die Abbildung 4.1 zeigt den globalen Fehler
des #-Splittings fiir 6 = 1/2,1. Des Weiteren wird darin illustriert, dass nur im Falle § = 1/2
das Potential zwingend an der Stelle ¢, o ausgewertet werden muss, um Ordnungsreduktionen zu
vermeiden. Hingegen soll die Abbildung 4.2 unterstreichen, dass, unabhingig von 6, die globale
Fehlerordnung nicht mit wachsendem Gitterparameter N reduziert wird. Auflerdem ist keine
Schrittweiteneinschrinkung zu erkennen.

4.2 Splitting Integratoren fiir die Stratonovich-Schrédinger-Glei-
chung

Wir wenden nun Splitting Integratoren auf die pseudo-spektral diskretisierte Stratonovich-
Schrodinger-Gleichung

dX (t) = UX()dt + Vo) X ()dt + Vi() X (1) 0 dW (1), X (to) = Xo (4.10)

an. Hierbei sind U, Vj wie im vorangegangenen Abschnitt erklart. Auflerdem steht V; : Ry —
CN*N fiir eine zeitabhiingige schiefhermitesche Matrix, die aus einer Diskretisierung eines Mul-
tiplikationsoperators hervorgeht. Daher vertauschen die Potentiale Vg, V; zu allen Zeitpunk-
ten. Zudem sollen Konstanten M; (j = 0,1) existieren, so dass || 4= V;(#)|| < M; < oo fiir
m =0,1,.... Wir betrachten fiir k = 0,1, ... den rekursiv definierten Splitting Integrator

. . -1
Xpr1 :\If](:)Xk — sV (tkvcs)6U925heasV0(tk,dS)6U92571h\1j](: )Xk (4.11)
—ebsVilth,es) QUb2sh pas Vo (tr,as) QUb2s 1R, eb1V1(tk,c1)eU92h6a1Vo(tk,d1)eU91th

S
_ Heijl(tk,cj)6U92jheaj\/o(tk,dj)eUegj,lh X;,

J=1

wobei \I/,(CO) = Id und X}, als Approximation an die Lésung von (4.10) zum Zeitpunkt ¢; aufgefasst
wird. Wie bisher ist h die dquidistante Zeitschrittweite und fiir j = 1,...,s ist tx; = tx +
cjh bzw. tgq, = tx + djh mit dj, ¢; € R. Zusitzlich sollen die 6; € R (j = 1,...,2s) die
Konsistenzbedingung 238:1 0; = 1 erfiillen. Die b; seien reelle Zufallsvariablen, und die a; (j =
1,...,s) seien reelle Konstanten.

Bevor wir mit der Analyse des Splitting Integrators (4.11) beginnen, erliutern wir den Haupt-
grund fiir das Bevorzugen des Stratonovich-Formalismus:
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Proposition 4.1. Die Masse des durch (4.10) beschriebenen Systems ist pfadweise erhalten.
Genauer: Nur fir die Losung der Stratonovich-Schridinger-Gleichung gilt fiir alle t > tq:

X @I = [[Xol|-

Dariiber hinaus ist die auf Fy, bedingte kinetische Energie Ey||DX (t)||? auf kompakten Zeitin-
tervallen durch

1
By IDX(0)]? < (||DX0||2 3~ t0) @m0 + R - to))HX0||2> c

beschrinkt, sofern die Kommutatorabschitzungen (4.4) und (4.5) mit den Konstanten koo, k1
gelten (e = exp(1)).

Beweis. Die Stratonovich-Gleichung (4.10) ist zur I1t6-Gleichung

dX(t) =UX(t)dt + <V0(t) + %Vf(t)) X(t)dt + Vi) X () dW (t), X(to) = Xo (4.12)

7
aquivalent. Dariiber hinaus gilt: Ist X (¢) Losung von (4.12), so ist X (¢)* = X (t) eine Losung
von

AX (1)) = —X () Udt + X ()" <—V0(t) + %Vf(t)) dt — X(¢)*Vi(t)dW (), X(to)* = X{.

Weiter gilt aufgrund der komplexen Ito-Formel (1.19):

| X (1)]> =X ()X () + d(X (£)) X (t) + d(X (t)*)dX (t)
—OR(X (£)*dX (t)) + d(X (£)*)dX (t).

Dabei folgt mittels der Schiefhermiteizitit der Operatoren U, Vj, V4 und den in Lemma 1.2
benutzten Rechenregeln

ROX(1)*dX (1)) =5 X (1) V2 ()X (1)t
d(X(£))dX (t) = — X (&) V2 X ()dt,

also d|| X (¢)||* = 0 und || X (¢)||? ist konstant. Fiir den Beweis der zweiten Aussage benutzen wir
nochmals die komplexe It6-Formel:

d|IDX#)|? = X (t)*D?*dX (t) + d(X (t)*)D*X (t) + d(X*(t))D*dX (t).
Damit folgt
d|DX(t)|]? =X (t)* <D2V0(t) —Vo(t)D? + %(D%/f(t) —2Vi(t) D*Vi (t) + vf(t)D2)> X(t)dt
+ X(t)* (D*Vi(t) — Vi(t)D?) X (t)dW (t).

Mittels Integration und Berechnung des Erwartungswertes, Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, der Massenerhaltung und der Identitét

(D2, Vi(t)], Vi(t)] = D?V2(t) — 2VA(t) D?VA(t) + Vi (t) D?
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ergibt sich die Abschétzung

B IDX O =I1DXol + [ B,y (X5 ([Dz,ws)} + 5102 Vi), v1<s>]) X(s))ds

to

<IDX0l + [ B (1X()IDPVas)]X(5)]) s
+5 [ B (XD ) AE]XE)]) ds

t
1
<|IDXol* + 1 / 1 Xol| 2o (1 DX (s)[[)ds + 5(t — to) oo Xol|*.

to

Die Behauptung resultiert schliellich aus Anwendung der Young-Ungleichung

€ 1
[ Xol| Ey, (DX (s)]]) < §||Xo||2 +oz (Bt (IDX (5)]))?
mit der Wahl € = k3(t — t0)/2, (Ey, (|IDX(5)])))? < Ey, (/DX (5)]|?) und dem Gronwall-Lemma
(1.4) (a). O
Bemerkung 4.3. e Da der Propagator \IJ](:) stets unitdr ist, erfillen die Iterierten Xy des

Splittings (4.11) || Xk|| = || Xol| fir k=0,1,....
e FEine, Proposition 4.1 entsprechende, Aussage kann auch fir die allgemeinere Gleichung
dX(t) = UX(t)dt + ijo Vi(t) X (t) 0 dWI(t), X (to) = Xo
fir ¢ > 2 mit stetigen, schiefhermiteschen und paarweise kommutierenden Potentialen
Vj i [to, T] — CN*N bewiesen werden.

Zur Vereinfachung der Analyse des Splittings (4.11) tiberfithren wir (4.10) in ihr Heisenberg-
Bild bzgl. der Vakuums-Losung der gewohnlichen Schrodinger-Gleichung (siehe [2]), um die fiir
den beschriankten Fall ausgearbeitete Theorie anwenden zu koénnen. Betrachte dazu fiir k =
0,...,n:

dYy(t) = Ho(t)Yr(t)dt + Hi(t)Yy(t) o dW (t), Yi(tr) = X(tg). (4.13)
Dabei bezeichnen wir
Hj(t) = e V)V ) 5 e {0,1}
als Heisenberg-Operator. Diese Operatoren sind schiefhermitesch und es gilt
1H; ()] = [V (®II(< Mj < 00).

Also besitzt Gleichung (4.13) Koeffizienten deren Normen unabhéngig von ||U|| sind. Dagegen
gilt dies fiir die Normen der Ableitungen von H; nicht, denn

1,(t) =I5 (0) = [U, Vi) 1),

H;(t) =e V) (V5(t) — 2[U, V;(8)] + [U, [U, V; (2)]] )V ),



Riickfiihrung des lokalen Fehlers auf Quadraturfehler 87

Somit gilt | H;|| = O(|U||) und ||H;|| = O(||U?])). Wir setzen ab jetzt die Kommutatorabschiitz-
ungen (4.3)—(4.6) voraus. Damit folgt:

1 () X || <[[V(0)e” =) X |+ ra [l ) X |y
<M (| X[+ £ [ Xl < 2max{M;, k1 }| X [0

1 () X || <[[Vi(0)e” ) X | + m[le” ) X g + male” ) X 0
<M X || + k]| X ||z + K2l X |22 < 3max{M;, k1, k2 }|| X |32

fir X € CV. Sind Kommutatorschranken beliebiger Ordnung gegeben, so existieren Konstanten
K, mit

1 ()X )| < K| X g, fivalle X e CV (r=0,1,...), (4.14)

wobei K, von M; den Kommutatorschranken und von r abhéngt. Des Weiteren besteht zwischen
den Losungen von (4.10) und (4.13) nach Konstruktion fiir ¢ > t;, die Relation

Vi (t) = e VIt X (1)
und daher
1Y (@)l = [ X@)]-

Wir betrachten nun fiir ein beliebiges r die Picard-Iterierte der Gleichung (4.13) bzgl. der Menge
A,

i) =Xo+ Y. JulHa()X () + D JalHa()Yi()],

aeA\{(0)} aeB(Ar)

wobei fir a = (i,...,4) € My:

Beachte, dass
[ Ho || < [[VolI™ V4[|

Zur Approximation der Losung von (4.13) studieren wir (lokal) den folgenden Splitting Integra-
tor:

J=1

{Ykk+1 — ohU (Hs eijl(tk,cj)eUegjheajVo(tk,dj)eUegj,1h> Y, w15)

wobei §; € R fiir j = 1,...,2s mit 238:1 6; = 1 und die entsprechenden Notationen von (4.11)
verwendet wurden.

4.3 Riickfiihrung des lokalen Fehlers auf Quadraturfehler

Die entscheidende Idee ist die ausschlielliche Entwicklung des beschrankten Anteils des Splitting
Integrators (4.15)

Vi =Y+ Y Vit RV (4.16)
acA\{(0)}
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um den lokalen Fehler herzuleiten. Dazu wurde, dhnlich wie zu Beginn von Kapitel 3.4, die
Notation

- 1
Ca7s: Z ?Q:z

V€7Tw,s )
eingefiihrt, wobei fiir v = (mo1, mi1, ..., mos, mis) € Tas:
S
€ = e UM TT (0Vilthe,)™ €% (aVo(ti,a,)™ et (4.17)
j=1

Der Restterm R wird spéter diskutiert. Auflerdem definiert

X ="M, = eUhe_Uh‘I'l(:)X(tk)

s

H PiVilthe;) JUbh ,aiVo(th,a;) JUb2j—1h X(ty)

J=1

lokal das entsprechende Splitting zur Gleichung (4.10). Damit l4sst sich der lokale Fehler formal
zu

er =X (thy1) — Xip = eV (Vi(tigr) — Vi)
=eVh Z (JalHa ()] — Caos) X (k) + Z Jo[Hao(-)Yi(-)] — Rs X (tx)
aceAN\{(0)} aeB(Ar)

umschreiben. Fiir jedes o € A, ist die Differenz

JalHo()] = fas = JalHa()] = 3 %ez
v€Tos

zu untersuchen. Hierzu brauchen wir fiir ¢, s eine Darstellung der Form

o= 30 250 Ha(te(2) (4.18)

V€7Tq,s ’

um den Fehler auf Quadraturfehler zuriick zu fithren. Hierbei ist

tk(’Y) = (tk,csa e 7tk,cs7tk,dsa e 7tk,ds7 R 7tk,017 R 7tk,cl7tk,d17 e 7tk,d1)7

wobei die Lénge jedes ty 4,- bzw. ty .;-Blocks mg; bzw. ma; betrégt. AuBerdem sind die ¢] durch
(3.13) gegeben. Durch diesen Ansatz werden die, im Splitting auftretenden, Koeffizienten 6,,
(m=1,...,2s) bereits zur Hélfte determiniert. Denn die Formel (4.18) l&sst sich bzgl. o = (1)
nur dann in der Form

C1)s = ijl bjH(tk.c;) (4.19)

schreiben, sofern

9
tk,cj =1t + th =tr+h an:l O (4.20)
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fiir j = 1,...,s gilt. Des Weiteren folgt aus der Konsistenzbedingung ijs:l 6; =1 und (4.20),
dass ¢; = 1 ist. Zudem gelangen wir iiber (4.19) zu einem stochastischen Quadraturproblem auf
dem Intervall [ty, txq1]:

tet+1 s
sqert;, — / Hy(HAW (1) — 3 by Hi (b, ) (4.21)
tr J=1

Dabei ist s die Anzahl der Stufen, b; ein stochastisches Gewicht mit
Exlb; [ = O(h) (4.22)

und ¢; entspricht einem Knoten (j = 1,...,s). In Analogie zu klassischen Quadraturformeln
definieren wir:

Definition 4.1. FEine stochastische Quadraturformel (bj,cj);?:l ist von der Ordnung r, wenn
sie alle Polynome vom Grad < r — 1 exakt integriert, oder gleichbedeutend, firm =0,...,r—1
gilt

S
m! m!

m = Om m < m 2 : J=3 0
h h =

wobei ag = (1) und i1 = (0, apy).

Mit Hilfe der Ito-Isometrie kann eingesehen werden, dass nicht die Moglichkeit besteht, via
orthogonaler Polynome, eine stochastische Quadraturformel der Ordnung r > s zu konstruieren.
Aber immerhin existiert eine Quadraturformel vom Interpolationstyp mit r = s. Dazu benutzen
wir die Lagrange-Interpolante

(1) =3 Halte (1), (4.23)
j=1
wobei [; das j-te Lagrange-Polynom zu den Knoten ¢y ., ..., tx, ist. Via Anwendung von (4.23)
auf (4.21) ergibt sich
tet1 s tet1
saerry = [ (Hi(®) ~ @)W () + Y tilte) | [ 10w - b (4.24)
tr J=1 tr

Die Formel (4.24) fithrt auf die folgende Aussage:

Proposition 4.2. Sei Hy s-mal stetig differenzierbar und X eine Losung von (4.10). Weiter
set

Tht1 S
) t— tk c;
o (t =17
bj / L()dW(t),  wobei 1(t) H the; — thoei
i i

firj=1,...,s. Dann gilt

s

h2s+1 1
Blsqern, X (1) |2 < / (r—c)?dr | max  E|HS0)X (1)
s! tety trr1]

0

i=1
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Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Anwendung der Ité-Isometrie und der Fehlerformel der
klassischen Polynominterpolation. O

Wir wollen aber auch Quadraturformeln der Ordnung r < s zulassen und deren Fehler
untersuchen.

Lemma 4.1. Die Quadraturformel (bj,cj)jzl sei von der Ordnung r. Weiter sei die Funktion
H,y r-mal stetig differenzierbar und X eine Lésung von (4.10). Dann gilt fir den Quadraturfehler

2 h2 (s +1) 2 —1 2
Bllsgern X (0| <ot }:chj max B[O @OX @), (425)
sYk+

wobei die Konstanten K; von den Abschitzungen Ey|bj|? < Kjh fir j =1,...,s (siche (4.22))
herriihren.

Beweis. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von H; um t; bis einschliefllich zur Ordnung
r—1:

r—1 ¢ r—
H(t) = S (t = to)"H{™ (1) + / %H@ (r)dr.
m=0 '

tk
Da die gegebene Quadraturformel alle Polynome vom Grad < r—1 exakt integriert folgt zunéchst
fiir den Quadraturfehler eines einzelnen Pfades:

tey1 t tkc 1
_ (the, —T)"~ .
Sqerrk—// tT_Tl H(T) YdTdW (t Zb /%Hﬁ(?)d?

te te th '

tet1

= / P(l)m(T)HY)(T)dT,
tg
wobei
tet1

eine stochastische Version des r-ten Peano-Kernes darstellt. Dabei haben wir die Abschneide-
funktion z4 = 0, falls 2 < 0 und z4 = z sonst benutzt. Zunéchst fithrt die Anwendung der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf den starken lokalen Fehler zu

tet1

Ellerry X (t)[|* < h /Ek||P(1),r(T)||2dT max B[ H" (#)X (t)]>.
; te[tk,tk+1}
k

Nochmaliges Benutzen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und zusétzlich der Ito-Isometrie fiihrt
auf eine Abschiitzung des Peano-Kernes:

tet1
(S + 1) r— rT—
Ey|| Py, (1) Sm (t—7)¥2dt + ZEk Ve, — T2
=\ =i

(s+1) [ (thpr =771 < 22
=r—1)2 2r — 1 ZKht’”ﬂ_ -

und die Behauptung folgt aus der Integration letzterer Unglelchung iiber [tg,tgs1] bzgl. 7. O
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Bemerkung 4.4. Der bedingte Erwartungswert des Fehlers sqerry, in (4.21) verschwindet, wenn
Ek(b]) :Ofﬁ’l”j = 1,...,8.

Als Néchstes untersuchen wir unter welchen Bedingungen fiir & = (0) eine Darstellung von
Cq,s der Form

¢0),s = ijl a;jHo(tk.d;)

existiert. Tatséchlich existiert diese nur dann, wenn
2j—1
tk,dj =1t + hdj =t + hzm—l O (4.26)

fir j = 1,...,s. Durch die Bedingungen (4.20) und (4.26) sind die Koeffizienten 6, bereits
eindeutig festgelegt, denn durch passende Subtraktion von (4.20) von (4.26) ergibt sich

O2j—1 = dj = ¢, (4.27)
O2j = cj — d;

firj=1,...,s.
Wir kehren zum Problem der Existenz einer Darstellung (4.18) fiir ein beliebiges « zuriick:

Lemma 4.2. Die Koeffizienten ¢, besitzen fir jedes a € My eine Darstellung der Form
(4.18), sofern die Koeffizienten 6; (j =1,...,2s) durch (4.27) gegeben sind. Folglich ist cs =1
(th,c, = tit1) und der Splitting Integrator (4.11) ist von der Form

S . .
KXpt+1 = (H 1 eijl(t’“'cj)eUh(cf_dj)e“JVO(t’“df)e(dj_cjfl)hU> X

= Uh <Hj:1 eijl(tk'ci)eajHO(tk'dj)> X (4.28)
wobei ¢y := 0 ist.
Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir v € 7, s

¢§ = cJHa(tr(7))
fiir einen passenden Vektor tx(7) gilt. Nach (4.17) ergibt sich fiir v = (mo1, m11, - . ., Mos, M1s):
¢l =e Uh szl (ijl(tk@j))mlj eUht2; (ajVo(tk,dj))mOj e¥2i-1hU,
Da H;(t) (j = 0,1) via Konjugation eines Automorphismus aus Vj(t) hervorgeht, gilt fir i; € N:
H, ()5 =~ Uty ()i U —t0),

Wegen (4.27) resultiert:

(53 Viltey)) ™ €2 (a; Vot ™ 2110
— Ultee; =) <6—U(tk,cj —tk)Vl(tkﬁj)ileU(tk,cj —tk))
. (e—U(tk,dj _tk)‘/o(tkydj)ier(tk,dj _tk)) o~ U e,y —te)

=" s T H (84,0, ) Ho (g gy ) 0”0 heima 710
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Mittels obiger Uberlegungen folgt schlieBlich:
€1 =e UM T 0™ (b H (b, )™ (g Holtr,, )™ €000
U tres =) T H, (£ (y) eV (o —10),
wobei

tk(’}/) = (tk,csa ... 7tk,csytk,dsa ... ,tk7ds, ... ,tk7cl, ... ,tk701,tk7d1, .. ,tk7d1).

Die Lénge jedes tkd;~ bzw. tk@j—Blocks betrégt mg; bzw. m;. Die Behauptung folgt nun aus
den Vorgaben ¢; = 1 und ¢y = 0. Das zweite Gleichheitszeichen in (4.28) resultiert aus der
Beziehung

eijl(tk,c]») _ e—Utheijl (tk,cj)eUhcj7

und aus der Entsprechenden fiir a; Ho(tx,q4,)- O
Aus Lemma 4.2 schlieflen wir:

Korollar 4.1. Es sei die Situation von Lemma 4.2 gegeben. Ist Jo = ¢ s (Ca,s Sei wie in Kapitel
3 definiert) und ti(y) = (tk, ..., tx) fir alle vy € Ty s, so gilt

Ja[Ha(')] - Ea,s = Joc[Hoc(’) - Ha(tk(a))]’

Folglich entsprechen die Konsistenzbedingungen fir das Splitting (4.28) genau den starken Ord-
nungsbedingungen fiir den beschrinkten zeitunabhdngigen Fall. Auflerdem ist der lokale Fehler
auf (stochastische) Quadraturfehler zurickfihrbar.

Letztere Aussage legt wiederum nahe, &hnlich wie in Abschnitt 3.5, mit der Taylor-Entwicklung
bzw. dem Hauptsatz der Integralrechnung zu arbeiten. Denn zunéchst gilt fiir o = (i1,...,%) €
M unter den Voraussetzungen des Korollars 4.1:

Ja[Ha(')] - Eoe,s :Ja[Ha(Sl, ey Sl) - Ha(tk, e ,tk)]
=S L AHA ) — Halti . 0).

VETq,s v
Mittels der Formel
T
Hy(s1,...,8) — Ho(tg, ... tg) = Z / Op; Ho(thy -5ty 05, 8415 - - -, 51)d0; (4.29)
j=1tk

1%
= Z / Haj> (tka s >tk)Hij (Uj)Haj< (Sj-i-la cee ,Sl)dO’j,

j=1 tr

die aus wiederholter Anwendung des Hauptsatzes der Integralrechnung folgt, wobei

Oéj< ::{
Oéj> Z:{

0), falls j =1,
i1,...,1-1), falls2<j<lI,
ij+1,...,il), fallslgjgl—l,
0), falls j =1

o~ o~~~

ist, folgt:
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Korollar 4.2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.2 gilt:
l .
Ja[Ha(')] - EQ,S = Z Haj> (tkv cee atk) (Ja[J(O) [Hij(')]tk,SjHaj< (sj-l-lv cee asl)]

— Z C’\/J(O )]tk,sj Hocj< (tk,j—l—h . 7tk,l)> )

'\/eTa s
wobei ty, j dem j-ten Fintrag in ti(7y) entspricht.
Wir geben das einfachste nicht triviale Beispiel an:

Beispiel 4.1. Sei o = (11), dann gilt

tk:+1 S1 S1
TaplHay O] ~Fane = [ [ [ Bl Hi(sador o dW(ss) o aw (s,
e tr g
tk+1 s1 s2
+ / //Hl(tk)Hl(O'Q)dO’QOdW(SQ)OdW(Sl)
ity i
tk ,c1 tk ;€9
— Z —Cﬁ/ / H1 01 Hl(tk‘cg d0'1 + / H1 tk H1(02)d02
V€T a,s

4.3.1 Der starke lokale Fehler des #-Splittings

Im Laufe des letzten Abschnittes wurden beinahe alle Hilfsmittel fiir eine allgemeine Theorie
zur Abschétzung des lokalen Fehlers bereitgestellt. Tatséchlich sind fiir die Abschéitzung des
Restterms R, der in der Entwicklung (4.16) auftaucht, noch kompliziertere Rechnungen und
Abschétzungen als im Beweis zu Lemma 3.3 (Kapitel 3) erforderlich. Stattdessen wird eine
alternative Beweistechnik vorgestellt, die zumindest auf spezielle Klassen von Splitting Inte-
gratoren angewendet werden kann, um starke lokale Fehlerabschétzungen ohne Schrittweiten-
einschrinkungen zu erhalten. Dazu betrachten wir fiir einen Parameter 6 € [0, 1] das Splitting
(4.28) fiir s =2, by = J(1)7 bo=0,c1=60,co=1, a1 +ay = J(0)7 di =60 =ds:

X = eUh(l—e)eJ(1)V1(tk,e)-i‘J(o)Vo(tk,e)eUh‘ng (4.30)

hierbei ist t; 9 = ti + h#. Wir bezeichnen (4.30) als (stochastisches) 6-Splitting (siehe auch
Kapitel 3). Dabei ergibt sich fiir 0 = 1 das (stochastische) Trotter-Splitting und fiir § = 1/2 das
(stochastische) Strang-Splitting (siehe auch (3.32)). Durch die einfache Struktur des #-Splittings
ergibt sich eine ebenfalls einfache Darstellung fiir den Restterm R,. Denn wir kénnen lokal bzw.
fiir jeden Zeitschritt den Faktor

PRUCIRIAS (tr,0)+J(0),1,,,tV(0) (tk,0) (4.31)

als Fluss einer Stratonovich-Gleichung mit zeitunabhéngigen beschrinkten Koeffizienten auffas-
sen. Genauer: (4.31) ist ein Fluss zur Gleichung

dZy(t) = Vo(tk,e) Zk(t)dt + Vi(tk,e) Zk(t) o dW (1),
Zk(tk) = eUhGYk(tk) = eUhGX(tk).
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Wir bemerken zunéchst, dass

1Ze@N = 112l = [V ()] = [ X @) (4.32)

gilt. AuBerdem besitzt die Losung Zx(t) die Picard-Iterierte

Ze) =Zu(te) + D anaVaroZelt) + D VarodalZu()lu (4.33)
aeh\{(0)} a€B(Ar)
:eUh‘ng(tk) + Z Ja tk’tVakgeUhQYk (tx) + Z Vok,0Ja [Z1()] 2
OLEAT\{(@)} OcEB(Ar)

wobei die Notation Vi 19 = Vi, (tie) - -+ Vi, (the) fiir o = (iq,...,4) benutzt wurde. Es gilt die
folgende Aussage:

Theorem 4.3. Fir das 0-Splitting (4.30) angewandt auf die Stratonovich-Schridinger-Glei-
chung (4.10) gilt unter Voraussetzung der Kommutatorabschitzungen (4.3), (4.5) die lokale
Fehlerabschdtzung

1/2 1/2
(BIX () = XEal?) T < KB max (BIX(0)]) ",

tE[th trp1]
wobei K von My, k;j,(j =0,1),T —to, aber nicht von ||U|| und N abhdngt.
Beweis. Mittels der Beziehung
Voo = €VhOH, 5, ge=UM®

folgt fur t = t541 in (4.33):

Zk(tk+1) :eUhG(Yk(tk)+ > JaHapeVelte) + > Hapee VM0, [Zk()]>
aeAN\{(9)} acB(Ar)

Da aber das lokale Splitting bzgl. Yj(-) durch

Y, = e Ul Viltn o)+ Volino) (UhOY, (1) )

gegeben ist, folgt zunichst nach Konstruktion
Ykk+1 = e_UhQZk(tk-H),

und somit zusammen mit Yy (tr) = X (tg):

ViF = X(t) + Z JaHo 10X (tr) + Z Ho e " 10 [Z5(4)).
a€AN{(0)} acB(A)

Daraus erhalten wir die lokale Fehlerformel fiir die Pfade:

ex = 7" (YVi(trr1) — Vi) (4.34)
= eUh< Z JalHa() — Ha,k,G]X(tk)
aeA\{(0)}

+ (Ja[Ha(‘)Yk(')]—Ha,k,ee_UhOJa[Zk(')]))

a€B(Ar)
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Also folgt mit Hilfe der diskreten Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.13):

Blexl? <8+ 2B = 1)( > BlJalHa() = Hapol X (4.35)
acA\{(0)}
+ Y (B OOE + MM BT (2 ))I) ).
a€B(Ar)

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass das 6-Splitting bestenfalls von starker lokaler Ordnung 1.5 ist.
Somit ist das Studium der starken Fehler fiir (()) # o« € Ay = {(0), (1), (0), (11)} ausreichend.
Aber zuvor schitzen wir die Restterme fiir o € B(Ag) ab. Wir beachten dazu, dass in diesem
Fall ¢(a)) + n(a) € {3,4} ist. Mittels ||Yx(-)|| = [| X (+)|| und Lemma 3.1 (ii) bzgl. Ha(-)Y%(-) bzw.
Zr(+) und (4.32) folgt:

20(cx)

B ol Ha()Yi()]2 Kl(h(—))EuX@k)u , (4.36)
20(av)

Bl JalZe O] < z(h(—))EnX@k)n? (4.37)

wobei die Konstanten K7, Ky nur von M; (j =0,1), T'— ty und k, abhéngen. Jetzt betrachten
wir den Fall « = (1). Aus der Quadraturfehlerformel (4.25) und der Abschiitzung (4.14) fiir
r = 1 folgt:

B Jy [Hi () = Hi(tro)] X (t)|* < 30° KT E|| X (1) - (4.38)

Durch die Diskussion iiber Splitting Integratoren fiir den deterministischen Fall ist klar, dass
1
Bl o) - Holtsa X ()IP <200 (3 -04+6°) KEBIX@OB: (439

gilt. Zuletzt behandeln wir den Fall a = (11). Hierzu benutzen wir zunéchst, dass fiir beliebiges
a € My

Ja[Ha(') - Ha,kﬂ] = Ja[Ha(') - Ha(tka v ,tk)] - Ja[Ha,k,G - Ha(tk7 cee atk)]
gilt, um die Formel (4.29) verwenden zu koénnen. Es resultiert:

Ja[Ha( - ock@ Z ( «@ aj> tk‘a"'atk)J(O)[Hij(')]tk,staj<(sj+17---781)]
7j=1

— JalHayo (bs - ) T0) [Fy (gt Hoy < (s o))
AuBerdem benétigen wir fiir X € CV die Abschitzung

1 (8) Hi () X || <|[[H1(8), Hy ()] X || + | Hy(s) Ha (8)X|
<K(|X] + Vi (s)e” ™ X + 1 X[ + [ X llp0r)
<KX + 20X 5 + (D, V]~ X))
<K X[,
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wobei die generische Konstante K schlimmstenfalls von M, kg, k1 abhingt. Zusammen mit
Lemma 3.1 ergibt sich

EllJayHan () — H(ll),k,O]X(tk)”2 (4.40)
h4 ) .
<4k max (BIH (s EOX (8)]2 + EI H (s)En (DX (8)]2)
8t L, thy]
4

h
<K KB X (1) 3.

Nach Einsetzen der Abschétzungen (4.36)—(4.40) in die Formel (4.35) fiir den lokalen Fehler folgt
die Behauptung. O

4.4 Ein Kriterium zur globalen Ordnung eines Splitting Inte-
grators im unbeschrinkten Fall

Der Beweis zum Theorem 1.4 basiert auf der Entwicklung aller im Splitting auftretenden Expo-
nentialfunktionen, um eine Darstellung der Form \I/,(:) = Id+ @y, zu erhalten (siche Kapitel 1.4).
Wie bereits erldutert ist dies nicht moglich, wenn Schrittweiteneinschrankungen wie A||U|| < K
vermieden werden sollen. Diese wiirden némlich durch die Entwicklung

eV = Id + Uhb;r (UhY;)

entstehen, wobei r; durch (1.53) gegeben ist (vergleiche Beweis zu Lemma 1.6).
Im Folgenden wird gezeigt unter welchen Umsténden ein zu Theorem 1.4 dhnliches Ergebnis
gilt. Wir nehmen dazu fiir einen gegebenen Splitting Integrator die folgenden lokalen Fehler-

abschétzungen fiir k = 0,...,n — 1 und ein festes r € N als gegeben an:
1/2
|BL(X (the1) = XE I <Ko max (B X)) (4.41)
t€]tr s
1/2 1/2
(BIX (ts1) = XE2) " <Eh max (BIX@IF)", (4.42)
t€]tr ks
wobei
p2>1/2, p1 >p2+1/2, (4.43)

und die Konstanten K; (i = 1,2) nur von T'—ty, M,, (m = 0,1) und den Kommutatorschranken
kj (j =0,...,7) abhéngen. Zur Vereinfachung der folgenden Ausfithrungen setzen wir fiir j =
1,...,sund k=0,...,n—1:

By = b;Vi(the,)- (4.44)

Mittels der Annahmen (4.42)—(4.43) konnen wir ein Kriterium fiir die globale Ordnung eines
Splitting Integrators fiir den unbeschrénkten Fall etablieren:

Theorem 4.4. Der Splitting Integrator (4.28) angewandt auf die Gleichung (4.10) erfiille die
Bedingungen (4.42)—(4.43). Weiter gelte die Momentenbedingung (3.6). Zusditzlich sei fiir k =
0,....n—1

(D) = 0 (4.45)
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firj=1,...,s. Es gilt dann

(BIX(t,) — Xu|2)? < KhreV? max (E|X(8)]2,)"*.

tE€[to,tn]

Das Verfahren ist von starker globaler Ordnung p = py — 1/2. Es ist keine Schrittweitenein-
schrdankung erforderlich.

Beweis. Offensichtlich kann (4.11) zu
X(tn) = U X(t_1) + eny

umformuliert werden, wobei &,_1 = X (t,) — X"~ ! dem lokalen pfadweisen Fehler zum Startwert
X (t,—1) entspricht. Hieraus ergibt sich eine erste Formel fiir den pfadweisen globalen Fehler:

X(tn) — Xn = U (X (tno1) — Xno1) + €n1,

oder mit Verwendung der Abkiirzungen e,, := X (t,,) — X, eine Rekursionsformel fiir den globalen
Fehler:

en = \I’Szlen_l + En-1- (4.46)

Es stellt sich heraus (siche Bemerkung im Anschluss), dass alle Terme %! (tn=1.c;) (GJ=1,...,5),

die in \I'Sll auftreten, entwickelt werden miissen, um

A SR S (4.47)

n—1
zu erhalten. Dabei ist der unitidre und als Zufallsvariable betrachtet konstante Operator \IJ(S)
rekursiv durch

definiert, wobei fir j =1,...,s:
Ap1j = oUhb2; a5 Vo(tn—1,d;) JUhO2; 1

Zur Berechnung der Restterme bedienen wir uns der Funktion rg in (1.53) und der Produktformel
(1.56) mit

ﬁj = (Id + %"—Lj) Q(H—Lja

£i= (%n—l,j)2 r2(Br-1,5)An—1,

1
2
fir j =1,...,s. Denn damit folgt

s

v =T+ &) H Id+ B 1) U1 + Ru1j,
j=1 j=1

wobei

(Br1,5)? r2(Bro1, )1, 05D

~»
7
Il
=
B
+
2
3
=
S
N —
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Wiederholtes Anwenden der Produktformel (1.56) mit &; = Ay,—1,5, £j = Bp—1,;™Un—1,; ergibt
W, <00, B0, S (00) BB, Rt R (449
=1
wobei die Beziehung ]

\I/() (\I,(J ) H A1

I=j+1

ausgenutzt und

Ruone =0, 3 (002,) 7 90,

_ m—1
) < Z <‘i’£ﬁ)1> 1 sBn—l,mgln—l,m H (Id + sBn—l,l) an—l,l)
=1

gesetzt wurde. Aus Koeffizientenvergleich von (4.47) mit (4.48) erhalten wir

S (s) o= /(i) \—1
R,_15= \I’;ll Z <\I’£ﬁl> B, 1,]\11(])1 + Rn 1,s T Rn 1,s (4.49)
j=1

Fir die Restterme gilt folglich nach (4.44): JA%n_LS = O(b?) und R,_15 = O(bjiby) (j,m =
1,...,s). Daher gilt wegen (3.6)

En—lHJ[—:'Zn—l,sH2 < Kh27 En—lHI:'Zn—l,st < Kh2 (450)

wobei die Konstanten K, K nur von M; und T" — ¢y abhéngen. Durch selbige Vorgehensweise
erhalten wir analoge Aussagen iiber Ry, s, Ry, s, Ry, fiir alle k = 0,...,n—1. Durch Kombination
der Formeln (4.47) und (4.46) lésst sich eine Situation herstellen, die die Anwendung einer
diskreten Gronwall-Ungleichung erméglicht:

€n :\i’gjllen—l + Rn—l,sen—l +én—1

:\Ifisll(\ilgfzzen_Q + Rn_27sen_2 + €n_2) + Rn—l,sen—l +en_1

.ﬂ e0+z<’ﬁ @5”) Rkseﬁz(’ﬁ @5@) &

k= I=k+1 I=k+1
n—

(H o >Rksek+z<1:[ \if}”)ek

I=k+1 I=k+1

HO

k=

wobei letztere Gleichheit wegen eg = 0 gilt. Daraus ergibt sich nach Einsetzen der Gleichung
(4.49) und Benutzung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

n—1 /n—1 s
mhet? <o |5 (TT7) 32 (50) " o0
k=0

2

1=k j=1
n—1 n—1 ~ 2 _ n—1 ) 2
+3E Z(H \Ifl(s)> (Rp.s + Rig)ex|| +3E Z(H \Ifl(s)>e
k=0 \I=k+1 k=0 \l=k+1

::3(A1 + Ag + Ag)
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Um nach Anwendung einer diskreten Gronwall-Ungleichung eine sinnvolle Abschéitzung zu er-
halten, bendtigen wir eine Ungleichung der Form

2

n—1 n—1 / n—1
Ellen|* < KR Ellex|* +3E (> ( 11 m}”) el
k=0 k=0 \l=k+1

wobei K = K (T — ty, M) ist, denn dann gilt

n—1 n—1
> < 11 \i/l(s)> Ek
k=0

I=k+1

2

EH%HQ <3E exp(K (tn — o))

Abschliefend muss noch

n—1 n—1
> (T o)
k=0

I=k+1

2
< K h*27 1 max E||X(4)|3-

[t() tn

Ay = E

fiir Ka, = Ka, (M, T —to, K; (j = 1,2)) gezeigt werden, um insgesamt
3 3 J

Bllenl < 3exp(K(t, — o) Kay 2" max BIX(0)[fe
05ln

zu erhalten. Abschitzung von Ap: Nach Vertauschung der Summen und Anwendung der Cauchy-

Schwarz-Ungleichung folgt:
s n—1 n—l~ N1 o
A <sY BN (H \Ifl(s)) (9) " By b e
j=1 k=0 \l=k
-1

s n n—1

<sMPY S E(Ee(0))l|exl?) < sPKyMPR Y | Elle)?,
7=1k=0 k=0

2

wobei die Konstante K nur von den L?-Normen der Koeffizienten b; aber nicht von n, h abhéngt.
Wir haben noch das Verschwinden der gemischten Terme zu erkléren. Dies resultiert aus der
Forderung (4.45), denn

n—1 n—1 _ )
Z R <E< (H @53)) (‘1’1(3)>_1€Bk7j@;(3)6k, (H ‘ﬂi’) (@l(n) 1%17j@l(3)el>>
m=k

0<i<k<n—1 m=l
s —1 - k-1 - e —1 e
— Z R (E{ (\I',(j)) Ek(%k,j)\yl(gj)eka (H \1’7(’YSL)> <‘I'l(j)> ‘Bl,j\l'l(j)e») =0,
0<i<k<n—1 m=l

da ey, Fi, -messbar ist. Weiter folgt mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (4.50):

n—1
Ay SQnZ <E|]Rk,sekH2 + EHRk,sekH2>
k=0

<20 > (B (B Rl ®lexl?) + B (BB slP)llex]?) )

n—1
<2AK + K)(ta — to)h > Ellex]|*.
k=0
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Um die erwiinschte Abschitzung fiir Az zu finden, zerlegen wir die lokalen Fehler e (k
0,...,n—1) in einen Anteil mit verschwindender Kovarianz ej, — Ej(ex) und den Anteil Ej(

€k);
der nach (4.41) von der Gréflenordnung O(hP') ist. Damit folgt mit Hilfe von (4.42) und (4.41):

n—1 n—1 — - 2
Ay <E Z(H \1/553) (ex — Ex(er)) Z(H ol )Eksk)
k=0 \m=k+1 k=0 \m=k+1
n—1 n—1
<> EBllek — Ex(en)l> +n Y E||Ex(er)|)?
k=0 k=0
n—1 n—1
<> K max  E|X(H)|3 +n Y K3h*' max  E||X(t)|3
k‘: tE[tk,tk+1] ]{,‘—0 tE[tk,tk+1]

§<K1 +K§h2<P1—P2)—1(tn—to)) (tn — to)h?*~ max B[ X (1)

t€[to,tn]
Via (4.43) folgt 2(p1 — p2) — 1> 2(p2 +1/2 — p3) — 1 = 0, also insgesamt die Behauptung. [

Bemerkung 4.5. e Das direkte Abschitzen der einfacheren Darstellung des globalen Feh-

lers
n—1 n—1
w =30, (TL ., o)

fiihrt aufgrund der Abhdngigkeit der \IJSZ) von den b; nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und (4.42) auf:

Ellen]? Snz EHEkHQ < K3 (ty — to)?h%~ Ztmax E|IX®)2,.

[t() Jin

Daher kann nur die globale Ordnung p = pa—1 gefolgert werden. Dafiir wird die zusdtzliche
Bedingung (4.45) vermieden.

e Der im Beweis zu Theorem 4.4 behandelte Ausdruck Ay enthdlt folgende Terme

s e —1 s
D=3 (W) biValtee) ¥}, (4.51)
wobet
\i,]gj) _ Hzn:1 eUhGZmeamVO(tk,dm)eUhGQ'mfl (4'52)
firk=0,...,n— 1. Entwickelten wir alle in \If](j) imvolvierten Exponentialfunktionen und

nutzten die Produktformel (1.56)
Dy = ijl biVi(tk.e;) + O(hb;U),

so gelangten wir zwar zur Situation des Lemmas 1.6, aber dafiir wiirden Schrittweitenein-
schrinkungen von der Form h||U| < K resultieren. Auch blofes Entwickeln der e®mVo(tk.dm)
in (4.52) und Benutzen der Annahme (4.20) wiirde nicht zum gewiinschten Ziel fiihren.
FEinerseits entspriche (4.51) nach passender Anwendung der Produktformel (1.56)

Dp=Y e UMEL vt o )M 1 O(hby)

_ ZjZI bje—U(tk:,cj _tk)‘/l(tk’cj)eU(tk,Cj _tk) + O(hbj) = ijl ijl (tk7cj) + O(hb]),
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und lieferte somit zundchst keine Schrittweiteneinschrinkung. Andererseits hingte die in
Theorem 1.4 bendtigte Hélder-Konstante von |U]| ab, denn

1H (the;) — Hi(t)l| <IVA(te,) — Vit + VA (8), €7 OB )
<hle;| (My + [[Vi (), Uri(U(tre; — t)]ll) -

10
© 1
= 10 ¢
(@)
LL
S
Q
[
8. =
o) 10 6=1/2,t,=h/2,N=32 [
a— 6=1t,=h,N=32
o— 8=1/2,t.=h/2,N=256
, 6=1,t,=h,N=256
10_ L T
-3 -2 -1 0
10 10 10 10

Schrittweite

Abbildung 4.3: Die Graphik zeigt das Fehlerverhalten des #-Splittings fiir 6 = 1/2,1 fiir N =
32,256 im doppeltlogarithmischen Maf3stab.

4.4.1 Globale Fehlerabschitzungen fiir das 6-Splitting

Wir folgern jetzt aus den Theoremen 4.3 und 4.4 das Hauptresultat dieses Kapitels. Auch hier
sei bemerkt, dass wir nicht die Beweistechniken aus Kapitel 3 benutzen.

Theorem 4.5. Fir das 0-Splitting (4.30), angewandt auf die Stratonovich-Schridinger-Glei-

chung (4.10), gilt unter Voraussetzung der Kommutatorabschitzungen (4.3), (4.5) die globale
Fehlerabschdtzung

1/2 1/2

(BIX () = Xal?) 7 < Kb max (EIX(0)]30)",

05 n}
wobei K von Mj, kj, (j =0,1), T —to, aber nicht von ||U|| abhdngt.

Beweis. Nach Theorem 4.4 geniigt es die Bedingungen (4.42)—(4.43) und (4.45) zu priifen. Da-
bei ist (4.45) offensichtlich erfiillt. Des Weiteren folgt aus Theorem 4.3 die starke lokale Feh-
lerabschitzung (4.42). Es bleibt daher noch die schwache lokale Fehlerabschiitzung (4.41) mit
p1 > 2 zu zeigen. Zunéchst gilt wegen (4.34):

Ex(ex) = "M E(Yiltes1)) — Ex(YiE,)).

Dabei finden wir nach Umrechnung der Stratonovich-Gleichungen bzgl. Yj(tx+1) und Yl,fl‘:_1 in
die entsprechenden It6-Gleichungen und Ausnutzen des Verschwindens des Erwartungswertes
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des Ito-Integrals folgende Formeln:

B (Ye(ten)) =Ex(Yi(te)) + /t k“( )+ Hl()> B (Ye(t))dt, (4.53)
Ek(Ykk.g_l) =Fy (Yi(tr) —l—/tk < tkg )+ = Hl(tk9)> UhGEk(Zk(t))dt, (4.54)

wobei H;(t) = e V=)V, (1)eV =) (j = 0,1). Hierbei erfiillt Ej(Zx(t)) die Integralgleichung

Ew(Z1(t)) = Ex(Zr(tr)) + /t <V0(tk,6) + %Vf(tk,e)) Ey(Zi(s))ds

tg

mit Zj(t) = eV"Y}.(t). Nach Anwendung eines Picard-Iterationsschrittes auf die Gleichungen
(4.53) und (4.54) ergibt sich fiir den lokalen Fehler:

Buten) = ([ ttte) - mataae) xc + 3 ([ (i - ) x (o

tg tg

| 2 _une [
+ (oo + 33w ) e [ [ Bz dsar
tg

g

- /t o <H0(t) + %Hf(t)) /t t <H0(s) + %Hf(s)) Ey(Yi(s))dsdt
=:Q1 +kQ2 + R + Ro. k

Wir miissen zwei Quadraturfehler ()1, Q2 bzw. zwei Restterme Ry, Ro untersuchen. Wir schéitzen
die Restterme mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ab:
2 Lo tht 2
il < (M 50a2) 5 max IBUZO)

3 telty byl

1 4 pA
[Ro|? < ( Mo+ M7 ) — max [|E(Yi(t))]*
2 3
te[tk7tk+1]

Fiir Q1 bzw. Q2 ergibt sich &hnlich wie in (4.39) bzw. (4.40):

2 :
Q12 §§h4(1 —30+30*)KG max ||Ho(t) X (t)|I%,

L€t tet1

QoI <2 max (I ()R (OX ()| + 1 E (tr0) E ()X (00)P).

2 S,te[tk,thrl]

Die Behauptung resultiert nun aus der Ungleichung || E(X)||?> < E||X||? (fiir eine Zufallsvaria-
ble X) und den bereits im Beweis zu Theorem 4.3 gezeigten Abschitzungen, denn

max || By(Zx(0))]” < pnax ]EkHZk(lt)H2 < 1X (t)I17,

tE [t i) Eltk tit1
max  ||EL(Ye()|? < max E.||V; = max FER|[|[X@)|>.
tE[tr tht1] IO < e[t teta] YOI tE[th tht1] KX

O

Abschlieend stellen wir die Frage: Unter welchen Voraussetzungen gelten dhnliche Aussa-
gen wie in Theorem 4.3 und 4.5, wenn mehrere unabhéngige stochastische Potentiale in der
Ausgangsgleichung vorkommen? Eine Antwort gibt die folgende Bemerkung:
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Bemerkung 4.6. Die Ausgangsgleichung werde von mehreren unabhdngigen Wiener-Prozessen
getrieben, genauer

dX(t) = UX(@)dt+y " Vi(H)X(t)odWi(t), X(to) = Xo
j:
mit ¢ > 2. Die V; (j = 0,...,q) seien ausreichend glatte, paarweise vertauschende Potentiale

(Letzteres trifft z.B. zu, wenn die Potentiale rdumliche Diskretisierungen von Multiplikationsope-
ratoren sind). Es kénnen den Theoremen 4.3 und 4.5 entsprechende Aussagen fiir das Verfahren

Xiy1 = eUh(l_e)eZg‘:o J(j)Vj(tk,o)eUheXk

gezeigt werden.

4.5 Numerische Experimente

Fiir die numerischen Experimente zu Theorem 4.5 wurden folgende Wahlen fiir die Potentiale
in Gleichung (4.10) getroffen: Fiir das stochastische Potential wird die Funktion (3.60)

v(x,t) = %(1 — cos(z)) + sin’(t) sin(z)
und fiir das deterministische Potential eine rdumliche Diskretisierung der Funktion
vo(x,t) = e~ (22)? sin(t)
benutzt. Das #-Splitting wird auf die Gleichung
A0 (1) = —%(DN)Q FVNOTNdE+ VY OTY 0 dW (1), UN(t) = UY = FaXo

angewendet:

Ulﬁrl — eUh(l_e)thO(tk,9)+AWkV1(tk,e)eUhGUiév

mit h = Jg)
definiert und

und AW, = Jy Zudem sind DV, V]V (t), Xo wie in Kapitel 3.5

ko lk41 stk

ViV (t) = —iFydiag(vo (21, 1)) Fyy '
Des Weiteren verwenden wir das Anfangsdatum Xo(x) = e=*"/2. Es wird wie in Kapitel 3.5 der
starke globale Fehler zur Zeit 7' = 1 zu fiinf verschiedenen Zeitschrittweiten h € {273,...,277}
durch Mittelung iiber 200 Pfade berechnet. Die Referenzlosung an der Stelle T' = 1 wird mit der
gleichen Methode zur kleinsten Schrittweite h = 2719 niherungsweise bestimmt.

Die Abbildung 4.3 zeigt den globalen Fehler des #-Splittings fiir 6 = 1/2,1 zu verschiedenen
Werten des Raumgitterparameters (N = 32,256). Es sind keine Schrittweiteneinschrankungen
abzulesen. Auflerdem entspricht das Verhalten des globalen Fehlers genau den theoretischen
Vorhersagen, ndmlich Ordnung 1, auch fir § = 1/2.
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Anhang A

Die Matlab Routinen SHPR, MOPS
und SUMRG

JoTo1oo o To 1o o o o Too o o ToTo o o ToTo o o o ToFo o o o To T o o Jo To o o o o To 1o o o To To o o o Jo To o o o Jo T o o o To T o o o To o o o T To o o o o To o o

)
/A
b
/A

Funktion SHPR

berechnet das Shuffle-Produkt zweier Woerter AL und BE
mit Eintraegen aus Vektoren ueber {0,1,...,m} fuer
eine natuerliche Zahl m

Eingabe: AL, BE Matrizen, dabei steht
AL fuer sum_{i} AL_ilx(AL_i2,AL_i3,...,AL_is)

entsprechendes gilt fuer be

Ausgabe: Matrix ERG im selben Format wie die Eingabe

Tl loToToToToToToToToTo oo 1o 1o o o o o o o o o o o o o oo o Jo To o o To T To T T T oo o oo oo oo o oo o o o o o o oo o oo o T T o

function erg = shpr(al,be)

% Vielfachheiten der Vektoren im Wort al bzw. be

val = al(:,1); vbe = be(:,1);

% Vielfachheiten aus al bzw. be rausnehmen

al = al(:,2:1length(al(1,:)));

be = be(:,2:1length(be(1,:)));

= length(al(l,:)) + length(be(1l,:));

= max(max(max(al)) ,max(max(be))) + 1;

% distributives shuffle

% ergind(x)=y bedeutet, dass der Vektor, dessen Wert als Zahl zur Basis d
% gerade x ist, im Shuffle-Produkt von al und be y-mal vorkommt

QB

ergind = sparse(zeros(1,d™n));
for r=1:length(val)
for s=1:length(vbe)
ergind = ergind + val(r)*vbe(s)...
*mainshuffle(0,n,d,al(r,:),be(s,:));
end
end
% nur noch Formatierung der Ausgabe
[spalte,zeile,v] = find(ergind);
erg = zeros(length(v) ,n+1);
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for

end

end
Too ot To o To oo To o To o To o To o oo o o o oo o o o o fo o o o o o fo o Fo o oo Fo o oo Yoo o Jo oo Yo Fo oo Yoo Yoo Fo o Yoo Fo o Fo o Fo o Fo o oo o o oo

function erg = mainshuffle(anfang,n,d,al,be)

erg

Anhang A

i=1:length(v)

% Vielfachheit

erg(i,1) = v(i);

% Umrechnung der Zahl in Vektor

temp = zeile(i)-1;

c = 0;

while (temp ~= 0)
erg(i,l+n-c) = mod(temp,d);
temp = (temp - mod(temp,d))/d;
c=c+1;

end

= sparse(zeros(1,d™n));

if (not(isempty(al)))

end

erg = erg + mainshuffle(anfang + al(1)*d"~ (length(al)...
+length(be)-1), n, d, al(2:length(al)), be);

if (not(isempty(be)))

end

erg = erg + mainshuffle(anfang + be(1)*d" (length(al)...
+length(be)-1), n, d, al, be(2:length(be)));

if (isempty(al) && isempty(be))

end

end
ToToToTo o ToTo o o To Too o o To o o o ToTo o o To To o o o o To o o o To Fo o o o o To o o o To o oo o To oo o T To o o o o To o o o To Fo o o o To T o oo To o o o o
ToToToTo o ToTo o o To Too o o To o o o ToTo o o To To o o o o To o o o Jo Fo o o o o To o o o To o oo o To oo o T To o o o o To o o o To Fo o o o To T o o o To o oo o
JFunktion MOPS (mops(A,N)) berechnet den

%Erwartungswertfaktor des Produktes von k=length(N)
%iterierter Stratonovich-Integrale mittels des Shuffle Produktes.

b

erg(anfang+1)=1;

%Input: N = Zeilenvektor mit natuerlichen Eintraegen,

A

=
]

Matrix mit Eintraegen 0,1,2,...,

wobei a_{i}=A(i,1:N(i)) fuer einen

Multiindex der Laenge N(i) steht, der Rest von A muss
mit Nullen aufgefuellt werden.

%0utput: ORDER = sum_{i} o(a_i) = Ordnung von a_1,...,a_k,

E = sum_{i} e(a_i)/2= Halbe Anzahl der Nicht-Nullen in a_1,...,a_k
MEANVALUE
PSHUFFLES

Erwartungswertfaktor,
sortiert die Shuffles nach paarweise auftretenden
Nicht-Nullen aus,
SUMRG = Summe ueber P von r_{gamma},
MULTIPL = Vielfachheitenvektor,
X = Shuffles von a_1,...,a_k mit Vielfachheiten in
erster Spalte.
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Tl ToToToToToToToToToTo oo 1o 1o 1o o o o o o o o o o o o oo o T To o To To o T T T o To T oo oo oo o fo oo oo o o o o o o oo o oo o o oo o

function [order,meanvalue,e,sumrg,multipl,pshuffles,X] = mops(A,N)

ii = length(find(A)); %Pruefe ob e(a_1l,...,a_k) gerade ist
if mod(ii,2) == 0
%Shuffles von a_l und a_2 mit Vielfachheiten in erster Spalte
X = shpr([1,A(1,1:N(1))]1,[1,A(2,1:N(2))1);
%Shuffles von a_1,...,a_k
F = length(A(l:end,1));
for £ = 3:F
X = shpr(X, [1,A(£,1:N(£))1);
end

m = length(X(:,1));
pshuffles = zeros(1l,m);

%Prozedur zur Bestimmung der Menge P_{gamma}

for k = 1:m
x = X(k,2:end);
n = length(x);
z = 0;

for j = n:-1:2
if x(j-1) == x(j) && x(j) > 0
x(j-1:3) = 0;

end
end
if x == zeros(1l,n)

z =1;
end
pshuffles(k) = z;

end

%Berechnung von Summe ueber P_{gammal} von r_{gamma}
multipl = pshuffles .* (X(:,1)°);
sumrg = sum(multipl);

g = zeros(1,n);

%Zur Berechnung von e muessen alle Nicht-Nullen auf 1
hgesetzt und im Vektor g gespeichert werden

g= 1 <= X(1,2:end);

e = sum(g)/2; JBerechnung von e

order = n-e; %0rdnung von a_1,...,a_k
meanvalue = u/(prod(l:0)*(27e)); ¥Erwartungswertfaktor
else

disp(’meanvalue = 0°);
end

if nargout ==
order;
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meanvalue;
end

Tl ToToToToToToToToTo oo 1o 1o 1o o o o o o o o o o o o oo T o To o T To o T T T o T o oo oo oo oo oo oo oo o o oo o oo o

ool ToToToToToToToToTo oo 1o o 1o o o o o o o o o o o o o o o To o T oo Jo T T o T T T oo o oo oo o oo o o oo o o o o o o o o o oo o o o
%Die Funktion SUMRG berechnet zu gegebenen Multiindizes (Vektoren)

%AL, BE mit Eintraegen O, 1, 2, ... den Wert ERG der Summe der Vielfachheiten
%der Shuffles von AL mit BE bzgl. der Menge \mathcal{P}_{AL,BE}

%ohne Verwendung des Shuffle Produktes. Stattdessen werden die

#Mengen \mathcal{E}_{AL} und \mathcal{E}_{BE} berechnet.

Tl ToToToToToToToToTo oo 1o 1o o o o o o o o o o o o o oo o o To o T T o T T To o To T T T o oo oo o oo oo oo oo o o oo o o o o o oo o o o

function erg = sumrg(al,be)

eal = length(find(al));

ebe = length(find(be));

e21 = (eal-ebe)/2;

erg = 2" (min(eal,ebe)) * hilfsfunktion(al,be,1,0,0,e21);

Do Toto o Toto o ToTo o ToTo o ToTo o ToTo o ToTo o To o o JoTo o o Fo o o To o o To T o o Fo o o ToTo o Jo T o o To o o To o o To o o To oo o T o o To o o Jo T o o To o o To o o
#HILFSFUNKTION berechnet zuerst die Mengen \mathcal{E}_{AL} und
’\mathcal{E}_{BE} und anschliessend mittels BERECHNEPRODUKT
%den Wert ERG.
function erg = hilfsfunktion(al,be,laenge,kl,k2,e21)
if (laenge >= length(al)+length(be))
erg = 0;
el2 = max(0,-e21);
e21 = max(0,e21);
alplus = al(find(al));
beplus = be(find(be));
if kl+el2 == k2+e21 && all(alplus == beplus)
al;be;
erg = berechneProdukt(al,be,min(k1,k2));

end
else
if (laenge>length(al))
laenge = laenge-length(al);
erg = hilfsfunktion(al,be,length(al)+laenge+1,k1,k2,e21);
if (laenge<length(be)) && (be(laenge) == be(laenge+l)) && ...
(be(laenge) > 0)
erg = erg + hilfsfunktion(al, [be(1l:laenge-1), O,
be(laenge+2:1length(be))],length(al)+laenge+1,kl,k2+1,e21);
end
else
erg = hilfsfunktion(al,be,laenge+1,k1,k2,e21);
if (laenge<length(al)) && (al(laenge) == al(laenge+1)) && ...
(al(laenge) > 0)
erg = erg + hilfsfunktion([al(1l:laenge-1), O,
al(laenge+2:length(al))] ,be,laenge+1,k1+1,k2,e21);
end;
end
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end
o To1oo o ToTo o oo Too o o To o o o ToTo o o Jo ToTo o o o To o o o Jo To o o o o To o o o Jo T o o o To To o o o To T o o o To T o o o To o o o Jo To o oo To T oo o To T o
%BERECHNEPRODUKT bestimmt den Wert ERG anhand der Anzahl der
%moeglichen Shuffles der Nullbloecke bzgl. der in HILFSFUNKTION
%bestimmten passenden AL und BE.
function erg = berechneProdukt(al,be,k)
erg = 27 (-2%k);
all = diff(find([1,al,1]))-1;
bel = diff(find([1,be,1]1))-1;
for i=1:length(all)
erg = erg * nchoosek(all(i)+bel(i),bel(i));

end

1o oo o ToToTo oo Too o o ToTo o o ToTo o o Jo ToFo o o o ToTo o o JoTo o o o o To o o o Jo T oo o To To o o o To T o o o To T o o o To o o o Jo To o oo o Fo o o o To T o
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