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Kapitel 1

Einleitung

Eines der wichtigen Ziele der theoretischen Kernphysik ist es, mit einer reali-
stischen Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung die experimentell mefbaren Ob-
servablen von Atomkernen wie Bindungsenergie und Radius vorherzusagen.
Dabei versteht man unter einer realistischen Wechselwirkung ein Modell der
NN-Wechselwirkung dessen Parameter an die Daten der freien NN-Streuung
angepasst sind.

Historisch war der wichtigste Schritt zum besseren Verstandnis der Atom-
kerne die Entdeckung des Schalenmodells. Unter Einbeziehung der Spin-
Bahn-Wechselwirkung war es mit dem Schalenmodell erstmals moglich die
magischen Zahlen durch den Schalenabschlufl zu erkldren und den Kernspin
des Grundzustandes vorherzusagen. Das Schalenmodell ist jedoch eher eine
empirische Beschreibung, als eine mikroskopisch fundierte Theorie.

Ein erster Schritt zur Verbesserung des Modells war es dann, das Hartree-
Fock-Verfahren, das bei der Berechnung von Elektronenbindungsenergien in
Atomen sehr erfolgreich war, auf die Kernphysik zu tibertragen. Es zeigte sich
jedoch schnell, dass die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung Eigenschaften, wie
z. B. die starke Repulsion bei kurzen Nukleon-Nukleon-Abstédnden, hat, die
einen reinen ”mean-field”-Ansatz scheitern lassen. Denn eine Hartree-Fock-
Rechnung mit einer realistischen NN-Wechselwirkung liefert ungebundene
endliche Kerne [1],[2].

Eine konsistente Verbesserung von Hartree-Fock stellt das Briickner-
Hartree-Fock-Verfahren dar. Hierbei wird die nackte Nukleon-Nukleon-Wech-
selwirkung durch eine effektive ersetzt. Eine solche effektive Wechselwirkung,



1 EINLEITUNG 4

auch G-Matrix genannt, erhélt man aus der Losung der Bethe-Goldstone-
Gleichung. Die Bethe-Goldstone-Gleichung ist das Analogon der Lippmann-
Schwinger-Gleichung in Materie. Die Nukleonen des Kerns koénnen so an-
einander in Zwischenzustidnde {iber der Fermienergie gestreut werden. Letzt-
endlich wird dadurch das "hardcore”-Problem der nackten Nukleon-Nukleon-
Wechselwirkung beseitigt.

Mit der Briickner-Hartree-Fock-Theorie konnte man erstmals physika-
lisch sinnvolle Vorhersagen iiber den Radius und die Bindungsenergie von
Kernen machen. Allerdings ist es nicht mdéglich Bindungsenergie und Radi-
us simultan richtig zu berechnen. Fiir realistische Wechselwirkungen erhélt
man allenfalls eine der beiden Observablen korrekt. Die mit vielen verschie-
denen realistischen Wechselwirkungen erzielten Observablen fiir Radius und
Energie liegen auf der ”Coester-Bande”, die nicht durch den experimentell
mefBbaren Punkt richtiger Bindungsenergie und richtigem Radius fiihrt, siehe
Figur 26 in [1] fiir endliche Kerne und [3] fiir Kernmaterie.

Mit phénomenologischen Potentialen wie den Skyrme- und Gogny-Wech-
selwirkungen ist es moglich den Séttigungspunkt richtiger Energie und Dich-
te zu bestimmen. Beide Potentiale bestehen aus verschiedenen Operatoren
die mit Potentialfunktionen und Parametern versehen werden: die Potenti-
alfunktionen bei den Skyrme-Wechselwirkungen sind Deltafunktionen wobei
die Reduktion eines urspriinglichen Drei-Teilchen-Potential-Terms zu einer
dichteabhéngigen Potentialfunktion fiihrt. Bei der Gogny-Wechselwirkung
wird eine endliche Reichweite der Wechselwirkung durch den Ansatz von
Gaussfunktionen beschrieben. Damit ergibt sich auch eine Verbesserung bei
der Beschreibung von Paar-Korrelationen.

Alle realistischen Wechselwirkungen bauen auf dem Ein-Boson-Austausch-
Modell auf und werden im langreichweitigen Bereich durch eine Ein-Pion-
Austausch-Wechselwirkung beschrieben. Sie unterscheiden sich aber in ih-
rer Behandlung der mittelreichweitigen Anziehung und der kurzreichweitigen
Abstossung:

Beim Paris-Potential [4] wird der mittelreichweitige Beitrag zur Nukleon-
Nukleon Streuamplitude durch Zwei-Pion-Austausch mit Hilfe von Dispersi-
onstheorie behandelt, und benutzt dann eine lokale Potential-Darstellung mit
Hilfe von statischen Yukawa-Funktionen. Der w-Meson Austausch bei kurzen
Absténden ist im Drei-Pion-Austausch enthalten und ein abstossender core
wird eingefithrt durch das abrupte Abschneiden dieser Teile beim Nukleo-
nenabstand von r ~ 0.8 fm. Bei kurzen Absténden ist diese Wechselwirkung
durch einen konstanten (aber energieabhédngigen) weichen Kern gegeben.
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Die Bonn-Potentiale [5] bauen auf mehreren Ein-Boson-Austausch-Wechsel-
wirkungen auf und berechnen die Zwei-Pion-Austausch-Wechselwirkung in
Storungstheorie. Der Zwei-Pion-Austausch-Beitrag wird durch einen ener-
gieunabhéngigen Austausch eines o Mesons beschrieben. Formfaktoren (mit
typischen Formfaktor Massen von 1 - 2 GeV) schneiden das Potential bei kur-
zen Abstdnden ab. Die kurzreichweitige Abstossung erfolgt durch w-Meson
Austausch.

Beim CD-Bonn Potential [6],[7] wird die Behandlung der Ein-Boson-Aus-
tausch-Amplituden verfeinert und eine Ladungsabhéngigkeit des Potentials
zugelassen. Die Boson-Austausch Potentiale sind am einfachsten in der Im-
pulsdarstellung definiert und enthalten nicht-lokale Strukturen die von den
kovarianten Amplituden herriihren.

Die Nijmegen Potentiale [8] bestehen aus mehreren Ein-Boson-Austausch-
Wechselwirkungen (mit einer lokalen und einer nichtlokalen Version) in der
die Wechselwirkungsparameter der schwereren Mesonen von den Streuwellen
abhéngen. Bei sehr kurzen Abstéinden werden die Potentiale durch Exponen-
tialfaktoren regularisiert.

Die lokalen Argonne-Potentiale [9] bestehen aus der Ein-Pion-Austausch-
Wechselwirkung regularisiert bei kurzen Absténden und einer phénomeno-
logischen Parametrisierung durch 14 Operatoren und entsprechenden Poten-
tialfunktionen (Argonne v14) bei mittleren und kurzen Absténden. Die Po-
tentialfunktionen im kurzreichweitigen Bereich bis r ~ 0.5 fm sind Woods-
Saxon-Funktionen.

Auf die auch mit Greenschen Funktionen herleitbare Hartree-Fock-Theorie
und ihre Verbesserung, die Briickner-Hartree-Fock-Theorie wird in Kapitel 2
eingegangen.

Da die Briickner-Hartree-Fock-Theorie auch keine befriedigenden Ergeb-
nisse liefert, ist man natiirlich darum bemiiht, Verbesserungen zu finden. Eine
mogliche Verbesserung ist es, komplizierte Beitrdge zur Selbstenergie durch
Diagramme hoherer Ordnung mitzunehmen.

In dieser Arbeit soll aber ein anderer Ansatz, ndmlich die e®-Methode
(oder coupled cluster method) untersucht werden. Hierbei macht man sich zu
Nutze, dafl man die exakte Vielteilchenwellenfunktion in Abhéngigkeit einer
unkorrelierten Wellenfunktion wie etwa einer Slaterdeterminante mit Oszilla-
torfunktionen darstellen kann. Dadurch wird das Vielteilchenproblem auf die
Bestimmung der Transformation zwischen unkorrelierter und exakter Wel-
lenfunktion verlagert. Dadurch ist zunéichst nichts gewonnen. Es ist jedoch
moglich bestimmte, physikalisch sinnvolle Vereinfachungen zu machen und
zu einer Nédherungslosung des Vielteilchenproblems zu gelangen. Insbeson-
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dere existiert eine Niherungslosung der e®-Methode, die weitestgehend mit
der Briickner-Hartree-Fock-Theorie iibereinstimmt, so dafl man hoffen kann
durch Verfeinerungen immer bessere Resultate zu erzielen, da man weif3, dass
die e®-Methode ohne Niaherungen der exakten Losung des Vielteilchenpro-
blems entspricht.

Die Theorie der e®~-Methode wird in Kapitel 3 erldutert.

In Kapitel 4 wird dargelegt, wie man die sich ergebenden nichtlinearen
Gleichungen numerisch 16sen kann.

Kapitel 5 ist den Ergebnissen der verschiedenen Nédherungen gewidmet,
eine Zusammenfassung findet sich in Kapitel 6.



Kapitel 2

Formalismus der Greenschen
Funktionen

In diesem Kapitel soll eine kleine Ubersicht iiber verschiedene Methoden
der Vielteilchentheorie, die in der Kernphysik angewendet werden, gegeben
werden, insbesondere mochte ich in diesem Kapitel die Greensfunktion und
die Vakuumamplitude behandeln. Beide haben eine Reihenentwicklung (dar-
gestellt durch Diagramme) und erlauben es die Grundzustandsenergie néahe-
rungsweise zu bestimmen. Ein Beispiel wird die Hartree-Fock-Naherung sein,
sowie die Briickner-Hartree-Fock-Néherung, wo eine bestimmte Klasse von
Diagrammen, die Leiterdiagramme, bis zur unendlichen Ordnung aufsum-
miert wird.

2.1 Vakuumamplitude

Definition:

Nehmen wir an, dass das Vielteilchensystem zur Zeit t=0 im Grund-
zustand P ist. Wenn es keine Wechselwirkung der Teilchen untereinander
gibt, ist die Vielteilchenwellenfunktion zur Zeit t ®pe~“°!, wobei hwy die
Grundzustandsenergie des nicht wechselwirkenden Vielteilchensystems ist.
Wenn zur Zeit t=0 die Wechselwirkung der Teilchen untereinander einge-
schaltet wird, macht das Vielteilchensystem Uberginge zu allen moglichen
angeregten Zustdnden. Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeitsampli-
tude=Vakuumamplitude, dass das Vielteilchensystem zur Zeit t im (zeitent-
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—iwots

wickelten) Grundzustand ®ge ist:

Vakuumamplitude = (®oe"*"|W(t)) (2.1)

U(t) ist die exakte Wellenfunktion zur Zeit t und ergibt sich aus ®; durch
Anwendung des Zeitentwicklungsoperators:

() = U(t)D, (2.2)

Die Reihenentwicklung fiir den Zeitentwicklungsoperator ergibt (nach Um-
formungen, Einzelheiten spéter) eine Reihenentwicklung fiir die Vakuumam-
plitude und die Grundzustandsenergie E des wechselwirkenden Vielteilchen-
systems.

2.2 Nomenklatur

Haben wir ein N-Teilchensystem bei dem die Teilchen untereinander durch
2-Korperkrifte wechselwirken, so haben wir einen Hamiltonoperator

N 52
H = Hy+Vi=Ta+Ve=) = +V; (2.3)
=1

A

N
Go= 1S e 2.4)
ij=1

N —

Ziel ist es nun ein Einteilchenpotential U = S_~  U(#) zu finden, so dass die
A A~ =2 A~
Losung zu Hy+ U = SN 2o 4 U(7) bekannt ist:

=1 2m

(3= + U(F))en(Fs) = enn() (2:5)

ud V, —U =V = %25\9:1 0(73,7;) als kleine Storung betrachtet werden
kann.

Die Vielteilchenzusténde zu ]:70 + U sind dann die Slaterdeterminanten

O (F1)  or(T2) - Ok, (T
o — | PRl enn) - on(y) (2.6)
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weil somit die totale Wellenfunktion antisymmetrisch ist, wie nach dem Pau-
liprinzip verlangt wird.

Man kann die Wellenfunktion W(7, ...,7y) nach dem vollstindigen Sy-
stem der Slaterdeterminanten entwickeln, bzw. nach allen méglichen Konfi-
gurationen |ajbocsdy... >. a=1 wenn der erste Zustand besetzt ist, a=0 wenn
der erste Zustand nicht besetzt ist. b=1 wenn der zweite Zustand besetzt
ist, b=0 wenn der zweite Zustand nicht besetzt ist, usw. . Die Operato-
ren kann man sich in diesem Konfigurationsbild so vorstellen, dafl sie eine
Anfangskonfiguration in eine Linearkombination aller moglichen Konfigura-
tionen iiberfithren.

T

Mit den Fermionerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a,, a;:
CLHHI,HQ,...,H@,... > = (1 —ni)@i|n1,n2,...,ni—l—1,... > (27)
ai]nl,ng,...,ni,... > = ni@i\nl,ng,...,ni—l,... > 2.8

0, = (—1)Zi<i™ (2.9)
ergibt sich fiir H:
- 00 1 = ..
H =37, eiazai —1—5 Z (ij|v|kl) aj-a;-alak (2.10)
ivg kol
=Hy+U +V (2.11)

Der Phasenfaktor ©; folgt aus dem Pauliprinzip. Bei uns numerieren kq, ..., k,
in Gleichung (2.6) und 4,7, k,[ in Gleichung (2.10) die Einteilchenniveaus
geordnet nach den Energien

Eky T Eky < ooo < Eg,-

Die Ortsdarstellung der Besetzungsdarstellung sind die Slaterdeterminanten.
Die erzeugten Zustédnde werden hierbei der Reihenfolge nach von unten nach
oben aufgefiillt.

Beispiel: agaHO > erzeugt aus dem Vakuum, zwei Teilchen, eins im untersten
Zustand und eins im dritten Zustand von unten; die Ortsdarstellung lautet:

Loy ps(m) es(e) | o L
q’31(7’1,7‘2)—‘@1(7?) 901(3) = @13(7“1,7’2)

=
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Wie in der Ortsdarstellung ®q3(77,7%) = —®31(71,7%) gilt, gilt agai 0) =
Tt
—ajay [0)

Allgemein gelten die Antikommutatorrelationen

{apal} = aual +afa, =6, (2.12)
{ag, a0} = A{al,al} =0 (2.13)

fiir die Fermionerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

2.3 Zeitentwicklungsoperator

Man startet die Herleitung der Storungsentwicklung fiir den Zeitentwick-
lungsoperator mit der zeitabhéngigen Schrodingergleichung(f=1) im norma-
len Schrodingerbild;

PN = ) = (3 + ) [9()° 2.14)
Ay =Y i) = 0 5+ U(7) (215)

i=1 i=1
in der der Hamiltonoperator f]g als zeitunabhéngig angenommen wurde. (An-
merkung: wenn im weiteren Operatoren, kets, bras usw. ohne Index auftau-
chen ist das Schrodingerbild gemeint). Die Eigenfunktionen zu IEIOS sind be-
reits bekannt. Der Zeitentwicklungsoperator den man zu berechnen gedenkt,
ist der Operator, der beschreibt, wie sich der Zustand |¥(¢))” im Laufe der
Zeit aus dem Zustand |U(ty))” ergibt.

U (1)" = U°(t,t0) [0 (to))" (2.16)

wobel

~

Us(t, ty) = e H(1=10) (2.17)
ist.

Zur Vereinfachung der Mathematik fithrt man nun den Zeitentwicklungs-
operator im Wechselwirkungsbild ein. Das Wechselwirkungsbild ist definiert
iiber:

~

O (t) = et Ose—iHst (2.18)
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fiir einen beliebigen Operator O* im normalen Schrodingerbild und

()" (2.19)

fir einen beliebigen Zustandsvektor |¥(¢))° im normalen Schrédingerbild.
Die Matrixelemente von quantenmechanischen Operatoren sollen natiirlich
unabhéngig sein von dem Bild in dem sie berechnet werden, was sich auch
ergibt:

W (1)" = it

W00 W) = (WO e u(n) (220)
= (W(1)] e~ it O it [0 (1)) (2.21)
- (W(0)| O° (W ()’ (2:22)

Durch diese Transformation entfillt in (2.14) die Abhiingigkeit von H! und
man erhélt

8 1 Frl I
i (W) = (1) [9(2) (2.23)

wobei der Index I fiir Interaction-Picture steht. Aus Gleichung (2.16) wird
dann

(U (B)" = U (t,to) [W(t0))" (2.24)

Setzt man (2.24) in (2.23) ein , so erhélt man eine Differentialgleichung fiir
den Zeitentwicklungsoperator U?, némlich

z’%fﬂ(t, to) = HI ()T (t, 1) (2.25)

Diese Differentialgleichung ist dquivalent zu der Integralgleichung

t
UL (t, 1) = Ul (to, to) —i/ dty HL (t) U (11, o) (2.26)

to

die man durch Iteration 16sen kann, wenn man beachtet, dass U’ (to, to) =1
ist:

Uf(t,to)zl—/ dt, H /dtl/ dto HE(t) HE(t) + ... (2.27)
to

Mit der Definition des Zeitordnungsoperators T kann man dieses Ergebnis
fiir U! kompakter angeben.

In zweiter Quantisierung werden die quantenmechanischen Operatoren
durch Zustandserzeugungs- und -vernichtungsoperatoren dargestellt. T ist
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ein Operator, dessen Wirkung es ist, die Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren von links nach rechts nach den Zeiten zu ordnen, zu denen sie wirken.
Der Operator der als erstes ein Teilchen erzeugt oder vernichtet, steht dann
ganz rechts, derjenige, der als letzter an der Reihe ist, ganz links. Beim Ver-
tauschen von je zwei Operatoren muff dann mit einem Faktor (-1) multipli-
ziert werden, der sich aus den Antikommutatorrelationen, die fiir Fermionen
gelten ergibt. Also

g [ H(G)H(t) izt
T(H(t1)H(tz)) = { (=1)™H (t5)H ()

mit m= Zahl der Vertauschungen der Fermionerzeugungsoperatoren und Fer-
mionvernichtungsoperatoren in H(t;), H [(t2) um H(t;) und H(t) in die zeit-
geordnete Reihenfolge zu bringen. Fiir U’ ergibt sich also:

(2.28)

,  sonst

UL(t,t) = dtl dt ZT{HL (). H(t,)} (2.29)

n=

Die Gleichung (2.29) kann man rein formal umschreiben in

Ut te) = T, E (ft il (¢ )) (2.30)
_ Te(—z fto dtHI (1)) (2.31)

Setzt man in die Vakuumamplitude R(t — to)

R(t —tg) = eiwot=10) (Bo| U (t — tg) | D) (2.32)
—  eiwo(t—to) <q)0| e—z‘Hot6+iﬁotU-(t i to)e_iﬁote”ﬁot |<I>0> (2_33)
= UDo| U (t — ty) | Do) (2.34)

die Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators ein, so folgt eine Rei-
henentwicklung fiir die Vakuumamplitude R(t — to):

o0 t t
R(t — ty) = Z n' /dtl.../dt,§<<1>0|T{H{(tl)..ﬂ{(tn)}|<1>0>f (2.35)
to to

n=0

Man kann jeden Term in der Reihenentwicklung fir R(t — to) graphisch dar-
stellen und dann ausrechnen mit bestimmten Ubersetzungsregeln.

Mit dem ”linked cluster theorem”

d alle linked Graphen von der
Eo=wo+ t—»olc}(I{l i) it Z { Reihenentwicklung von R(t — to) } (2.36)
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|
O

Abbildung 2.1: Die linke Hélfte zeigt ein linked Diagramm dritter Ordnung.
Die rechte Seite zeigt ein unlinked Diagramm.

(wobei 7 infinitesimal, aber so dafl n X oo = 00)

bekommt man die Grundzustandsenergie Fy des wechselwirkenden Vielteil-
chensystems. Die graphische Reihenentwicklung ist in [10] Kapitel 5 darge-
stellt.

Linked Graphen sind Graphen die an einem Stiick verbunden sind. Unlin-
ked Graphen sind Graphen die aus zwei oder mehr unverbundenen einzelnen
intern linked Graphen bestehen. Beispiel fiir ein linked Diagramm dritter
Ordnung ist in Abbildung 2.1 linke Hélfte dargestellt, wiahrend die rechte
Seite ein unlinked Diagramm zeigt.

Nimmt man bei einem Vielteilchensystem nur die ersten zwei gelinkten
Terme der Vakuumamplitude (siche Abbildung 2.2) zur Berechnung von Ej,
so ergibt sich die Hartree-Fock-Energie Eygr):

Eor) = wo + 5 2opaer (Viak — Viewt) (2.37)
= Dpercht 3 2 picr (Vi — View) (2.38

F=Fermikante

Abbildung 2.2: Die ersten beiden verbundenen Terme der Vakuumampli-
tude ergeben die Hartree-Fock-Energie Eopr.
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Ho (i) (77) = erpr(77) (2.39)
wobei N
=3 i) =3 025 o) (2.40)

2.4 Definition der Einteilchen-Greensfunktion

Bevor wir die Einteilchen-Greensfunktion definieren miissen wir die Begriffs-
bildung kléren: Abbildung 2.3 zeigt den Grundzustand eines nichtwechselwir-
kenden Fermisystems in bekannter Darstellung, (die €; sind die Einteilchen-
energien von f[o, er ist die Fermienergie, die p; sind die Einteilchenzusténde
von Hy).

o €k
p2 * 82
P1 . &

Abbildung 2.3: Der obere Teil ist der Grundzustand eines nichtwechsel-
wirkenden Vielteilchensystems in bekannter Darstellung, der untere Teil ist
der angeregte Zustand eines nichtwechselwirkenden Vielteilchensystems in
bekannter Darstellung.
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Abbildung 2.4: Der obere Teil ist der Grundzustand eines nichtwechsel-
wirkenden Vielteilchensystems im Teilchen-Loch-Bild, der untere Teil zeigt
einen angeregten Zustand eines nichtwechselwirkenden Vielteilchensystems
im Teilchen-Loch-Bild: der Punkt stellt einen besetzten Zustand (oberhalb
der Fermikante) und der offene Kreis stellt einen unbesetzten Zustand (un-
terhalb der Fermikante) dar.

Im Teilchen-Loch-Bild sind im Grundzustand keine Teilchen vorhanden,
d. h. keine Zusténde besetzt die Energien grofier als e haben. Im Teilchen-
Loch-Bild sind im Grundzustand keine Locher vorhanden, d.h es gibt kei-
ne freien Zusténde, die Energien kleiner als e haben. Das ist im oberen
Teil von Abbildung 2.4 graphisch dargestellt. Ein angeregter Zustand im
Teilchen-Loch-Bild besteht aus einem besetzten Zustand oberhalb der Fer-
mikante=Teilchen (in Abbildung 2.4 ist das durch einen Punkt dargestellt)
und einem freien Zustand unterhalb der Fermikante=Loch (in Abbildung 2.4
ist das durch einen offenen Kreis dargestellt). Das ist im unteren Teil von
Abbildung 2.4 graphisch dargestellt.

Weil die Erzeugung eines Loches p,, bedeutet, dafl dem System die Ener-
gie €,, entzogen wird und weil die Wellenfunktion des Loches, die gleiche ist
wie die des entfernten Teilchens

@(7—,»’ t)LOCh = ©p, (f»)efiE(tftg) = ©p, (,f,’)e*i(*%n)(t*to) = ©p, (F)efi(spn)(toft)
(2.42)
kann man ein Loch als ein in der Zeit zuriicklaufendes Teilchen beschrei-
ben. Man definiert nun einen retardierten Propagator bzw. Greensfunkti-
on fiir Teilchen (im Teilchen-Lochbild) iG™ (ko, k1, t2,t1), [ta > 1], als die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, dass wenn zur Zeit ¢, ein Teilchen im Zustand
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¢k, () dem wechselwirkenden Vielteilchensystem hinzugefiigt wird, dass das
System zur Zeit t5 im Grundzustand plus ein Teilchen im Zustand oy, (7) ist.
Genauso definiert man einen avancierten Propagator oder Greensfunktion
fiir Locher ( im Teilchen-Lochbild) iG ™~ (ka, k1, ta, t1), [ta < t1], als (-1)mal der
Wahrscheinlichkeitsamplitude, dass wenn zur Zeit t5 ein Teilchen im Zustand
¢k, (7) dem wechselwirkenden Vielteilchensystem im Grundzustand entfernt
wird (d. h. ein Loch im Zustand ¢y, () wird hinzugefiigt), dass das System
dann zur Zeit ¢; im Grundzustand minus einem Teilchen im Zustand ¢y, (7)
ist, (d.h ein Loch im Zustand ¢, (7) wird hinzugefiigt).

Mit der mathematischen Definition des Propagators oder Greensfunktion

| T{af (12)all (1)} 10)”
Gl nte =) = (o)
0] %0

(2.43)

hat man sowohl G als auch G~. Die Definition des Propagators erfolgte im
Heisenbergbild, d. h. |¥o)" = |y (¢t = 0))" ist der im Heisenbergbild zeitun-
abhéngige Grundzustand des wechselwirkenden Vielteilchensystems zur Zeit
t=0.

&kHlT(tl) = Erzeugungsoperator im Heisenbergbild (2.44)
- e“ﬁ“ldlle*iml (2.45)

ajy (t2) = Vernichtungsoperator im Heisenbergbild (2.46)
= gifltzg, c—iflt2 (2.47)

Betrachtet man z. B. ty > t1 (A(To|To)" = 1):
GF (ko kiyta — 1) = —if(Wo| etz emilt2eifing] o=t g\ (2.48)
= (B|A) (2.49)

mit (B| und |A) als:

(B] = (To| M2y, (2.50)
A) = emilllztg] o=l |gg) (2.51)
(weil H(Wo| = (Wo| und |We)" = |Ty)). |A) ist der Zustand des Systems
zur Zeit to, wenn zur Zeit t; ein Teilchen im Zustand ¢, addiert wurde.

|B) = d,TQe_im? |Wo) ist der Zustand des Systems zur Zeit to, wenn zur Zeit
to ein Teilchen im Zustand ¢y, addiert wurde.
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2.5 Berechnung der Greensfunktion

Zur Berechnung der Greensfunktion brauchen wir den Grundzustand |[¥g)
zur Zeit t = 0. Schreiben wir den gesamten Hamiltonoperator

H=H,+H (2.52)

als lim._o Hy + e <" H, so wissen wir die Losung fiir [t| — oo : |¢g). Die
Wechselwirkung H, wird wegen ¢ — ( adiabatisch eingeschaltet und zur Zeit
t =0 ist lim._o Hy + eIl A} exakt H. Damit ist die Grundzustandslosung
zur Zeit t = 0 das gesuchte |Uy).

Das Theorem von Gell-Mann und Low besagt, dass falls die Grosse

UIE(Oa —OO) Wo)
im B
=0 (o] U1(0, —00) |o)

in jeder Ordnung Storungstheorie existiert

|Wo) = lim Ure(0, —00) [¢0) (2.53)

eine Losung zu R
H W) = Ey |Vo) (2.54)

ist, (Ep ist die Grundzustandsenergie des wechselwirkenden Vielteilchensy-
stems). Aus dem Zusammenhang zwischen Wechselwirkungsbild und Heisen-
bergbild, sowie dem angegebenen Theorem von Gell-Mann und Low, erhélt
man einen Zusammenhang zwischen dem Erwartungswert eines Operators
im Heisenbergbild und demselben Erwartungswert im Wechselwirkungsbild.

(Wol O™ (1) |Wy) ~lim (¢0| Ut (00, )0 () Uy(t, —00) | o)
Wby D (o] Dr(o0, —o0) [o0) (2:55)

Eine Verallgemeinerung auf zeitgeordnete Produkte (siehe z. B. [11]) und
Einsetzen der Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators liefert die
Reihenentwicklung der Greensfunktion:

Hwo|T{afl (g (¢)}1Wo)

G(k?g, k17 t— t/> = —1 H<\Ilo|\IIOI)H (256)
S, (=" f:roo dty... f:roo dt, eie(ltLl+Fltnl)

(ol T{H] (1) H{ (tn)af, (D! (1)} 100)

Zum Ausrechnen von zeitgeordneten Operatorprodukten benutzt man das
Wick’sche Theorem.
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2.6 Wick’sche Theorem

Zunichst einige Vorbetrachtungen und Vordefinitionen. Die Fermionerzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren haben im Wechselwirkungsbild folgende
Gestalt:

al(t) = aze "=t (2.57)
aj'(t)= ale=t (2.58)

Im Grundzustand des nichtwechselwirkenden Vielteilchensystems
(Hamiltonoperator:fl o) sind alle Einteilchenzusténde ¢; bis zur Fermienergie
er besetzt. Fiir Einteilchenzustidnde ¢ oberhalb der Fermikante (g, > ep)
erzeugt éj ein Teilchen und vernichtet ¢; ein Teilchen im Teilchen-Lochbild.
Fiir Einteilchenzustidnde j unterhalb der Fermikante (¢; < ep) erzeugt ¢; ein
Loch und vernichtet é; ein Loch im Teilchen-Lochbild.

Das Normalprodukt von Teilchen- und Loch- Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren ist folgendermafien definiert:

N(MNOP...) = (—1)YOP...MN.. (2.59)

Dabei werden alle (Teilchen- und Loch-) Erzeugungsoperatoren nach links
gebracht (die Operatoren O,P) und alle (Teilchen- und Loch-) Vernichtungs-
operatoren nach rechts gebracht (die Operatoren M,N). ~ ist die Zahl der
Vertauschungen um diese Reihenfolge zu erreichen. Die Kontraktion zwei-
er Fermionen(-Erzeugungs- oder -Vernichtungs-)operatoren ist definiert mit
dem Zeitordnungsoperator T als:

QP= (60| T(Q.,P) — N(Q, P) |0) (2.60)
= (90| T(Q, P) o) (2.61)

weil im Grundzustand |¢g) keine Teilchen und keine Locher vorhanden sind.
Speziell ergibt sich im Wechselwirkungsbild

—_— 5jke_iaf(t_t'), g;>¢epund t >t
al(t)a ()= —ope @) o) <epund ¥ >t (2.62)
0 sonst

AuBer ;' (t')al(t)= — al(t)a; (') sind alle Kontraktionen null. Mit der De-
finition des Normalproduktes von Kontraktionen:

N{MN.RO P..} = (=)’ MO N{N..RP..}. (2.63)
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wobei 3 die Zahl der Permutationen ist um M und O ganz nach links zu
bringen, 1&8t sich das Wicksche Theorem formulieren:

T{UVW...XYZ} = N{UVW...XYZ}+N{UVW...XYZ}

Y. 4+ N{UVW..XYZ}+N{UVW... XY}

4. + N{UVW..XYZ}+... (2.64)

Das Wicksche Theorem kann man auch in Worten ausdriicken:

Das zeitgeordnete Produkt von Feldoperatoren ist gleich dem Normal-
produkt, plus dem Normalprodukt mit einer Kontraktion auf alle moglichen
Arten, plus dem Normalprodukt mit zwei Kontraktionen auf alle méglichen
Arten, plus..., plus dem Normalprodukt in dem alle (moglichen) Kontraktio-
nen auf alle moglichen Arten ausgefithrt werden (=vollkontrahierten Terme).

Bei der Berechnung der Greensfunktion bzw. der Vakuumamplitude als
Vakuumserwartungswerte von zeitgeordneten Operatoren (Gleichung( 2.36)
bzw. Gleichung(2.56)) spielen nach dem Wickschen Theorem, Gleichung (2.64),
nur die nichtverschwindenden vollkontrahierten Terme eine Rolle. Mit den
Feynman-Diagrammen kann man die vollkontrahierten Terme graphisch dar-
stellen und mit Ubersetzungsvorschriften (”den Feynmanregeln”) analytisch
ausrechnen. Mehr noch: Das Problem alle vollkontrahierten Terme zu finden,
iibersetzt sich in der Diagrammtechnik:
alle Feynmangraphen zu finden, was graphisch geschehen kann.

Bei der Greenschen Funktion heben sich die unlinked Graphen im Zéahler
mit (Vo|Vy) im Nenner auf, wodurch wie bei der Vakuumamplitude, nur die
linked Graphen beriicksichtigt werden miissen.

Diese linked Diagramm Entwicklungen sind wichtig, denn sie schliessen von-
einander unabhéngige Prozesse die nichts voneinander wissen aus.

2.7 Lehmann-Darstellung

Mit der Lehmann-Darstellung der Einteilchen-Greensfunktion kann man al-
le Energiecigenwerte EN7! EN*1 des N — 1- und N + 1-Teilchensystems in
bezug auf die Grundzustandsenergie unseres N-Teilchensystems E2 ausrech-
nen. Die Lehmann-Darstellung kann man aus der Gleichung (2.56) bestim-
men, wobei der Nenner eins gesetzt wurde, weil im Zéhler nur noch linked
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Diagramme beriicksichtigt werden.

Glka kit — ) = —i"(Wo| T{af}()ay; (¢} [Wo)"

= —i{O(t —¢)"(Wo afl (t)ay, (¢ )|‘1’>
—O(t' — )Wl ay, (t")af! () [Wo) "}

= {1 — 1) (Wo| a0V o |y (207
—O(t — ) (Vo ' 111 “HED g, e W)}

_ —i{e(t - t/)eiEéV(t—t’) (W, dk2e—iﬁ(t—t')dltl W)
01— ) WD (g 8], Dy, 1))

Die Stufenfunktion ©(t) ist definiert durch:

o(t) = { L >0 (2.66)

0 sonst

Dazu mufl man in Gleichung (2.65) die Vollstandigkeitsrelation (des Fock-
raums) einschieben:

= [0) O+ |y (| + -+ Do) (o | + -+ (2.67)

wobei in ‘\Ifﬁ[ > n dem n’ten Eigenzustand von H und N der Teilchenzahl
entspricht; |0) ist der Vakuumzustand ohne Teilchen. Desweiteren bendétigt
man die Integraldarstellung der Stufenfunktion.
O(+t) = lim F / dw
n—0

—00

efzwt

. 2.
w £ (2:68)

Hat man diese beiden Formeln in Gleichung (2.65) eingesetzt und fiihrt die
Fouriertransformation iiber (t-t’) durch:

™

1 ,
Glky, ky,w) = 2—/ d(t —t') e“ UG (ky, ky, t — ) (2.69)

so erhélt man die Lehmann-Darstellung der Greensfunktion(fiir ein System
mit diskretem Spektrum)

N
G(k2> kla Z <w0 ‘516_2

af, oY ) .

(EN+L — EN) +in (2.70)

lw
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Abbildung 2.5: Anmerkung: der FEinfachpfeil steht fiir die freie Greens-
funktion eines nichtwechselwirkenden Vielteilchensystems. Der Doppelpfeil
steht fiir die Greensfunktion eines wechselwirkenden Vielteilchensystems. Die
Summe ¥ steht fiir eine (unendliche) Summe tiber irreduzible Diagramme,
weshalb ¥ irreduzible Selbstenergie heif3t.

Die Energieeigenwerte EY 1 EN*! des (N-1)- und (N+1)- Teilchensystems
in bezug auf die Grundzustandsenergie Ej unseres N-Teilchensystems sind
also die Pole der Greensfunktion.

2.8 Dyson-Gleichung

Man kann die graphische Darstellung der Reihenentwicklung der Greens-
funktion, siehe Abbildung (2.5), als iterative Losung einer Gleichung, der
Dysongleichung, erhalten.

Die Selbstenergie besteht nur aus Diagrammen ohne ein- und auslaufende
Linien, die zwischen Teilchen oder Lochlinien eingefiigt werden konnen. Die
irreduzible Selbstenergie nimmt nur die Selbstenergiegraphen, die man nicht
durch Zerschneiden einer G-Linie in andere Selbstenergiegraphen aufteilt.
In Abbildung (2.6) sind Selbstenergiegraphen dargestellt. Die Bilder sind
aus [10] S. 152. Mit der anschaulichen Definition der Greenschen Funktion
kénnen wir G bestimmen (G~ geht genauso). Wir betrachten es eindimen-
sional, fiir ein N-Teilchensystem ergibt sich dasselbe. Wir kennen die Losung
Zu:

mit
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Die Wellenfunktion zur Zeit ¢, sei @i, (7); zur Zeit to ist sie dann (7, ty) =
ok, (F)e~m22=1)  Die Wahrscheinlichkeitsamplitude, dafl das Teilchen zum
Zeitpunkt ¢ im Zustand ¢y, (7) ist, ist gerade die Komponente von W(7,¢s)
entlang von ¢y, (7):

[ B LF) = O [ PR (e, )
/d?)m(f’, t2)¢22 (F) = e_iEkl (t2_t1)5k2k1

Also ergibt sich fiir G§ (ko, k1, ta — t1) = G (ka,ta — 11):

Gilka bty — 1) = —iO(ty — t;)eEmtamti)gy
_ [ e TG i >t (2.71)
0 fur tQ S tl

Schreibt man den freien Propagator in der Lehmanndarstellung, so erhélt
man

_F F—
Golk,w) = Ok=F) | Ol k) (2.72)
W—¢€p+1n w—¢Ep—1

wobei in Gleichung (2.72) F den letzten besetzten Einteilchenzustand be-
zeichnet. Im (k,w)-Raum ist die Dysongleichung in Abbildung (2.7) darge-
stellt , bzw. in Formeln:

G(k,w) = Go(k,w) + G(k,w) Y _ (k,w)Go(k,w) (2.73)
Nach Umformung ergibt sich:

G(k,w) = (Go(k,w)™" = 3 (k,w))™

— (w0 — () + i) ! (2.74)

AR

Abbildung 2.6: Die Bilder 1,2,4 sind irreduzible Selbstenergiegraphen. Die
Bilder 3,5 sind (wie 1,2,4) Selbstenergiegraphen, aber keine irreduziblen
Selbstenergiegraphen.
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1]
+

X
M

X

Abbildung 2.7: Die Dyson-Gleichung im (Impuls,Frequenz)-Raum: der
Doppelpfeil stellt die Greensfuntion G(k,w) dar, der Einfachpfeil stellt die
freie Greensfuntion Go(k,w) dar und > (k,w) ist die irreduzible Selbstenergie
fiir den Impuls k und die Frequenz w.

Mit
0= n firk>F

0= —n fiurk<F (2.75)

An dieser Beziehung kann man die physikalische Bedeutung der Dysonglei-
chung ablesen. Neben dem sonst iiblichen Energienenner w — ¢, der nur die
freie Propagation eines Teilchens unter Einflufl des Hamiltonoperators H,
der kinetischen Energie und des Einteilchenpotentials U(7) beschreibt hat
man noch den Term ) (k,w), der zusétzlich mitgenommen wird und als po-
tentielle Energie eines effektiven Potentials aufgefait werden muf3, das die
Zweiteilchenwechselwirkung v(7, /) beriicksichtigt. Dieses effektive Potential
wirkt auf ein Teilchen mit Energie w im Einteilchenzustand ;. Bemerkens-
wert hierbei ist das dieses Potential explizit energieabhéngig ist.

Bei der Hartree-Fock-Nédherung nimmt man nur die ersten zwei Feynman-
graphen von der irreduziblen Selbstenergie (siche Abbildung 2.8).

Abbildung 2.8: Die Selbstenergie in der Hartree-Fock-Naherung.
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Berechnung dieses Graphen mit den Feynmanregeln (siehe [10]) liefert

fir G(k,w):
Gkw)=(w—¢,— Z(Vklkl — Vikws) +i6%) " (2.76)
I<F
mit

kalkl = /d?’??@;;(??) {Z/di”ﬁlwz(?’)l%(ﬁﬁ)}sok(F) (2.77)

I<F I<F
> Vi = [ @70 Y [ Ea@anhne) @)
I<F I<F

€£F =& + Zl<F Vit — Vigr ist die Hartree-Fock-Energie.

Diese Hartree-Fock-Energie bekommt man aus folgender Gleichung,

der "Hartree-Fock-Gleichung”

(durch Multiplikation von links mit ¢} () und Integration iiber den ganzen
Raum):

(2 + U + Cicr [ P70 2o (7, 7] on(7)

— S icr [ B (7)o (P)u (7, 1) pr (1) = e " on(7)
Das Hartree-Fock-Potential ist das effektive Potential und ist ein nichtlokaler
Operator:

(2.79)

burpn(P) = {Ticr [ PPl o7 ) | ()
(2.80)

= Yier S @) ()T ) (r)

2.9 Briickner-Hartree-Fock

Fiir ein hardcore Potential v(7,77), d. h. fiir ein Potential das fiir Absténde
r kleiner als ein Radius r.,.. unendlich ist, divergieren die Matrixelemente
Vit bzw. Vigr. Die Losung ist, dass man die Reihenentwicklung der Grund-
zustandsenergie Ey nach Potenzen von v(7,r7) durch eine andere Reihenent-
wicklung ersetzt.

Nuclear matter ist ein System geringer Dichte, d. h. die Reichweite a der
Wechselwirkung v (7, ') ist klein gegeniiber dem mittleren Teilchenabstand
rora << T
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Abbildung 2.9: Ein Teilchenleiterdiagramm.

In einem solchen System geringer Dichte nehmen in jeder Ordnung Stérungs-
theorie die Beitrédge der einzelnen Graphen stark mit der Zahl der Lochlinien
ab, weil mit jeder Lochlinie ein Faktor (;-)* verbunden ist. Nach [12] ergibt
sich fiir (%)3 ~ 0, 14. Die geringstmogliche Zahl von Lochlinien, ndmlich 2,
haben dabei stets die Teilchenleitern, wie in Abbildung( 2.9) gezeigt.

Bei der Briickner-Hartree-Fock-Methode werden zu einem bestimmten v (7, 7)-
Feynmandiagramm nun alle anderen Feynmandiagramme addiert wo v (ent-
spricht — — — — — in den Abbildungen) durch Teilchen-Leitern (entspricht~
in den Abbildungen) ersetzt wurde, die in Abbildung (2.10) dargestellt sind.
Diese unendliche Summe von v-Feynmangraphen, definiert nun ein einziges
Feynmandiagramm wo v durch G ersetzt wurde. In Abbildung (2.11) ist diese
unendliche Reihe angedeutet; und deren iterative Darstellung.

Man erhélt nun eine Reihenentwicklung der Grundzustandsenergie Fy indem
v durch G ersetzt wurde.

In den (folgenden) Abbildungen ist die Verbindungslinie zwischen zwei Wech-
selwirkungen, die angezogene Greensfunktion (2.76).

Summiere ich in Abbildung (2.12) tiber alle Teilchen-Leitern so erhalte ich
Abbildung (2.13). Abbildung (2.13) enthélt bereits alle Diagramme der Sum-
me iiber alle Teilchen-Leitern, insbesondere den Beitrag von (2.12). Ein Dia-
gramm, wie (2.14), das (2.12) entspricht, wobei wir V durch G ersetzt haben
fithrt also zu einer Doppelzdhlung und darf deshalb nicht beriicksichtigt wer-

Y S I S

Abbildung 2.10: Verschiedene Teilchenleiterdiagramme.
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M:}——<+>::<+ -4+ oo

Abbildung 2.11: Im oberen Teil der Abbildung ist die Definition von G als
unendliche Summe von v-Feynmandiagrammen dargestellt. Im unteren Teil
der Abbildung ist die iterative Losung dieser Gleichung dargestellt.

den.

Die Terme 1. Ordnung in der G-Matrix-Entwicklung der Grundzustands-
energie sind die Hartree-Fock-Terme und haben zwei Lochlinien, sieche Abbil-
dung (2.15). Die Terme hoherer Ordnung haben mindestens drei Lochlinien,
so daf} die zwei Hartree-Fock-Terme schon eine gute Naherung darstellen. Die
diagrammatische Entwicklung der G-Matrix in Abbildung (2.11) kann man
als Operatorentwicklung schreiben:

G(W) :v—v(%)v+v(%)v(%)v—+... (2.81)

(ab| G(W) |ed) sind dann die G-Matrixelemente.

Q ist der Pauli-Operator und wirkt auf den Produktzustand |cd) zweier
Einteilchenzusténde |c), |d) folgendermafen:

Q led) led) wenn |c) und |d) Zustédnde oberhalb der Fermikante
1 0 sonst
(2.82)

Der Energienenner e ist die Differenz von der kinetischen Energie der bei-
den in Zwischenzustéinde oberhalb der Fermi-Energie gestreuten Nukleonen
minus ihrer Startenergie W, die gleich der Summe der Ein-Teilchenenergien
ePPE von Teilchen 1 und e27F von Teilchen 2 ist.

In der Briickner-Hartree-Fock Theorie wird nun das Einteilchenpotential U

das die Einteilchenenergien eB# bhestimmt, Gleichung (2.5), durch die G-
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Abbildung 2.12: Ein Diagramm iiber das in Abbildung (2.13) summiert
wird.

O

Abbildung 2.13: Eine Summation iiber alle Teilchen-Leitern von Abbildung
(2.12) ergibt das dargestellte Diagramm.

Abbildung 2.14: Diese Abbildung entspricht Abbildung (2.12) , wobei wir
V durch G ersetzt haben. Diese Abbildung entspricht der Summation iiber

alle Teilchen-Leitern von Abbildung (2.12) und darf deshalb nicht noch extra
berticksichtigt werden.
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Ormn Gy

Abbildung 2.15: Die Hartree-Fock-Terme der Grundzustandsenergie.

Matrix bestimmt. Eine typische Wahl ist:

R ZVSF <OH/‘ %<G<Wal’> + G(WBV)) ’/6V> ’ Oé,ﬁ S F
(| U[B) = ZygF (av| G(W,,) |Br) , a<F3>F
0 , a,>F
(2.83)
Gleichung( 2.81) erhilt man als iterative Losung der Bethe-Goldstone-Gleichung;:
GW)=v-— Q
=v— . YG(W) (2.84)

Definiert man die korrelierte Wellenfunktion W, durch die unkorrelierte Pro-
duktwellenfunktion:

Prs (71, 72) = @ (71)ps(T2) = cd) (2.85)
folgendermaflen:
\I]rs = @rs — QG()OTS (286)
e
so folgt
vV, = G, (2.87)
und
_ Q
U,s = Qrs — ;v\lfrs (2.88)

Die Auswertung von Gleichung (2.88) fiir die korrelierte Wellenfunktion zeigt,
siehe z. B. [12], dass sie fiir ein realistisches Nukleon-Nukleon-Potential, fiir
kleine Abstédnde der Nukleonen geringer ist als die unkorrelierte Wellenfunk-
tion und im Kern-Bereich verschwindet; dafiir ist sie natiirlich fiir gréflere
Absténde der Nukleonen grofier als die unkorrelierte Wellenfunktion, aber
fiir geniigend grofie r gleicht sie der unkorrelierten Wellenfunktion(=healing
property). Damit werden dann nach Gleichung (2.87) die G-Matrixelemente
sogar fiir hardcore-Potentiale endlich und die Briickner-Hartree-Fock-Néhe-
rung der Grundzustandsenergie liefert eine endliche Energie.



Kapitel 3

Die e°-Methode

Bei der sogenannten ”Exponential S”-Methode wird die korrelierte Wellen-
funktion W relativ zu einer Slaterdeterminante ¢ als Referenzzustand dar-
gestellt. Wir benutzen folgende Notation: v bezeichnet besetzte Einteilchen-
niveaus. p bezeichnet die anderen Einteilchenniveaus. «, 3 bezeichnen alle
Einteilchenniveaus dieses Referenzzustandes.

Ausgangspunkt ist die Schrodingergleichung fiir die Grundzustandsener-
gie E des Grundzustandes |V):

H|U) = E|¥) (3.1)
mit
H = 20 QI T1B) alas + 5304, a0 5,5 (102| v [B1B2) AL,k G,
T+V
(3.2)

Schreibt man |¥) als Entwicklung nach Slaterdeterminanten, nach Entwick-
lung einer Grundzustandsslaterdeterminante ¢ und allen méglichen n-Teilchen
n-Loch Slaterdeterminanten

|Gprpn (i) ) = @ -+ GL Ay -y D) (3.3)

so macht man den Ansatz

0) = ¢ |¢) (3.4)
mit

N
S = Zl S, (3.5)

29
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. 1 X . . X X
S, = Z a;f"a};n (pr- pol Splvr - V) g lu, -y (3.6)
PLPnyV1Vn

1eevn) g = > (=D -wn) - (3.7)

alle Permutationen P von |v;--vn)

Die Amplituden S, beschreiben jeweils n-Teilchen n-Loch Amplituden
relativ zum Referenzzustand ¢, die kausal verkniipft sind. In der Darstel-
lung der Diagramme bedeutet das, dass diese Amplituden durch vernetzte
Anwendungen der Wechselwirkung entstehen, die sich in ’linked diagrams’
ausdriickt. Fiir n = 2 gibt es aber neben 2 Teilchen - 2 Loch Anregungen,
bei denen die 2 Nukleonen z.B. durch eine Wechselwirkung zwischen diesen
Nukleonen angeregt worden sind, auch unverbundene 2 Teilchen - 2 Loch
Anregungen, bei den zwei vollkommen getrennte Ereignisse zu jeweils einer 1
Teilchen - 1 Loch Anregung gefiihrt hat. Solche unverbundenen Anregungen
werden bei diesem Ansatz in der Entwicklung

e ) = {1+S1+%31§1+--~}y¢> (3.8)

durch den Term 2.Ordnung in S, dargestellt.

Insbesondere bei einem System unendlicher Ausdehnung (Kernmaterie) do-
minieren natiirlich die unverbundenen Terme. Deshalb ist es fiir die Vielteilchen-
Theorie wichtig Ausdriicke fiir die linked cluster zu gewinnen.

Setzt man diesen Ansatz fiir den Eigenzustand |¥) des Hamiltonoperators in
die Schrodingergleichung ein so ergibt sich

H|¥) = He¥|9) = Be¥|9) (3.9)
Im néchsten Schritt multiplizieren wir die Gleichung mit e=S

e He |¢) = B¢ %eS |¢) = B |9) (3.10)

=1

Diese Form der Schrodingergleichung multiplizieren wir von links mit dem
Bra-Zustand (¢| und erhalten

(ple"He" |¢) = (9| He® |¢) = E. (3.11)
Die erste Gleichung gilt, da bei der Entwicklung des Bra-Zustandes

(@le S ={e 5 o) ={[1 - ST+ ]|o)} = (¢ (3.12)
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Der Operator ST angewendet auf |¢) (und auch alle hheren Potenzen von S1)
versucht Nukleonen im unbesetzten Zustand p zu vernichten bzw. Nukleonen
im besetzten Zustand v zu erzeugen. Multiplizieren wir die Schrodingerglei-
chung (3.10) von links mit dem Bra-Zustand <<;5p(l,)‘ fiir Einteilchen - Einloch
Anregungen relativ zu (¢| (siehe 3.3) so ergibt sich

($o)| € He® |6) = E(dy)|0) =0 (3.13)
Ganz entsprechend gilt auch
<¢p1f72(1’11’2)| efS}A[eS |¢> =F <¢p1p2(V1V2)|¢> =0 (3'14)
Mit |
TS = T+ [7,5] + +{[7.8].] (3.15)
und
P S R U U U IR
™ ve” =0+ [0, 5]+ 5,[[0, 5], 5] + 4[l[0, 5, 5], S+ ll[e, 5, 5], 81, 9]
(3.16)

weil 0 ein Zweiteilchenpotential ist, folgt eine allgemeine GesetzméBigkeit.

Dazu ein Beispiel:

— Yoo { S, @I T} (6l S Wy ks | = 0, {2, WIT18) (o] $1 Iv) afas |

weil dg&; = dp, — &;dg und dl,&jl = 0pa — &Ldy; aullerdem heben sich zwel
Terme auf weil &L&L&de = d;&gdydﬁ ist. Graphisch gesehen, verlést im ersten
Term eine Teilchenlinie $; und miindet in T, also ein Link zwischen 7" und
S;. Im zweiten Term verlist eine Lochlinie 7’ und miindet in 5'1, also ein Link
zwischen T und 5’1.

Allgemein ergibt sich, siehe [14]
Y R o 1 s
e Te’ =T+ {TS}, + 7SSk (3.17)
und

eS065 =0+ {08} + o {098} + 1 (0988, + {98588}, (318)
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wobei {ABC'-- -} ; bedeutet:

Nimm die Summe iiber alle méglichen Links zwischen den Operatoren ABC - -
so dafl wenigstens ein Link zwischen A und B, wenigstens ein Link ZWlschen
dem Produkt AB und C, Wemgstens ein Link zwischen dem Produkt ABC
und D und so weiter. Die ¢° -Gleichungen bestehen also nur aus linked Dia-
grammen, insbesondere ist die diagrammatische Entwicklung der Energie eine
Entwicklung nach linked Diagrammen.

Abbildung (3.1) und Abbildung (3.2) sind [13] entnommen. Abbildung
(3.1) zeigt die graphischen Bestandteile von (¢| a], a V2a92ap1{@5’2§2},; |®).
Im oberen Teil sind die Teilchenlinien p und die Lochlinien v dargestellt. Im
mittleren Teil ist © dargestellt. Im unteren Teil ist S, dargestellt.

Abbildung (3.2) zelgt die graphische Darstellung, der resultierenden Dia-
gramme von (¢| al af, a,,a,, {0525} 1 |6).

Vl*Vz*Pl+Pz+

F--ot
oo

Abbildung 3.1: Diese Abbildung zeigt die graphischen Bestandteile von
(Bl al al a,,a, {0525} |¢). Im oberen Teil sind die Teilchenlinien p und die

v1 vo
Lochlinien v dargestellt. Im mittleren Teil ist v dargestellt. Im unteren Teil

ist Sy dargestellt.
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&
ﬁg _____

Abbildung 3.2: Diese Abbildung zeigt die graphische Darstellung, der re-

sultierenden Diagramme von (¢| a], aVQaPQapl{ngSg}L o).

Zur weiteren Diskussion definieren wir dieA
n-Teilchen Untersystemamplituden (z1 - 2, | Wy, |11 -+ - 1) 4

o1 W ) = (0], - () -+ afe) [9) (3.09)

Die n-Teilchen Untersystemamplituden sind die Amplituden dafl N —n Teil-
chen in den Schalenmodellzusténden v, 11, -+, vy sind:

— [ty () S = ) B = 1) (b (o)

=/d9«";+1---dw’N (a2 (W) (2l g ) - (@)

(Anmerkung: (z1---an|Un |1 vN) 4 = (21 2n|T))

(1 -y 0, |1+ 1vy) , ist eine n-Teilchen Funktion, die man erhélt durch
die Projektion der exakten Wellenfunktion |¥) auf die Slaterdeterminante,
bei der in ¢ nur die Zustdnde v, --- vy besetzt gehalten sind. Das be-
deutet das diese Funktion 0-Teilchen 0-Loch, 1-Teilchen 1-Loch bis maximal
n-Teilchen n-Loch Komponenten enthélt.

Es ist klar, weil die ¥,, Teilchen Loch Anregungen bis maximal n-Teilchen
n-Loch-Anregungen beschreiben, dass in den Relationen zu den Sl, S; bis
maximal S, vorkommen kénnen. Setzt man in die Definition der U, |W) als
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s |¢) ein, so folgen die Relationen zwischen den ¥, und S,
(1] @1 1) = (x1]|n) + (2] S1 lv1) (3.20)

fiir n = 1, wobei

(1] St lva) = (@alpr) (o1 S ) (3.21)

P1

Daraus folgt folgende Interpretation von Sy

(1] Sy |11) ist die Wahrscheinlichkeit, dass N — 1 Teilchen in den Modell-
zustanden |vy) , - -, |vy) sind und daB das iibriggebliebene Teilchen nicht im
Modellzustand |v;) ist, sondern in normal unbesetzten Zustidnden |p). Die
Interpretation der S, fiir n > 1 sind entsprechend:

Gleichung fiir n = 2:

(2129 Uy [1111) , = AL [(1| Uy 1) (o] Wy [10)] + (1209 S [111) . (3.22)

(A,[ ] antisymmetrisiert den Klammerausdruck [ | gegeniiber A Vertauschun-
gen der v-Indizes.) 5’2 ist der Teil von \ifg, der nicht durch 1-Teilchen- Unter-
systemwellenfunktionen beschreibbar ist.

Gleichung fiir n = 3:

= A, (1| Wy [11) (@s] Wy [) (| Wy [v5)]
+AVSVI[<$1J \Ill |l/1> <£E2IL'3| SQ |V2V3>A] (323)
+ <ZL'1£L'2$3‘ Sg ‘V11/21/3>A

<$1$2$3| \@3 |V1V2V3>A

Mit SVx[ ] = Ziiber alle Permutationen der Paare(uixi)[ ]

\113, die Wellenfunktion von 3 Teilchen aus den N Nukleonen, wurde also auf-
gespalten in einen

-Term1, der einer Slaterdeterminante entspricht, wobei die Einteilchenwel-
lenfunktion sich wegen der Amplitude 5’1 durchaus von der Basisfunktion v;
unterscheiden kann.

- einen Term2, in den nicht weiter reduzierbare 2 Teilchenkorrelationen, be-
schrieben durch die Amplituden S, berticksichtigt werden und einen
-Term3, der durch die Amplitude Ss nicht weiter reduzierbare 3-Teilchen
Korrelationen enthélt.

Wegen dieser Interpretation der S, als nicht weiter reduzierbare, verbunde-
ne Teilchen-Loch Korrelationen heifien die S, Korrelationsamplituden. Fiir
Systeme geringer Dichte (Potentialreichweite zwischen zwei Teilchen < mitt-
lerer Abstand zwischen zwei Teilchen), wie z.B. den Atomkern, sollten also
héhere S, vernachlissighbar sein.
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Definition der reduzierten Untersystemamplituden
<p1.--ai..-aj..-pn|Xi{|V1---Vn>A :

(e ez pal R W Vi) = (Dm0 (3:24)
i

Das Symbol L(q,q,) bedeutet dafl in |¥) nur solche S, erlaubt sind, die mit
o, a;j verbunden sind.

Daraus folgt unmittelbar: (i = 1,5 = 2)

die (p1-- i - pu| XY |1 -+ ), sind die Amplituden, da8 die n — 2

Teilchen in Zustanden ps, - - -, p, alle in Untersystemen sind zusammen mit
den 2 Teilchen in den Zustdnden aq, as.
Beispiel:

(pronas| X3 [rivavs) ;= + (pronas| s [1avs) (3.25)

— A [{ecus| Wy |vars) (p1| Uy [11)]

ist die Amplitude, dal Teilchen 1 in Untersystemen ist zusammen mit Teil-
chen 2 und Teilchen 3. Die Bedeutung der reduzierten Untersystem amplitu-
des ist, dass wie bei den S, fiir Systeme geringer Dichte hohere

(pr-+ ;- aj- - pal XY |11+ - 1), vernachlidssigbar sind. Weitere Bedeutung
Die Wellenfunktion ¥ = ¢%¢ kann in (py - - - @; - - Ty pul XY |vr e v 4 zeT-
legt werden, die innerhalb des hardcore-Bereiches |x; — ;| < reope Verschwin-
den, so dass ¥ dort verschwindet. Die (p1--- ;- - pu| XY |1+ vn) 4
héngen von den ¥, und den S, ab und die S, miissen dafiir sorgen, dass die
X~ im hardcore-Bereich verschwinden.

Mit diesen Definitionen erhélt man aus (3.13)

(p| T\, |v) + >, (vl 1555 + ViaWs |vn)
(3.13)
+ Zyl,yz (privo| Vasx3? lvin) = >, € (o] Wa [11)
und (3.14)
(p1p2| Q[(ﬁ + T2)§2 + ‘712\1’2] + Szpf/m\i’z 12¢2)
- Zu((ﬂlPQ‘ SQ lvva) €, + (p1p2| g2 [V1V) €y
(3.14)

+30, (mpav]| QViskE? [riav) + 3, (prpav| QVasiy [vav)

+ El/,l// <p1p2]/]/,| QV?A)A(?;L ‘V1V2Vl//>
- 0
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, siehe [14].

Sie haben folgende allgemeingiiltige Gestalt:

Sie sind gekoppelt. Wenn wir uns auf Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen be-
schrianken (wie in den obigen Gleichungen) dann benétigen wir in der [S,,] = 0
Cleichung , die uns die S, liefern soll ([S;] = 0 Gleichung: Gleichung (3.13),
[S5] = 0 Gleichung: Gleichung (3.14)), die Kenntnis von S,y und S,,.,. Bei
Drei-Teilchen-Wechselwirkungen wiirden wir zusétzlich noch Sn+3 benotigen.
In der SUBn-Nihrung zur Losung der eS-Gleichungen werden alle S; mit
1 > n als null angenommen.

Im folgenden wird die SUB2-N&herung besprochen.

Die Einteilchengleichung aus [15] bekommt man indem man in den allge-
mein giiltigen Gleichungen (2.54), (2.55) aus [14] die Y3, ¥4 und S3 Terme
null setzt. Setzt man in der [Sy] = 0 Gleichung S, = 0, so erhélt man
die Hartree-Fock-Gleichung. Setzt man in der [S3] = 0 Gleichung den Term
: > v (2172 Sy [ty , (v | VU, [i1s) ,, der hole-hole Leitern aufsummiert
null, so erhilt man die Bethe-Goldstone-Gleichung (2.84). In [16] ist das ex-
plizit aufgefiihrt, wobei sich die G-Matrix als V)zg(: V\ijg) ergibt. Die hy,q
in den Gleichungen [S;] = [S,] = 0 sind die Energien der Lochzustéinde:

ot = W Ty ) + ) (/[ VI ), (3.26)
mit dem effektiven Potential
W | Vig |ty , = /| Vg '), (3.27)

wéahrend die Energie der Teilchenzustédnde nur die kinetische Energie ist.
Um den Einfluss der Dreiteilchenamplituden x3 auf die Energie (durch die
[S1] = 0 und die [Ss] = 0 Gleichung) zu berechnen miissen wir die Gleichung
fiir x3 (aus [17]) 16sen:

(m17973] X352 |1121s) = AV[<£L'3.?1| S, lvsvr) <§2| 0, |va)
+ (w2w3| S [1ovs) (1| V1 |11)]

+ zyi (T17273] 8—33 |y2y3y1) (Y1y2ys] émf(;l;z 2%y
+ 30, (1maws| L [yaysyr) (ysyrva] Graxs? vavavs)
. (3.28)
. Q3 bezeichnet den Paulioperator fiir Drei-Teilchenzustéande und der Ener-
gienenner €3 ist definiert als

ég = €y + €us + €ug — (Tl + TQ + Tg) (329)

Die Losung der Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) entspricht der Aufsummie-
rung von Drei-Teilchen-Leitern, (siche Abbildung 3.3), sowie die Bethe-Gold-
stone-Gleichung (2.84) der Aufsummierung von Zwei-Teilchen-Leitern ent-
spricht, (sieche Abbildung 3.4).
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- - J + + +...

Abbildung 3.3: Die Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) summiert Drei-
Teilchen-Leitern.

Andere Observable ausser der Energie, wie z. B. den Radius, kann man
mit der Einteilchendichtematrix

(@] 5" eSeSatane’ | o)

(¢ 57 €5 |9)

(a| Dy |8) = (3.30)

ausrechnen.
Dazu fiigen wir zwischen e und e~ die zusammen als Eins eingefiigt wurden
eine andere Eins

A
1=1[¢) (¢ + ) gl e Gy Q) (Bl Gy, -y, - (3:31)
n=1

ein und erhalten ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir Dy, in dem die n-
Teilchen-Dichtematrizen (v - - - v,| Dy, |p1 - - - pn) auftreten:

Abbildung 3.4: Die Bethe-Goldstone-Gleichung (2.84) summiert Zwei-
Teilchen-Leitern.
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(@l Di18) = (¢]e Safane®|o)

e &ple aﬁ (ne |gb) (3.32)

Die Matrixelemente (¢| a;. - - - a;f a,, -- -dplefg&;daeg |¢) konnen in einer Ent-
wicklung analog zuden Gleichungen (3.15, 3.16) berechnet werden.
Das Auftreten hoherer D, (n > 1) in der Einteilchendichtematrix bedeutet

das sie iterativ gelost werden muss [18].



Kapitel 4

LOosung der e° -Gleichungen

4.1 Losung der eS-Gleichungen in der SUB
2-Niherung

Ich beschreibe zuerst die Losung der es -Gleichungen in der SUB 2-N&dherung
S=85+S,.

Die Rechnungen wurden am Beispiel des Atomkerns von **O und 4°Ca durch-
gefiihrt. Als Wechselwirkungspotential Vi, wurden das Argonne V'14-Potential
(siehe [22]) und Argonne V18 ([9]) , Nijm1 ([23]) , Nijm2 ([24]) , Bonn A ([5])
, Bonn C ([25]) , CDBonn ([7]) verwendet. Zur Definition des unkorrelierten
Referenzzustandes ¢ betrachten wir eine geeignete Basis von Eigenfunktionen
zum harmonischen Oszillatorpotential

1
V(r)= §mu)7’2

Fiir Atomkerne mit der Massenzahl A geben Greiner und Maruhn [26] die
Faustformel fiir den Oszillatorparameter an

hw ~ 41MeV A5, (4.1)

Damit ist an jedem Kernrand R = roAé das gleiche Potential und es wird
somit eine konstante Tiefe eines Potentialtopfes simuliert . Nimmt man Aw
mit dieser Formel (4.1) so ergibt sich fiir 10

hw = 16.2

39
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Bestimmung der optimalen Oszillatorenergie
Argonne v14 : opt. Oszillatorenergie = 13
T i T

E[MeV]

12 14
OszillatorenergiefMeV]

Abbildung 4.1: Bestimmung des optimalen Oszillatorparameters hw = 13
fiir das Argonne V'14-Potential in der SUB 2-Néherung.

Der Parameter hw der Oszillatorfunktionen wurde bei den meisten Potentia-
len als 14MeV genommen, weil dies fiir einen so leichten Atomkern wie 60
besser geeignet ist. Beim Argonne V14- und beim CDBonn-Potential wur-
den das Energieminimum in Abhéngigkeit von Aw fiir die SUB 2-N#herung
bestimmt:

hw =13
fiir das Argonne V'14-Potential, siehe Abbildung (4.1) und
hw =17

fiir das beim CDBonn-Potential, sieche Abbildung (4.2).
Bei °Ca ergibt sich mit der Formel (4.1)

hw =12
Bei *°Ca wurde
hw = 10.5

genommen. Wenn wir 10 betrachten, sind nur die ersten drei Oszillator-

zustande besetzt:
OS%,Op%,Op% (4.2)

Wenn wir “°Ca betrachten, sind die ersten sechs Oszillatorzustinde besetzt:

OS%,Op%,Op%,Odg,LS%,Od% (4.3)
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Bestimmung der optimalen Oszillatorenergie
CDBonn : opt. Oszillatorenergie = 17
T T T

16 18 20
Ostzillatorenergie E[MeV]

Abbildung 4.2: Bestimmung des optimalen Oszillatorparameters hw = 17
fiir das CDBonn-Potential in der SUB 2-Naherung.

Bei Zweiteilchenzustinden die sich aus zwei (harmonischen Oszillator-) Ein-
teilchenschalenmodellzustdnden zusammensetzen hat man zwei Basiszusténde,
die durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten verbunden sind:

Fiir zwei Systeme mit den Drehimpulsen fl und fg lasst sich der Gesamt-

drehimpuls schreiben als L
J=J+Js. (4.4)

Fiir die Basiszustdnde des Gesamtsystems hat man nun zwei Moglichkeiten

e Man kann Eigenzustédnde zu den vier miteinander kommutierenden
Operatoren J;2, Jo2, Ji, und Jo, verwenden. Diese werden dargestellt
durch

|J1J2; mama). (4.5)

e Man beniitzt simultane Eigenzustdnde zu den vier miteinander kom-
mutierenden Operatoren J;2, Jy2, J? und J., dargestellt durch

[J2; ). (4.6)

Damit hat man zwei Séitze von Basiszustdnden, die das gleiche System
beschreiben. Es gibt eine unitdare Transformation, die diese beiden Satze mit-
einander verbindet:

[ada; dm) = DY {Gugas mamaljia; jm) | ada; mama), (4.7)

mi1  m2
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wobei die Vollstandigkeit

Z Z |J12; mima) (j1je; mame| = 1 (4.8)

mi msg

ausgenutzt wurde. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (j;ja; mima|j1ja; jm)
verschwinden, wenn nicht m = my + mo.

Bei der [S;] = 0-Gleichung fiir °0, Gleichung (3.13)
> (al T (8) (8] Ty 1) th al Uy [v)+{a| U i)+ (av| T3Ss [mv) =0

B
(4.9)
benutzt man die Basis |jjj2; mima), weil iiber v = (n,,l,, j,, m,,7,) sum-
miert wird. (,,, in (3.13) wird nun als h,,, bezeichnet, T} ist der kinetische
Energie Operator der nur auf den zweiten Zustand in |v,v), d.h. |v) wirkt.)
Dabei tritt (die bei '°0O diagonale) Energiematrix

A
how, = (W T 1) + Y (/| Vi [110/) (4.10)

und das Einteilchenpotential

<nozloc.jocma7-a| U |nV1lV1jV1mV1TV1> =
(4.11)

A . . . .
Z[/ <n0&lajamoz7_anulujumu7_u| U12¢2 |nV1 lVl]VImVl TV1nVlV]VmVTV>

auf. Das Einteilchenpotential ldsst sich mit Hilfe der Clebsch-Gordan-Koeffizienten
vereinfachen:

<nalajama7—a| U |nV1 lVlelmVlTl/1> = Zn,, lv,Jjvmy 1o, J,M, T Mt <jaj’/; JMUOJV; mam’/>
<jy1ju; TM jigis ) (33 7am, | L1 T My )
X <2 2 7_1/17_1/’%%; TMT> <nalozjanulV]VJMTMT| U12¢2 ‘nlll ll/1jl/1 nyleVJMTMT> .
(4.12)

wobei die andere Vollstédndigkeitsrelation
O ljvjagm) (jrjajml| = 1 (4.13)
7 m

ausgenutzt wurde. Mit Hilfe der zu den Clebsch-Gordan-Koeffizienten ver-
wandten 3j-Symbole (siehe z. B. [20, 21]) und deren Orthogonalitétsrelationen
kann man leicht zeigen, dass

1111 11 11 27 + 1
2 <22 Ty TMT> <22 gy TMT> ax Ly 1k
Tv,MT

(4.14)
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und genauso

o . . . 2J+1
> Gadvi TM v maimn) (o v TM oy iy i, my,) =

- 2 - 1 jozjul maMyq *
my,M Ja T

(4.15)
Wegen der Diagonalitéit in den Drehimpulsquantenzahlen j, m und der Pa-
ritidtserhaltung gilt fiir die besetzten Zusténde (4.2) von '°0 und den besetz-
ten Zustinden (4.3) von 1°Ca

(lomjaamomTa) = (llllajl/1>ml/177_l/1)‘ (416)

Damit sind bei “*Ca bei der Energiematrix zusétzlich zu den diagonalen
Ubergéngen auch noch Ubergénge zwischen v = 03% und v = 1s% moglich.

Fiir “°Ca wird Gleichung (4.9) folgendermassen modifiziert:

D A T18) (B W1 [11) =D huny {a By [p)+{al U [p1)+>  (aw| TSy [mv) = 0
’ ’ ’ (4.17)

Dieselben Argumente kann man auch auf die anderen Terme in der Einteil-
chengleichung aus [15] anwenden. Das Ergebnis ist, dass die Einteilchenglei-
chung nur Anregungen

(Mol o, M0, Ty | gl 70, L Jin My Ty ) (4.18)

mit ng, = 0,1, , so dass (ngly, ju, My, 7, | ein Teilchenzustand ist, erlaubt.
Bei der [S3] = 0-Gleichung werden Zweiteilchen-Zusténde im Schwerpunkts-
system genommen, weil die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung unabhéngig
von der Schwerpunktskoordinate des wechselwirkenden Paares ist. Beriicksich-
tigen wir im Moment nicht den Spin und den Isospin, so betrachten wir
Zusténde |nqlynglo LM ), wo die Bahndrehimpulse von Teilchen 1 und Teilchen
2 zum Gesamtdrehimpuls L koppeln, dessen Betrag L und dessen Projektion
auf die z-Achse M ist. Diese |nqlinglo LM )-Zusténde sind die Eigenzustidnde
des 2-dimensionalen harmonischen Oszillator:

ﬁ? 1 22 ]5% 1 22
(% + §mw U + % + émw 7”2) (F1F2|n1l1n2l2LM> = € <F1F2|7’L1l17l2[2LM>
Hos (F1F2|n1l1n2l2LM> = £ <F’1F2|n1l1n2l2LM>
mit

3 3
5:hw<2n1+l1+§+2n2+l2+§). (4.19)
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Der Vorteil des harmonischen Oszillators liegt darin, dass bei der Transfor-
mation auf Relativ- und Schwerpunktkoordinaten:

R= Y7 +7) (4.20)
F= -7 (4.21)
P= pi+p (4.22)
F= 5P — D) (4.23)

der Hamiltonoperator wieder die Form eines harmonischen Oszillators hat:

~

Hy= Z 4 tmw?? 4 2 4 2 B2 (4.24)

= gosrel + f{oscm- (425)

. 2 ﬂ . . . .
Der Hamiltonoperator H,s.c; = % + imuﬂfa der Relativkoordinaten ist ein

harmonischer Oszillator mit der Masse %. Der Hamiltonoperator I:L,scm =

f—; + mw?R? der Schwerpunktskoordinaten ist ein harmonischer Oszillator

mit der Masse 2m. Die Eigenzustdnde zu ﬁosrel + ﬁoscm sind die
ININALM) -

(Hosret + Hosem) [NINALM) = E |nINALM) (4.26)

E:M(2N+A+§+2n+l+g). (4.27)

Der Ubergang zwischen diesen beiden Basissystemen wird mit Hilfe der
Moshinskyklammern (nlNAL|nylinylsL) vollzogen:

[nINALM) = > (nINAL[nalinaly L) [nalingly LM) . (4.28)

ni,n2,l1,l2

Die Transformation ist unabhéngig von M. Wegen des Drehimpulserhal-
tungssatzes li + 1o = |+ A = L haben beide Zustinde das gleiche L. Wegen
des Energieerhaltungssatzes 2ny + [y + 2no + lo = 2n + 1+ 2N + A gibt es
noch eine weitere Beziehung zwischen den Quantenzahlen.

Die Transformation in den Ortsraum geschieht mit Hilfe des radialen Anteils
(rl|nl) der Oszillatorfunktion = R,;(r)

(FINALM| =" (rlnl) (e NALM| (4.29)

n

Der Ubergang von der Darstellung im Ortsraum zur Impulsdarstellung in der
z.B. die Bonn-Potentiale gegeben sind, geschieht nun folgendermassen:
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Da die Zweiteilchenkorrelationsfunktion Sag(r) (Q steht fiir die anderen
Quantenzahlen ausser der Bahndrehimpulsquantenzahl 1) fiir grosse Relati-
vabsténde r gegen 0 geht, entwickeln wir diese Funktion in einem vollstandigen
Orthogonalsystem von Funktionen in einer sphérischen Box mit Radius rg,,.

Ein geeignetes Funktionensystem fiir Funktionen mit Drehimpulsquan-
tenzahl [ sind die sphéarischen Besselfunktionen

(rlkal) = Naji(kar). (4.30)
Die Wellenzahlen k, sind so bestimmt, dass

jl(koerox) =0 (431)
und die Normierungskonstanten

L;@ 1=0
Nu = "Bor 4.32
z N 1~ 0 (4.32)
\/T%ow]lfl(kaTBoz)

sind so gewdahlt, dass
TBox
(ko l|ksl) = / r2dr Noyji(kar) Nayji(kgr) = Oug (4.33)
0

die Funktionen in der Box orthonormiert sind. Damit erhalten wir die Ent-

wicklung
Naim

Saqi(r) = > caNapji(kar) (4.34)
a=1

und die Funktion Sy (r) wird durch N, Entwicklungskoeffizienten ¢, cha-
rakterisiert. Bei der Wahl dieser Entwicklung muss also beachtet werden,
dass rpo; gross genug ist, so dass die Annahme Ssg(r) = 0 fiir 7 > 7p4,
gerechtfertigt ist. Ausserdem sollte Ny, so gewahlt sein, dass die Fourier-
transformierte dieser Funktion Ssg;(k) sicher 0 ist fiir Wellenzahlen k,, die
grosser sind als die maximale Wellenzahl k., die in der Entwicklung (4.34)
beriicksichtigt wird.

Die folgenden Abbildungen von der korrelierten Zweiteilchen-Wellenfunk-
tion (rNL(1s)jJT| U, |11 JT) ,, Gleichung (3.22), (fiir '°0 in der SUB 2-
Néherung) und der unkorrelierten harmonischen Oszillatorfunktion R, (r)
zeigen wie groB N, und rp,, gewéhlt werden miissen. Abbildung (4.3)
bis Abbildung (4.6) ist fir J = 0 und 7" = 1 und fir die Quantenzah-
len: N = 0,L = 0,5, = Sy, = Os1,vp = 0s1. Abbildung (4.3) stellt



4.1 LOSUNG DER €°-GLEICHUNGEN IN DER SUB 2-NAHERUNG 46

0.5

0.4 ~< Korreliert
c ———Unkorreliert (Oszillator)
R
€037 N,,.=30
>
5
< 027
=

0.1

0 . . : .
0 2 4 6 8 10

Abstand r [fm]

Abbildung 4.3: Diese Abbildung zeigt die korrelierte Zweiteilchen-
Wellenfunktion (rNL(1s)jJT| Wy |1, JT), fiir J = 0 und T = 1 und
fir die Quantenzahlen: N = 0,L = 0,%"; = 1S5, 1, = 0s1,10 = 0s1
und die unkorrelierte Oszillatorfunktion R,—o;—o. Die Abbildung zeigt dass
(rNL(ls)jJT| 0, |\t JT) . ab r ~ 8fm null ist und deshalb rp,, = 10fm
vollkommen ausreicht.

die korrelierte (rNL(ls)jJT| ¥y |11, JT) , -Funktion und die unkorrelierte
Oszillatorfunktion R,_o;—o dar. Abbildung (4.3) zeigt, dass rge, = 10fm
vollkommen ausreicht, weil (rNL(ls)jJT| Yy (1115 JT) , ab r ~ 8 fm null ist.

Die korrelierte Wellenfunktion in Abbildung (4.3) zeigt einen typischen
charakteristischen Verlauf:

e im abstossenden kurzreichweitigen Nukleon-Nukleon Wechselwirkungs-
bereich ist die korrelierte Wellenfunktion gegeniiber der unkorrelierten
Oszillatorfunktion unterdriickt.

e im anziechenden mittelreichweitigen Nukleon-Nukleon Wechselwirkungs-
bereich ist die korrelierte gegeniiber der unkorrelierten Wellenfunktion
verstarkt.

e fiir grosse Abstédnde ndhert sich die korrelierte Wellenfunktion der un-
korrelierten Oszillatorfunktion an.
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Abbildung 4.4: Diese Abbildung zeigt die Koeffizienten ¢; von Gleichung
(4.35) fiir die Quantenzahlen: N = 0, L = 0, %!l = 'Sg, vy = 0s1, 15 = 0s1
und J = 0 und T' = 1. Die Koeffizienten ¢ smd ab | = 20 sehr klein und
deswegen reicht Ny;,,, = 30 vollkommen aus.

In Abbildung (4.4) sind die Koeffizienten ¢; von

(rNL(1s)j JT| Sz (1102 JT) s = Y ciji(kr) (4.35)
!

dargestellt. Man sieht dal Ny, = 30 vollkommen ausreicht, weil die Koeffi-
zienten ¢; ab { = 20 sehr klein sind.

Abbildung (4.5) stellt die (rNL(1s)jJT| Wy |41, JT) ,, die mit
Ngim = 30, Ngim = 20, Ny, = 10 ausgerechnet wurden, gegeniiber.
Die (rNL(1s)jJT| U, |1 JT) 4 die mit Ny, = 30, Ngim, = 20 ausgerechnet
wurden sind nicht zu unterscheiden. Ng;,,, = 20 reicht also vollkommen aus,
Ngim = 10 dagegen nicht, weil sich eine andere Kurve ergibt.

Wiéhlt man rg,, grofer, so mufl man Ny, grofer wahlen, wie Abbil-
dung (4.6) zeigt: Die Entwicklungskoeffizienten ¢; sind bei rg,, = 15fm und
Ngim = 40 bei [ = 20 noch nicht vernachléssigbar.

Durch diese Diskretisierung des Ansatzes fiir Sagi(r) geht die Bestim-
mungsgleichung fiir Sy (r) in ein Gleichungssystem zur Bestimmung der ¢,
iiber.

Die Potentialmatrixelemente sind diagonal in den Betragsquantenzahlen J
und T des Gesamtdrehimpulses J und des Gesamtisospins T und unabhéngig
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Abbildung 4.5: Diese Abbildung zeigt die korrelierte Zweiteilchen-
Wellenfunktion (rNL(1s)jJT| Uy |41y JT) , fiir J = 0 und T = 1 und fiir
die Quantenzahlen: N = 0,L = 0,%"; = 1Sp 1y = 0s1,15 = 051 und fiir
Ngim = 30, Ngimn = 20, Ngir, = 10. Die beiden Kurven ;mt Ngimmn = 20 und
Ngim = 30 sind nicht zu unterscheiden und zeigen das Ng;,, = 20 vollkommen
ausreicht. Ng;,, = 10 reicht dagegen nicht aus, weil sich eine andere Kurve
ergibt.

von deren Projektionen M und My auf die z-Achse. Der Ubergang von der
Inina(lys1)71(lese)jo J MT M;) -Basis in eine Schwerpunktsbasis findet nun fol-
gendermassen statt: Die Umwandlung von der Drehimpulskopplung

h=h+# (4.36)

jg = f + 32 (437)

J=Ji+ jo (4.38)
in die Drehimpulskopplung

X= L+l (4.39)

§= 81+ 8 (4.40)

J= X+7 (4.41)

geschieht durch die 9j-Symbole:
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Abbildung 4.6: Diese Abbildung zeigt die Koeffizienten ¢; von Gleichung
(4.35) fiir die Quantenzahlen: N = 0,L = 0,%™], = 'Sy, 1, = 03%,1/2 =
Os% und J = 0 und T = 1. Die Koeffizienten ¢; sind fiir rg,, = 15fm
bestimmt worden. Verglichen mit den Koeffizienten ¢; von Abbildung (4.4)
die fiir rgo; = 10fm bestimmt wurden sind die ¢; nun fiir [ = 20 noch nicht

vernachléssigbar.

|ning(lile) A(s182)sJ MT M)

_ Z((11l2)/\(slsg)sJ|(1181)11(l232)j2<]>

X |n1n2(l131)j1 (ZQSQ)jQJMTMt>

mit

((Lila)A(s182)sJ[(1181) 71 (1252) ja )

= @2\ + 1)(2s + 1)(251 + 1)(2 + 1)] :

1

(4.42)
L s jl
la s2 72
A s J

(4.43)

Mit Hilfe der Moshinskytransformation gelangen wir danach zur Basis

InN(LI)AsJMTMy) .

(4.44)
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wobei die Betragsquantenzahlen des Gesamtbahndrehimpuls X =L+ nun
mit A bezeichnet erd Koppelt man drei Drehimpulse, d.h. Schwerpunkts-
bahndrehimpuls L , Relativbahndrehimpuls [ und Gesamtspin § zum Ge-
samtdrehimpuls j, so gibt es verschiedene Sdtze von maximal kommutieren-
den Operatoren und dadurch auch dquivalente Sétze von Eigenvektoren. In
unserem Fall ist das der Satz

2o, a2 :2 A_g - :,
J L1, 5 (L+ 1) (4.45)
mit den Eigenvektoren
InN(LI)AsJMTMr) . (4.46)
und der Satz
2 . 222 . .,
J L1 ,5, (149 (4.47)
mit den Figenvektoren
[nNL(ls)jJMTMr) ; (4.48)

Die Transformation zwischen diesen beiden sets von dquivalenten Eigenvek-
toren

InNL(Is)j JMTMy) =Y (L)AsJ|L(1s)j.J) [nN(LI)AsJMTMz) (4.49)

enthélt die 6j-Symbole:

((LU)AsJ|L(ls)5J)
G VORI S
s J g
(4.50)
Wir benutzen normierte antisymmetrische Zweiteilchenzusténde
]nalajanglgjﬁJMTMﬂA . Fiir sie gllt
|nalajangl5ngMTMT>A ==
%Fﬁnalajan/gl/gjﬂJMTMT) + (451)

(_1)ja+j,6+‘]+T ‘nﬁlﬁ]ﬁnalajat]MTMT” )

. . 1 .
mit ' = VIH0nangdiaigdiaig = fla,B) .

Daraus folgt mit der Abkiirzung

nglgisnalajad MTMy) , = |fa] MT M) , (4.52)
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|BaJ MT Mz) ,
= 55 F [|BaT MT My) + (=1)= 37+ a3 JMT Mr)]
= (=1)etiot T2 [|aBTMT My) + (= 1)+ | 3o JMT Mr) ]

= +(=1)Jets I+ 03T MT Mr) ,
(4.53)
Es verschwinden also die Kets |aa.J MT Mr) , fiir die der Faktor (—1)JetJot/+T
negativ ist. Weil die Einteilchenzusténde einen halbzahligen Drehimpuls j,
besitzen ist j, + jo ungerade und J + 7" muss auch ungerade sein, damit der
Zustand |aaJ MT Mr) , existiert.

Wir benutzen normierte antisymmetrische Zusténde [nN L(ls)jJMT Mr)
im Schwerpunkts- und Relativsystem. Fiir sie muss [ + s + 71" ungerade sein
. Damit nimmt die [Sy] = 0-Gleichung (3.14) folgende Gestalt an

(rNL(1s)j JT| (11 + Ty + Vi) s | (122) JT)
T+ (NL()IT] (S, S2 | (02)T) 4 by + 521 (040)JT) i)
- Zygz/ (rNL(ls)jJT| So |(vv")JT) 44 (V") JT| VigWo |(112) JT) 4
+ (rNL(1s)jJT| P(T} + T5) S, |(1112)JT) , (4.54)
+(rNL(1s)jJT| PVigWy |(111)JT) ,
= 20 (PNL(s)jIT| Via |(aB)JT) (| Wy [va) (5] W1 |vs) f (21, v2)
1 — P ist der selbstkonsistente Paulioperator mit

<$1x2’ P ‘aﬁ> = Zy <.271| \I;l ‘V> 51/04 <l’2’ﬁ>

(4.55)
+>, {<$2| Wy V) dup (z1|o) — D2, (21| W1 |v) dua (2| W1 [1') 51/5}
Im reinen Oszillatormodell ist gl =0 und \I}l ist
(21 Uy 1) = (21|11) (4.56)

und (v1| P |afB) ergibt sich zu
(| Plaf) = +0,,a0,,5. (4.57)
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Gleichung (4.54) wird nun fiir die bestimmten Quantenzahlen
V1, V2, J’ T

und

N?‘L?S?j? J7T’l

betrachtet, wobei die Abkiirzungen

Q = (N7L7S7j7 J7T)

und

~

Q= (N,L,s,7,J,T,v,v9)
bzw. wenn die Quantenzahlen vy, vy explizit angedeutet werden sollen
le,w = (N, L,s,7,J,T,v1,vs)
verwendet werden. Die linke Seite der Gleichung (4.54) lautet

(rNL(1s)j JT| (11 + Ty + V12)Sa | (122) JT)
+(rNL(ls)jJT| (32, S2 [(vv2) JT) 4 huw, + S2 [(1v) JT) 4 huwy)

Es werden nun Zusténde

|ka NL(ls)7JT)

= [ 7 r?dr |rNL(ls)jJT) (rNL(ls)j JT |ko N L(ls)j JT)

= Jo P r2dr [rNL(ls)j JT) Naji(kar)
benutzt fiir die die Vollstandigkeitsrelation

Zka,N,L,l,s,j,J,T (ko NL(1s)jJT) (ko NL(I3)jJT| = 1 (4.58)
gilt.
Weil Tl + Tg = Trel + Tcm ist folgt nach Einschub von
L= [kal@Q) (kalQ|

ka,l,Q
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vor der Klammer und Einschub von
L= [kal'Q) (ksl' Q|
kﬁ,l/,Q/
nach der Klammer ergibt
Zka,kg,l,l’ Naiji(kar)
daplur X [((kalQ] Trer |kgl' Q) + > n (NL| Tom, \N’L>) (kal'Q| Sa |1 JT) 4
-2 <hW1 (kal'Q| S |vwaJT) 4 + o, (ksl' Q| S |V1VJT>A>]
+ (kalQ| Vig |ksl' Q) (ksl'Q| Sa |11 JT) ,
=D kaigtpr Natji(kar)
SosOur X [(’gk; + 3 (NL| T WL)) (ksl'Q| S [ JT)
=52, (o (Bl'QI Sa |12 T) 4 + B, (s’ Q) S5 1w T) )]
+ (kalQ| Vig |ksl' Q) (ksl'Q| Sa |11 JT)

Die (kgl'Q| So [111aJT) , sind die gesuchten Koeffizienten

C81Qu, v,

von
(rNL(15)jJT| S5 [1112JT) , = (rlQ| S5 [r1nd T) 4 = 35 cyig,, i(kar)
Integration von links mit [; " r2dr N ji(kyr) liefert:
Dt
byt % [(RE+ 2N + L+ 3+ Yy (NL T IN'L) ) €0,
-2 (hm CUQuuy T hwzcﬁz'leuﬁ
+ (k@ Va2 [kl Q) ey, (4.59)
- [(%Qki 2N+ L+ 3+ Y vy (NL T |N'L>) ¢
— 2 (hmcvlc}m + hvvzcwlc?uw)]
+ Zk@,l’ (ki lQ[ Vi |kal' Q) CaUQyy

YQuy v

Das maximal zugelassene j ist in dem Programm zur Losung von (4.54), (4.9)

fiir %0 bzw. (4.17) fiir °Ca drei:

jrelmx =3
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Die maximal zugelassene Bahndrehimpulsquantenzahl 1 ist
lnaz = 4
Das beschrankt die gekoppelten Vi5-Matrixelemente
(ky1Q| Vaz [ksl'Q)
mit [" # [ auf drei:
(ko N L2 JT| Vig [kgNL=FHLIT) # 0

fiir T=0 bei

i Zagh et s (4.60)
fiir T=1 bei

25+1]. = 3P, 2s+1l;_ — 3R, (4.61)

Falls Vi3 in [ nichtdiagonal ist mufl genauso noch von links iiber

TBox
/ Tsznyl/jl/(k‘fyT’)
0

integriert werden und es entsteht eine zweite gekoppelte Gleichung fiir die

Koeffizienten ¢4, cg0:

) ~
<%k'2y + 2N —+ L -+ % + ZN’;&N <NL| Tcm |N,L>> C'yl/leﬂ

_ ZV <hw/1 Cvl/Qw’Q + hVVQC,yl/QV1V>
+ Zkﬁ,l (ky ' Q| Va2 [kl Q) CB1Qu, vy

Benutzt man nichtlokale Potentiale so sind auch im Ortsraum die Potential-
matrixelemente nicht diagonal und man hat gegeniiber den nichtdiagonalen

Matrixelementen
(k7 1Q| Viz |kl Q)
im Impulsraum nichts gewonnen.

Der vierte Term auf der rechten Seite lautet:

=D (rNL(1s)jJT| Via |(aB)JT) (o] W1 1) (B] U1 [) f (11, 12)
o
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Weil die ¥;-Matrixelemente nur ungleich null sind, wenn
loc == ll/17 ja - jl/17 My = mVl’ Ta — 7_,/1 ISt bZW.

wenn

lﬂ = ll/27 jﬁ - jy27 mﬁ - my2 5 Tﬁ = 7—1,2 fOlgt

- Zna,ng <TNL(ZS)]JT‘ Viz |(nalV1jV1nﬁlV2jV2)JT>
X <nalV1jV1mV1TV1| vy |V1> <nﬁlV2jV2mV2TV2| vy |V2> f(Vla V2)
Einschub der
L= ) |kal@Q) (kalQ)|
oy, Q
vor Vi, und Einschub der
L= > |ksl'Q) (ksl'Q|
kﬁ,l/,Q’
nach Vi, liefert
- Zna,ng,ka,kg,l,l/ Noji(kar) (kal@Q| Vi |kal' Q) (kpl' Q| (nalu, juy nplus i, ) I T)
X <nall/1.jl/1ml/17-1/1| Uy |V1> <n5ll'2jl/2m1/27-l/2| Uy |V2> f(Vlu VQ)
Fir (kgl'Q|(naly, junpli,ju, ) JT) ergibt sich
<kﬁl/Q|(naluljulnﬁlVQjVQ)JT>

= fOrBoz ;",‘2d7" <rQl/|(nalyljulnﬂlVle/g)JT> Nﬁl’]l’(kﬁr)
= >, Jo Frtdr (nQU|(naly, ju gl v, ) JT) Naw ji (kgr) Ry (1)

Insgesamt ergibt sich fiir den vierten Term auf der rechten Seite nach Inte-
gration iiber

TBox
/ r2drNﬂ,ljl(k:77‘)
0
von links:

- Zn&,ng,ka,kg,l’,n 60&’7 <kal@, ‘/12 |kﬁl,Q> <an/’(nalvlju1n5ll/2jl/2)‘]T>
X <7£all/1jl/1ml/17_v1| vy |V1> <nﬂll/2jl/2mv27-v2| vy |V2> f(Vla V2)

X fO Bow T2dT’Nﬁl/jl/(k‘5T)Rnl/ (T)

= Zna,ng,kg,l’,n <kj’le| Vi |kﬁl/Q> <anl|(zlall/ljmnﬁll/zjl/z)‘]T)

X <77T"alu1j1/1m1/17-1/1| \Ill |V1> <nﬁlu2jy2mz/27—u2| ‘Ill |V2> f(Vla VQ)

X f(] Bow TZdT‘Ngl/jl/(kZBT)Rnll (7’)

(4.62)
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Der erste Term auf der rechten Seite

=Y (rNL(1)§JT| Sy | (/) JT) g u (V) JT| Vi Wy 1105 T) 4
v<v/
ergibt nach Einschub der
L= [kslQ) (kslQ|
kg,l,Q

und Integration iiber

TBox
/ r2dr Nyji(kyr)
0

von links
= criy Jo T2 Ar Noji(kyr) Nt (k) gy 4((v0)JT| ViU |ty 1p JT
== ZVSV/ Cyl@ A<(VV,)‘]T| ‘/12\112 |V1V2<]T>A

Term2 und Term3 auf der rechten Seite werden umgeformt indem vor und
nach P die Einsen

1= Zagg [(B)JT) g4 ((B)JT|
1= Zafg,g' (/BN JT) gp (') T

eingeschoben werden:

Sy PNLAS)ITI@B)IT) 4 {(@B)IT| P @) T

X4 ((o/3)JT| (Th + T5) S + Vie Vs |1h1e JT) 4 A

S o Fot(r) (WN L) IT\(@B)IT) 1 {(@B)IT| P (0! 3)IT) o
Xa ((o/B")JT| (11 + T5)S2 + Via¥s (116 JT) ,

) 14.63)

Integration iiber

TBox
/ r2dr Noyji (kyr)
0
von links liefert:

ST QrBoz r2dr Ny ji (ko) Ry (1) <nANL(lAs)jAJT](OzB)AJT>A (4.64)
XA ((aB)JT| P (o/B)JT) g4 (/) JT| (T2 + 12) Sz + Via o [r11e JT) 4

o | T |a) (@B JT| Sy |t JT) , f(o, 3)

Der Term 4 ((o/3)JT| (Ty + Ty) S |12 JT) , berechnet sich als:
(o1 :
(BN T(8) («/BIT| Sz [1112JT) 4 (o, )

> a
+ D5
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Einschub von

L= |kslQ) (kslQ)|

k57l7Q
vor 5’2 liefert

Za,kﬁ,l,Q (o] 7? ) (3" JT |kplQ) Cﬁle(a/a 3
T Dpnguo BITIB) (& BIT|kalQ) co f (o, )
= Yarsron (@ITQ) [77 r2dr Naji(kr) Ru(r) (@B JT|nlQ) cuq f (o, B
+ Z@kml@n ca T >f0 Bor r2dr Ngiji(kar) R (r) (o BJT|nlQ) cunf (s 0)

34.65)

Der Term 4 ((o/3')JT| ViaWs [1114JT) , berechnet sich mit Einschub von

L= [kal@) (kalQ)|

ko l,Q
vor Vio und
L= )" [ksl'Q) (ksl' Q|
kBJ’vQ’

nach V5 als:

Zka,l,Q,kﬁ,l’ (B JTkolQ) (kalQ| Viz |kal' Q) (kal' Q| Uy (e JT) ,
= Zka,l,Q,kg,l/,n ((a'8")JTnlQ) forBoz T2d7’Naljz(/€a7")an(7“)
X <k§alQ| ‘/12 |k?@l/Q> <k3[3l/Q| \112 |V1V2JT>A

Mit \112 = SQ + \ijl fOlgt

2kttt (@ B)ITINIQ) [57° r2dr Noyji(Kar) R ()

4.66
X (kalQ| Viz kgl Q) cpg .

fiir den gQ—Term und fiir den \ifl-Term folgt

Zka,z,Q,kﬁ,lgn,a,g« o' B JT|nlQ) fer 2dTNal]l(ka7")Rnl(7")
o (halQ Vi [F51'Q) (ks QIS T) (0] ¥ o) (5110, [vs) o, 2)
— kal’Q’kﬂyl,’mnmnB’n,(( o' BN JTInlQ) fTB” r2dr Noji(kor) R (1) (4.67)
X (kalQ| Via kal' Q) (nalajamaTal Wi 1) (nglgjsmars| Uy 1)
x [y P r2dr Noy g (kgr) Ry (r) (01 Ql(nalajanslsis) JT) f(v1,v2)
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Nimmt man nun die linke Seite (4.59) und die Terme auf der rechten Seite
(4.62), (4.63), (4.64) mit (4.65) und (4.66), (4.67) so hat man die Matrixglei-
chung fiir die Koeffizienten Corgy-

Die Einteilchengleichung (4.9)(**O) bzw. (4.17)(*°Ca) ist ein nichtlineares
Gleichungssystem und wurde mit der Routine "newt” aus [19] gelost.

Die subroutine "newt” ist eine globale konvergente Methode zur Losung
eines nichtlinearen Gleichungssystem

F(@) =0 (4.68)
mit
fi
e
F=|" (4.69)
In
und
T
T2
= ' (4.70)
TN

Das Verfahren heisst global konvergent weil es immer gegen eine Losung &
konvergiert.

In der subroutine "newt” wird das Newtonverfahren mit dem global kon-
vergenten Minimumverfahren verbunden.

Beim eindimensionalen Newtonverfahren wird die Gleichung

fx)=0 (4.71)
dadurch gelost, dass f(x) approximiert wird:
f(x1) = f(zo) + f(xo)(xy —29) =0 (4.72)
und die daraus fiir z; folgende Gleichung
Tl = Ty — f(J:O) (473)

f'(x0)
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iteriert wird, startend vom Anfangswert xg

f (xn—l)
/ /(xn—l)
bis die Differenz z,, — x,,_1 kleiner ist als eine vorgegebene Schranke . Beim

N-dimensionalen Newtonverfahren tritt statt f'(z,_;)~! die Inverse der Ja-
cobimatrix J = (J;;) mit

(4.74)

Tpn = Tp—1 —

ofi
Ji: = 4.75
T (4.75)
auf: .
Ty =01 — J (T 1) F(T0_1) (4.76)

Das Newtonverfahren konvergiert oft nicht, wenn der Startwert 7y zu weit
vom Losungsvektor 7 fiir den Gleichung (4.68) gilt entfernt ist. Ist der Start-
wert oy gut konvergiert das Newtonverfahren sehr schnell. Beim Minimum-
verfahren wird das Minimum von

9(7) = Z‘fi(xly"'>$N)|2 (4.77)

durch Iteration gesucht. Der Vektor ¥ der ¢(#) minimiert ist natiirlich die
gesuchte Losung zu Gleichung (4.68). Man weiss, dass die Richtung mit dem
grossten Abfallen des Wertes von ¢ in & durch

—

—vy(Z) (4.78)

gegeben ist. Aus einem Startwert Z; bekomme ich einen Vektor Z; mit

9(71) < g(Zo) (4.79)
durch .
T = Ty — ayg(@) (4.80)
wobel o bestimmt wird aus
ha) = g(Z — av/g(T)) = Minimum (4.81)

Beim Minimumverfahren kann die konvergente Losung ¥ auch ein lokales
Minimum sein.

Bei der subroutine "newt” wird als erstes

67 = —J N (To) F(Z)) (4.82)
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aus dem Startwert &y bestimmt. Danach wird A (0 < A < 1) so bestimmt,

dass fir
T = Ty + \OT (4.83)

gilt:
9(1) < g(Zo) (4.84)

Das ist moglich, weil man weiss das 07 g erniedrigt:
9(T1) ~ (7o) + V9(To) A7 (4.85)
mit
g(70)07 = 2 (ﬁ(fO)J(fo)> (—J—l(;zo)ﬁ(f())) = 9FF <0  (4.86)
Mit diesem 77 rechnet man wieder ein 0 aus, danach ein neues 75 mit
9(Z2) < g(Z1) (4.87)

und fiithrt dass solange durch bis #,, — Z,,_1 kleiner ist als eine vorgegebene
Schranke €.

Diese Kombination von Newtonverfahren und Minimumverfahren in der
subroutine "newt” kann zwar gelegentlich ein lokales Minimum liefern, hat
aber oft Erfolg, wo dass Newtonverfahren alleine versagt.

Die Matrixgleichung Gleichung (4.54) und die Einteilchengleichung (4.9)(*60)
bzw. (4.17)(*°Ca) werden nach folgendem Muster geldst:

e Am Anfang werden Startwerte fiir die Matrixelemente (p| Sy [v) und
die Energiematrix h,,, angenommen:
Die beiden Gleichungen (4.9)(*°0) bzw. (4.17)(*°Ca) und (4.54) wur-
den im Oszillatormodell (p| ¥y |v) = 4, gelost, d. h. die Gleichungen
(4.9)(*°0) bzw. (4.17)(*°Ca) sind trivial erfiillt.

Fiir die h,,,, wurden fiir 190 folgende Werte genommen

hOS%OS% = _40
Bopyony = —25 (4.88)
hop,0p, = —18

2 2

die den experimentellen Werten fiir die Einteilchenenergien entspre-
chen. Fiir °°Ca wurden fiir die h,,,, Werte von fritheren Rechnungen
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mit dem BonnA-Potential genommen:

2
hop%0p3 - —42567

2
hop,op, = —39.578
"3 (4.89)
h0d50d5 = —23631
2 2
hlsllsl - —20076
2 2
hods0d, = —19.052
genauso wie fiir die Nichtdiagonalelemente h,,,:
hos,1s, = —11.483
z 2 (4.90)

2
his,0s, = —5.742
2 2

e Die Gleichung (4.54) wird im ersten Schritt nur mit dem 4. Term auf
der rechten Seite gelost.

e Mit den dadurch durch Gleichung (4.54) im Impulsraum ausgerechne-
ten Sag(k)-Funktionen konnen die ersten drei Terme auf der rechten
Seite ausgerechnet werden und bei *°Ca zusiitzlich die Terme auf der
linken Seite mit den nichtdiagonalen Energiematrixelementen h,,, .

e Die Sy (k)-Funktionen ergeben sich als iterative Losung, indem die im
n-ten Schritt ausgerechneten Saq (k)-Funktionen die Sag (k)-Funktionen
im n + 1-ten Schritt bestimmen und man die iterative Losung hat,
wenn sich alle aufeinanderfolgenden Syq(k)-Funktionen nicht merklich
unterscheiden.

e Mit diesen Sy (k)-Funktionen rechnet man das Einteilchenpotential U
und die T5S55-Matrixelemente aus.

e Mit diesem Einteilchenpotential U und den TQS’Q—Matrixelementen geht
man in die Einteilchengleichung (4.9)(*°0) bzw. (4.17)(**Ca) und rech-
net neue Matrixelemente (p| Sy |v) sowie eine neue Energiematrix h,,,
aus.

e Jetzt rechnet man physikalische Grossen aus, z. B. die Bindungsenergie
und den Radius. Wenn der Wert fiir die Bindungsenergie konvergiert,
d. h. sich von Schritt n (in dem beide Gleichungen (4.54),(4.9)(*°0O)
bzw. (4.17)(*°Ca) gelost werden) nach Schritt n + 1 (in dem beide



4.2 LOSUNG DER €°-GLEICHUNGEN IN DER SUB 3-NAHERUNG 62

Gleichungen (4.54),(4.9)(*%0) bzw. (4.17)(*°Ca) gel6st werden) nicht
merklich unterscheidet, hat man die konvergenten Grossen

(kN L(1s)j JMT Myp| Sy |1va JMT Mg 4 B, (p Sy V) (4.91)

bestimmt.

4.2 Lo6sung der eS-Gleichungen in der SUB
3-Niherung

Nachdem nun die Zweiteilchengleichung (4.54) und die Einteilchengleichung
(4.9)(*°0) bzw. (4.17)(*°Ca) in der SUB 2-Niiherung gelést wurden muss man
noch die Kopplung zur Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) einfiigen (Anmer-
kung: die x3 in der Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) sind die 'renormierten’
X3, sie ersetzen die urspriinglichen Vy3 Terme in der Einteilchengleichung
(3.13) und der Zweiteilchengleichung (3.14) durch Gx3 Terme, vergleiche die
G-matrix-Beziehung G¢ = VU, Gleichung (2.87)):
X3 taucht multipliziert mit der G-matrix G in der Einteilchengleichung (3.13)
als

<pl/1V2| GA23)A<§3 |l/l/11/2> (492)

bzw. in der Zweiteilchengleichung (3.14) als
(p1p2v] QGraxs’ vav) + (pr1pav| QGas5* [1hvsv) (4.93)
auf.

Genauer gesagt:

e in der Zweiteilchengleichung (3.14) tritt ein Drei-Teilchenpotential

Usy = Z <P1,02V| QGA13>A<:1>)3 |V1V2V> + Z <p1P2V| QGA23>A(§3 |V1V2V>

’ (4.94)
auf und die Losung der Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) lautet fiir das
Drei-Teilchen-Potential Usy ([17]):

U, = Y (pipov| XG(1+ X?SG)‘lXAV(ﬁg\ifl) P2
3

14

= > {p1pav] Yo A, (SoW1) vavsv) (4.95)

14
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mit dem Day’schen Permutationsoperator [27]

X = |231)(123] + [312) (123
= [123) (231 + |123) (312 (4.96)

und der Definition des s Operators

Vo= XG(1+ X%G)*lf( (4.97)
€3

e in der Einteilchengleichung (3.13) tritt ein Drei-Teilchenpotential

U31 = Z <,0V11/2’ QAGAQ:),)A(?)’ ’I/V1V2> (498)

viva

auf und die Losung der Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) lautet fiir das
Drei-Teilchen-Potential Usy:

U = Y ool 260+ X LG KA, (Sl) [y
3

1282}

= ) {pran| A, (520) [vin) (4.99)

viv2
mit der Definition des Y, Operators

V= XG0+ X9B6)1% (4.100)

és
in der gegeniiber dem Y3 Operator (4.97) am Anfang statt dem Day’schen
Permutationsoperator X (4.96) nun nur der erste Teil im Operator

~

X, = [231) (123
= ]123) (231 (4.101)

beriicksichtigt wird weil er im Gegensatz zum Usp-Potential nur die
G2 X33-Komponente von Gy herausgreift und nicht noch die G3y33-
Komponente die nur beim Uss-Potential auftritt.

Die Berechnung von G-Matrix-Elementen fiir endliche Kerne wurde moglich
durch Erweiterung der Techniken zur Losung der Bethe-Goldstone-Gleichung
auf endliche Systeme wie in [29] beschrieben wird.

Mit den in der SUB 2-Néherung ausgerechneten
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(kN L(ls)5J MT My| Sy |v1v5J MT My , und (p| Sy |v) kénnen die Y5 mit Hil-
fe der Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) ausgerechnet werden. Das Us;-Potential
(4.99) der Einteilchengleichung (3.13) und das Usy-Potential (4.95) der Zwei-
teilchengleichung (3.14) werden nun in einer neuen SUB 2 Iteration der Glei-
chungen (4.54), ((4.9)(*%0) bzw. (4.17)(*°Ca)) beriicksichtigt. Unterscheiden
sich aufeinanderfolgende SUB 2 Iterationen (mit jeweils neu ausgerechneten
Usi-, Use-Potentialen (4.99, 4.95)) nicht mehr voneinander, d. h. liefern die
gleichen Bindungsenergien und Radien, haben wir ¥ = ¢5 |¢) in SUB 3-
Néherung berechnet.

Bei der Losung der Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) taucht ein technisches
Problem autf:

Wir miissen zwischen verschiedenen Drei-Teilchen-Darstellungen wie in dem
Day’schen Permutationsoperator (4.96) und dem X;-Operator (4.101) wech-
seln. Eine relativ einfache Transformation zwischen den beiden Drei-Teilchen-
Zustéinden [231) und [123) des X;-Operators gibt es fiir die Einteilchen-
zustéande v der ebenen Wellen (geeignet fiir Kernmaterie) und fir die Einteil-
chenzustidnde v des harmonischen Oszillators (geeignet fiir endliche Kerne).

Die drei Teilchen werden durch drei Jakobikoordinaten beschrieben:

1. der Schwerpunkt R aller drei Teilchen:
R = \[4(@ + 0+ )

2. die Bewegung von Teilchen k relativ zum Schwerpunkt von Teilchen i
und j:

By = /2 — 33+ 7))

3. die relative Bewegung von Teilchen i zu Teilchen j:
i = /5@ — )

wobei (ijk) zyklisch sind.

Fiir die Einteilchenzustdnde des harmonischen Oszillators lauten nun die
Dreiteilchenzustéinde des X-Operators: [123) = |[12]3) = |{[n(ls)jt|N(L3)J}
TTNL I>.

In dieser Nomenklatur bedeutet weil die Relativbewegung von Teilchen 1 zu
Teilchen 2 betrachtet wird:

e das der Dreiteilchenzustand [123) durch die Quantenzahlen zur Jako-
bikoordinate 3 beschrieben wird:
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Beim

statt:

n ist die Prinzipal-Quantenzahl des harmonischen Oszillators von der
Relativbewegung von Teilchen 1 zu Teilchen 2

l ist die Bahndrehimpulsquantenzahl des harmonischen Oszillators von
der Relativbewegung von Teilchen 1 zu Teilchen 2

s ist die Gesamtspinquantenzahl von der Kopplung vom Spin von Teil-
chen 1 zum Spin von Teilchen 2

t ist die Gesamtisospinquantenzahl von der Kopplung vom Isospin von
Teilchen 1 zum Isospin von Teilchen 2

j ist die Gesamtdrehimpulsquantenzahl von der Kopplung vom Bahn-
drehimpuls mit dem Gesamtspin

das der Dreiteilchenzustand |123) durch die Quantenzahlen zur Jako-
bikoordinate ]3L3 beschrieben wird :

N ist die Prinzipal-Quantenzahl des harmonischen Oszillators von der
Relativbewegung von Teilchen 3 zum Schwerpunkt von Teilchen 1 und
2

L ist die Bahndrehimpulsquantenzahl des harmonischen Oszillators von
der Relativbewegung von Teilchen 3 zum Schwerpunkt von Teilchen 1
und 2

J ist die Gesamtdrehimpulsquantenzahl von der Kopplung vom Bahn-
drehimpuls mit Quantenzahl L mit dem Spin von Teilchen 3

das der Dreiteilchenzustand [123) durch die Quantenzahlen

J des totalen relativen Drehimpulses

7 der totalen relativen Dreiteilchenparitét

T des totalen Dreiteilchenisospins

N der Prinzipal-Quantenzahl des harmonischen Oszillators von der
Schwerpunktsbewegung aller drei Teilchen

L der Bahndrehimpulsquantenzahl des harmonischen Oszillators von
der Schwerpunktsbewegung aller drei Teilchen

I der Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses aller drei Teilchen
beschrieben wird.

X1 Operator (4.101) findet eine Transformation vom

Zustand [231) mit Jakobikoordinaten 7 und R; zum

Zustand [123) mit Jakobikoordinaten 7 und Rs

{[n(ls)JHIN (LT} T TN L 112311231 [0 (I's') £ IN'(L'Y) )} T TNL T>
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<{[n(ls)jIN(L3) JYT T | Xi[{[n'(Us)jVIN'(L'3) 'y T T>

die unabhingig ist von den Quantenzahlen N, £ der Schwerpunktsbe-
wegung aller drei Teilchen und der Quantenzahl I des Gesamtdrehimpulses
aller drei Teilchen. Ausserdem miissen die Quantenzahlen 7 des totalen re-
lativen Drehimpulses, 7 der totalen relativen Dreiteilchenparitdt und 7  des
totalen Dreiteilchenisospins fiir beide Zustédnde gleich sein. Um die Transfor-
mation zwischen diesen beiden Dreiteilchenzusténden herzuleiten geht man
folgendermassen vor

1. man koppelt Spins, Isospins und Bahndrehimpulse separat, indem man
Spins und Bahndrehimpulse voneinander entkoppelt:

<(ls)j(L%)Jj|
= (4.102)
Y oss <(l5)j(L%)Jj|(ZL))\(S%)SJ><(ZL))\(S%)SJ|
und
(s (L) T >
(4.103)

Sosg <ULHNSHST|Ws (L3I T> (VL)' L) ST>

2. man ordnet die Teilchen in beiden Zustédnden in der gleichen Reihenfol-
ge, die dazu notwendigen Vertauschungen &ndern die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten fiir die Isospin- und Spin-Kopplungen:
die Vertauschung beim Zustand |[23]1) zum Zustand |1]23]) liefert einen
Clebsch-Gordan-Phasenfaktor von (—1)%+5_S fiir den Spin und einen
Clebsch-Gordan-Phasenfaktor von (—1)2+7 fiir den Isospin.

Da die Transformationen (1(11)sS|(11)s'1S) fiir den Spin und
(3(ADtT)(55)¢'5T) fiir den Isospin folgende Gestalt haben, folgt fiir
den Spin (und genauso fiir den Isospin), siehe Gleichung (4.50)

(5(55)55153)5'55)

= (=1)zt2t2t5 /(25 ¥ 1)(25 + 1) {

DN |0 =
Ui
wn U

—

(4.104)

und es ergibt sich zusammen mit den Clebsch-Gordan-Phasenfaktoren
fiir den Spinanteil der Transformation <(IL)A(s3)SJ| (I'L")A(s'3)ST >

(_1)8\/(25+1)(23'+1){ é i}

D=0
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= (=1)°/(25+1)(28' + 1) {

I
(I NI
CD\ W
—

(4.105)

und eine entsprechende Formel fiir den Isospinanteil.

3. man sucht eine Transformation zwischen den Jakobikoordinaten 7, R
und den Jakobikoordinaten 773, ﬁgz
Diese lautet wie man mit der Definition der Jakobikoordinaten leicht
nachpriift folgendermassen:

- 3 _ 1 =
I ViV (- & (4.106)
i \/% 3 3

Die Transformationsmatrix ist dieselbe, wie die Transformation vom
Laborsystem zweier harmonischer Oszillatoren mit Masse my, Ortsko-
ordinate ; und Masse my, Ortskoordinate 75 und dem Massenverhélt-
nis 2 = d (d = 3 in Gleichung (4.106)) ins Relativ- und Schwerpunkts-
system der beiden harmonischen Oszillatoren. Die Transformation vom
Laborsystem der beiden harmonischen Oszillatoren mit Ortskoordina-
ten 71, 75 ins Schwerpunktssystem mit Relativkoordinate 7 und Schwer-
punktkoordinate R lautet also folgendermassen [28]:

N d 1 _
7\ Trd ~ V1 7
(é)— =Y i ( ) (4.107)
1+d 1+d

Die Talmi-Moshinsky-Klammer (nlNLX|nilinslo\), verbindet die Ei-
genzusténde der beiden harmonischen Oszillatoren (mit Massenverhélt-
nis 72 = d) im Laborsystem [nilinylyAM) mit den Eigenzustéinden
|nlN LAM ) im Schwerpuntssystem, vergleiche Gleichung (4.28),

ni1,n2,l,l2

Wenn ich nun um von der Transformation (nlN LA|n'l' N'L'X) zur Talmi-
Moshinsky-Klammer zu gelangen

e die Jakobikoordinate Rs spiegele und

e die beiden Koordinaten 73 und —ég vertausche
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gelange ich zu folgender Beziehung zwischen der gesuchten Transfor-
mation (nINLA|n'l'N'L'\) und der Talmi-Moshinsky-Klammer
(RINLAIN'L'n'U'\) 5

(MINLAWUN'L'A) = (= 1) (=)' "2 (nINLAIN'L'n/T N, (4.109)
wobei die Phasenfaktoren folgendermassen zustandekommen:

e (—1)¥ von der Spiegelung von R weil fiir den Winkelanteil der
harmonischen Oszillatorzustinde Yz (—Rs) = (=1 Ypr (R3)
gilt

e (—1)"*+L'=* als Clebsch-Gordan-Phasenfaktor von der Vertauschung
der Kopplung von I+ L= Xnach I + I/ = X

Benutzt man noch die folgende Vertauschungsrelation der
Talmi-Moshinsky-Klammer:

(RINLAIN'L'n'U'\), = (=1)" * (nINLA|n'U N'L") (4.110)

=

so folgt insgesamt fiir die gesuchte Transformation (nlNLA|n'l' N'L'\)

(MINLAW'UN'L'\) = (=1)" L (nINLA|n'I'N'L') (4.111)

W=

Fassen wir nun die Ergebnisse (4.105) und eine entsprechende Gleichung fiir
den Isospin und (4.111) zusammen erhalten wir folgende Beziehung fiir

AN (LY INTT] X[ (1) )N/ (L)) T T
{[ns) N (L) JYT T | X[ {['(Us")j'IN'(L'5) T Y T~ T >
E,\s <(Is)j(L3)JT|(IL)A(s5)ST> (nINLA|n'UN'L')
(—1)'+Ltstt, [R5+ 1)(25 + 1) { g s } (4.112)

(

W=

] 3
S s
1 1 !
N 1){ i 2 ’; } <(LYA(s'5) ST L)A(s'5)ST >
2

Wir gehen nun genauso wie oben vor um den zweiten Teil des X Operators
zu finden:

<{[n(ls)jtIN (LYY T TN L 113121231 [ (I's') £ |N"(L'Y) )"} T TNL T>

;{[n(ls)jt]N(L%)J}j”ﬂ XQ|{[’I’Ll<l/8/)jlt/]N/(L/%)Jl} JT>.

Beim X, Operator findet eine Transformation vom
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e Zustand |312) mit Jakobikoordinaten 7% und Ry zum

e Zustand |123) mit Jakobikoordinaten 73 und R

statt. Um die Transformation zwischen diesen beiden Dreiteilchenzustdnden
herzuleiten geht man folgendermassen vor

1. man koppelt Spins, Isospins und Bahndrehimpulse separat, indem man

Spins und Bahndrehimpulse voneinander entkoppelt, siehe Gleichungen
(4.102), (4.103).

2. man ordnet die Teilchen in beiden Zusténden in der gleichen Reihenfol-
ge, die dazu notwendigen Vertauschungen &ndern die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten fiir die Isospin- und Spin-Kopplungen:
die Vertauschung beim Zustand ([12|3| zum Zustand (3[12]] liefert einen
Clebsch-Gordan-Phasenfaktor von (—1)2 =5 fiir den Spin und einen
Clebsch-Gordan-Phasenfaktor von (—1)z+~7 fiir den Isospin.

Da die Transformationen ((31)s35]3(31)s'S) fiir den Spin und
(BDET|IEDET) fiir den Isospin folgende Gestalt haben, folgt fiir
den Spin (und genauso fiir den Isospin)

((

Sl
s .

und es ergibt sich zusammen mit den Clebsch-Gordan-Phasenfaktoren
fiir den Spinanteil der Transformation <(IL)A(s3)SJ| (I'L")A(s'5)ST >

CQ[\’)I»—I

= (-1)zF355 /(25 + 1)(25' + 1) {

N[ =0 | =

(4.113)

(—1)¥ /(25 +1)(2¢' + 1) {

CQI\DD—‘
VN
——

NWI= IFI=

= (-1D)"/(2s+1)(2¢ + 1) {

N =D =
0w
——

(4.114)

und eine entsprechende Formel fiir den Isospinanteil.

3. man sucht eine Transformation zwischen den Jakobikoordinaten 5, ]3@
und den Jakobikoordinaten 3, Rs:
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Diese lautet wie man mit der Definition der Jakobikoordinaten leicht
nachpriift folgendermassen:

7?2 1 - ég
S | = 4.11
(- %) i NE (%)
4 4
Wenn ich nun um von der Transformation (nlN LA|n'l' N'L'\) zur Talmi-
Moshinsky-Klammer zu gelangen

w
=

e die Jakobikoordinate R, spiegele und

e die beiden Koordinaten 73 und ﬁg vertausche

gelange ich zu folgender Beziehung zwischen der gesuchten Transfor-
mation (nINLA|n/I'N'L'\) und der Talmi-Moshinsky-Klammer
(RINLAIN'L'n'T'A) 5
(MINLAW'UN'L'A) = (=1)5(= )" 2 (INLAIN'L'n'U' ), (4.116)
wobei die Phasenfaktoren folgendermassen zustandekommen:
e (—1)L von der Spiegelung von R, weil fiir den Winkelanteil der
harmonischen Oszillatorzustéinde Yz (—Rg) = (—1)XY7p(Ry) gilt

o (—1)"*+L'=* als Clebsch-Gordan-Phasenfaktor von der Vertauschung
der Kopplung von I’ + L' = A nach L' +1' = A\

Benutzt man noch die folgende Vertauschungsrelation der
Talmi-Moshinsky-Klammer:

(NINLAIN'L'n'U'\), = (=1)"* (nINLA|n'U'N'L'), (4.117)
3
so folgt insgesamt fiir die gesuchte Transformation (nlNLA|n'l' N'L'\)

(MINLAW'UN'L'\) = (=)' (nINLA|n'I'N'L') (4.118)

wl=

Fassen wir nun die Ergebnisse (4.114) und eine entsprechende Gleichung fiir
den Isospin und (4.118) zusammen erhalten wir folgende Beziehung fiir

H{[n(ls)j)N(L3) JYT T | Xol{[n'(U's)j'VIN'(L'5) S} T*T >
<H{[n(ls)j)N(L3) YT T | X l{ [0 (Vs)jVIN'(L'5) T}y T T>

s <U8)(LHITIADA(s3)ST>
(_1)l’+L/+s +t’\/(2s+1 1){
\/(2t+1)(2t’+1){ } <('LA(s'3)STI(L)A(s'3)ST>

(nlNL)\|n’l’N’L’>
L1 } (4.119)
2 S

w|—

N[00 [ =
I
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Wir miissen unsere (kN L(Is)jJMTMyz| Sy |y MT My , Matrixelemente
vom Impulsraum in den harmonischen Oszillatorraum transformieren:

(nNL(1s)jJMTMy| Sy | vo JMT M) , (4.120)

bevor wir sie in der Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) beniitzen kénnen. Be-
nutzen wir die harmonische Oszillatorbasis der Einteilchengleichung (3.13)
und Zweiteilchengleichung (3.14) mit einer Oszillatorlinge von b = 2.526 fm
so sehen wir das die Entwicklung

(kN L(1s)j JMT My| Sy [1ve JMT Myp) , =
S rmas (klnY, (nN L(ls)j JMT Mg| Sy e IMTMz) ,  (4.121)

mit Entwicklungskoeffizienten (k|n), schlecht konvergiert, siehe Abbildung
(4.7), (rote Kurve: ny,q, = 30, griine Kurve: n,,,, = 40).

Benutzt man dagegen eine harmonische Oszillatorbasis mit einer Oszilla-
torlange von b = 1.1 fm so erreicht man schon mit einem 7,,,, von 30 (rote
Kurve) perfekte Ubereinstimmung und braucht gar keine Entwicklung bis
Nmar = 40 (griine Kurve) beriicksichtigen, siehe Abbildung (4.8).

Die Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) wurde einmal mit der Oszillatorlange
und Oszillatorbasis der Einteilchengleichung (3.13) und Zweiteilchengleichung
(3.14) gelost und einmal mit einer Oszillatorbasis (Oszillatorlédnge) in der die
in die Bethe-Faddeev-Gleichung (3.28) eingehenden

(kN L(1s)j JMT Myp| Sy [1ive JMTMyz) , und (p| S |v)-Matrixelemente, Glei-
chung (4.91) am besten beschrieben werden.
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Abbildung 4.7: Gegeniiberstellung von (kN L(ls)jJMTMy| Sy |1ive JMT My) ,
(schwarze Kurve) und seinen Entwicklungen nach harmonischen Oszillator-
funktionen, Gleichung (4.121), mit Ny, = 30 (rote Kurve) und n,q, = 40
(griine Kurve) fiir eine Oszillatorldnge von b = 2.526 fm.
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Abbildung 4.8: Gegeniiberstellung von (kN L(1s)j.J MT Mr| Sy |vveJ MT My)
(schwarze Kurve) und seiner Entwicklung nach harmonischen Oszillator-
funktionen, Gleichung (4.121), mit np.. = 30 (rote Kurve) fiir eine
Oszillatorlange von b = 1.1 fm. Aus der Abbildung ist ersichtlich das

Nmaz = 30 fiir diese Oszillatorlinge in Gleichung (4.121) vollkommen
ausreicht.



Kapitel 5

Ergebnisse

5.1 Energie und Radius der Atomkerne

Als ein erstes Ergebnis der Untersuchungen mit der Exponential-S-Methode
werden in diesem Abschnitt die Ergebnisse entsprechender Rechnungen fiir
die globalen Eigenschaften der Atomkerne diskutiert: die Bindungsenergien
und die Radien. Dazu sind in der Abb. 5.1 erste Resultate fiir diese Groien
am Beispiel des doppelt magischen Kernes 0 dargestellt. Zunichst dis-
kutieren wir die Ergebnisse, die in der SUB 2 Niherung fiir verschiedene
realistische Modelle der NN Wechselwirkungen erzielt wurden. Diese sind
durch die offenen Symbole (Rechteck und Kreis) dargestellt. Als Referenzzu-
stand ® wurden bei diesen und den im folgenden diskutierten Rechnungen,
eine Slaterdeterminante aus Oszillatorfunktionen gewéhlt, wobei der Oszil-
latorparameter entsprechend den Ausfithrungen im Abschnitt 4.2 optimiert
wurde.

Wie bereits im Abschnitt 3 diskutiert wurde, entspricht diese SUB 2
Néherung weitgehend der Brueckner-Hartree-Fock (BHF) Approximation.
Im Vergleich zur Bethe-Goldstone Gleichung der BHF Approximation enthélt
die entsprechende SUB 2 Gleichung (3.14) allerdings noch den Term fir die
Loch-Loch Leitern (SyPVioW, in Gleichung (3.14)). Dieser Beitrag ist aber
insbesondere fiir leichte Atomkerne wie 10 von untergeordneter Bedeutung,
so dass es nicht verwunderlich ist, dass die in Abb. 5.1 dargestellten Ergeb-
nisse den entsprechenden Resultaten von BHF Rechnungen [1, 2] sehr &hnlich
sind. Auch fiir diese SUB 2 Néherung findet man, dass man mit keinem der
realistischen NN Wechselwirkungen gleichzeitig die Gréfle und die Energie

73
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Energie und Radius von 0

SUB2 und SUB3 Approximation
-4
I ' I ' I

O Argvl4d

m]

\

Cd-Bonn g

Energie pro Nukleon [MeV]

Exp.

9 ‘
2.3 24 25 2.6 2.7 2.8
Radius [fm]

Abbildung 5.1: Energie/Radius von O berechnet fiir das Argv14 (Kreis-
symbole) - und das CDBonn - Potential (Quadrate) in der SUB 2 Néherung
(offene Symbole) und unter Beriicksichtigung von 3-Teilchen Korrelationen
(SUB 3 Néherung, dargestellt durch gefiillte Symbole).

der Atomkerne reproduzieren kann. Weiche nichtlokale Wechselwirkungen
wie das CD-Bonn Potential liefern eine gréflere Bindungsenergie etwa -6.4
MeV pro Nukleon zeigen aber gleichzeitig ein Ergebnis fiir den Radius der
Ladungsverteilung von etwa 2.4 fm, der deutlich unter dem experimentellen
Wert von 2.7 4+ 0.05 fm liegt. Die harteren Modelle der NN Wechselwirkung,
die man typischerweise aus einem lokalen Ansatz fiir das Potential erhélt wie
z.B. Arg V14, liefern eine gute Ndherung fiir den Radius aber zu dem Preis,
dass die Bindungsenergie viel zu klein ausfillt.

Dieses Verhalten entspricht der Situation der sogenannten Coester Ban-
de fiir die Vorhersagen des Sattigungspunktes der Kernmaterie [3]. Auch im
Fall der Kernmaterie liefern lokale Potentiale den Sattigungspunkt in der
Néhe des empirischen Wertes fiir die Sattigungsdichte der Kernmaterie al-
lerdings bei zu niedriger Energie, wiahrend nicht-lokale Potentiale zu einer
hoheren Bindungsenergie fithren allerdings bei einem Ergebnis fiir die Sétti-
gungsdichte, der etwa doppelt so grof§ ist wie der empirische Wert.
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Energy/A [MeV] Radius [fm]

Exp. -8.55 3.450
SUB 2 -8.78 2.898
SUB 3 -9.17 2.916
SUB 3 (XGX) 29.01 2.935
SUB 3 (opt. b) -9.34 2.909

Tabelle 5.1: Energie pro Nukleon und Radius fiir **Ca berechnet mit dem
CD Bonn Potential. Die experimentellen Werte werden mit Resultaten aus
verschiedenen Néherungen verglichen, siehe Diskussion im Text.

Ein zentrales Ziel dieser Arbeit ist es deshalb zu untersuchen, ob die
Berticksichtigung von 3-Teilchen Korrelationen zu einer Auflésung dieses Di-
lemmas der Coester Bande beitragen. Ergebnisse der SUB 3 Néherung sind
durch die gefiillten Symbole in Abb. 5.1 dargestellt. Fiir beide betrachteten
Wechselwirkungen liefert die Beriicksichtigung von 3-Teilchen Korrelationen
eine Vergroflerung der Bindungsenergie und gleichzeitig eine Vergroflerung
des berechneten Radius. Diese Korrelationen fiitheren also zu einer Modifi-
kation der Ergebnisse, die von der Coester Bande wegfiihrt in Richtung auf
den experimentellen Wert. Allerdings ist der Effekt zu klein.

Der Einfluss der 3-Teilchenkorrelationen auf die Eigenschaften des Grund-
zustandes von °O ist im Fall des Arg V14 Potentials ein wenig grofier
als im Fall der CD Bonn Wechselwirkung. Dies ist dadurch zu erkléren,
dass im Fall des steiferen Arg V14 Potentials ja auch der Beitrag der 2-
Teilchenkorrelationen grofler ist als im Fall des weicheren CD-Bonn Potenti-
als.

Entsprechende Resultate ergeben sich auch fiir *°Ca, wie man aus der
Tabelle 5.1 entnehmen kann. Auch in diesem Fall fithrt die Beriicksichtigung
von 3-Teilchen Korrelationen in der SUB 3 Ndherung zu einer hoheren Bin-
dungsenergie und einem groéferen Wert fiir den Radius.

Bei der Losung der 3-Teilchen Gleichung (3.28) wurden verschiedene
Néherungen betrachtet. Neben der vollstandigen Losung der 3-Teilchen Glei-
chung sind in der Tabelle 5.1 auch Ergebnisse angegeben fiir eine Néhe-
rung, bei der diese vollstindige Losung durch die Terme in zweiter Ord-
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nung Storungstheorie angenéhert sind. Wir approximieren also z.B. den 3-
Teilchenterm in der Zweiteilchen Gleichung durch

U32 = Z <p1p27/’ XGAXAV(SQ‘Ayl) |l/1V2V> (51)

v

Diese Ergebnisse sind durch die Bezeichnung “XGX” gekennzeichnet. In
diesem, wie auch in anderen Féllen, zeigt sich ,dass die storungstheoretische
Néherung, eine recht brauchbare Néaherung liefert.

Wie bereits im Kapitel 4 diskutiert wurde, 16sen wir die 3-Teilchen Glei-
chung in einer Basis von Oszillatorfunktionen. Die Darstellung der 2-Teilchen
Korrelationsfunktion in der Oszillatorbasis, in der die Einteilchenfunktionen
optimal dargestellt werden, konvergiert aber nur sehr schlecht (siehe Abb.
4.7 und dazugehorige Diskussion). Alternativ kann man die Oszillatorldnge
fiir diese Basis so anpassen, dass die Darstellung der 2-Teilchen Korrelati-
onsfunktionen optimiert wird (siehe z.B. Abb. 4.8). Leider hingen die Er-
gebnisse von der Wahl der Ostzillatorbasis ab. In beiden Féllen und auch fiir
andere Oszillatorbasen, die in der Untersuchung betrachtet wurden, fiihrt
die Berticksichtigung der 3-Teilchen Korrelationen zu einer signifikanten Ver-
groflerung der berechneten Bindungsenergie und des berechneten Radius mit
einer gewissen Streuung der Ergebnisse in Abhéngigkeit von der Wahl der
Basis der 3-Teilchenzusténde. Diese Streuung der Ergebnisse muss als ein
Ma# fiir die numerische Genauigkeit der Rechnungen angesehen werden.

In der Tabelle 5.2 sind die entsprechenden Ergebnisse fiir den Atomkern
160 aufgelistet. In diesem Fall wurden Rechnungen sowohl fiir das CD Bonn
Potential als auch fiir die Argonne V14 Wechselwirkung durchgefiihrt. Die
Ergebnisse entsprechen den bereits diskutierten Ergebnissen fiir °Ca. Die
Effekte der 3-Teilchen Korrelationen sind, wie ja bereits oben diskutiert,
etwas stiarker ausgeprégt im Fall des steiferen Argonne V14 Potentials.

5.2 Zwei-Teilchen Korrelationen

Bei einem Hamiltonoperator, der neben der kinetischen Energie der Nukleo-
nen nur eine Zweiteilchenwechselwirkung beriicksichtigt, gehen in die Berech-
nung des Erwartungswertes fiir die Energie direkt nur die Ein- und Zweiteil-
chendichten ein. Die oben diskutierten Effekte der Drei-Teilchen Korrela-
tionen auf die berechneten Bindungsenergien ergeben sich also nur indirekt
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CD Bonn Arg V14
E/A [MeV] R [fm] | E/A [MeV] R [fm)]
Exp. -7.98 2.70
SUB 2 -6.31 2421 -4.75 2735
SUB 3 -6.96  2.445 -5.50  2.780
SUB 3 (XGX) -5.40  2.774
SUB 3 (opt. b) -6.76  2.386 -5.26  2.681

Tabelle 5.2: Energie pro Nukleon (E/A) und Radius (R) fiir 'O berech-
net mit dem CD Bonn Potential und dem Argonne V14 Potential. Die ex-
perimentellen Werte werden mit Resultaten aus verschiedenen N&dherungen
verglichen, siehe Diskussion im Text.

_ —n 3 —y —
N=0L=0,"S ,v,=v,=1
ARGonnevi14 , hw =13

0.03 ‘ i
// N
N — S,(K) 2body equation .
,'...-'-,v\\ .o SK) 2+ 3 (Y =XGX) body eq.
0.02 [ “\ |-- S,k 2+3body eq. n
0.01F
<
U)N
0
-0.011
-0.02

Abbildung 5.2: S, Funktion in der Impulsdarstellung fiir **O. Die Quan-
tenzahlen entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2.
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Abbildung 5.3: S, Funktion in der Impulsdarstellung fiir *°*O. Die Quan-
tenzahlen entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2.

dadurch, dass diese Drei-Teilchen Korrelationen die Ein- und Zweiteilchen-
dichten modifizieren. In diesem Abschnitt diskutieren wir am Beispiel des
160 den Einfluss der Drei-Teilchen Korrelationen auf die Zwei-Teilchen Kor-
relationsfunktionen

(NL(1s)jJT|So |11 JT) 4 . (5.2)

Zunichst betrachten wir nur Ergebnisse, die mit Argonne V14 Potential er-
zielt wurden.

Als erstes Beispiel ist in Abb. 5.2 die Impulsdarstellung dieser S, Korrela-
tionsfunktion fiir den Fall 1 = v, = 1 (also dem s/ Zustand), J =1,T =0,
N =L=0,1=0und s = 1 dargestellt. Es zeigt sich, dass die Beriicksich-
tigung der Drei-Teilchen Korrelationen zu einer Verstarkung der Amplitude
insbesondere bei kleineren Impulsen & < 2 fm™! fithrt. Dies gilt sowohl fiir
den Fall, dass die volle Bethe-Faddeev Gleichung gelost wird als auch fiir
den Fall, dass wir lediglich die Ndherung der Stérungstheorie (Y=XGX) be-
nutzen. Das gleiche gilt auch fiir die entsprechende [ = 2, s = 1 (also 3D;)
Komponente, die ja mit der 25, Partialwelle iiber das Tensorpotential ver-
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Abbildung 5.4: S, Funktion in der Ortsdarstellung fiir *°O. Die Quanten-
zahlen entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2.

kniipft ist (siehe Abb. 5.3).

Transformiert man diese Korrelationsfunktionen in die Ortsdarstellung,
so erhilt man fiir die 3S; Partialwelle das charakteristische Verhalten (sie-
he Abb. 5.4): Die Amplitude der Relativwellenfunktion wird bei kleinen
Abstéanden (r < 0.8fm) reduziert und bei mittleren Abstinden (0.8 < r <
2fm) verstarkt. Dies reflektiert die kurzreichweitigen repulsiven Komponen-
ten, beziehungsweise die attraktiven Beitrige der NN Wechselwirkung bei
mittleren Reichweiten. Die Drei-Teilchen Korrelationen fiithren zu einer Ver-
starkung der Amplitude der Wellenfunktion insbesondere im attraktiven Be-
reich der Wechselwirkung. Auch die Tensorkorrelationen in der 3D; Partial-
welle (siehe Abb. 5.5) erfahren eine Verstiarkung im Bereich mittlerer Rela-
tivabsténde.

Dies gilt nicht nur fiir die 3S; - 3D; Partialwellen der Korrelationsfunk-
tionen. Ganz dhnliche Effekte findet man auch z.B. in den 'S, Partialwellen,
die in Abb. 5.6 (Impulsdarstellung) und Abb. 5.7 (Ortsdarstellung) darge-
stellt sind. In diesem Fall betrachten wir die 5’2 Funktion fir v; = vy = 2
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Abbildung 5.5: Sy Funktion in der Ortsdarstellung fiir

zahlen entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2.

160. Die Quanten-
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Abbildung 5.6: S, Funktion in der Impulsdarstellung fiir *°*O. Die Quan-
tenzahlen entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2.

(also dem pg/p Zustand), J =0, T =1, N=1, L =0,l=0und s = 0.

Als néchstes betrachten wir die Unterschiede in den Korrelationsfunktio-
nen, die sich durch die unterschiedlichen Wechselwirkungen ergeben. Auch
hier beschrénken wir uns auf das Beispiel des Atomkerns '¢O. In der Abb. 5.8
finden wir wieder die Impulsdarstellung der 2S; Partialwelle fiir den Fall
vy = vp = 2 (also dem p3p Zustand), J =1, T =0, N =1, L =0,1=0
und s = 1. Bei dem Vergleich fillt auf, dass die Amplituden der mit dem
Argonne V14 berechneten Korrelationsfunktionen signifikant grofier sind als
die mit dem CD Bonn Potential berechneten. Dies gilt insbesondere auch fiir
die hoheren Impulskomponenten, also in dem Bereich, wo der Einfluss der
Drei-Teilchen Korrelationen auf die S, Funktion vernachlassigbar ist.

Entsprechendes gilt auch fiir die 3D, Partialwelle, wie man am Beispiel
der Abb. 5.9 sehen kann, wo Ergebnisse fiir den Fall v; = v, =1, J = 1,
T =0 N=0,L=0,1=2nund s = 1 dargestellt sind. Diese S, Funk-
tionen beschreiben die Abweichungen der entsprechenden Relativfunktionen
von den unkorrelierten Referenzfunktionen, also Oszillatorfunktionen. Die
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Abbildung 5.7: S, Funktion in der Ortsdarstellung fiir 0. Die Quanten-
zahlen entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2.
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Abbildung 5.8: S, Funktion in der Impulsdarstellung fiir *°O. Die Quan-
tenzahlen entprechen den Quantenzahlen in Gl. 5.2. Vergleich von Argonne
V14 mit CD Bonn Potential.
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Abbildung 5.9: S, Funktion in der Impulsdarstellung fiir *°O. Die Quan-
tenzahlen entprechen den Quantenzahlen in Gl. 5.2. Vergleich von Argonne
V14 mit CD Bonn Potential.
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35, und 3D; Funktionen spiegeln also die Quasideuteron Funktionen von
Protonen und Neutronen im Atomkern wieder. Deshalb kénnen wir auch die
Amplituden in den S, Funktionen direkt im Vergleich setzen zu den entspre-
chenden Impulskomponenten des freien Deuterons. Im Fall des freien Deute-
rons zeigten die Analysen von Miither und Polls [2], dass lokale Potentiale wie
das Argonne V14 zu groBeren Amplituden in der Deuteron Wellenfunktion
bei hohen Impulsen fiihrte als nichtlokale Potentiale wie das CD Bonn. Dies
fithrte zu entsprechend hoheren Erwartungswerten fiir die kinetische Ener-
gie. Die Potential Unterschiede in den S, Funktionen bei den hohen Impulsen
kénnen wir also direkt auf die Ergebnisse fiir das freie Deuteron beziehen.

Ahnliches gilt aber auch fiir die 'S, Partialwelle, wie wir am Beispiel der
Impulsdarstellung der S, Funktion in Abb. 5.10 sehen kénnen. Dargestellt
ist in dieser Abbildung der Fall vy =, =1, J=0,T=1,N=L=0,1=0
und s = 0. In dieser Partialwelle gibt es keinen gebundenen Zustand fiir zwei
freie Nukleonen. Es zeigt sich aber auch hier, dass das nicht-lokale Potential
CD Bonn zu kleineren Amplituden in der S, Funktion bei hohen Impulsen
fithrt, als das lokale Argonne V14 Potential.

In allen Féllen, in den in den Abb. 5.8, 5.9 und 5.10 dargestellten genau
so, wie in den Féllen, die hier nicht explizit dargestellt sind fiihren die Drei-
Teilchen Korrelationen nur zu Modifikationen der S, Funktion bei niedrigen
Impulsen. Diese Effekte der Drei-Teilchen Korrelationen sind generell etwas
grofler im Fall des Argonne V14 als im Fall des CD Bonn Potentials.

In den Abbildungen 5.11, 5.12 und 5.13 sind Korrelationsfunktionen fiir
die Partialwellen 3S;, 3D; und 1Sy in der Ortsdarstellung dargestellt. In den
Partialwellen mit [ = 0 findet man systematisch, dass die mit dem CD Bonn
Potential berechneten Amplituden vom Betrag her deutlich kleiner sind als
die mit dem Argonne V14 berechneten Werte. Dies gilt besonders fiir den
Grenzfall kleiner Relativabstédnde. In diesem Fall ist die Sg Funktion ein Maf3
dafiir, wie sehr die Relativfunktion der Nukleonen durch die repulsiven kurz-
reichweitigen zentralen Komponenten der NN Wechselwirkung unterdriickt
wird. Aus diesen Ergebnissen kann man also den Schluss ziehen, dass die
zentralen Komponenten des CD Bonn Potentials weicher sind als die der
Argonne V14 Wechselwirkung. Aber auch in der 3D; Partialwelle ergeben
sich deutlich groflere Amplituden fiir das Argonne V14, als fiir das CD Bonn
Potential. Damit sind also auch die Tensorkomponenten im Argonne V14
Potential stiarker als im CD Bonn Potential, ein Ergebnis, das ja auch durch
die Untersuchungen am freien Deuteron bestétigt sind [2].

Zum Abschluss dieses Unterabschnittes soll die Frage aufgegriffen wer-
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Abbildung 5.10: S, Funktion in der Impulsdarstellung fiir 0. Die Quan-
tenzahlen entprechen den Quantenzahlen in Gl. 5.2. Vergleich von Argonne
V14 mit CD Bonn Potential.

den, wie die Korrelationsfunktionen vom Medium, also dem jeweiligen Atom-
kern abhédngen. Dazu sind in den Abbildungen 5.14, 5.15 und 5.16 Beispiele
fiir Zwei-Teilchen Korrelationsfunktionen in den 25;, 2D, und 'S, Partialwel-
len in der Impulsdarstellung gegeben. Verglichen werden S, Funktionen, die
mit dem CD Bonn Potential fiir 10 und “°C'a mit und ohne Beriicksichti-
gung von Drei-Teilchen Korrelationen berechnet wurden. Insgesamt fallt auf,
dass Amplituden der Korrelationsfunktionen Sy fiir “°C'a deutlich kleiner
sind als im Fall des 0. Verantwortlich dafiir sind sicher auch die folgenden
Uberlegungen zur Energie: Die Einteilchenzustéinde sind im Fall des “Ca
stirker gebunden als im Fall des 0. Im Rahmen der Brueckner Theorie
fithrt dies in der Bethe-Goldstone Gleichung zu Energienennern, die im Falle
des °C'a vom Betrag her grofer sind als fiir die entsprechende Zusténde im
160. Diese grofieren Energienenner fithren zu einer Unterdriickung der Korre-
lationseffekte. Diesen Effekt hat man in der Brueckner Theorie als dispersive
Unterdriickung (dispersive quenching [1]) bezeichnet. Ein entsprechender Ef-
fekt ergibt sich natiirlich auch fiir die Losung der Zwei Teilchen Gleichung
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Abbildung 5.11: S, Funktion in der Ortsdarstellung fiir 1°O. Die Quanten-
zahlen entprechen den Quantenzahlen in Gl. 5.2. Vergleich von Argonne V14
mit CD Bonn Potential.

im Rahmen der hier benutzten Exponetial S Methode.

Zu dieser dispersiven Unterdriickung tritt in der Brueckner Theorie auch
noch eine Pauli Unterdriickung (Pauli quenching) von Korrelationeffekten
hinzu. Diese Pauli Unterdriickung wird in der Bethe-Goldstone Gleichung
durch die Wirkung des Pauli Operators hervorgerufen. Ein entsprechender
Effekt macht sich auch in der Losung der Sy Gleichung bemerkbar. Auch hier
erfolgt eine Orthogonalisierung der Korrelationsfunktionen zu den besetzten
Zustdnden. Konsequenzen dieser Pauli Unterdriickung finden sich insbeson-
dere in Abb. 5.14. Bei kleinen Impulsen fiihren sie im Falle des “°Ca zu
zusitzlichen Knoten im Vergleich zu *¢O.

Diese Unterdriickungsmechanismen machen sich natiirlich auch in der
Ortsdarstellung der Sy Funktionen bemerkbar. Beispiele dazu sind in den
Figuren 5.17, 5.18 und 5.19 gegeben.
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Abbildung 5.12: S, Funktion in der Ortsdarstellung fiir 1°O. Die Quanten-
zahlen entprechen den Quantenzahlen in Gl. 5.2. Vergleich von Argonne V14
mit CD Bonn Potential.

5.3 Ein-Teilchen Dichten

Die Beriicksichtigung von Drei-Teilchen Korrelationen beeinflusst die Berech-
nung der Ein-Teilchendichte auf zwei verschiedenen Wegen. Einerseits liefert
der Drei-Teilchenterm einen Beitrag zur Ein-Teilchen Gleichung. Durch ihn
werden also direkt die Losungen fiir die S, Amplituden, beziehungsweise die
Entwicklung der S, Funktion in der entsprechenden Oszillatorbasis beein-
flusst. Andererseits wirken die Drei-Teilchen Korrelationen aber auch indirekt
iiber die Modifikation der S» Funktionen und beeinflussen so die Berechnung
der Einteilchendichtematrix [18].

Zunachst wollen wir die Effekte auf die Sl Funktionen betrachten und
vergleichen dazu in der Tabelle 5.3 die Ergebnisse fiir die Ampituden der Sy
Funktion, berechnet mit und ohne Beriicksichtigung von Drei-Teilchen Kor-
relationen. Die Ergebnisse der SUB 3 Niaherung zeigen keine signifikanten
Unterschiede im Vergleich zur SUB 2 Néaherung, also der Loésung der Glei-
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Abbildung 5.13: S, Funktion in der Ortsdarstellung fiir 1°O. Die Quanten-
zahlen entprechen den Quantenzahlen in Gl. 5.2. Vergleich von Argonne V14
mit CD Bonn Potential.

chungen ohne Beriicksichtigung von Drei-Teilchen Korrelationen. Ahnliche
Ergebnisse sehen wir auch fiir die anderen Beispiele. Offensichtlich haben die
Drei-Teilchen Korrelationen keinen grofien Einfluss auf die Berechnung der
Ein-Teilchen Funktionen.

Die Drei-Teilchen Korrelationen haben aber auch direkt und iiber die
Ein- und Zweiteilchenfunktionen 5'1 und S’Q Auswirkungen auf die Einteil-
chendichtematrix. Diese Einteilchendichtematrix kann in der Basis von ge-
eigneten Oszillatorfunktionen dargestellt werden und ergibt sich dann in der
Form

P = (Vlal a0 ) (5.3)

Dabei stehen n und n’ fiir die radialen Oszillatorquantenzahlen und ¢ fiir
die weiteren Quantenzahlen i = [, s,j Quantenzahlen der Basisfunktionen.
Wegen der sphérischen Symmetrie ist die Dichtematrix diagonal in diesen
Quantenzahlen ¢. Die Berechnung der Dichtematrix aus den Korrelations-
funktionen S, ist in [18] dargestellt.
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v e, MeV] < 1|81y > <2|Si|lv> <3|Silv > < 4|Si|v >
si2 SUB 2 -51.86 -0.035 0.004 -0.016 -0.004
SUB 3 -52.71 -0.072 0.005 -0.018 -0.004

p32 SUB 2 -26.32 -0.023 0.044 -0.019 -0.001
SUB 3 -27.50 -0.029 0.043 -0.020 -0.001

piz SUB 2 -20.55 -0.069 0.071 -0.020 0.011
SUB 3 -22.05 -0.070 0.070 -0.018 0.011

Tabelle 5.3: FEinteilchenenergien und Amplituden der S, Funktion berech-
net fiir 10 mit dem CD Bonn Potential. Angegeben sind Ergebnisse mit
(SUB 3) und ohne (SUB 2) Berticksichtigung von Drei-Teilchen Korrelatio-
nen. Referenzzustand ist eine Slaterdeterminante aus Oszillatorfunktionen
mit hw = 17 MeV.

Arg V14 CD Bonn
i SUB2 SUB3 SUB2 SUB3
S12 Ny 3.800 3.730  3.826  3.779
Pi 3.861 3.843 3.884  3.867

P32 Ny 7.646  7.441 < T7.683  T7.548
i 7.725 7550  7.753  7.637

P2 Ny 3.793  3.661 3.807 3.714
pi 3.831 3.713  3.841  3.757

dsj2  my 0.102 0.210 0.102 0.176
pi 0.145 0.269 0.136 0.221

dzjp My 0.113 0.204 0.112 0.173
Pi 0.149 0.249 0.141 0.211
> pi | 15,710 15.618 15.755 15.693

Tabelle 5.4: Besetzungzahlen der natiirlichen Orbitale, n; (siehe G1.5.4) und
Beitrége der verschiedenen Orbitale i zur Gesamtteilchenzahl p; (siehe G1.5.5)
fiir 'O . Angegeben sind Ergebnisse fiir das Argonne V14 Potential und das
CD Bonn Potential mit (SUB 3) und ohne (SUB 2) Beriicksichtigung von
Drei-Teilchen Korrelationen.
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Abbildung 5.14: S, Funktion in der Impulsdarstellung. Die Quantenzahlen
entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2. Vergleich von O mit 4°Ca.

Fiir einen gegebenen Satz von Quantenzahlen ¢ kann man die Dichte-
matrix diagonalisieren und erhilt die Eigenwerte p’,. Die Eigenfunktionen
des Dichteoperators bezeichnet man als natiirliche Orbitale. In der Tabelle
5.4 sind die jeweils hochsten Eigenwerte p!, fiir die verschiedenen Orbitale i
mutlipliziert mit dem Entartungsgrad

n; = (2% j; +1) 2% pl,, (5.4)

angegeben. Im Falle einer reinen Slaterdeterminante sind die Eigenwerte p!,
entweder 0 oder 1. Abweichungen von diesen einfachen Schalenmodellwerten
sind also ein erstes Mass fiir Korrelationseffekte in der Einteilchendichte.
Auserdem sind die Besetzungszahlen

pi=(2xji+1)x2x > pl, (5.5)

aufgefiihrt.

Die Korrelationen fithren zu Besetzungen, die sich deutlich vom einfachen
Schalenmodell unterscheiden. Diese Abweichungen vom Schalenmodell wer-
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Abbildung 5.15: S; Funktion in der Impulsdarstellung. Die Quantenzahlen
entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2. Vergleich von O mit 4°Ca.

den durch die Beriicksichtigung der Dre-Teilchen Korrelationen vergrofiert.
Dies gilt insbesondere fiir die Besetzung der Orbitale in der Ndhe der Fermi-
kante. Dies ist ein weiterer Beleg dafiir, dass Drei-Teilchenkorrelationen vor
allen Dingen langreichweitiger Natur sind, also die Korrelationsfunktionen
starker bei kleinen Impulsen modifizieren.

Die Abweichungen von den Schalenmodellwerten sind systematisch auch
groffer im Fall des Argonne V14 Potentials im Vergleich zu CD Bonn. Auch
dies belegt, dass das lokale Argonne V14 Potential stéirkere Korrelationen
induziert.

Entsprechende Ergebnisse fiir “°Ca sind in der Tabelle 5.5 aufgefiihrt.
Auch in diesem Fall liefern die Drei-Teilchenkorrelationen signifikante Ande-
rungen nur in der Ndhe der Fermikante. Die Korrelationseffekte sind ins-
gesamt schwiicher als im '°0, was ja bereits bei der Diskussion der Zwei-
Teilchenfunktionen zum Ausdruck kam.
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Abbildung 5.16: S; Funktion in der Impulsdarstellung. Die Quantenzahlen
entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2. Vergleich von °O mit 4Ca.

CD Bonn

i |SUB2 SUBS3
psja | 7913 7.909
P2 | 3.958  3.951
dsjp | 11.889  11.845
dsjp | 7913 7.865
S pi | 39.534  39.401

Tabelle 5.5: Beitrédge der verschiedenen Orbitale i zur Gesamtteilchenzahl
p: (siehe GL.5.5) fiir *°Ca. Angegeben sind Ergebnisse fiir das CD Bonn Po-
tential mit (SUB 3) und ohne (SUB 2) Beriicksichtigung von Drei-Teilchen
Korrelationen.
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Abbildung 5.17: Sy Funktion in der Ortsdarstellung. Die Quantenzahlen

entprechen den Quantenzahlen in GI. 5.2. Vergleich von 'O mit *°Ca.
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Abbildung 5.18: S, Funktion in der Ortsdarstellung.
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Abbildung 5.19: S, Funktion in der Ortsdarstellung. Die Quantenzahlen
entprechen den Quantenzahlen in Gl. 5.2. Vergleich von 'O mit “°Ca.



Kapitel 6

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt mochte ich versuchen, die Ergebnisse der Arbeit zusam-
menzufassen und einen kleinen Ausblick zu geben. Ziel dieser Arbeit war es,
die globalen Eigenschaften, wie Bindungsenergie und Radius, von Atomker-
nen auf der Basis von realistischen Nukleon Nukleon (NN) Wechselwirkungen
zu berechnen. Wegen der starken kurzreichweitigen Komponenten in solch
realistischen NN Wechselwirkungen muss man dazu Methoden der Vielteil-
chentheorie benutzen, die iiber eine einfache Mean Field oder Hartree Fock
Beschreibung hinausgeht.

In dieser Arbeit wird dazu die sogenannte Coupled Cluster oder Exponen-
tial S Methode herangezogen, die insbesondere von Kiimmel und Mitarbei-
tern [14] entwickelt worden ist. Bereits vor 30 Jahren wurden erste Versuche
unternommen, die Gleichungen der Coupled Cluster Methode in der Kern-
physik zu 16sen [15, 16, 17, 18]. In den folgenden Jahren wurde diese Methode
insbesondere in der Theoretischen Chemie aufgegriffen und angewandt [50]-
[64]. In den vergangenen Jahren fand diese Methode aber auch wieder in der
Theoretischen Kernphysik grofles Interesse und wurde z.B. von Heisenberg
und Mihaila [68, 69, 70, 71] aber auch von Dean, Hjorth-Jensen und Mitar-
beitern [76, 77, 78, 79, 80] unter Benutzung von modernen Modellen der NN
Wechselwirkung benutzt.

In diesen Arbeiten wurden die Korrelationsfunktionen aber in einer Basis
von harmonischen Oszillatorfunktionen entwickelt, ein Verfahren, das nach
meinen Untersuchungen nur sehr unbefriedigende Ergebnisse erlaubt (siehe
Diskussion in Abschnitt 4). In der vorliegenden Arbeit werden deshalb die
Korrelationsfunktionen direkt in der Impulsdarstellung berechnet und dann
bei Bedarf in die Ortsdarstellung transformiert.

96
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Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit lassen sich wie folgt zusammen-
fassen:

e Im Rahmen der Beriicksichtigung von Ein- und Zwei-Teilchen Korrela-
tionen bestétigen die Ergebnisse der Coupled Cluster Rechnungen die
Resultate von entsprechenden Brueckner-Hartree-Fock Rechnungen in
vielerlei Hinsicht.

e Auch die Coupled Cluster Rechnungen fiir endliche Atomkerne liefern
Ergebnisse, die dem Phidnomen der Coesterbande in unendlich ausge-
dehnter Kernmaterie entsprechen [3].

e Lokale Modelle der NN Wechselwirkungen wie das Argonne V14 Poten-
tial sind relativ steif und liefern niedrige Ergebnisse fiir den Absolutwert
der Bindungsenergie. Gleichzeitig ergeben sich aber relativ gute Werte
fiir den Radius.

e Nichtlokale Modelle der NN Wechselwirkung liefern einen grofSeren Wert
fiir die Bindungsenergie aber verbunden mit einem zu kleinen Wert fiir
den Radius beziehungsweise einem zu grofien Wert fiir die Dichte der
Materie.

e Die Beriicksichtigung von Drei-Teilchen Korrelationen in der SUB 3
Néherung der Exponential S Methode fiihrt zu einer leichten Verbes-
serung der Ergebnisse im Vergleich zu den experimentellen Daten. Der
Wert fiir die berechnete Bindungsenergie wird um etwa 0.6 bis 0.8 MeV
pro Nukleon griéfer; gleichzeitig ergibt sich auch ein groflerer Wert fiir
den Radius. Der Ergebnispunkt im Diagramm Energie versus Radius
bewegt sich also ein wenig weg von der Coesterbande in Richtung auf
den empirischen Wert. Der Effekt der Drei-Teilchen Korrelationen ist
aber quantitativ zu gering.

e Die Effekte der Drei-Teilchen Korrelationen aus einer Losung der vol-
len Bethe-Faddeev Gleichung werden durch eine stérungstheoretische
Néherung gut reproduziert.

e Die Drei-Teilchenkorrelationen bewirken insbesondere eine Verstiarkung
der Zwei-Teilchen Korrelationsfunktion bei kleinen Werten des Relati-
vimpulses. Sie bewirken also insbesondere eine Verstirkung langreich-
weitiger Korrelationen, ein Effekt, der sich auch bei der Diskussion der
Besetzungszahlen zeigt.
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Ich m6chte nun darauf eingehen, wie man versucht Korrelationen zu mes-
sen. Die ersten Messungen ([30], [31]) untersuchten den reduzierten Wir-
kungsquerschnitt von %O(e, ¢'p)!®* N Reaktionen, in dem ein Elektron aus
einem °0O-Kern ein Proton herausschligt, in Abhingigkeit vom Impuls des
Restkerns ° N. Die Idee war dabei, dass Korrelationen zu einer Besetzung von
hohen Impulskomponenten in den Wellenfunktionen fiihren sollten. Die mit
und ohne Korrelationen berechneten Wirkungsquerschnitte ([32], [33]) unter-
scheiden sich aber nicht signifikant, wenn die Anregungsenergie des Restkerns
niedrig ist. Das erwartete Enhancement der hohen Impulskomponenten er-
gibt sich erst bei Reaktionen mit grofler “missing energy” also bei hohen
Anregungsenergien im Restkern ([34], [35], [36], [37]).

Um Korrelationen zu messen werden Zwei-Nukleon knockout Experimen-
te durchgefiihrt ([38], [39], [40], [41], [42], [43]), in denen ein Elektron an einem
Kern gestreut wird und zwei Nukleonen aus einem Kern herausschlégt . Die
Idee dabei ist dass das virtuelle Photon, das von dem ineleastisch gestreuten
Elektron iibertragen wird, von einem Paar von Nukleonen absorbiert wird,
der Wirkungsquerschnitt fiir (e,e’2N) also davon abhéngt , wie grofl die Kor-
relationen zwischen den herausgeschlagenen Nukleonen sind . Bei den Rech-
nungen und Experimenten wéihlt man gerne die superparallele Kinematik in
der die zwei Nukleonen parallel bzw. antiparallel zum Impuls des iibertrage-
nen Photons emittiert werden ([44],[45]).

Verschiedene Arbeiten ([46], [47]) zeigen nun dass der berechnete Wirkungs-
querschnitt bei hohen Relativimpulsen zwischen den beiden Nukleonen vom
Wechselwirkungspotential abhéngt. Als Konkurrenzprozesse zum Wirkungs-
querschnitt hat man neben den Korrelationen noch die Final-State-Interaction
und bei (e,e’pn)-Reaktionen zusétzlich noch die Mesonen-Austauschstrome
und die Isobarstrome zu beriicksichtigen ([48],[49]). Dafiir haben (e,e’pn)-
Reaktionen gegeniiber (e,e’pp)-Reaktionen einen grosseren Wirkungsquer-
schnitt . Auch die Korrelationen sind im pn-Kanal wegen den grosseren pio-
nischen Tensorkorrelationen grosser , als im pp-Kanal . Das sieht man auch
bei den Ss-Funktionen im vorigen Kapitel wenn man die 3S;-Funktionen mit
den 1Sy-Funktionen vergleicht:

die 'Sp-Funktionen sind vom Betrag kleiner als die ®S;-Funktionen .

Die Exponential S Methode liefert einen systematischen Wege die Korre-
lationsfunktionen, die man fiir solche Untersuchungen benétigt parameterfrei
zu bestimmen. Dariiber hinaus ist die e>-Methode eine Moglichkeit schwere
Kerne mit heutigen oder in naher Zukunft vorhandenen Computerressourcen
genau zu beschreiben, die fiir die auf kleine Kerne erfolgreich angewendete
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GreensFunctionMonteCarlo-Methode ([65]) und das nocore shell model ([66],
[67]) unerreichbar sind.

Neuere eS—Rechnungen benutzen statt dem realistischen Potential eine
effektive Wechselwirkung die im Modellraum des harmonischen Oszillators

bei kleineren Radialquantenzahlen konvergiert , als die urspriinglichen e®-

Rechnungen von Heisenberg und Mihaila ([68], [69], [70], [71]) im harm. Os-
zillatorraum mit dem realistischen Potential:

die realistischen Nukleon-Nukleon-Wechselwirkungspotentiale haben Matri-
xelemente im Impulsraum V' (k, k") die bei hohen Impulsen noch signifikant
sind. Deswegen besteht seit kurzem ein verstiarktes Interesse in der Benut-
zung von Effektiver Feld Theorie (EFT), ([72], [73]) in kernphysikalischen
Problemen. Die grundlegende Idee beim EFT-Zugang ist den vollstidndigen
Hilbertraum auf einen kleineren Raum zu beschrénken , der nur niedrige Im-
pulskomponenten besitzt . In den letzten Jahren wurde die ’folded diagram’
Technik benutzt um ein effektives Potential Vi ([74]) zu bestimmen. Die
Viewr Wechselwirkung reproduziert natiirlich auch die Deuteron Bindungs-
energie und die Nukleon-Nukleon Streuphasen bei kleinen Energien . Ist das
maximale k., der effektiven V.. Wechselwirkung unterhalb der Schranke
fiir Pion-Produktion in Nukleon-Nukleon Streuung , so ist die V., Wech-
selwirkung ziemlich unabhéngig vom zugrundeliegenden Potential ([74], [75])

Diese Rechnungen ([76], [77], [78], [79], [80]) mit einer effektiven Wech-
selwirkung zeigen das die Drei-Teilchen-Korrelationen einen geringen Ein-
fluss auf die Bindungsenergie haben und schon gut durch die SUB 2-Né&he-
rung beschrieben werden. Allerdings liefern diese Untersuchungen mit den
Viewr Wechselwirkungen auch keine guten Ergebnisse fiir die Sattigungsei-
genschaften von Kernmaterie [81]. Dazu miisste eine geeignete Drei-Teilchen
Wechselwirkung beriicksichtigt werden, wie sie sich z.B. aus relativistischen
Beschreibungen ergibt [1].
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