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u(0) = u0.
�� ��		 � �����
��

u(·, u0) : [0,∞) → X
� �������� � � ������� �� �$�� � 
�

�
�
u(·, u0)


� ����
�����		 �
 �����
��	� 	
�

�

u(t, u0) ∈ D(B)
��� �		

t ≥ 0
	 ���

�


� �$�� � ��	�� 	
��� 	���� 	 ��� � � � �� �� �

�
 � $�����
�� �� 	���� 	 ��� � � � �� ��
 	 ��� !���	�� �$�� �

� ��		�� � �� ��� �� �� 
�

�
� ��� ����	 
� 
�
�	 ��	��
u0 ∈ D(B)

����� �� 
��� � ��
��� �	���
��	 ��	��
��
u(·, u0)

�� �$�� � 	
�

�

D(B)

� ����� 
�

X
	 ���

�


� ��� ����	 ��������
(un)n∈� ⊆ D(B)

���
��	 
��

lim
n→∞

un = 0

��� ���

lim
n→∞

u(t, un) = 0
��
���� 		 
� ���!��� 
������	�

[0, t0]
�

��� ��		�!�������� �� �$�� � 
� ���������
��� �� ��		�� � 	 ��� 	���� 	 ��� �
� � �� �

 �

+�8�8-)" )8* ��� � ��� � �	���� �! ������
(B,D(B))

��
X

��� �����
���� ���
������ �����	 !���	�� �$�� � 
� ��		�!���� 
� ��� ��		 
�

B
��������� � ������		

����
����� ��� 
����! ��
X

�
�� �$�� � 
� ��		�!���� 	 ���� 	 �	 	���� 	 ���! � �� �� ��
 	 ��� ��
��� �	���
��	

��	��
��
u

� �
��� �	 ��� ���
� ��

u0

����� ��� ��� 
����!
(T (t))t≥0

��������� �	
�



�� �� ����� ���� ����	��� �
����

B
	 
 �� �

u(t) = T (t)u0, t ≥ 0.
�� ��� ����
��� � �	��� �� �! �������

(A,D(A))
��
�� ��� ����������� 
�

� !���
��	�� ��	� �� ����� ���� � �	���� 	
���� �! ������
(Am, D(Am))

��
X

	
��		�� ���  �� � � � �� ������� � ������� 	 �� ���� ������� "����� �!���

∂X ��� 	������� �����  ��� ��� 	������� �� ������� L,Φ ∈ L(D(Am), ∂X)
� �� ���

��		�� 
�� �� �	��	� ����� � ����
L


� ���� ���
�� � ��� �!������
(A,D(A))


� �
���
�� ��		�� � �

7�$)*)" )8* ��� � ��� �!������
(A,D(A))


� ������ ��

Au := Amu,

D(A) := {u ∈ D(Am) : Lu = Φu}.
����� �!!��!�
��� �����!�
��� 	 ����� �� 
��� � ���������
���
�� �� 
�� �! ������

σ(A)
��� �� ��!	
�
� ��!��������
�� �� 
�� ����	���� � ��� �������� ���� ����� ���

��
� ��� ����	�! �� �	 � � � ��
��� 
� 	� ����
 � �� ������ ����� ����	�� � ���
�����
�� !�
�� 
� ��� �! ������

(A0, D(A0))
��
�� 
� ��� �����
��
�� ��

Am

�� ���
�����	 ��

L
	 
 �� �

D(A0) := {u ∈ D(Am) : Lu = 0},

A0u := Amu.���� �	 	� ���� 	 ����� ���
 ��� ����
� ��
Am

��� � � �����!���� �� ��		�� � �
��((� ��� � ���

γ ∈ ρ(A0)
� ����

D(Am) = D(A0) ⊕ ker(γ − Am).
 
���

L

� ��!!���� �� � � ���� ���
�� ���

D(A0) = kerL
	 �� ����	��� ����

��� ����� �����!��
�
�� ���� ��� �����
��
��
L|ker(γ−Am)

��
L

��
ker(γ − Am)


�
� 
� ���
�� � ��� 
������ 
� ���� ������� ��
�� ��		�� � �	 ��� �	���� ���!� ������� �

7�$)*)" )8* �� � ���
γ ∈ ρ(A0)

��� �!������
Dγ := (L|ker(γ−Am))

−1 
� ��		��
� ����� ��� �� ������ ������! ���
�� ��

Am

���
L
�

� �
�� ��� �!�������
Dγ

���
Φ
	 �� ��� ���������
�� ��� �! ������ ��� ���

!�
�� �! ������ ��
A
� �� !���� � ���������
��
� �����
�� ��� ��� �! ������ ��

A�� ���� �� ��� !������ �!���
X × ∂X

��� ������ ��� �
��� �!������� 	 ��� �	��
	  �� 	  ��� � �
 �

7�$)*)" )8* ��� �
�
�

X := X × ∂X.
�

�

A0 :=

(
Am 0
−L 0

)

, D(A0) := D(Am) × {0}.
�


�

X0 := X × {0} = D(Am) × {0} = D(A0).
�
� �

B :=

(
0 0
Φ 0

)

, D(B) := D(Am) × ∂X.



�� ����� ���� ����	��� �
���� ��

�� �
A := A0 + B =

(
Am 0

Φ − L 0

)

, D(A) := D(Am) × {0}.

��(��� ��� �
�
� ������� ����

ρ(A0) ⊇ ρ(A0)
� � ������� 	 ��� ����	���� ��

A0

���
γ ∈

ρ(A0)

� �
��� �	

R(γ,A0) =

(
R(γ, A0) Dγ

0 0

)

.

�

� ��� !���
A|X0

��
A


�
X0


� �
��� �	

D(A|X0
) = D(A) × {0}, A|X0

=

(
A 0
0 0

)

.


 ���� 	
A|X0

��� �� 
����
��� � 
�� ��� �! ������
(A,D(A))

�
��� �� ���� ���� ��� �! ������ ��

A

� ���������
��� �	 ��� �! ������ ��

�! ������� �� ��� �������	 �!���
∂X

�
�'���;"��)-" ); .� �")8* ��� � ���

γ ∈ ρ(A0)
� ����

�
�
γ ∈ σp(A) ⇔ 1 ∈ σp(ΦDγ).

 �!!��� 
� ���
�
�� ���� ����� �� 
���
γ0 ∈ C

���� ����
1 /∈ σ(ΦDγ0

)
� ����

�

�
γ ∈ σ(A) ⇔ 1 ∈ σ(ΦDγ).

+�88$ � � 
��� �� ���� ���
A

���� ����
�
�� ��� ��� ���
��	����
���

γ ∈ σ(A) ⇔ 1 ∈ σ(ΦDγ),
�� 
� 	 �� 	 ���! � � ��
 � ��������� 	 �� �����!���
���

γ −A = γ −A0 − B = (I − BR(γ,A0))(γ −A0).
���� ��
� �� ��� ����

γ−A

� 
�����
� 	� 
� ��� ��		 
�

I−BR(γ,A0)

� 
�����
� 	� �

 
���

���
I − BR(γ,A0) =

(
IdX 0

−ΦR(γ, A0) Id∂X − ΦDγ

)

,

��� ��� ���
		 ��� ���� ��� 
�����
�
	
�	 ��
I − BR(γ,A0)


� ���
��	��� ��
1 /∈

σ(ΦDγ)
��� ��� 
� ����� � ���� ��� �����!�
�� ����

1 /∈ σ(ΦDγ0
)

� ��		�� � ���

����
γ0 ∈ ρ(A)

��� ��������� 	
ρ(A)


� ��� ��!�	� 
 ���� �� ����
� ���� 	���� 	
���! � �� �� ���
 ����

σ(A) = σ(A),
�
���

A

� ��� !��� ��

A

�

X0

� ��
� ���� � �

� �
�� !���� �
� ������� ���� ���� ��� !�
�� �! ����� ��

A
���

A
��
��
�� 	 
 �� �	

σp(A) = σp(A).



�� �� ����� ���� ����	��� �
����

 �!!��� ��� ����
1 ∈ σp(ΦDγ)

� ���� ����� �� 
���
0 6= f ∈ ∂X

���� ����

(Id∂X − ΦDγ)f = 0
� � 	���			

0 6=
(

Dγf
0

)
∈ D(A)

�  � �� ��� ���!���

(γ −A)

(
Dγf

0

)

=

(
IdX 0

−ΦR(γ, A0) Id∂X − ΦDγ

)(
(γ −Am)Dγf

LDγf

)

=

(
IdX 0

−ΦR(γ, A0) Id∂X − ΦDγ

)(
0
f

)

=

(
0

(Id∂X − ΦDγ)f

)

=

(
0
0

)

.


 ���� 	
γ ∈ σp(A)

�
��������			 ������ ����

γ ∈ σp(A)
� ���� ����� �� 
���

0 6= f ∈ D(Am)
����

����
(γ −A)

(
f
0

)
= 0

� ����
(

0
0

)

= (γ −A)

(
f
0

)

=

(
IdX 0

−ΦR(γ, A0) Id∂X − ΦDγ

)(
(γ − Am)f

Lf

)

=

(
(γ −Am)f

−ΦR(γ, A0)(γ − Am)f + (Id∂X − ΦDγ)Lf

)

�� ����
� ����
f ∈ ker(γ − Am)

��� �����

0 = −ΦR(γ, A0)(γ − Am)f + (Id∂X − ΦDγ)Lf = (Id∂X − ΦDγ)Lf.
�� ��		�� � ���� ����� ��� ����

Lf 6= 0
��� ����

1 ∈ σp(ΦDγ)
�

�

��� �!������
ΦDγ


� ������ �� ��� � ������	 �!���
∂X

��
�� � 
		 � � 	 
�
���� ����� 	 ���� �� �		�� ���� ��� ����� �!���

X
�  � �� ��!��� ���� 
� 
� ���
��

�� ������ 
�� ��� �! ������ ��
ΦDγ

���� �� ���!��� ��� �! ������ ��
A

�
����		�
��
� �		�� � 	 �	 ��� �� ��� ���������
��
� �����
�� 	 �� ���������
�� ��� �! ������
��
A


� � ������ ���! �
��� 	���� ��� 	 �� ��!���� ��� ����	���� ��

A

� ���� � �� ��� �! �������

Dγ

	
Φ��� ��� ����	���� ��

A0

�

+�8�8-)" )8* ��� �  �!!��� ���� ����� �� 
���
γ0 ∈ C

���� ����
1 /∈ σ(ΦDγ0

)��� 	��
γ ∈ ρ(A0) ∩ ρ(A)

� ����

R(γ, A) = R(γ, A0) +Dγ(Id∂X − ΦDγ)
−1ΦR(γ, A0)

��	�� �

+�88$ � #���		 ���� ��� ���������
��
� �����
�� ��� ��� 
�� !���� ���� �����
��� �����!�
���

1 /∈ σ(ΦDγ)
��� ����

γ −A

� 
�����
� 	� � 
�� 
������

(γ −A)−1 = (γ −A0)
−1(I − BR(γ,A0))

−1.



�� ����� ���� ����	��� �
���� ��

� �
�� ��� ��!	
�
� ��!��������
�� ��� ���
I − BR(γ,A0)

�� ����
�

(I − BR(γ,A0))
−1 =

(
IdX 0

(Id∂X − ΦDγ)
−1ΦR(γ, A0) (Id∂X − ΦDγ)

−1

)

,

��� �����

R(γ,A) =

(
R(γ) Dγ(Id∂X − ΦDγ)

−1

0 0

)

,

�����
R(γ) = (IdX +Dγ(Id∂X −ΦDγ)

−1Φ)R(γ, A0)
�  
���

A

� ��� !��� ��

A

�

X0
��� �
���

(
R(γ) 0

0 0

)
= R(γ,A)|X0

= R(γ,A|X0
),
� ��		�� � ����

R(γ, A) = R(γ).

�

��(��� ��
 � ��� !���	�� � �� 
�����
���� 
� ��
� ����
� ��� �����	���� �	
!���
�	 �
�����
�	 �����
��� 
���	� 
�� �����
� 
�	 � ������	 ����
�
��� � �����
!���	�� � � 
		 � � ��� �
���� �� �������� �����	 !���	�� � �� ��� ���� �$�� � ���
�� � 
		 �!!		 ��� 
����! �����	 �� !���� �� 
������ ��� ���	
���
�� !��! ���
�� ��
��� ��	��
��� �

$ 		 ��� �! ������� � 
		 ��
�� 
� ��� �������� ���� �� ����
�
�� ��� � 
 ��� 	 ���
� �� 
� �	 �! ������ 
� � �
�����
�	 �! ������ �� 
�� ������	 � �� 
� �	 ����
� ��
	�
��� �������	 �!��� 
� � �!��� �� �����
��� �� ��� �������	� � ��� ��� �
�

D(A)��
A


����!������ ��� � ������	 ����
�
��� �� ��� �����		 
�� !���	�� � �
�� � 
		 ������ 
�� ��� �! ����� �� ����� �! ������� 
� ����
	 ��
�� ��� �������

���
��
� �����
�� ��� �





�
$���# �

� �������

� ��� ��������� 	��

�� ����
��� � �����!��� !������ � 
�� �����!�
�� ��� �������
�� �� �����
� ��
�	 ��� �	���
��	 	
���� "�	�%� ��� �����
�� 	 ��� 	�� �
 
 	 	�������
 	 	�
��
 � $ �
� ��	 ������� � ����� 	 � �� � 	� 
���
 	 	� 
���
 	 	� ����
 	 	��
�
 	 	��
��
 	 	� 
�
 	 ��
��� ��� �����	 �� ������		 ����
����� �!������ ��� 
����!� 	 ��� 	����
 	 	��	��
 	
	��%��
 	 
� !���
��	�� ��� �����	 �� ! ��
�
�� ��� 
����!� �� "����� 	���
��� 	 ���
	�����
 	 �� ���� ��		�!�������� ��� �� �
����� ��� ��	�!���
� � ����
��� �� ���
��	��
��� 
� ���!��� � � 
������ 	 ��
	� ��� !���	�� 
� ����			 ����
����� �� �
����
� 
�

Rn
	 �� ����	 ��� �����! ��� !������ 
� � ������� � ��
� ���� � �� � �

!�	�
��			 ��	����� 	 ��� 
� 
� � ����� ��
��			 
�������
�� �� �
����� ��� ��� ����
���� ��������� 
�������� ��� !������ � � ������� 	 �� ������ ���� �����!�
�� ���
�������
�� ����� !	��� ��		 
� ��� ��� 
����
�� ����� �� ��� ������� ��� ���� �
 
����� 	�� ��	�� 
� ���� ���� � $ � !����������� �� � ���
�� !�!��� ����	 
��
�����! ��� �����
��� 
� �	�� �������	 �� � �� � 	"����� 
 	 	"�����
 	 	�����
 ���
	�����
 � � 	���� �� ��� ����
�� 
� 	"��
�
 ��� ������������ �� ��� ��		�!��������
�� � �
� 
	�� !���	�� ��� �
������� ��� � �!!	
���
��� �� !�	�
�� � �����!��� ��
�������� 
� �	�� ����
�� 
� 	 ��
 	 	�  
 	 ��� 	 
���
 � ��
� ���!��� 
� � �
�		 
��
�!
��� �	 	 ��
 � 
������ 	 ����� ������� ������ ���� �		 !���
�	�� � ��� � 
�� ���
��� � �! ��� 
� ��� ������� � �� ��
�� �� ���	 ����	�! �� ��� ��� 
����! �����
����
�� � 
		 ��� �  �� � �� ��� ����	�� � 
		 �!! ��� 
� 	#�� 
 �

� �� � 
��� 	�	

��� ������� 
� ��!�������� �	 � �
�!	� 	 �
������ ��� ��
����� ���!�
G =

(V,E)
	 �����

V = {v1, . . . , vn}

� ��� ��� �� ����
��� ��� ������ ���

E = {e1, . . . ,
em}


� ��� ��� �� ����� ��� ����� � �� ��� ����
��� ��� ��������� �	 �� ���� 	 ���� ���
!���
�	�� ��� ���� � ������ ��� ����
��� 
� ��� �
����
�� �
��� �	 ��� ���� � ���
��	� �
�	 �� ���� !���
�	� 
� �������� ���
�� 
�� ���
�� �	��� �� ���� � 
������ 	 ���
�
 ����� !���
�	�� ��
� ��	� �
�	 ��� ���	 ������� � � 
�
� �	 �! ���

vmin > 0
���

� � �� 
� �	 �! ���
vmax > vmin

� "	 ��� �����!�
�� �� ��� � 
�
� �	 �! ��� 	 ����
!���
�	� � 
		 ����� � ������ ����� � ��
�� �
� � � �� ��� ����
��� ��� !���
�	�� ���
��������� 	 
 �� � ���	 ������ ���
� ��	� �
�		 �� � 
		 � � ������ �� � ���������� 	 ���	
��� �
���
����� �� ��� �����
�� ����� �� ��� ������ ������
�� �� ��� �!��
�
���
��
��� �� ��� �����
�� ���� � �� ����
��� ��		 ��� ���� ���� ���� ������ ��� ��
	���� ��� 
���� 
�� ��� ��� �����
�� ���� �

��



�� � � ������� �

��
� !�	�
��	 �
����
�� � 
		 ��� �� ����		�� 
� � �������
��	 ���� � � ���
�����

ej, j = 1, . . . , m,
��� !��������
��� ���� ��� 
������	�

[0, lj]
�����

ej(0)

�

��� ��
	 �� ��� ����
ej

���
ej(lj)


� ��� ���� �� ��� ����
ej

�
ej(0) -q ej(lj).

ej
�� ����

ej


� �� �����
�� ���� �� ������
vi

	 ����
ωij

�
��� ��� ��
��� �� ���
����

ej

� �� ���� ������
vi

��� ��
���� �� ��� �����
�� ����� ���		 ��� �! �� � 	

 �� �

�� m∑

j=1

ωij = 1,

��� ����
i ∈ {1, . . . , n}

�
��� �����! ��� !������ 
� ���� �����
� �� �	 ��� �����
���

�� �







∂

∂t
uj(x, v, t) = −v

∂

∂x
uj(x, v, t),

uj(x, v, 0) = fj(x, v), (
���

)

ι−ijuj(0, ·, t) = ωijJ

m∑

k=1

ι+ikuk(lk, ·, t), (
"��

)

�����
x ∈ (0, lj), v ∈ [vmin, vmax], t ≥ 0,

���
j = 1, . . . , m, i = 1, . . . , n

�

 ��� 	

uj(x, v, t)
�
��� ��� ����
�	 �� ��� !���
�	�� �� ����

ej

��! ���
�� �� ���
!��
�
��

x
	 ��� ��	� �
�	

v
��� ��� �
� �

t
� ��� ���� �����
�� 
� ��� ��		������

�����
� ���
���	 �����! ��� �����
�� � 
����� �������
�� ��� �����!�
�� ����� 	
��
	� ���� � 
� ��� ����	 
� 
�
�	 ����
�
�� ���

t = 0
�

��� �����
�� �"�� � 
� � ����
�
�� 
� ��� ����
��� �� ��� ���!� ��� ����	�
��� �������
�� 	 �����!�
�� 	 ��� ���
���
���
�� �� !���
�	�� 
� ��� ����
��� � ���
���� �
����

ι−ij
���

ι+ik

� �"�� � ��
�� ���� ����
��� ���
�� ��� ��������� �� ���

���!� ��� ��� ������ 
� ����
�
�� � �� �� � �	�� � �� ��
� ��		 ��� �����
��� 
�
�"�� � ��	��� ��� �����
� ���
���	 !���
�	� �����!��� �� ��� �����		 
�� ������� �
��� �! ������

J
�!! ���
�� 
� �"�� � 
� ��		�� � ��������� �� ������� �� �������� 	 
�

���� ������
vi

	 ��� 
���� 
�� ��	� �
�	 !��� 	� ∑m
k=1 ι

+
ikuk(lk, ·, t)


��� �� �����
��
��	� �
�	 !��� 	� � ���� ���

ωth
ij

!��� �� ��
� ��	� �
�	 !��� 	� 
� 	���
�� ������
vi


���
����

ej

� ��� ��� �������
�� �! ������
J

�� ������ ��� ��		�� 
�� �

6�*���! � -- (�")8* � �� �� � ��� �!������
J


� � !��
�
�� ��������
�� ����
Y := L1[vmin, vmax]

��
Y
�

 
���
‖f‖1 =

∫ vmax

vmin
f(v) dv

�
��� ��� ����	 ������ �� !���
�	�� ��� ! ��
�
��
�����
��� 
�

Y
	 ��
� �����!�
�� ����� ���� �� !���
�	�� ��� ����� ��� �	���� �

��� !��!���
�� ��
J

� 
		 ! 	�	 �� 
�!������ ��	� ��� ��� ��	�!���
�� �� ���
!�� ���� ��� �� � 
		 	���� � ��� ���
�
���	 �����!�
��� ��

J
	 ���  ���
��� � �� 	

� �� �� ��� � �� �� 	 � 
�� 
�������
�� ������������ �� ��� �! �����	 !��! ���
�� ��� ���
��	�!���
� � ���� 
��� �� ��� ������! ���
�� ��� 
����! �

�� �����
� � ��� ���!� �� ��� ��� ��		�� 
�� � ���
��� 	 ��� �	�� 	 ��
 �



� �� � ������� ��

7�$)*)" )8* � �� �� �
�
� ��� ���� ���� �� ����� ��  ����� I− = (ι−ij)n×m


� ������ �	

ι−ij :=

{

1, vi = ej(0),

 �� �

vi
-q ej ,

0,
������ 
��

.
�

� ��� � ������� ���� ���� �� ����� ��  ����� I−w = (ι−ij,w)n×m


� ������ �	

ι−ij,w :=

{

ωij, vi = ej(0),

 �� �

vi
-q ej

ωij
,

0,
������ 
��

.
�


� ��� �� �� ��� �� ����� ��  ����� I+ = (ι+ij)n×m


� ������ �	

ι+ij :=

{

1, vi = ej(lj),

 �� � -ej q vi ,

0,
������ 
��

.
�
� � ��� � ������� ������ �� �� ��� ���� ��  ����� A = (αij)n×n


� ������ �	
A := I+(I−w)T

	 
 �� �

αij =

{

ωjk,

�
vj = ek(0)

���
vi = ek(lk),


 �� �
vj

-q ek
ωjk

q vi ,

0,
������ 
��

.
�� � ��� � ������� ������ �� �� ��� ���� ��  ����� B = (βij)m×m

�� ��� 	
��
���!� 
� ������ �	

B := (I−w)T I+ 	 
 �� �

βij =

{

ωki,

�
ei(0) = ej(lj) = vk,


 �� � -ej qvk -ei
ωki

,

0,
������ 
��

.

����� � ���
��� ������ 
�� ��� ��������� �� ��� ���!� ���!	���			 ��� 	"�	
�

��� 	�#��
 � 
������ 	 �� ���� ��� ��		�� 
�� �!������ ����
�� �� ��� ����� ������
����	��� ����
��� �

7�$)*)" )8* � �� �� � ���
IdY

������ ��� 
����
�	 �! ������ ��
Y
� �� 
��������

��� ��		�� 
�� �!������ � ���
��� �
�
�

Ĩ− := (ι−ijIdY )n×m

	
�

�

Ĩ−w := (ι−ij,wIdY )n×m

	
�


�

Ĩ+ := (ι+ijIdY )n×m

	
�
� �

I+
J := (ι+ijJ)n×m

	
�� �

Ã := (αijIdY )n×n

	
�� 
�

B̃ := (βijIdY )m×m

	
��

�

BJ := (βijJ)m×m

�
����� �! ������ � ���
��� ����� �!������� 
� ��� �����
��	 ��	 �� !������� ��

��� �!���
Y
� ��� �� � ��� � �����	 ��������
�� 	 ��� 	 �� 	  ��� � �
 �



�� � � ������� �

��(��� � �� � � �� ���� ��	��� ��
I−

	
I−w

	
Ĩ−

	
Ĩ−w

	
I+ 	

Ĩ+ ���
I+
J

����� 
� �����		
��� ����%��� ����	� �������� ��� 	 �� ���	 ���!����
�� ��
�� ����
�
�� �� 	 
�	��

I−(I−w)T = Id�n

���

Ĩ−(Ĩ−w)T = IdY n .� ������� 	 ��� ��� ���
		 ���� ����
A

���
B

��� ��	��� ��� �����
� � ���
��� �
 
��� �� ���� �� ����� ��� !���	�� �� � �	 ��� 
����! ������� 	 �� ��� �
�� 
�

�� �� �������� �����	 !���	�� �� � ��
���	� ����� �!���
XN

� $ � ��� ����� �!���
��� ��� !���	�� �� ������

XN := L1([0, l1], Y ) × · · · × L1([0, lm], Y )
��
�� 
� 
��� ��!�
� ��

L1([0, l1] × [vmin, vmax]) × · · · × L1([0, lm] × [vmin, vmax]).
�� �		 ��� 	������ ��� ����	 ��

l
	 ����

XN
∼= L1([0, l], Y m) ∼= (L1([0, l], Y ))m ∼= (L1([0, l] × [vmin, vmax]))

m.
��� �!���

XN


� ������� � 
�� ��� ����

‖ · ‖1 : XN → R, ‖u‖1 :=
m∑

j=1

∫ lj

0

∫ vmax

vmin

|uj(x, v)| dv dx,

�����
u = (uj)1≤j≤m ∈ XN

� �� ��� �!
�
� �� 	 ��
 �� ������ ��� ��������
�������	 �!��� ��

∂XN := Y n,������� � 
�� ��� ����

‖ · ‖1 : ∂XN → R, ‖f‖1 :=
n∑

i=1

∫ vmax

vmin

|fi(v)| dv,

�����
f = (fi)1≤i≤n ∈ ∂XN

�
����������� 	 �� �����

W := W 1,1([0, l1], Y ) × · · · ×W 1,1([0, lm], Y )
��
�� 
� � "����� �!��� ��� ��� ����

‖ · ‖W : W → R, u 7→ ‖u‖W := ‖u‖1 + ‖u′‖1.
��� ����� �! �������

Γ0,Γl : W → Y m

��� ������ �	

Γ0u := (uj(0))1≤j≤m,���

Γlu := (uj(lj))1≤j≤m,



� �� � ������� ��
���! ���
��			 �����

u = (uj)1≤j≤m ∈ W
	 ��� �
�� ��� ��	� �
�	 !��� 	�� �� ���

���!�
��� �� ��� ����� � "��� �!������� ��� ����
����� ��
(W, ‖ · ‖W )

�
�� �����	��� �� � �� �� �������� �����	 !���	�� �� !������ �� 
� 	 ��
 	

��� ����� ���� ��� ��		�� 
�� � �� 
� �	 �! ������ ��
XN

�
7�$)*)" )8* � �� �� � ��� �! ������

(AN
m, D(AN

m))

� ������ �	

D(AN
m) := {u ∈W : Γ0u ∈ rg(Ĩ−w)T},

(AN
mu)j(x, v) := −v ∂

∂x
uj(x, v), x ∈ [0, lj], v ∈ [vmin, vmax], j = 1, . . . , m.

+�8�8-)" )8* � �� �� � �� � �� ������ (AN
m, D(AN

m)) �� XN
�� ���� �� �

+�88$ � ���
(un)n∈� ⊆ D(AN

m)
�� � �����	 �������� � 
�� ���! ��� ��

‖ · ‖W

�
 
���

(W, ‖ · ‖W )

� � "����� �!��� 	 ��� �������� ��������� �� �� �	�� ���

u ∈W
�

���� ��� ����
�
�� �!! ���
�� 
� ��� ����
�
�� ��
D(AN

m)
�� ����
� ���� ��� �		

n ∈ N
����� �� 
��� ��

f (n) ∈ Y n
����� ����

Γ0u
(n) = (Ĩ−w)Tf (n).

"	 #����� � �� � ��� ��� ����
��
�	 ��
Γ0

��
(W, ‖ · ‖W )


� ��		�� � ����

f (n) = Ĩ−(Ĩ−w)Tf (n) = Ĩ−Γ0u
(n) −→ Ĩ−Γ0u =: f.


 ���� 	
Γ0u = lim

n→∞
Γ0u

(n) = lim
n→∞

(Ĩ−w)Tf (n) = (Ĩ−w)Tf,

 �� �

Γ0u ∈ rg((Ĩ−w)T ),��� ���� 	
u ∈ D(AN

m)
� ��
� � ���� ����

D(AN
m)


� ���!	��� � 
�� ���! ��� ��
‖ · ‖W

	 ��
�� 
� ���
��	��� �� ��� ���!� ���� ��
AN

m

� ��
� ���� � ��� �	��������
��

(AN
m, D(AN

m))
�

�

��� ����
�
��
Γ0u ∈ rg(Ĩ−w)T


� ��� ����
�
�� ��
D(AN

m)
����� ���� ���

!��! ���
�� �� ��� � ��� 	���
�� ������
vi

���� ����
ej


� ������ 
��� �	 ��� ��
���
ωij

� 
������ 	 ��
� �� �� ��� �����
� ��� ���!	��� � ������	 ����
�
�� �"�� � ����
�� � � �� �����	��� � ����
�
�� ���
��	��� �� �"�� � �� 
�������� ��� ��		�� 
��
����
����� �! ������� ��

(W, ‖ · ‖W )
�

7�$)*)" )8* � �� �� � ��� ���� ���� 	������� �� ������ LN


� ������ �	

LN : W → ∂XN , u 7→ Ĩ−Γ0u,
��
	� ��� ��� �� �� ��� 	������� �� ������ ΦN

�� ����

ΦN : W → ∂XN , u 7→ I+
J Γlu.

���� ����
(Ĩ+Γlu)i

�
��� ��� ��	� �
�	 !��� 	� ��� 
�� 
��� ������
vi

� ���� 	
(ΦNu)i

�
��� ��� ��	� �
�	 !��� 	� 
� ������
vi

����� ��� �������
�� ���
(LNu)i

�
���
��� ��	� �
�	 !��� 	� 	���
�� ������

vi

� ���� 	 ��� ����
�
��
���

LNu = ΦNu



�� � � ������� �

��!������ ���  
����� 	�� �
��� �! ������ ������! ���
�� �� ��� ��
�
��	 !���	�� �� � 
� ��� �
��� �� ��	�

	�� � �
7�$)*)" )8* � �� �� � ��� �! ������

(AN , D(AN))

� ������ �	

D(AN) := {u ∈ D(AN
m) : LNu = ΦNu},

ANu := AN
mu.

�� ���� ��� ���
��	���� ��
D(AN)

��� �"�� � 	 ��
t

� �"�� � � ����

(uj(0, ·, t))1≤j≤m ∈ rg(Ĩ−w)T .
���
�� ��� ��� ����

j

� �"�� � 	 
�	�� ���  
����� 	�� �

�� ��� ����� ���� 	 	�� �� ����
�� ����
LNv = ΦNv

���
Γ0v ∈ rg(Ĩ−w)T

���

v ∈ D(AN
m)

� ���� ����� �� 
���
d = (di)1≤i≤n ∈ Y n

���� ����
Γ0v = (Ĩ−w)Td

�
 
��� 
� ���� ��� ��

(Ĩ−w)T
����� 
� �����		 ��� ����%��� ����		 
� ��		�� � ���� ���

����
�
��
Γ0v ∈ rg(Ĩ−w)T

���� ��� ����	
j ∈ {1, . . . , m}

����� �� 
��� �����		 ���
i ∈ {1, . . . , n}

���� ����
���

vj(0, ·) = ωijdi.
� �
�� ��
� �� ���!��� ���

i = 1, . . . , n

���
J

m∑

j=1

ι+ijvj(lj, ·)
ΦN v=LN v

=
m∑

j=1

ι−ijvj(0, ·)
(
�
)

=
m∑

j=1

ι−ijωijdi =

m∑

j=1

ωijdi

(�)
= di.

����
�
�� ��� ��� ��� 	 
�	��

vj(0, ·) = ωijJ

m∑

i=1

ι+ijvj(lj, ·).

�� �� ��	�
! 		 ���� �
��� �	
ι−ij

��� ��� ����� ����
ωij 6= 0


� ��� ��		 
�
ι−ij 6= 0

	
�� ��� ���� �"�� � 
� �� 	� 		�� �

���� 	 �� � ��� �� �����	���� �� ��� �������� �����	 !���	��

�$��� �






d

dt
u(t) = ANu(t), t ≥ 0,

u(0) = u0,
��� ��� �! ������

(AN , D(AN))

� ��� "����� �!���

XN

��� ��� 
�
�
�	 ��	��
u0 = (fj)1≤j≤m

� ��		�� 
�� ��� ������	 !�
	���!�	 �� ��� ���	 ��		 � 
�� �$��� � �
���� ���� 
�

(AN , D(AN))

� ��� ��������� �� � ������		 ����
����� ��� 
����!

(TN(t))t≥0

	 ���� �� ��� ����
� ��� ��
��� ��	��
�� �� �� � � 
�� ��� 
� 
�
�	 ����
�
��
f = (fj)1≤j≤n ∈ D(AN

m)
�	

uj(x, v, t) = (TN (t)f)j(x, v).

+�8�8-)" )8* � �� �
 � �� � �� ������ (AN , D(AN)) �� ���� �� ��� ���� ��� ��� ��� �



� �� � ������	� ���������� ��

+�88$ � ���� ���� ��� ���!� ���� ��
AN

m


� ���
��	��� ��
‖ · ‖W

�  
���

D(AN) = {u ∈ D(AN
m) : u ∈ ker(LN − ΦN)}

��� �
��� ��� �! �������
LN���

ΦN

��� ����
����� � 
�� ���! ��� ��
‖ · ‖W

	 
� ��		�� � ����
D(AN)


� � �	����
����!��� ��

D(AN
m)

� 
 ���� 	 ��� �!������
(AN , D(AN))


� �	���� �
� 	���			 ��� ���

M := {u ∈W : Γ0u = Γlu = 0}

� ����� 
�

W
� 
�� ���! ��� �� ��� ����

‖ · ‖1

�  
���
M ⊆ D(AN) ⊆ W ⊆ XN��� �
���

W

� ����� 
�

XN

	 �	��
D(AN)


� ����� 
�
XN

�
�

��
� 
� ��� ���
� �� !���� ��� ��������� !��! ���	 ��
AN


�  ���
�� � � ��	�� �
"����� ��
�� �� �� 
�����
���� 
�� �! �����	 !��! ���
�� �

� �� � 
� ����� � ���� ��� 	��

�� ����� � 
�� ��� �����!��
�
�� ��
D(AN

m)
�� 
� ����� ��� � �� �!!		 ��
�

	���� 	 
� 
� ������
�	 ����
LN |D(AN

m)


� ���� ���
�� �
+�8�8-)" )8* � �� �� � �� � �� ������ LN

�� ���� ������ � �� D(AN
m) �� ∂XN

�

+�88$ � ���
f ∈ ∂XN

� ����
g = (gj)1≤j≤m := (Ĩ−w)Tf ∈ Y m

� ����
��� ���
��� �	�� ���

u = (uj)1≤j≤m ∈ XN

�����

uj : [0, lj] → Y, x 7→ gj


� � �������� �����
�� ���
1 ≤ j ≤ m

� � 	���			 �� ����
u ∈ D(AN

m)
� $!!		 
��

LN��
u
	 
�	��

LNu = Ĩ−Γ0u = Ĩ−(uj(0))1≤j≤m = Ĩ−g = Ĩ−(Ĩ−w)Tf = f.

�

���� 	 �� ����
��� ��� �!������
AN

m

� 
�� ����������� � ������	 ����
�
��� �
7�$)*)" )8* � �� �� � ��� �! ������

(AN
0 , D(AN

0 ))

� ������ �	

D(AN
0 ) := {u ∈ D(AN

m) : LNu = 0},

AN
0 u := AN

mu.
��((� � �� �� � �� � �� ��� D(AN

0 ) ���� ����� � ���

K := {u ∈W : Γ0u = 0}.
+�88$ � ��� 
��	��
��

K ⊆ D(AN
0 )


� �	��� �
�� ���� ��� ����� 
��	��
�� 	 ��!!��� ����

u ∈ D(AN
0 )

� ���� 	 �	 ��� ����
�
��

Γ0u ∈ rg(Ĩ−w)T
	 ����� �� 
���

f ∈ ∂XN

���� ����

Γ0u = (Ĩ−w)Tf.
��������� 	 ��� �
���

LNu = 0
	 �� ����
�

0 = LNu = Ĩ−Γ0u = Ĩ−(Ĩ−w)Tf = f,



�� � � ������� �

�����

Γ0u = (Ĩ−w)Tf = (Ĩ−w)T 0 = 0.

�


 ���� 	 
� 
� �	��� ����
AN

0

��� � � � �
���� �� ��
m×m

�!������ � ���
� �����
����
�� 
� ��� � ��
�����	 ��� � ��� � 
�� ��� ��� � �!������ 
� ���� ����	 
� ���
�
�����	 � ��� ��� �
� 
� �
��� �	 ��� !������ �� ��� ����
�� �� ��� �!������� 
�
��� �
�����	 � ���� �� ��� �
�����	 ����
�� 
� ��� ��������� �� � ������		 ����
�����
��� 
����! 	 ��� 	#���� 	  ��� � � ��
 	 ��� ��� ��� 
����!

(TN
0 (t))t≥0

��������� �	
AN

0
� ���� ��� �
���� ��� �� ����� ��� 
����!� � � ��� !���
��			 
� 
� �
��� �	

(TN
0 (t)u)j(x, v) := χj(x, v, t)uj(x− vt, v),

�����

χj(x, v, t) :=

{
1,


�
0 ≤ x− vt ≤ lj ,

0,
������ 
�� 	

j = 1, . . . , m
�  
� 
	��			 ��� ����	���� ��

AN
0


� ����
��� ��

(R(γ, AN
0 )u)j(x, v) =

∫ x

0

1
v
e−γ x−r

v uj(r, v) dr,

j = 1, . . . , m
� ���� ��
� ��!��������
�� ��� ��� ���
		 ��� ����

TN
0 (t)

���
R(γ, AN

0 )
��� !��
�
�� ���

t ≥ 0
���

γ ∈ R
	 ���! ���
��		� �� 
� �	�� �	��� ����

��� ��� 
����!
(TN

0 (t))t≥0

� �
	! ����� � ��
� 
� !	
�� ���� ��� �! ������ ��

AN
0


�
��!�	� 
 ���� 	 �	 ����� ��� �� ��� �����!��� ��� ��� �
� ��

AN
m

��� ��	
γ ∈ C��

���
D(AN

m) = D(AN
0 ) ⊕ ker(γ − AN

m).
"	 ���!��
�
�� � �� �� ��� �! ������

LN


� ���� ���
�� � ��������� 	 ��� �����
��
�� ��
LN

��
ker(γ − AN

m)

� �
� ���
�� � "	 ��� �!�� � �!!
�� ������� 	 
�� 
������

DN
γ
� � ������ ��� ����	

γ ∈ C
� "����� �� �
�� ��� ��!	
�
� ���� ��

DN
γ

�� ����

�������� ��� ��		�� 
�� �����
�� �

7�$)*)" )8* � �� � � ��� �! ������
εγ ∈ L(Y m, XN), γ ∈ C,


� ������ �	

εγ : Y m → XN , (εγf)j(x, v) := e−
γ
v

xfj(v),
�����

f = (fj)1≤j≤m ∈ Y m, x ∈ [0, lj], v ∈ [vmin, vmax]
�

�� ��� ����� �� �! ������ ��
�� ����� ��� �� � � ��� 
������ ��
LN |ker(γ−AN

m)

�
7�$)*)" )8* � �� �� � ���

γ ∈ C
��� �!������

DN
γ : ∂XN → ker(γ −AN

m)

� ������ �	

f 7→ DN
γ f := εγ(Ĩ

−
w)Tf.

�� 
� �	��� ����
DN

γ

��!� 
���
ker(γ −AN

m)
�  � 
� ��� ��� �� ����� ����

DN
γ


�
��� 
������ ��

LN |ker(γ−AN
m)

�



� �� � ������	� ���������� ��

+�8�8-)" )8* � �� �� � ��� γ ∈ C
� � ����

�
�
LND

N
γ = Id∂XN

���
����

DN
γ LN = Idker(γ−AN

m),

����� DN
γ =

(
LN |ker(γ−AN

m)

)−1 �

+�88$ � ���
f ∈ ∂XN

��� ����		 ����
Ĩ−(Ĩ−w)T = Id∂XN

	 ��� #����� � �� � �
���� 	

LND
N
γ f = Ĩ−Γ0εγ Ĩ−wf = Ĩ−(Ĩ−w)Tf = f,

��� �
� 
� ���
���� � �� ���� ���� ���� �� �	�� ���
u = (uj)1≤j≤m ∈ ker(γ −AN

m)
�

��� �����
���
w = (wj)1≤j≤m ∈W

�� ��� ����

wj(x, v) = fj(v)e
−

γ

v
x,

�����
x ∈ [0, lj], v ∈ [vmin, vmax], fj ∈ Y

	 ���
Γ0w ∈ rg(Ĩ−w)T

���!��� ��� �����	
��
γ − AN

m

� ��������� 	 ����� �� 
���
d ∈ ∂XN

���� ����
Γ0u = (Ĩ−w)Td

� ���� 	
u��� �� � �
���� ��

u = εγ(Ĩ
−
w)Td.


 ���� 	

DN
γ LNu = εγ(Ĩ

−
w)T Ĩ−Γ0u = εγ(Ĩ

−
w)T Ĩ−(Ĩ−w)Td = εγ(Ĩ

−
w)Td = u.

�

��� ����
�
��
1 ∈ σ(ΦND

N
γ )

�!! ���
�� 
� ��� ���������
��
� �����
�� ��� 
�

����� � ����
�
�� 
�

∂XN

	 ����� 
� � �!��� ���� �� �		�� ���� ��� ����� �!���
XN

� �� !������ �� ���!���
ΦND

N
γ

��

ΦND
N
γ = I+

J






Q
e−

γ
· l1

0� � �

0 Q
e−

γ
· lm




 (Ĩ−w)T .


 ��� 	 ��� 
� ��� ��		�� 
��
Qg

������� ��� ��	�
! 	
���
�� �	 � �����
��
g ∈

L∞[vmin, vmax]
	 
 �� �

Qg : Y → Y, f 7→ Qgf := gf.
��
� ���� ��

ΦND
N
γ

���� ��� ���������
��
� �����
�� ���� 
����
���		 �		��
��� ��		�� 
�� ����	��
��� �

+�8�8-)" )8* � �� �� �
�
� ��� γ ∈ C � �� <γ > 0 �� �� ‖ΦND

N
γ ‖ < 1 �

����� �� � �� ����� � 	���� ��
AN

������ �� s(AN ) ≤ 0 ��

� �� ‖Jf‖1 = ‖f‖1
� ���� � �� � � � f ≥ 0� �� �� s(AN) = 0 ��


� �� � ��� ������ R(γ, AN) �� � � ������� �� ������ � �� � � � γ > 0 �



�� � � ������� �

+�88$ � �
� 	 �

� � 
��� 	 ��
�� ����
J


� � ��������
�� 	 �� ���
� ��� ��� ���� ��
ΦND

N
γ

��

‖ΦND
N
γ ‖ = ‖I+

J






Q
e−

γ
· l1

0� � �

0 Q
e−

γ
· lm




 (Ĩ−w)T‖

≤ ‖I+
J ‖

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






Q
e−

γ
· l1

0� � �

0 Q
e−

γ
· lm






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

‖(Ĩ−w)T‖

= ‖J‖ max
1≤j≤m

‖Q
e
−

γ
· lj
‖ ≤ max

1≤j≤m
‖Q

e
−

γ
· lj
‖.

 �!!��� ��� ����
<γ > 0

� ����

‖ΦND
N
γ ‖ ≤ e−

<γ
vmax

min1≤j≤m lj < 1,
��� ���������

1 /∈ σ(ΦND
N
γ )

��
�� 
� ���
��	��� ��
γ /∈ σ(AN )

�	 ��� ����������

��
� �����
�� ��� � � ������� 	 
�

γ = 0
����

σ(ΦND
N
0 ) = σ(I+

J






Q
e−

0
· l1

0� � �

0 Q
e−

0
· lm




 (Ĩ−w)T )

= σ(I+
J (Ĩ−w)T ) = σ((αijJ)n×n).

��
� ��� � � ������� �����!���� 
���

σ(ΦND
N
0 ) = σ(A)σ(J),

��� 	����� 	  ��� �  
 � "	 ��� �����!�
�� 
� �

� ��
J
	 �� ���� ����

r(J) = 1��� ���� ��� !��
�
� 
�	 ��
J

�� ���� ����
r(J) ∈ σ(J)

	 ��� 	 ��� 	 ���! � � � ��
 �
 
���

A

� � ��	��� ��������
� � ���
� 	

1 ∈ σ(A)
��� ���
� �	 ��� ���������
��
�

�����
�� ��� 
� ��		�� � ����
0 ∈ σ(AN)

�  � �� ����	��� ����
s(AN ) = 0

�
�


� ��

γ > 0
����

R(γ, AN
0 )

	
DN

γ

	
ΦN

	 ���
ΦND

N
γ

��� ! ��
�
�� �! ������� �
 
���

‖ΦND
N
γ ‖ < 1

	 ��� 
������ ��
Id − ΦND

N
γ


� �
��� �	 ��� ������� ���
�� 	

 �� �

(Id− ΦND
N
γ )−1 =

∞∑

n=0

(ΦND
N
γ )n.

���� 	 �� ��� ���� 
� 
� �	�� � !��
�
�� �! ������ �  � ���� ��� ��!��������
��

R(γ, AN) = R(γ, AN
0 ) +DN

γ (1 − ΦND
N
γ )−1ΦNR(γ, AN

0 )
���� ���!��
�
�� ��� �� ��� ���� ��� ����	����

R(γ, AN)

� ���!���� �� ! ��
�
��

�! ������� ��� 
� ��������� �	�� !��
�
�� �
�

���� ���� ������
�� �


� 
� ��� �� ��� !��!��
�
�� �	�� ��		�� � ���� �����
��� � � �� ��	�� � �� ����� �� ��� ��� ���������
��
� �����
�� ��� �� 
�����
����
σ(ΦND

N
γ )


� ���� ����
	 �



� �� � ������	� ���������� ��
��((� � �� �� � ��� γ ∈ C �� � � �� ��� ��� � ���� �

�
�

σ(ΦND
N
γ ) \ {0} = σ(






Q
e−

γ
· l1
J 0

� � �

0 Q
e−

γ
· lmJ




 B̃) \ {0}

= σ(B̃






Q
e−

γ
· l1
J 0

� � �

0 Q
e−

γ
· lmJ




) \ {0}.

�

� �� � � � ��� ���� ��� ��� ���� � �� l � �� ��
σ(ΦND

N
γ ) = σ(A)σ(JQ

e−
γ
· l).

+�88$ � �
� ��� ���� ������
�� ��		�� � ���� ��� ��		������ ���� ����

σ(EF ) \ {0} = σ(FE) \ {0}
���

E ∈ L(X1, X2)
���

F ∈ L(X2, X1),
�����

X1
���

X2
��� ���
����	 "����� �!���� �

�

� �� �		 ��� 	������ ��� ����	 ��
l
	 ���� �� ����

ΦND
N
γ = I+

J






Q
e−

γ
· l 0� � �

0 Q
e−

γ
· l




 (Ĩ−w)T

=






JQ
e−

γ
· l 0� � �

0 JQ
e−

γ
· l




 Ĩ+(Ĩ−w)T

=






JQ
e−

γ
· l 0� � �

0 JQ
e−

γ
· l




 Ã

= Ã






JQ
e−

γ
· l 0� � �

0 JQ
e−

γ
· l






= (αijJQe−
γ
· l)n×n,

�����
A = (αij)n×n

� ��� �! ������ �� �! ������ � ���
��� �� ��
� �! ��
�	 ���� 
�
�
��� �	

σ(ΦND
N
γ ) = σ(A)σ(JQ

e−
γ
· l),��� 	����� 	  ��� �  
 �

�

�� ��� ���� ���
�
���	 �����!�
��� ��
J

��� �
����� ��� �! ������ ��
AN��
�� ��� ���������
��
� �����
�� ��� ��� ��� �� ��� 	���� � � 
��� 	 �� ����
���

��� ���� ���� ��� �!������
J


� ���!��� �



�� � � ������� �

+�8�8-)" )8* � �� �
 � �� J �� � ������ �� ������� �� ��
σp(AN) = σ(AN).

+�88$ �  
���
J


� � ���!��� �! ������ 	 �	��
ΦND

N
γ


� ���!��� ��� ���������

σ(ΦND
N
γ ) = σp(ΦND

N
γ )∪{0}

� ��� ������
�� ��� ��		�� � ���� ��� ���������
��
�
�����
�� ��� �

�

$ !�	�
��			 ���	
��
� �����!�
�� 
� ���� ��� �������
�� �!������
J

� � ���!���


������	 �! ������ � 
�� � ���
��		 !��
�
�� �����	 � � ��� !���
��			 �� ����� � ����
J ∈ L(Y )


� �
��� �	

Jf :=

∫ vmax

vmin

k(·, w)f(w) dw, f ∈ Y.

��� ��������	� �����	

k : [vmin, vmax] × [vmin, vmax] → R
�� 	� 		�

k(v, w) > 0
��� �	� ��� �		

v, w ∈ [vmin, vmax]
� �� ���
�
�� 	 �� ������ ����

���� ∫ vmax

vmin

k(v, w) dv = 1
��� �		

w ∈ [vmin, vmax]

�� ���� ��� � �����	 $ ����!�
�� � �� �� 
� ���
���� � ���� ���� ����� �����!�
���

�!		 ��� 
������
�
	
�	 ��

J
	 ��� 	 ��� 	 ����!	� � �� �
 ��� ����
�
�� $ ���

��	�� �
����� ����� �����!�
��� �� ��� ���� ����

0

� ��� ��		 �! �����	 ��	�� ��

AN�� ��� 
� ��
���	 �� 
� �

3'�8��( � �� ��� � ���� �� � ���� � � � �� � ��� ���� ��� ��� ���� � �� l ��� ���� �� �
���� �� � � ��������� �� ������ J �� �� �	���� �� ��

σ(AN) ∩ iR = {0}.
+�88$ � ���� �����!�
�� ���� ��		�� � ����

����
‖Jf‖1 = ‖f‖1

��� �		
f ≥ 0.


 ���� 	 ��� ��� �
�� �! ������
J ′ ∈ L(Y ′)

�����
Y ′ ∼= L∞[vmin, vmax]

���
����

J ′
1 = 1,

�����
1
������� ��� �������� ��� �����
�� � "	 ��� 
������
�
	
�	 ��

J
��� 	 ��� 	

��� � � �� ��
 �� ���� ����
� ���� ����� �� 
���
g ∈ Y+

���� ����
Jg = g

���

g(v) > 0
��� �	� ��� �		

v ∈ [vmin, vmax]
� ����
��� ��� "����� �!���

Ỹ :=

L1([vmin, vmax], g(v)dv)
� ��� ! ��
�
�� �! ������

J̃ := Qg−1JQg ∈ L(Ỹ )

� �
� 
�

	�� ��
J

��� ���
����
����

J̃1 = 1.
 
���

J

� 
������
�	� 	 ��� ��� � ��	�� ���

J̃
	 ��� �	��

‖J̃f‖Ỹ = ‖f‖Ỹ



� �� � ������	� ���������� ��

��� �
�� ���� ���
f ∈ Ỹ+

� ��
� ���
� 
�!	
�� ��� ��� ��� �
�� �! ������
J̃ ′ ∈ L(Y ′)��

J̃
����

�� �
J̃ ′

1 = 1.
 �!!��� ��� ���� ����� 
� � �! �����	 ��	��

γ ∈ iR \ {0}
��
AN

� ����� ���
�!������

J̃γ := Qg−1JQ
e−

γ
· lQg ∈ L(Ỹ )

� ���� ����
J̃γ


� �
� 
	�� ��
JQ

e−
γ
· l ∈ L(Y )

�
��������� 	 ���
� �! ����� ��
��
�� � �� ���� ���� ��� ���������
��
� �����
�� ���
� 
�� ��� �
� �� ����� � �� �� �

� ���� ����� ���� �� 
�� ��

α ∈ σ(J̃γ)
���� ����

|α| = 1
�  
���

J

� ���!��� 	

α ∈ σp(J̃γ)
�  � ����� �� 
���

f ∈ Ỹ , f 6= 0,
���� ����

J̃γf = αf.
 
���

|f | = |αf | = |J̃γf | ≤ |J̃γ||f | = J̃ |f |,
�� ����

|J̃ |f | − |f || = J̃ |f | − |f |.
����

〈1, |J̃ |f | − |f ||〉 = 〈1, J̃ |f |〉 − 〈1, |f |〉 = 〈J̃ ′
1, |f |〉 − 〈1, |f |〉

(
��)
= 0,


� ��		�� � ����
J̃ |f | = |f |

� "	 	 ��� 	 ��� � � �� ��
 ��� ���� �!��� ��
J̃


� ����
�
� ���
���	 ��� �	 ���� �� ����	��� ���� 
� 
� �!����� �	

1
� ��������� 	 �� ���

������ ����
|f | = 1

� ���� 	
f


� � ��
� ���	�� �
��������
�� ��
J̃γ

�
�� �� ����

h ∈ L∞[vmin, vmax] ⊆ Ỹ
	 ����

0 ≤ |J̃γh| ≤ |J̃γ||h| = J̃ |h| ≤ J̃(‖h‖∞1) = ‖h‖∞J̃1 = ‖h‖∞1.
��������� 	

J̃γ(L
∞[vmin, vmax]) ⊆ L∞[vmin, vmax]

�
"	 � �	���� �� �������

L∞[vmin, vmax] ∼= C(K)
��	�� ��� � ��
���	� ���!��� �!���

K
�  � ��� 	 �� ���� ����� ���� �		 ��� �����!�

�
��� �� 	 ��� 	 ���! � � �� � 
 ��� �� 	� 		�� � 
 ���� 	

J̃γ|L∞[vmin, vmax]
= αQf J̃Qf−1 |

L∞[vmin, vmax]
.

��
� 
� !	
��

k(v, w)e−
γ

w
l = αf(v)k(v, w)f(w)

��� �	� ��� �		
v, w ∈ [vmin, vmax]

�  
���
k

� ���
��		 !��
�
�� 	 ��
� � ���� ����

f(v) = αe
γ

w
lf(w)

��� �� � � ��	� 		�� ��� �	� ��� �		
v, w ∈ [vmin, vmax]

� ��
����			 ��
� 
� ��� !���
� 	� 	
����� ����� 
� �� �! �����	 ��	��

γ 6= 0
�� ��� 
� ��
���	 �� 
� �

�



�� � � ������� �

� �� � ��������������
�� ��
� ����
�� �� ���� ��� ��������� !��! ���	 ��

AN

��� ����� ��� ��		�
!�������� �� �� � � �� ���� ������ ��� �!���

XN

��� ���� ����� ����
AN

�� 	� 		�
�		 ��� ����
�
��� 
� ��� ��
		
!� �������
�� ������� 	 ��� ������� $ �� � ��������� 	
AN


� ��� ��������� �� � !��
�
�� ��������
�� ��� 
����! ��
XN

��� ��
� ���� �
 
���

J

� ��������
�� ��

Y+

	 �	��
BJ


� ��������
�� ��
Y m

+

�� 
� ����� 
� ���
��		�� 
�� 	���� �

��((� � � �� � �� f ∈ Y m
+

� �� ��

‖BJf‖1 − ‖f‖1 ≤ 0.

+�88$ � ���
f ∈ Y m

+

� ���� ��� ��		�� 
�� ���!����
�� ���� � ��� ������
�� �

‖BJf‖1 − ‖f‖1 =
m∑

j=1

∫ vmax

vmin

(BJf − f)j(v) dv

=

m∑

j=1

∫ vmax

vmin

[J(Bf)j − fj ](v) dv

=

m∑

j=1

∫ vmax

vmin

[

J

(
m∑

k=1

bjkfk

)

− fj

]

(v) dv

=

∫ vmax

vmin

[

J

(
m∑

k=1

fk

m∑

j=1

bjk

)

−
m∑

j=1

fj

]

(v) dv

� �����	 

�
��
��
� ��=

∫ vmax

vmin

[

J

(
m∑

k=1

fk

)

−
m∑

j=1

fj

]

(v) dv

=
m∑

j=1

(‖Jfj‖1 − ‖fj‖1)

�	 � �

 � � �� ��
≤ 0.

�

����� 
� �� �	������
�� ��	 �� ����
�� ��� ����
� ��
AN

�	 ��
�� ��� �!������
� ���
�

BJ

�

+�8�8-)" )8* � � �� � �� � �� ��� �� AN
�� � ���� 	�

D(AN) = {u ∈W : Γ0u = BJΓlu}.

+�88$ � ��
u ∈ D(AN)

����
Ĩ−Γ0u = I+

J Γlu
��� ����� �� 
���

f ∈ ∂XN

����
����

Γ0u = (Ĩ−w)Tf
� � �
�� ��
� �� ���!���

I+
J Γlu = Ĩ−Γ0u = Ĩ−(Ĩ−w)Tf = f.



� �� � � ������������� ��
��
� 
� !	
��

Γ0u = (Ĩ−w)Tf = (Ĩ−w)T I+
J Γlu = BJΓlu.�� ��� ����� ���� 	 
� ���

u ∈ W
��� ����
�
��

Γ0u = BJΓlu

� ��	� 		�� 	 ����

Γ0u ∈ rg(Ĩ−w)T
��	�� �
���

BJ = (Ĩ−w)T I+
J

� ������� 	

LNu = Ĩ−Γ0u = Ĩ−BJΓlu = Ĩ−(Ĩ−w)T I+
J Γlu = I+

J Γlu = ΦNu.

�

��
� ��!��������
�� ��
D(AN)


� ������ 
� ����� � � � ��	�� �� ���� ���
�
�! ���
� 
�	 ��

AN


�
XN


� ������� � 
�� ��� ��		�� 
�� ���� �
7�$)*)" )8* � � �� � ��� ����

‖ · ‖1,v

��
XN


�

‖ · ‖1,v : XN → R, u = (uj)1≤j≤m 7→ ‖u‖1,v :=
m∑

j=1

∫ lj

0

∫ vmax

vmin

1

v
|uj(x, v)| dv dx.

 
���
1

vmax
‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖1,v ≤ 1

vmin
‖ · ‖1,��� ����

‖ · ‖1,v


� ���
��	��� �� ��� ��
�
��	 ����
‖ · ‖1

��
XN

�
�� ��� ����� ��� �
�! ���
� 
�	 ��

AN

	 �� � ����
�
�� $ � �
��((� � � � � �� � �� ������ (AN , D(AN)) �� ���� ������ �� �� � � ����� �������

(XN , ‖ · ‖1,v)
�

+�88$ � ��� ���	 �!��� ��
XN


�

X ′
N
∼= L∞([0, l1], Y

′) × · · · × L∞([0, lm], Y ′)
∼= L∞([0, l1] × [vmin, vmax]) × · · · × L∞([0, lm] × [vmin, vmax])

�����
Y ′ = L∞[vmin, vmax]

� ���
Ψ = (Ψk)1≤k≤m ∈ X ′

N

���
u = (uk)1≤k≤m ∈ XN�� ����

〈u,Ψ〉 =
m∑

k=1

∫ lk

0

∫ vmax

vmin

1
v
uk(x, v)Ψk(x, v) dv dx.

���
u ∈ D(AN)

��� 	��
Ψ = (Ψk)1≤k≤m ∈ X ′

N

�� ������ �	

Ψk(x, ·) =

{

v 7→ 1, uk(x, ·) = u+
k (x, ·),

v 7→ 0,
�	��

,
�����

x ∈ [0, lk]
� � 	���			

‖Ψ‖ ≤ 1
�

���� 	 �� ���!���

〈u,Ψ〉 =

m∑

k=1

∫ lk

0

∫ vmax

vmin

1
v
uk(x, v)Ψk(x, v) dv dx

=
m∑

k=1

∫ lk

0

∫ vmax

vmin

1
v
u+

k (x, v) dv dx

= ‖u+‖1,v.



�� � � ������� �

�� ���� ����
�

〈ANu,Ψ〉

=
m∑

k=1

∫ lk

0

∫ vmax

vmin

1
v
(−v) ∂

∂x
u+

k (x, v) dv dx

= −
m∑

k=1

∫ vmax

vmin

∫ lk

0

∂
∂x
u+

k (x, v) dx dv

=
m∑

k=1

∫ vmax

vmin

(
u+

k (0, v) − u+
k (lk, v)

)
dv

���� � � �� ��
=

m∑

k=1

∫ vmax

vmin

(
(BJ (Γlu))

+
k − u+

k (lk, ·)
)
(v) dv

≤
m∑

k=1

∫ vmax

vmin

(
(BJ (Γlu)

+)k(v) − u+
k (lk, v)

)
dv

=

∫ vmax

vmin

(
m∑

k=1

J

(
m∑

j=1

βkju
+
j (lj , ·)

))

(v) dv

−
m∑

k=1

∫ vmax

vmin

u+
k (lk, v) dv

=

∫ vmax

vmin

(
m∑

j=1

J

[(
m∑

k=1

βkj

)

u+
j (lj, ·)

])

(v) dv

−
m∑

k=1

∫ vmax

vmin

u+
k (lk, v) dv

� �����	 

�
��
��
���=

∫ vmax

vmin

(
m∑

j=1

Ju+
j (lj , ·)

)

(v) dv −
m∑

k=1

∫ vmax

vmin

u+
k (lk, v) dv

=
m∑

j=1

‖Ju+
j (lj , ·)‖1 −

m∑

k=1

‖u+
k (lk, ·)‖1

�	 � � 

 � � �� ��
≤ 0.

��
� ���� � ���� �		 ��� ����
�
��� �� ����
�
�� $ � ��� �� 	� 		�� 	 �����
AN


�
� 
�! ���
�� �

�

$� ��� ���	 ����	��
�� �� ����
� ��� ��������� !��! ���	 ��
AN

�

3'�8��( � � �� � �� � �� ������ (AN , D(AN)) �� XN
�� �� � � �� ������ �� �

� ������� ��� 	������ ������ �� ���������� � � �� ���� (TN(t))t≥0
� ��� 	���� vmax

vmin

�



� �� � � ������������� ��

+�88$ � "	 ���!��
�
�� � �� �
 ��� ����� � � � 
� ��		�� � ����
AN


� � �����		
������ 	 �
�! ���
�� �! ������ ��� �	 ���!��
�
�� � �� �� ��� �!������

γ − AN


�
���� ���
�� ���

γ > 0
� ��������� 	 ��� ��
		
!� ������� 	 ��� ������� $ �� 	 
�!	
��

����
AN


� ��� ��������� �� � !��
�
�� ��������
�� ��� 
����! ��
(XN , ‖ · ‖1,v)

�
#�����
�� �� ��� ��
�
��	 ����

‖ · ‖1

��
XN

�� ����
� ���� ��� ��� 
����! 
�
������� �	 vmax

vmin

�
�

��(��� � � �� � ��� ��	�!���
� � ���� 
��� �� ��
� ��� 
����! 	 ����� �� ���
��	��
��� �� �$��� � 	 � 
		 � � �
������� 
�  ���
�� � �� � �	�� �





�
$���# �

������

� ��� ��������� 	��

 
��� 
�� �����
�� �	 ��� ���
�� ������ ��
�
�� $ � � �	��� 	 ������ ��
��	
�����
�� �����	 
� ��� � ��		������	
���� ������ ��
��	 ��	� ��� �� ����� ��
	 	���
 ��� 	�����
 ��� � ������!�� �

$���� ��� � ��	 �����
��� �� ��� 	 ��� 
� 
��������� 
� � ��� �� �� ��  �������
�� ��� ����� ���� �� � �� � ��� ����� 	����� �� ��� ������� ��
�
�� �
� � ��� �
������ �� 
� ��� ����� � $������ ��! ��� �� 
������� 
� ��� �� 
������ �� � ������
����� � ������� �� ��
�� ��� �	���� ��������� �� �
� � ����� �� 
���
�	�

�� ��� �����
�� ����	� �� ���� � �
� � !�������� ��� ��� ���	��
�� �� ���
�	���� ��� �� ���
�
���	 �
� � !�������� �
� 
�� ��� �
� � �
��� ��� ����
�� �� ���
	��� ������ �� � ���� � ����
�� !���	�� � �� ��
� �	! � ���� ���� � ��� ����
�� 
�
	�����
 ��� 	 ����
 � $ ��� 
����! �!!����� �� ��� ������ ��� �� ����� !���	�� �
��� �����	
���� �	 � � ��!�� ��� ������ 	 ��� 	���� ��
 	 	������
 	 	��!� 
 �

�� ��� �����	 �� ����������� �� ���
M/Mk,B/1

�����
�� ����	 � ��
� !���	��
��� �	����	 � ��� ����
�� 
� 	��!� 
 	 ����� �� ������ ��� ��		�!�������� � 
 ��� 	
�� �
�� � ���� ����
	�� ���		�
� ��� ���� ��� �� 
������ �� � ��
��� !��
�
��
�����	 ����� ��	��
�� 
� ���!��� � �

� �� � 
��� 	�	

�� 
�����
���� ��� �	��� 
��	
M/Mk,B/1

�����
�� �	���� 
 �� �	 �� ����
���
� �����
�� �	���� ����
��
�� �� � �
��	� ������ ��
�� ��� ����� �� ����

B ∈ N������ ��� �
��	�������			 ��� � 
���� ��
��� ������ ������ ���� 
�� �� ���� �� ����� ��� �� 	����

k
������ ��� 
� ��� ����� 	

�����
1 ≤ k ≤ B


� ���� � ����� 
� �� 
���
�� ��!!		 �� ������ ��� � ��� ���
��	
�� ��� ������ ��� 
� �� ������ ��� ���	� � ��
���� !�� ���� � 
�� !���� ����

λ
�

��
� � ���� 
� !���
��	�� ���� ��� ����������� � �� �� Xn

	 
 �� �	 ��� �
� � �
������
� ������ ��� ���
��	 �� ���

nth
���

(n+1)st
������ �� ��� 
���! ������ ��� 
����
�

��			 �
���
����� ������ ���
��	�� ��� ��� !�����
	
�	
P ({Xn ≤ t})

���� ���
nth


�������
��	 �
� � 
� 	��� ���� �� ����	 ��
t

�

P ({Xn ≤ t}) = 1 − e−λt.
��
� ��!	�
�� ��� ����

M

� ��� �����
��

M/Mk,B/1
��
�� ������ ��� � �����
��

�� � ����	 	��� � ���  ��� ������ � ���� 
� �
��� �	 1
λ

�
��



�� � � ������

�)4 �� � �  
��	� ������ ����� 	
B = 3

} }
}

} }
}

} }} }
}}

} }}
··
·

��� �� ���

��		
�

��

��������

-

	������
��� ����
�������

�����

}}}} - }
}

}

������ -

��� ������
M


� ��� �����
��
M/Mk,B/1

����� ���� ��� � ������ �� �� Yn

���
��!�����
�			 �
���
����� � 
�� !���� ����

µ
� ���� 	 ��� �
� � ! ��
��

Yn


� ��
��
��� ������ 
� ���	 � 
�� ���

nth
������ �� ��� �	�� 
���! ������ ��� 
����
��			

�
���
����� ������ ���
��	�� � ��� !�����
	
�	
P ({Yn ≤ t})

���� ��� ����
�� �
� �
��� ���

nth
������ �� 
� 	��� ���� �� ����	 ��

t

�

P ({Yn ≤ t}) = 1 − e−µt.
���  ��� � ������ ���� 
� 1

µ

�
��� ����� !��������� �� ����� � ��� ��		�� 
�� �

6�*���! � -- (�")8* � �� �� � �� ����
�� ����

0 < λ < µ.
��� ���
�

ρ := λ
µ


� ��		�� ���� � ����� ���� ��� ����� ������	 �����!�
��

� ��		�� � ����

ρ < 1
�  � 	 
���
�
��			 �� ��! ��� ���� ��� ����� � 
		 ��� ����


���
��		�
���

0 ≤ r < k, n ∈ N ∪ {0}
���

t, x ≥ 0
� ����

pr,0(t)
������� ��� !�����
	
�	

���� �� �
� �
t
����� ���

r
������ ��� 
� ��� ����� ��� ��������� ��� ������ 
� ���

���	� � ������� 	 �� 
�����
����
pn,1(x, t)

	 �����
∫ ∞

0

pn,1(x, t) dx


� ��� !�����
	
�	 ���� �� �
� �
t
����� ���

n
������ ��� 
� ��� ����� ��� ��� ������


� ���	� ���� ����

k−1∑

r=0

pr,0(t) +
∞∑

n=0

∫ ∞

0

pn,1(x, t) dx = 1



� �� � ������� ��
��� �		

t ≥ 0
� ��� !��������

t
��!������� ��� �
� � �
��� ��� ���	��
�� �� ��� ���	�

�	���� ��� ������� 	 ������� ��� !��������
x

������ �� ��� �	�!��� ����
�� �
� � 	

 �� �	 ��� �
� � �
��� ��� 	��� ���� 
�� ��� ������� � �� 
� ����� ��

0
�� ���� �� ��� ����

���� 
�� ������ �
��� ����� �����
�� ����	 ��� ���� � � �����
� �� �	 ��� �����
���

� �







dp0,0(t)

dt
= −λp0,0(t) + µ

∫ ∞

0

p0,1(x, t) dx,

dpr,0(t)

dt
= −λpr,0(t) + λpr−1,0(t) + µ

∫ ∞

0

pr,1(x, t) dx,

1 ≤ r ≤ k − 1,

∂p0,1(x, t)

∂t
= −

∂p0,1(x, t)

∂x
− (λ+ µ)p0,1(x, t),

∂pn,1(x, t)

∂t
= −

∂pn,1(x, t)

∂x
− (λ+ µ)pn,1(x, t) + λpn−1,1(x, t),

n ≥ 1.
���

x = 0
��� �������	 ����
�
���

�"�� �







p0,1(0, t) = µ

B∑

i=k

∫ ∞

0

pi,1(x, t) dx+ λpk−1,0(t),

pn,1(0, t) = µ

∫ ∞

0

pn+B,1(x, t) dx, n ≥ 1,

��� 
�!���� � ���	 ������!��� �� ��� �
����
�� ���� ��� ������ ���� ������ � ���
!�� ���� �

$ � 
�
�
�	 ����
�
�� �� ������

���� � {
pr,0 = cr ∈ C, 0 ≤ r ≤ k − 1,

pn,1(x, 0) = fn(x), n ≥ 0,
�����

fn ∈ L1[0,∞)
� "�� �����			 ��� 
� � �
�		 
��������� 
� ��� 
�
�
�	 ����
�
��

����

,0
�







p0,0(0) = 1,

pr,0(0) = 0, 1 ≤ r ≤ k − 1,

pn,1(x, 0) = 0, n ≥ 1,
��
�� ����� ���� �� �
� �

t = 0
��� ������ �� ��		 �� ��� ����� ��� ��!�	�

��� ��
���	� ����� �!��� �� �����	��� ��
� !���	�� �� �� �������� �����	
!���	�� 
�

XQ := Ck × l1
(
L1[0,∞)

)

������� � 
�� ��� ����

‖p‖XQ
=

k−1∑

i=0

|pi,0| +
∞∑

i=0

‖pi,1(·)‖L1[0,∞)



�� � � ������

���
p = (p0,0, . . . , pk−1,0, p0,1(·), p1,1(·), . . .)

T ∈ XQ

� �� ��� �!
�
� �� ��� �!!�����
�������� 
� ��� 
��������
�� �� ����� ��

XQ

��� � �� 
� �	 �! ������ ��

D(AQ
m) := Ck × l1

(
W 1,1[0,∞)

)
,

AQ
m :=

(
L M
0 D

)

,

�����

L :=











−λ 0 0 · · · 0

λ −λ
� � � ���

0 λ −λ
� � � ���

��� � � � � � � � � �
0

0 . . . 0 λ −λ











��� �
� ���
��
k × k

	

M :=







µψ 0 · · · · · · · · · · · ·
0 µψ 0 · · · · · · · · ·��� � � � � � � � � �

· · · · · ·
0 · · · 0 µψ 0 · · ·







���

D :=







D 0 · · · · · · · · ·
λ D 0 · · · · · ·
0 λ D 0 · · ·��� � � � � � � � � � � � �






.


 ��� 	

ψ : L1[0,∞) → C, f 7→ ψ(f) :=

∫ ∞

0

f(x) dx,

���

D := −
d

dx
− λ− µ.

� 	���			 ��� �!������
(AQ

m, D(AQ
m))


� �	���� ��
XQ

�
$ � �������	 �!��� �� ������

∂XQ := l1



� �� � ������� ��

��� ����� ��� �������	 �! �������

LQ : D(AQ
m) → ∂XQ,












p0,0���
pk−1,0

p0,1

p1,1���












7→





p0,1(0)
p1,1(0)���



 ,

���

ΦQ : D(AQ
m) → ∂XQ�
��� �	 ��� �! ������ � ���
�

ΦQ :=











k−1
︷ ︸︸ ︷

0 · · · 0 λ

k
︷ ︸︸ ︷

0 · · · 0

B−k+1
︷ ︸︸ ︷

µψ · · ·µψ 0 0 0 · · ·
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 µψ 0 0 · · ·
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 µψ 0 · · ·
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 0 µψ · · ·��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� � � �











.

�� ��� ����
� ��� �!������
(AQ, D(AQ))

������!���
�� �� ��� �����		 
�� !����
	�� �	

AQp := AQ
mp,

D(AQ) := {p ∈ D(AQ
m) : LQp = ΦQp}.

��� !���	�� � � 	 �"�� � 	 ���� � ��� �� �������	���� �� ��� �������� �����	
!���	��

�$��� �






d

dt
p(t) = AQp(t), t ∈ [0,∞),

p(0) = (c0, . . . , ck−1, f1, f2, . . .)
T ∈ XQ.

��
AQ

��������� � ������		 ����
����� ��� 
����!
(TQ(t))t≥0

��� 
� ��� 
� 
�
�	
��	��� 
� ���� � ���
��	

p0 := (c0, . . . , ck−1, f1, f2, . . .)
T ∈ D(AQ)

	 ���� ��� ��
���
��	��
�� �� � � 	 �"�� � ��� ���� � 
� �
��� �	

pr,0(t) = (TQ(t)p0)r+1, 0 ≤ r ≤ k − 1,

pn,1(x, t) = (TQ(t)p0)n+k(x), n ≥ 0.
 � 
� ��� ��		�� 
�� �� ����������� ��� ������
�� �� �$��� � �

�� ��� ��� ���������
��
� �����
�� ��� �� 
�����
���� ��� � ������	 �! ������
��
AQ

� ��� ��
� !��!��� 	 �� ���� ���� 
����� ��
�� �� ��� ����	���� ��� �� ���
�!������

(AQ
0 , D(AQ

0 ))
�
��� �	

D(AQ
0 ) := {p ∈ D(AQ

m) : LQp = 0},

AQ
0 p := AQ

mp.



�� � � ������

� ������� 	 �� �
�� �� ��!	
�
� �����	� ��� ��� ����	���� ������ 
� ����� � �� ��
� �	�� �� !���� ��� 
������
�
	
�	 �� ��� ��� 
����! ��������� �	

AQ

�
��((� � �� �� � ��� �� � � �� S := {γ ∈ C : <γ > −µ} \ {−λ}

� � ����

S ⊆ ρ(AQ
0 ).

� �������� �� γ ∈ S � �� ��

R(γ, AQ
0 ) =

(
γ − L −M

0 γ −D

)−1

=

(
(γ − L)−1 (γ −L)−1M(γ −D)−1

0 (γ −D)−1

)

,

�� ���

(γ − L)−1 =












1
γ+λ

0 · · · · · · 0

λ
(γ+λ)2

1
γ+λ

� � �
· · ·

���

λ2

(γ+λ)3
λ

(γ+λ)2
1

γ+λ

� � �
���

���
���

���
� � �

0
λk−1

(γ+λ)k
λk−2

(γ+λ)k−1

λk−3

(γ+λ)k−2 · · · 1
γ+λ












,

(γ −D)−1 =







R(γ,D) 0 · · · · · ·
λR(γ,D)2 R(γ,D) 0 · · ·
λ2R(γ,D)3 λR(γ,D)2 R(γ,D) · · ·���

���
���

� � �







���
(R(γ,D)p)(x) = e−(γ+λ+µ)x

∫ x

0

e(γ+λ+µ)sp(s) ds, p ∈ L1[0,∞).

+�88$ � ���
Cc[0,∞)

������ ��� �!��� �� ����
����� �����
��� ��
[0,∞)

� 
��
���!��� ��!!��� � �� ���
� ��� ���

p ∈ Cc[0,∞)
���

γ ∈ S
∫ ∞

0

|(R(γ,D)p)(x)| dx

=

∫ ∞

0

∣
∣
∣
∣
e−(γ+λ+µ)x

∫ x

0

e(γ+λ+µ)sp(s) ds

∣
∣
∣
∣
dx

≤

∫ ∞

0

e−(<γ+λ+µ)x

∫ x

0

e(<γ+λ+µ)s|p(s)| ds dx

=

[

−
1

<γ + λ+ µ
e−(<γ+λ+µ)x

∫ x

0

e(<γ+λ+µ)s|p(s)| ds

]∞

0

+

∫ ∞

0

1

<γ + λ+ µ
e−(<γ+λ+µ)xe(<γ+λ+µ)x|p(x)| dx

=
1

<γ + λ+ µ
‖p‖L1[0,∞)



� �� � ������� ��
 
���

Cc[0,∞)

� ����� 
�

L1[0,∞)
	 �� ����	��� ���� ��� ����� ���
� ��� ����

‖R(γ,D)‖ ≤
1

<γ + λ+ µ
.

��������� 	

‖(γ −D)−1‖ ≤
∞∑

n=0

λn‖R(γ,D)‖n+1

≤
∞∑

n=0

λn

(<γ + λ+ µ)n+1

< ∞


�
<γ > −µ

� � 	���			 ��� ����� ���!������ ��
R(γ, AQ

0 )
��� �	�� � ������ 	 �� ����

R(γ, AQ
0 )


� � ������� �!������ ���
<γ > −µ

�
��� � ����
���������� ��	��	��
�� ���� � ���� ��� �!������

(
(γ − L)−1 (γ − L)−1M(γ −D)−1

0 (γ −D)−1

)


� 
����� ��� 
������ ��
γ − AQ

0

�
�

��� ��		�� 
�� ����������� � 
		 � � ���� 
�  ���
�� � � ��� ��� ���!����
�� ��
��� �������	 �! ������ ��

AQ

�

�8�8!!��, � �� �� � �� � ��� ������ � �� �� AQ
0

�������� �� � � �� ����� �� ��� �����

iR ⊆ ρ(AQ
0 ).

�� ��� �����	 �� ��� ��� ������
��
���

Γ := γ + λ+ µ

���

Λ := γ + λ.

���� ����
Γ

���
Λ

���� ��!��� ��
γ
��
�� 
� ��� ������ ��!	
�
�		�

��� �� ������ 
�� ��� �
��������
��� ��
AQ

m

�



�� � � ������

��((� � �� � � ��� γ ∈ C,<γ > −µ� �� � � �� ��� ��� � ���� �

p ∈ ker(γ − AQ
m)

����

⇔

p = (p0,0, . . . , pk−1,0, p0,1(·), p1,1(·), . . .)
T

����
�� ���
p0,0 =

µ

Λ

c1
Γ
,

����

pr,0 =
1

Λ

(

λpr−1,0 + µ

r+1∑

i=1

ci
λr+1−i

Γr+2−i

)

, 1 ≤ r ≤ k − 1,
����

pn,1(x) = e−Γx

n+1∑

i=1

ci
λn+1−i

(n+ 1 − i)!
xn+1−i

��
�

� �� � � � (ci)i≥1 ∈ l1 ��� � � � n ≥ 0.

+�88$ � � 
��� 	 �� ���
�	 ���� ����
p

�
��� �� 
� ����� ��
� 
� �����
��� 
�
D(AQ

m)
� ���� ���� ���

0 6= C ∈ C
���

k ∈ N
∫ ∞

0

e−Cxxk dx =
k!

Ck+1
.

� �
�� ��
� �� ���
� ��� ��� ����

‖pn,1‖L1[0,∞) =

∫ ∞

0

∣
∣
∣
∣
∣
e−Γx

n+1∑

i=1

ci
λn+1−i

(n + 1 − i)!
xn+1−i

∣
∣
∣
∣
∣
dx

≤
n+1∑

i=1

|ci|
λn+1−i

(n+ 1 − i)!

(n+ 1 − i)!

(<Γ)n+2−i

=

n∑

i=0

|cn+1−i|
λi

(<Γ)i+1
.

 
���
<γ > −µ

��� ���
�� ∑∞
i=0

(
λ
<Γ

)k ��������� ����	���		�  � �� ��� �������
���
� ��� ��
�� ��� �����	 !������

∞∑

n=0

‖pn,1‖L1[0,∞) ≤
∞∑

n=0

n∑

i=0

1

<Γ

(
λ

<Γ

)i

|cn+1−i|

=
1

<Γ

(
∞∑

i=0

(
λ

<Γ

)i
)(

∞∑

i=1

|ci|

)

=
1

<Γ

1

1 − λ
<Γ

‖(ci)i≥1‖l1

< ∞.



� �� � ������� � �

 
� 
	��			 �� ��� ���
� ��� ��� ���
���
���
p′n,1

��

∞∑

n=0

‖p′n,1‖L1[0,∞) < ∞.


 ���� 	 ��� ���!� ����
‖p‖

D(AQ
m)

��
p

� ��
�� 	 ��� �� ����

p ∈ D(AQ
m)

� �� ���
�
����		 ���!��� ���� ����

p
�� 
� ����� ��
� ���
����

(γ − AQ
m)p = 0.

��������			 ������ ����
p ∈ ker(γ−AQ

m)
� ��!����
��

(γ−AQ
m)p = 0

��!	
�
�		
	 
�	�� � �	���� �� �
 �����
�	 �����
��� �  �	� 
�� ��
� �� 
����
���		 ��� ����
��		

(ci)i≥1 ∈ l1
��� �� � � ������� � ����

∞∑

i=1

|ci| =
∞∑

i=1

|pi,1(0)| ≤
∞∑

i=1

‖pi,1‖∞

≤
∞∑

i=1

‖pi,1‖W 1,1[0,∞) ≤ ‖p‖
D(AQ

m)

< ∞
�� ����
� ����

(ci)i≥1 ∈ l1
�

�

������� ���� ��� �! ������
LQ


� ���� ���
�� � 
 ���� 	

LQ|ker(γ−A
Q
m) : ker(γ − AQ

m) → ∂XQ


� 
�����
� 	� 
�
γ ∈ ρ(AQ

0 )
	 ��� ���!��� �� ��� � �� ���!��� 
�� 
������

DQ
γ

	 ���
� 
�
��	�� �! ������ � ��� ������
���� �� 
�������� ��� ��		�� 
�� �! ������� �

7�$)*)" )8* � �� �� � ���
k ∈ N

�� ����� ��� �!�������
εk : C → L1[0,∞)

��

(εk(c))(x) := c
λk

k!
xke−(γ+λ+µ)x, c ∈ C, x ∈ [0,∞).

��((� � �� �� � ��� γ ∈ C, <γ > −µ �
�� ��

DQ
γ =
















d1,1 0 · · · · · · · · · · · ·
d2,1 d2,2 0 · · · · · · · · ·���

���
� � � � � �

· · · · · ·
dk,1 · · · · · · dk,k 0 · · ·
ε0 0 · · · · · · · · · · · ·
ε1 ε0 0 · · · · · · · · ·
ε2 ε1 ε0 0 · · · · · ·���

���
���

� � � � � �
· · ·
















,

�� ���

dk,r :=
µλk+1−r

ΓΛk+2

k+1−r∑

i=0

Λr+i

Γi
.



�� � � ������

���� ��� � 
�
��	�� �! ������ 
� ����� 	 ��� �! ������
σ(AQ)

��� � � ������ 
���
�
� ��� ���������
��
� �����
�� ��� � ��� ��
� !��! ��� �� ���� ��� ��!	
�
� ����
��

ΦQD
Q
γ

�
�8�8!!��, � �� �� � ��� γ ∈ C, <γ > −µ � �� ��

ΦQD
Q
γ =








a1,1 a1,2 · · · a1,B+1 0 0 0 · · ·
µ

Γ

(
λ
Γ

)B+1 µ

Γ

(
λ
Γ

)B
· · · µ

Γ
λ
Γ

µ

Γ
0 0 · · ·

µ

Γ

(
λ
Γ

)B+2 µ

Γ

(
λ
Γ

)B+1
· · · µ

Γ

(
λ
Γ

)2 µ

Γ
λ
Γ

µ

Γ
0 · · ·���

���
���

���
���

���
���

���







,

�� ���

a1,r :=
µ

Γ

(
λ

Λ

)k+1−r k−r∑

i=0

(
Λ

Γ

)i

+
µ

Γ

B+1−r∑

i=k+1−r

(
λ

Γ

)i
� �� 1 ≤ r ≤ k,

a1,r :=
µ

Γ

B+1−r∑

i=0

(
λ

Γ

)i
� �� k + 1 ≤ r ≤ B + 1.

� �� � ��������������
�� ��� ��� ��	� �� !���� ��� ��������� !��! ���	 ��

AQ

��� ���� ��� ��		�
!�������� �� �$��� � � ��� ���� !��! ��� �� ���� ���� ��� �
�! ���
� 
�	 ��

AQ

��
��
��� ���� !���� �� 
� 	��!� 	 ����� �
 �

��((� � �� �� � �� � �� ������ (AQ, D(AQ)) �� ���� �������
+�88$ �  
���

AQ


� � ���	 �! ������ 	 
� ��� ��� �� ����� ��� !��! ���
�� ����
����
�
�� $ � ��		 ��� ���	 ��	��� �	�� ���� 
�

XQ

�
���

p = (p0,0, . . . , pk−1,0, p0,1(·), p1,1(·), . . .)
T ∈ Rk × l1(L1[0,∞))

�����
χ(·) =

(χ0,0, . . . , χk−1,0, χ0,1(·), χ1,1(·), . . .)
T ∈ X ′

Q = Rk × l∞(L∞[0,∞))
�	

χr,0 :=

{

1,

�
pr,0 > 0,

0,
�	�� 	 0 ≤ r ≤ k − 1,

χn,1(x) :=

{

1,

�
pn,1(x) > 0,

0,
�	�� 	 n ≥ 0.

��� ��� ��		�� 
�� ���!����
��� 
� 
� ����� 	 �� ������� ����

χr,0 =

{
p+

r,0

pr,0
,


�
pr,0 > 0,

0,
�	�� 	 0 ≤ r ≤ k − 1,

χn,1(x) =

{
p+

n,1(x)

pn,1(x)
,


�
pn,1(x) > 0,

0,
�	�� 	 n ≥ 0.



� �� � � ������������� ��

���� ����
‖χ‖ ≤ 1

���
〈p, χ〉 = ‖p+‖

� �� ���
� ���
〈AQp, χ〉

���
p ∈ D(AQ)

��
���� ��� ����	
�	

∫ ∞

0

dpi,1

dx
(x)χi,1(x) dx =

∫ ∞

0

dp+
i,1

dx
(x) dx = −p+

i,1(0), i ≥ 0.
����

��� ��� 
�����	
�	

∞∑

i=0

p+
i,1(0)

LQp=ΦQp
=

[

µ
B∑

i=k

∫ ∞

0

pi,1(x) dx+ λpk−1,0

]+

+
∞∑

i=1

[

µ

∫ ∞

0

pi+B,1(x) dx

]+

≤ λp+
k−1,0 + µ

B∑

i=k

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx+ µ

∞∑

i=1

∫ ∞

0

p+
i+B,1(x) dx

= λp+
k−1,0 + µ

∞∑

i=k

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx.

����

��� �� ��� ���!���

〈AQp, χ〉 =

k−1∑

i=0

(

−λpi,0 + µ

∫ ∞

0

pi,1(x) dx

)

χi,0 +

k−1∑

i=1

λpi−1,0χi,0

+

∫ ∞

0

(

−
dp0,1

dx
(x) − (λ+ µ)p0,1(x)

)

χ0,1(x) dx

+
∞∑

i=1

∫ ∞

0

(

−
dpi,1

dx
(x) − (λ+ µ)pi,1(x) + λpi−1,1(x)

)

χi,1(x) dx

= −λ
k−1∑

i=0

p+
i,0 + µ

k−1∑

i=0

χi,0

∫ ∞

0

pi,1(x) dx+
k−1∑

i=1

λpi−1,0χi,0

−

∫ ∞

0

dp0,1

dx
(x)χ0,1(x) dx− (λ+ µ)

∫ ∞

0

p+
0,1(x) dx

+
∞∑

i=1

{

−

∫ ∞

0

dpi,1

dx
(x)χi,1(x) dx− (λ+ µ)

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

+λ

∫ ∞

0

pi−1,1(x)χi,1(x) dx

}

(
��

)
= −λ

k−1∑

i=0

p+
i,0 + µ

k−1∑

i=0

χi,0

∫ ∞

0

pi,1(x) dx+
k−1∑

i=1

λpi−1,0χi,0

+p+
0,1(0) − (λ+ µ)

∫ ∞

0

p+
0,1(x) dx



�� � � ������

+

∞∑

i=1

{

p+
i,1(0) − (λ+ µ)

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

+λ

∫ ∞

0

pi−1,1(x)χi,1(x) dx

}

= −λ
k−1∑

i=0

p+
i,0 + µ

k−1∑

i=0

χi,0

∫ ∞

0

pi,1(x) dx+
k−1∑

i=1

λpi−1,0χi,0

+
∞∑

i=0

(

p+
i,1(0) − (λ+ µ)

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

)

+λ

∞∑

i=1

∫ ∞

0

pi−1,1(x)χi,1(x) dx

≤ −λ
k−1∑

i=0

p+
i,0 + µ

k−1∑

i=0

χi,0

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx+

k−1∑

i=1

λp+
i−1,0

+

∞∑

i=0

(

p+
i,1(0) − (λ+ µ)

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

)

+λ

∞∑

i=1

∫ ∞

0

p+
i−1,1(x) dx

= −λp+
k−1,0 + µ

k−1∑

i=0

χi,0

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

+

∞∑

i=0

p+
i,1(0) − µ

∞∑

i=0

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

(
��

)

≤ −λp+
k−1,0 + µ

k−1∑

i=0

χi,0

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

+λp+
k−1,0 + µ

∞∑

i=k

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx− µ

∞∑

i=0

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

= µ

k−1∑

i=0

χi,0

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx− µ

k−1∑

i=0

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

= µ
k−1∑

i=0

(χi,0 − 1)

∫ ∞

0

p+
i,1(x) dx

≤ 0.

���� 	
AQ


� �
�! ���
�� �
�



� �� � �����	�� �������� ��
��� �
�! ���
� 
�	 ��

AQ

�������� � 
�� ��� ���� ���
� 
�	 ��
γ−AQ

���
γ > 0

	����
�� ��� ��������� !��! ���	 ��

AQ

�	 ��
		
!� � ������� 	 ��� ������� $ �� �

3'�8��( � �� �� � �� � �� ������ (AQ, D(AQ)) �� �� � � �� ������ �� � � �������
������ �� ������� ��� ����������� � � �� ���� �� XQ

�

+�88$ � ���
R 3 γ > 0

� ���� �		 ��� ����
�� ��
ΦQD

Q
γ

��� !��
�
�� �� � ���
�� ��� ���
� ��� ���

jth
��	��� ��� 	

j ≥ 1
	 ��

∞∑

i=1

(ΦQD
Q
γ )i,j <

µ

Γ

∞∑

i=0

(
Λ

Γ

)i

=
µ

Γ

1

1 − Λ
Γ

=
µ

Γ − Λ
= 1.

 
��� ��� ��	��� ��� � ��� �		 ����	 ���� ���
(B+1)st

��	��� �� 	 
� ��		�� � ����

‖ΦQD
Q
γ ‖ = sup

1≤j

∞∑

i=1

(ΦQD
Q
γ )i,j = max

1≤j≤B+1

∞∑

i=1

(ΦQD
Q
γ )i,j < 1,

��� ���� �	��

r(ΦQD
Q
γ ) ≤ ‖ΦQD

Q
γ ‖ < 1.

� �
�� ��� ���������
��
� �����
�� ��� �� ����	��� ����
γ ∈ ρ(AQ)


�
γ > 0

�
� ������� 	

AQ


� � �
�! ���
�� �! ������ �	 ����� � �� ��� ��� ��� �	�
� ��		�� �
���� ��
		
!� � ������� 	 ��� ������� $ �� �

�

� �� � �������� �� �����


� �
�� ��� ���� 
��� �� 
� 	
#��
 �� ��� ���� ����
0

� 
� ��� ! �
�� �! ������

��
AQ

�

��((� � � �� � ��� �� � �� ������ (AQ, D(AQ))
� � ����

0 ∈ σp(AQ).

+�88$ � "	 ��� ���������
��
� �����
�� ��� 
� ��� ��� �� !���� ����
1 ∈

σp(ΦQD
Q
0 )

� �����
p := µ

µ+λ

���
q := λ

µ+λ

� � 
��� 	 �� ���!���
ΦQD

Q
0 : l1 −→ l1��

ΦQD
Q
0 =








∑B

k=0 pq
k
∑B−1

k=0 pq
k
∑B−2

k=0 pq
k · · · p+ pq p 0 0 · · ·

pqB+1 pqB pqB−1 · · · pq2 pq p 0 · · ·
pqB+2 pqB+1 pqB · · · pq3 pq2 pq p · · ·��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���







.

��� �����
��
ΦQD

Q
0 c = c

��� ��� �
0 6= c ∈ l1


� ���
��	��� �� ��� ��		�� 
��
�	���� �� �����
��� �



�� � � ������

c1 = (

B∑

k=0

pqk)c1 + (

B−1∑

k=0

pqk)c2 + (

B−2∑

k=0

pqk)c3 + · · ·+ (p+ pq)cB + pcB+1,

cn = p
n+B∑

k=1

qn+B−kck, n ≥ 2,

��
�� 
� ���
� ���
��	��� ��

c1 = (

B∑

k=0

pqk)c1 + (

B−1∑

k=0

pqk)c2 + (

B−2∑

k=0

pqk)c3 + · · ·+ (p+ pq)cB + pcB+1,

cB+n+1 =
cn+1 − qcn

1 − q
, n ≥ 2. (∗)

����
��� ��� �����
��

f : R → R, x 7→ f(x) := q(B+1)x − q(B+1)x+1 − qx + q.

� 	���			
f


� ����
�����		 �
 �����
��	� ���

f ′(x) = (B + 1)(1 − q) ln qe(B+1)x ln q − ln qex ln q, x ∈ R.

 
��� ��� ���� � 
�����
�	 ���
����
ρ = λ

µ
< 1

�	 ��� � �����	 $ ����!�
�� � �� �� 	

� ��		�� � ����

q = λ
µ+λ

< 1
2

��� ����
(B + 1)(1 − q) > 1

� 
 ���� �� ��� ���
� ���

f ′(0) = (B + 1)(1 − q) ln q − ln q < 0.

��������� 	 ����� �� 
���
x0 > 0

���� ����
f ′(x) < 0

��� �		
x ∈ (0, x0),

�����
f


�
�������
�� ��

(0, x0).
 
���

f(0) = 0
���

lim
x→+∞

f(x) = q > 0,
����� �� 
���

a > 0
���� ����

f(a) = 0
��
qnaf(a) = 0

��� �		
n ∈ N

	 ���! ���
��		� ���� 	 �� ����
�
����

q(B+n+1)a =
q(n+1)a − qqna

1 − q
.



� �� � �����	�� �������� ��

�� ����	��� ���� ���
cn := qna, n ≥ 2,

��� �����
���
(∗)

��� �� 	� 		�� � ��� ����
�����
�� �� ��� �� ��� �	 ���� 	 
�	��

qB+1c1 = (
B−1∑

k=0

pqk)q2a + (
B−2∑

k=0

pqk)q3a + · · ·+ (p+ pq)qBa + pq(B+1)a

= pq2a

B−1∑

k=0

qk + pq3a

B−2∑

k=0

qk + · · ·+ (p+ pq)qBa + pq(B+1)a

= pq2a1 − qB

1 − q
+ pq3a 1 − qB−1

1 − q
+ · · · + pqBa 1 − q2

1 − q
+ pq(B+1)a

= q2a(1 − qB) + q3a(1 − qB−1) + · · · + qBa(1 − q2) + q(B+1)a(1 − q)

= q2a(1 + qa + q2a + · · ·+ q(B−1)a)

− q2a+B(1 + qa−1 + q2(a−1) + · · · + q(B−1)(a−1))

= q2a

[
1 − qBa

1 − qa
− qB 1 − qB(a−1)

1 − q(a−1)

]

= q2a (1 − qBa)(1 − qa−1) − (qB − qBa)(1 − qa)

(1 − qa)(1 − qa−1)
,

��� �����

c1 = q2a−B−1 (1 − qBa)(1 − qa−1) − (qB − qBa)(1 − qa)

(1 − qa)(1 − qa−1)
.

���
���			
c := (cn)n∈� ∈ l1

��� ����
c


� � ���� !�
�� ��
ΦQD

Q
0

� "	 ���
���������
��
� �����
�� ��� �� ����	��� ����

0 ∈ σp(AQ)
�

�

 
���
AQ

��������� � ��������
�� ��� 
����! 	 ��� ������� � �� �� 	 
�� �! �����	
�����

s(AQ)

� 	��� ���� �� ����	 �� � � �������� � 
�� ��� ����� 	���� 
� ��		�� �

����
s(AQ) = 0

��� ����� ��� � ������	 �! ������
σb(AQ)

��
AQ


� 	� ����� �� ���

� ��
���	 �� 
� � ��� ��		�� 
�� 	���� �����
� �� 
� ���!	���		�

3'�8��( � � �� � ��� �� � �	��� �� ������ (AQ, D(AQ))
� � ����

σp(AQ) ∩ iR = σ(AQ) ∩ iR = {0}.

+�88$ � ���� ��� ����� ����� � � �� �� ���� ����
0 ∈ σp(AQ)

�
��� ���

γ = ia, a ∈ R
	 ���� ����

|a| > λkµ+ 2µ+ 2λ+ 1
� ����

|Γ| ≥ |a| − (λ+ µ) > λ+ µ,
����

|Λ| ≥ |a| − λ > λkµ+ 2µ+ λ+ 1 > 1,
����

|Γ| ≥ |a| − (λ+ µ) > λkµ+ µ+ λ+ 1.
�� �



�� � � ������

� 
��� 	 �� ���� ����
‖ΦQD

Q
γ ‖ < 1

� ��������� 	 �� ����
��� ��� ��	���� ��

|ΦQD
Q
γ |

� ��
j ≥ k

�� ���
� ��� ���
jth

��	��� ��� ��

∞∑

i=1

|(ΦQD
Q
γ )i,j| ≤

µ

|Γ|

∞∑

i=0

(
λ

|Γ|

)i

=
µ

|Γ|

1

1 − λ
|Γ|

=
µ

|Γ| − λ

(
��

)
<

µ

λ+ µ− λ
= 1.

��
k > 1

��� 
�
|a|


� ���� ����
|Λ| ≥ 1

	 �� ����
� ��� ��� ���� ��	��� ���

∞∑

i=1

|(ΦQD
Q
γ )i,1| ≤

µ

|Γ|

(
λ

|Λ|

)k k−1∑

i=0

∣
∣
∣
∣

Λ

Γ

∣
∣
∣
∣

i

+
µ

|Γ|

B∑

i=k

(
λ

|Γ|

)i

+
µ

|Γ|

∞∑

i=B+1

(
λ

|Γ|

)i

(
��

)

≤
µ

|Γ|
λk

k−1∑

i=0

(
1

|Γ|

)i

+
µ

|Γ|

∞∑

i=k

(
λ

|Γ|

)i

=
µ

|Γ|
λk

1 −
(

1
|Γ|

)k

1 − 1
|Γ|

+
µ

|Γ|






1

1 − λ
|Γ|

−
1 −

(
λ
|Γ|

)k

1 − λ
|Γ|






= µλk
1 −

(
1
|Γ|

)k

|Γ| − 1
+ µ






1

|Γ| − λ
−

1 −
(

λ
|Γ|

)k

|Γ| − λ






= µλk
1 −

(
1
|Γ|

)k

|Γ| − 1
+ µ

(
λ

|Γ|

)k
1

|Γ| − λ

≤
µλk

|Γ| − 1
+

µ

|Γ| − λ

(
��)
<

µλk

λkµ+ µ+ λ
+

µ

λkµ+ µ+ 1

<
µλk

λkµ+ µ
+

µ

λkµ+ µ
= 1.

 
� 
	��			 �� ��� ���� ���� ∑∞
i=1 |(ΦQD

Q
γ )i,j| < 1

���
1 < j < k

� $ 	�������� ��
���� ����� ����

‖ΦQDγ‖ = sup
j∈�

∞∑

i=1

|(ΦQD
Q
γ )i,j| < 1,

��� ����� �	��
r(ΦQD

Q
γ ) ≤ ‖ΦQD

Q
γ ‖ < 1


�
|a| > λkµ + 2µ + 2λ + 1

� "	 ���
���������
��
� �����
�� ��� ��
� � ���� ����

γ ∈ ρ(AQ)

�
|a| > λkµ+2µ+2λ+1

�
�� ����� ����� 	

σ(AQ) ∩ iR

� � ������ �

 
��� ��� ��� 
����! 
� !��
�
�� 	 ��� �������	 �! ������ ��
AQ

	 
 �� �
σ(AQ)∩iR

	

� �	�	
� 	 ��� 	����� 	 ���! � ����� � ���
 	 ��
�� � ���� ���� 
�

α+iβ ∈ σb(AQ), α, β ∈



� �� � �����	�� �������� ��

R
	 ���� �	��

α+ ikβ ∈ σb(AQ)
��� �		

k ∈ Z
� ���� ��� � ���������� ��

σ(AQ)∩ iR�� ���			 ����
� ����
σ(AQ) ∩ iR = {0}

�
�





�
$���# 

� ����� ��� �������

� ��� ��������� 	��

�� ��� !���
��� ���!��� �� ����
����� � �����
�� !���	�� � 
�� ��		 ���
������ � 
������ 	 
� � ��	 ����� ��� ������ ��� �� ��� ���� 
� ��� �	���� ���� �� � �
������ �	 ������	 ������� �� � ���
��� � � ��� � ����
�� 
� ��
���� �� ��� � ���
��
��� ��� ��� ���� �� ������� ������ � 
�� � �����
� !�����
	
�	� �� ��
� � ���
�� 
�
�������		 ���	 ���� ��� ��� ��� 
� ������ 
� � �� �� � ��� �������� �
� �� �� ���
��� ���� ���� ��� ����
�� �� ��� ���� � ���
�� �� �� ��� �� �� ��� ���	�����

� ��
� ����	 � $� ��� ��� ��� ����� �� 	���� ��
� ������� ��		 ���� !��������
������� � ��� ���� 
����� ��
�� �� �����
�� �������� ��� 	 	���
 	 	 	���
 	 	""��
 �


 ��� �� ����
��� ���� � �����
�� ������� � 
�� ��		 ��� � ���
��� �  �� � ����
�
��� �� ��
� � ���	 ���� �	����	 ����
�� ��
�� ��� 
����! � ������ 
� 	��!��
 ���
	
��
 � $��
� 	 �� ��� 
��������� 
� ��� ����������� �� � �����	 ����� ��	��
�� �
��� ��
� !��!��� 	 �� �
����� 
� ��
� ���!��� �! �����	 !��! ���
�� �� ��� �!������
���� ��� ������! ���
�� �������� �����	 !���	�� �

� �� � 
��� 	�	

�� ����	 � �����
�� ������� ����
��
�� �� � ��
�� ������� �� �� ��� ���
����
��� ���� ���� �� !�� ���� �����
� ��� ���� � �� ������ ���� � ���
�� ��� �����
��� ���� ���� �� 
���
�� ����� ��� !�� ������ ���� ��� �	 ��� � � ��� �� ��� ���

� ��
���� ���� 	 
� �
���� !����� ���� ����
�� ��� �� ��� ���� � 
�� !�����
	
�	
0 < η1 < 1

	 �� 
� 
� ��!�������� �	 ����
�� ��� � 
�� !�����
	
�	
q1 := 1 − η1

�
� ���
�� ��� ����� ��� ��� ���� ���� ��� ���� ��� �	�� !�� ������ ���� ��� �	
��� � � ��� �� ��� ��� 
� ��
���� ���� 	 
� �
���� �� 
�� ��� �	���� � 
�� !�����
	
�	
0 < η2 < 1

�� 
� 
� ��!�� ������ �	 ����
�� ��� � 
�� !�����
	
�	
q2 := 1 − η2

�
��� ���� ��� ����� �� ����

N
��� ���� � �� ��� ���� 
� �� 		 	 ���� � ���
�� ���

����� ���
	 �� ��� ��� 	����� ��� �� �� � $ ����� ��
� !
����� �� ��
� �������� 	
�� 
�
����� 
� � 
���� ��

�� ����� � ���� ��� ����
�� �
� ��
Xn

��� ���
nth

��� ��� !���
�� ��� ���� � ��
��
�� ���

Yn

��� ���
nth

��� ��� !���
�� ��� ������ � ���
�� ��� ���� 
���! ������
��� 
����
��			 �
���
����� ������ ���
��	�� � ��� ��� ���� � ���
�� �� ����
��
�� ��!�����
�	 � 
���
���
�� � 
�� !��������

λ > 0
	 
 �� � ��� !�����
	
�	 ���� ���

����
�� �
� � ��� ���
nth

��� ��� 
� 	��� ���� �� ����	 ��
t

�

P ({Xn ≤ t}) = 1 − e−λt.
��



�� � � 	 ����� ��� �������

�)4 �� � � ����
�� �������

���� ��� � ���� ��� �

	
����

- - -

6 6

η1 η2

q1 q2

≤ N
��� ����

��� � ���
�� ��� ��� ����
�� �
� �� ��! ��� �� � �����
��
µ
��
�� ����� ��� �	�!���

����
�� �
� � �� � ���
�� ��� 
��� ������� � ��
� �����
��
µ


� ��!!���� �� ��	�		
��� ��		�� 
�� �

6�*���! � -- (�")8*  �� �� � ��� �����
��
µ : R+ → R+


� � �������	� ���
������� ���� ����

limx→∞ µ(x)
�� 
��� ���

µ∞ := limx→∞ µ(x) > 0
�

 � ��� !�����
	
�	 ���� ��� ����
�� �
� � ��� ���
nth

��� ��� 
� 	��� ���� �� ����	
��
t

�

P ({Yn ≤ t}) = 1 − e−  t

0
µ(x) dx.

�� ��� ����
��� ���
t ≥ 0

��� !�����
	
�	
p0(t)

���� �� �
� �
t
��		 ����
��

��� 
� !�� ����
�� �� ��� ��� ��� ����� ��� ��
���� ��� ���� 
� ��� �� �� ��� 
�
� ���
�� ��� � ���

1 ≤ n ≤ N + 1
���

x, t ≥ 0
�� ����
���

pn(x, t)
	 �����

∫ ∞

0

pn(x, t) dx


� ��� !�����
	
�	 ���� �� �
� �
t
���� ����
��� ��� !������
�� ��� ���� ��� �����

���
n− 1

��� ���� 
� ��� �� �� � � 
��				 ���
t, x ≥ 0

�� ����
���
pN+2(x, t)

	 �����

∫ ∞

0

pN+2(x, t) dx


� ��� !�����
	
�	 ���� �� �
� �
t
����
�� ��� ����� 	 ����
�� ��� 
� !�� ����
�� ��

��� ��� 	 ��� ���� �����
��
N

��� ���� 	 �� 
� 
� �� 		 	 ��� ��� 	��� ��� ��� !�� ������
�	 ����
�� ��� 
� ��
�
�� �� � � ������ 
� ��� ���� � ���� 	

p0(t) +
N+2∑

n=1

∫ ∞

0

pn(x, t) dx = 1.



� �� � ������� ��
� 
�� ����� ���
��	�� ��� �	��� 
�� �� ��� �� ��� �	���� ��� � � �����
� �� �	

��� ��		�� 
�� �����
��� �

�# �







dp0(t)

dt
= −λη1p0(t) + η2

∫ ∞

0

p1(x, t)µ(x)dx,

∂p1(x, t)

∂t
= −

∂p1(x, t)

∂x
− (λη1 + µ(x))p1(x, t),

∂pn(x, t)

∂t
= −

∂pn(x, t)

∂x
− (λη1 + µ(x))pn(x, t) + λη1pn−1(x, t),

���
2 ≤ n ≤ N + 1,

∂pN+2(x, t)

∂t
= −

∂pN+2(x, t)

∂x
− µ(x)pN+2(x, t) + λη1pN+1(x, t).

���
x = 0

��� ��		�� 
�� � ������	 ����
�
���
�"�� �







p1(0, t) = λη1p0(t) + q2

∫ ∞

0

p1(x, t)µ(x)dx+ η2

∫ ∞

0

p2(x, t)µ(x)dx,

pn(0, t) = q2

∫ ∞

0

pn(x, t)µ(x)dx+ η2

∫ ∞

0

pn+1(x, t)µ(x)dx,

���
2 ≤ n ≤ N + 1,

pN+2(0, t) = q2

∫ ∞

0

pN+2(x, t)µ(x)dx,

��� !�����
� �� � �� ����
��� ��� ����	 
� 
�
�	 ����
�
��

���� � {
p0 = c ∈ C,

pn(x, 0) = fn(x)
���

1 ≤ n ≤ N + 2,

�����
fn ∈ L1[0,∞)

� $ ���� 
�� ���� �� ��� �
� �
t = 0

����� 
� ��		 ��� ��� ���

� � ���
�� ��� ��� �� ��� ��� 
� � ���
�� ��� �� 
� ��� �� �� 	 ���! ���
��			 	����
�� ��� � ��� 
�������
�� 
�
�
�	 ����
�
��

����

,0
� {

p0(0) = 1,

pn(x, 0) = 0
���

1 ≤ n ≤ N + 2.
�� 	��!��
 	 � � ��!�� ��������� ��
� � ���	 
��� �� �������� �����	 !���	��

�� � ��
���	� "����� �!��� ��� ���� !����� ��� �� 
������ �� � ��
��� !��
�
��
�
� ����! ������ ��	��
�� �	 ��
�� ��� �����	 �� ������		 ����
����� ��� 
����!�
�� 	
���� �! ������� � ���� 	 
� 	
� � 
 	 ��� ������� ����
����� ��� ���� �����

µ
� �������� ��� ����
��� ��	�!���
� ����
	
�	 �� ��� �
� ����! ������ ��	��
��� ��
��
� �	���� �


 ��� 	 �� ����
��� ��� ���� �����
µ


� �� ���
����	 �����
�� ���
��	 
�� � ���
���	 $ ����!�
��  �� �� ��� !���� ��� ��	�!���
� ����
	
�	 �� ��� �
� ����!������
��	��
�� �� ��
� �	���� ��
�� �! �����	 �����	 ��� ��� 
����! � ������ �



�� � � 	 ����� ��� �������

�� ���� �������	��� ��� �����		 
�� !���	�� �� �� �������� �����	 !���	��
� 
�� �� �! ������

(AR, D(AR))
�� ��� ����� �!���

XR := C × (L1[0,∞))N+2.

� 	���			
XR


� � "����� �!��� ������� � 
�� ��� ����

‖p‖ := |p0| +
N+2∑

n=1

‖pn‖L1[0,∞),

�����
p = (p0, p1, . . . , pN+2)

T ∈ XR

�
�� ���
�� �� ��� �!!��!�
��� �! ������

(AR, D(AR))
�� ����� ���� ��� ��� 
� �	

�! ������
(AR

m, D(AR
m))

��
XR

��
�� �� ����� ��

AR
m :=













−λη1 η2ψ 0 0 · · · 0 0
0 C 0 0 · · · 0 0
0 λη1 C 0 · · · 0 0
0 0 λη1 C · · · 0 0��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
0 0 0 0 · · · C 0

0 0 0 0 · · · λη1 C̃













,

D(AR
m) := C ×

(
W 1,1[0,∞)

)N+2
.


 ��� ��� 
� ��� ��		�� 
��
ψ

������� ��� 	
���� �����
���	

ψ : L1[0,∞) → C, f 7→ ψ(f) :=

∫ ∞

0

µ(x)f(x) dx.

� ������� 	 ��� �! �������
C

���
C̃

��
W 1,1[0,∞)

��� ������ ��

Cf := −
d

dx
f − (λη1f + µf)

���
C̃f := −

d

dx
f − µf,

���! ���
��		� ���� ����
(AR

m, D(AR
m))


� � �	���� �!������ ��
XR

�
�� ����	 ��� �������	 ����
�
��� �"�� � �� � 
		 ��� ��� ��		�� 
�� �������	

�!�������
LR

���
ΦR

��!!
�� 
��� ��� �������	 �!���

∂XR := CN+2.

$� ��� �! ������
LR

�� ����

LR : D(AR
m) → ∂XR,







p0

p1���
pN+2







7→ LR







p0

p1���
pN+2







:=





p1(0)���
pN+2(0)



 ,



� �� � �����	�� �������� ��
��
	�

ΦR ∈ L(XR, ∂XR)

�

ΦR :=













λη1 q2ψ η2ψ 0 0 · · · 0 0
0 0 q2ψ η2ψ 0 · · · 0 0
0 0 0 q2ψ η2ψ · · · 0 0
0 0 0 0 q2ψ · · · 0 0��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
0 0 0 0 0 · · · q2ψ η2ψ
0 0 0 0 0 · · · 0 q2ψ













.

��� �!������
(AR, D(AR))

��
XR


� ���� �
��� ��

ARp := AR
mp,

D(AR) := {p ∈ D(AR
m) : LRp = ΦRp}.

� 
�� ����� ����
�
��� 	 ��� ����� �����
��� �# � 	 �"�� � ��� ���� � ����� � ���
��
�	��� �� ��� �������� �����	 !���	��

�$��� �






d

dt
p(t) = ARp(t), t ∈ [0,∞),

p(0) = (c, f1, . . . , fn)T ∈ XR.
��
AR

��������� � ������		 ����
����� ��� 
����!
(TR(t))t≥0

��� 
� ��� 
� 
�
�	 ��	���

� ���� � ���
��	

q := (c0, f1, f2, . . . , fN+2)
T ∈ D(AQ)

	 ���� ��� ��
��� ��	��
�� ��
�# � 	 �"�� � ��� ���� � 
� �
��� �	

p0(t) = (TR(t)q)1,

pn,1(x, t) = (TR(t)q)n+1(x), 1 ≤ n ≤ N + 2.
 � 
� ��� ��� �� 
�����
���� �$��� � �

�� ���� ��� ��		�� 
�� ����	� ���� 	��!��
 �

3'�8��(  �� �� � �� � �� ������ (AR, D(AR)) � �� ������ � � ������� ������ �� ��� �
���� ��� ����������� � � �� ���� (TR(t))t≥0

�

� �� � �������� �� �����


�� ��
� ����
�� �� 
�����
���� ��� �������	 �! ������
σb(AR)

��
AR

��
�� ���
���������
��
� �����
�� ��� � ��������� �� ���� ���� ��� �!������

(AR
0 , D(AR

0 ))������ �	

D(AR
0 ) := {p ∈ D(AR

m) : LRp = 0},

AR
0 p := AR

mp.
��� ����	���� ��� �� ��
� �! ������ 
� �
��� �� ��		�� � �

��((�  �� �� � �� � ��� ������ � �� �� AR
0

������ ��

ρ(AR
0 ) ⊇ {γ ∈ C : <γ > −µ∞} \ {λη1}.



�� � � 	 ����� ��� �������

��� γ ∈ ρ(AR
0 ) �� � ��� ������ �� AR

0
�� �	���� �� ��

R(γ, AR
0 ) =













r1,1 r1,2 0 0 · · · 0 0
0 r2,2 0 0 · · · 0 0
0 r3,2 r3,3 0 · · · 0 0
0 r4,2 r4,3 r4,4 · · · 0 0���

���
���

���
���

���
���

0 rN+2,2 rN+2,3 rN+2,4 · · · rN+2,N+2 0
0 rN+3,2 rN+3,3 rN+3,4 · · · rN+3,N+2 rN+3,N+3













,

�� ���

r1,1 := 1
γ+λη1

,

r1,2 := η2

γ+λη1
ψR(γ, C),

rj,k := (λη1)
j−kRj−k+1(γ, C) � �� 2 ≤ k ≤ j ≤ N + 2,

rN+3,k := (λη1)
N+3−kR(γ, C̃)RN+3−k(γ, C) � �� 2 ≤ k ≤ N + 3.

�� � ��� ������ �� ������� �� �� � ��� ������� � �� ������� C ��� C̃ ��� � ���� 	�

(R(γ, C)p)(x) = e−(γ+λη1)x− x

0
µ(ξ)dξ

∫ x

0

e(γ+λη1)s+ s

0
µ(ξ)dξp(s)ds,

���

(R(γ, C̃)p)(x) = e−γx− x

0
µ(ξ)dξ

∫ x

0

eγs+ s

0
µ(ξ)dξp(s)ds

� �� p ∈ L1[0,∞) �

+�88$ � ��� ���� ������
�� ��		�� � ���� � ����
���
�� �� 	� ���� 	 ���! � � ��

��� 	����
 	 ��� � � � 
 � $!!		 
�� ��� �����	� ��� ��� 
������ �� �! ������ � ���
���
���� 	����
 	 ��� � � � 
 	 
�	�� ��� ��!��������
�� �� ��� ����	���� �

�

�8�8!!��,  �� �� � �� � ��� ������ � �� �� AR
0

�������� �� � � �� ����� �� ��� ����

iR ⊆ ρ(AR
0 ).

��� �	�� ���� 
�
ker(γ −AR

m)
��� ���������
��� �� ��		�� � �



� �� � �����	�� �������� ��
��((�  �� �� � ��� γ ∈ C �

p ∈ ker(γ − AR
m)

����

⇔

p = (p0, p1(·), . . . , pN+2(·))
T ,

����

p0 =
η2a1

γ + λη1

∫ ∞

0

µ(x)e−(γ+λη1)x− x

0
µ(ξ)dξdx,

����

pn(x) = e−(γ+λη1)x− x
0

µ(ξ)dξ

n∑

k=1

(λη1)
k−1

(k − 1)!
xk−1an+1−k

����

� �� 1 ≤ n ≤ N + 1,

pN+2(x) = e−γx− x
0

µ(ξ)dξ

[
N∑

i=0

aN+1−i

(

1 −
i∑

k=0

(λη1)
k

k!
xke−λη1x

)

+ aN+2

]

��
�

�� ��� a1, . . . , aN+2 ∈ C.
+�88$ � �� ���

p ∈ XR

����� ��
� 
� �� 	� 		�� 	 ���� �� ��� ���
		 ���!��� ����
p ∈ ker(γ − AR

m)
� ��������			 ����
�
�� ���� �
��� � �	���� �� �
 �����
�	 �����

�
��� �  �	� 
�� ����� �
�����
�	 �����
��� 	 �� ��� ���� ����� ��
� ��� ��������
		
���
���� �

�

������� ����
LR


� ���� ���
�� ��� ����� ��� �
�
��	�� �! ������
DR

γ

�� 
��� 	 ���
���!��� �� ���

k ∈ N
�� �����

δk : C → L1[0,∞), (δk(c))(x) := c
(λη1)

k

k!
xke−(γ+λη1)x− x

0
µ(ξ) dξ,

k ∈ {0, . . . , N}
	 ��� �� ��� �
�� ��� ��!	
�
� ���� ��

DR
γ

�
��((�  �� � � ��� ���� γ ∈ ρ(AR

0 )� �� � �� ������ DR
γ

��� �� � � ��

DR
γ =













d1,1 0 0 · · · 0 0
δ0 0 0 · · · 0 0
δ1 δ0 0 · · · 0 0
δ2 δ1 δ0 · · · 0 0���

���
���

���
���

���

δN δN−1 δN−2 · · · δ0 0
dN+3,1 dN+3,2 dN+3,3 · · · dN+3,N+1 dN+3,N+2













,

�� ���

d1,1 :=
η2

γ + λη1

∫ ∞

0

µ(x)(δ0(1))(x) dx,

dN+3,k := e−γ·−  ·
0

µ(ξ)dξ −
N+1−k∑

n=0

δn
� �� 1 ≤ k ≤ N + 1,

dN+3,N+2 := e−γ·−  ·

0
µ(ξ)dξ.



�� � � 	 ����� ��� �������

$� ��!	�
��� 
� ���!��� � �� ��� ���������
�� ��� �! ������
σ(AR)

��� ���
!�
�� �! ������

σp(AR)
��
AR

��
�� ��� �! �������
DR

γ

���
ΦR

�

��((�  �� �� � ��� γ ∈ ρ(AR
0 ) �� � �� ������ ΦRD

R
γ

��� 	� ��� ��� ����� 	� �� �
(N + 2) × (N + 2)� �����

ΦRD
R
γ =













a1,1 a1,2 0 0 · · · 0 0
a2,1 a2,2 a2,3 0 · · · 0 0
a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 · · · 0 0���

���
���

���
���

���
���

aN,1 aN,2 aN,3 aN,4 · · · aN,N+1 0
aN+1,1 aN+1,2 aN+1,3 aN+1,4 · · · aN+1,N+1 aN+1,N+2

aN+2,1 aN+2,2 aN+2,3 aN+2,4 · · · aN+2,N+1 aN+2,N+2













�� ���

ak,j := 0 �� 1 ≤ k ≤ N ��� j ≥ k + 2,

a1,1 :=

(
λη1η2

γ + λη1

+ q2

)∫ ∞

0

µ(x)e−(γ+λη1)x− x

0
µ(ξ)dξdx

+ λη1η2

∫ ∞

0

xµ(x)e−(γ+λη1)x− x

0
µ(ξ)dξdx,

ak,j := η2

∫ ∞

0

µ(x)e−(γ+λη1)x− x

0
µ(ξ)dξdx �� 1 ≤ k ≤ N ��� j = k + 1,

aN+1,N+2 := η2

∫ ∞

0

µ(x)e−γx− x
0

µ(ξ)dξdx,

ak,j :=
(λη1)

k−j

(k − j)!
q2

∫ ∞

0

xk−jµ(x)e−(γ+λη1)x− x
0

µ(ξ)dξdx

+
(λη1)

k−j+1

(k − j + 1)!
η2

∫ ∞

0

xk−j+1µ(x)e−(γ+λη1)x− x
0

µ(ξ)dξdx

�� 2 ≤ k ≤ N ��� j ≤ k,

aN+1,j :=
(λη1)

N+1−j

(N + 1 − j)!
q2

∫ ∞

0

xN+1−jµ(x)e−(γ+λη1)x− x
0

µ(ξ)dξdx

+ η2

∫ ∞

0

µ(x)

(

1 −

N+1−j
∑

n=0

(λη1)
n

n!
xne−λη1x

)

e−γx− x
0

µ(ξ)dξdx

�� 1 ≤ j ≤ N + 1,

aN+2,j := q2

∫ ∞

0

µ(x)

(

1 −

N+1−j
∑

n=0

(λη1)
n

n!
xne−λη1x

)

e−γx− x
0

µ(ξ)dξdx

�� 1 ≤ j ≤ N + 1,



� �� � �����	�� �������� ��

aN+2,N+2 := q2

∫ ∞

0

µ(x)e−γx− x

0
µ(ξ)dξdx.

� 
�� ����� �! ������� ��� ����� �� ��� ���������
��
� �����
�� ��� �� 
�����
�
���� ��� �������	 �! ������ ��

AR


� � ��� ����
	 �  
��� �	 �������  �� �� ���
��� 
����! 
� � ������ 	 ��� �! �����	 � ����

s(AR)
��
AR


� ��� ������� ���� � � ��

����� ��
��
��� � 
�� � �� �� ��� ����	��� ���� ��� ��		�� 
�� 	���� �

��((�  �� �� � ��� �� � �	��� �� ������ � � ���� 0 ∈ σp(AR) �

+�88$ �  
���
0 ∈ ρ(AR

0 )
�	 �����  �� �� 	 �� ��� ��� ��� ���������
��
�

�����
�� ��� �  � �� ���� �� !���� ����
1 ∈ σp(ΦRD

R
0 )

� $ �
�!	� ��	��	��
��
��
�� ����

∫ ∞

0

µ(x)e−  x
0

µ(ξ)dξdx = 1

���� � ����
ΦRD

R
0


� ��	��� ��������
� � 
 ����
1 ∈ σp(ΦRD

R
0 )

�
�

�� ���� 
� ��� ��		�� 
�� 	���� ���� � 
� ��� ��		 �! �����	 ��	�� �� ���

� ��
���	 �� 
� �

3'�8��(  �� �� � ����� �� � ��� ��� � � ���� ���� � �� ��

σ(AR) ∩ iR = {0}

� ���� �
+�88$ � $���� � ����

ai ∈ σ(AR)
��� ��� �

0 6= a ∈ R
��� ����
���

ΦRD
R
0 =

(bkj)N+2×N+2

���
ΦRD

R
ai = (ckj)N+2×N+2

� � �
�� ��� ��
���	� 
�����	
�	 ��� 
����
���	� �� ��� ����

|ckj| ≤ bkj

��	�� ��� �		
k, j ∈ {1, . . . , N +2}

� "	 ��� � �����	 $ ����!�
��  �� ��	 ����� �� 
���
r ∈ R+

���� ����
µ(x) > 0

��� �		
x ∈ [r, r + 2π

a
]
�

��� ��� 	���� �
��� ����	 ��
ΦRD

R
ai

�� ���!��� 	 ��
�� ��� ������
��
��
h(x) :=

q2µ(x)e−  x
0

µ(ξ) dξ
	

|cN+2,N+2| =

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

0

e−aixh(x)dx

∣
∣
∣
∣

≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫ r+
2π
a

r

e−aixh(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣

∫ r

0

e−aixh(x) dx+

∫ ∞

r+
2π
a

e−aixh(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣

≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫ r+
2π
a

r

e−aixh(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∫ r

0

h(x) dx+

∫ ∞

r+
2π
a

h(x) dx.



�� � � 	 ����� ��� �������

���� 	 �� ���
� ��� ��� ���� ���� �� ��� �
��� ���� �
�� �� ��� ����� 
�����	
�	 ��
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫ r+
2π
a

r

e−aixh(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫ r+
π
a

r

e−aixh(x) dx+

∫ r+
2π
a

r+
π
a

e−aixh(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ r+
π
a

r

e−aixh(x) dx+

∫ r+
π
a

r

e−ai(x+
π
a )h

(
x+ π

a

)
dx

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ r+
π
a

r

e−aixh(x) dx−

∫ r+
π
a

r

e−aixh
(
x+ π

a

)
dx

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ r+
π
a

r

e−aix
(
h(x) − h

(
x+ π

a

))
dx

∣
∣
∣
∣
∣

≤

∫ r+
π
a

r

∣
∣h(x) − h

(
x+ π

a

)∣
∣ dx

<

∫ r+
π
a

r

(
h(x) + h

(
x+ π

a

))
dx

=

∫ r+
π
a

r

h(x) dx+

∫ r+
2π
a

r+
π
a

h(x) dx

=

∫ r+
2π
a

r

h(x) dx.

���� ���� ��� ��� 	��� 
�����	
�	 �� ���� ��� ���
�� !��
�
� 
�	 ��
µ

�� [
r, r + 2π

a

] �
�� ��� ����
�

|cN+2,N+2| <

∫ r+
2π
a

r

h(x) +

∫ r

0

h(x) dx+

∫ ∞

r+
2π
a

h(x) dx

=

∫ ∞

0

h(x) dx = bN+2,N+2.

���� ��� %��� !������ ��
ΦRD

R
0


� 
� �	��� ����
ΦRD

R
0


� �� 
������
�	� � ���
� �

 ���� �� ��� �!!		 	 ��� 	 ��� � ! � ��
 �� ����
� ��� ��� �! �����	 ���



r(ΦRD
R
ai) < r(ΦRD

R
0 ).

 
���
ΦRD

R
0


� ��	��� ��� �����
� 	 �� ���� ����
r(ΦRD

R
0 ) = 1

� ���������
r(ΦRD

R
ai) < 1

�  
���
ai ∈ ρ(AR

0 )
�	 ����		��	  �� �� 	 �� ��� �!!		 ��� �����

�����
��
� �����
�� ��� �� ����
� ����
ai /∈ σ(AR)

�
�



�
$���# �

� ������� ���

� ��� ������ � ���� ���
��� � �
� ���	 
� ��
� ���!��� 
� �� �����
� � ��� ��	�!���
� � ����
��� �� ���

��	��
��� �� ��� !���
��� !���	�� � ��
�� ��� �����	 �� !��
�
�� ��� 
������
�	�
��� 
����!� ���� 	�����
 ��� 	 ��� 
 � �� ��
� ��� 	 �� ���� ��		��� ��� � ����	�� ��
��
� ��! ��� � ��� �����
��� ��� ����	�� �������
�� ! ��
�
�� �! ������� �� ����� ��
$!! ���
� $ ��� ��� ��	����� �������!�� ���� �� 	 ��� 
 	 	�� 
 �
 ��� 	�����
 �

���
E

� � � "����� 	���
�� ���
(B,D(B))

�� ��� ��������� �� � ! ��
�
��
��� 
����!

(S(t))t≥0

��
E
� ��� ���� �!��� �� ��� ��� 
����!

(S(t))t≥0


�

fix(S(t))t≥0 =
⋂

t≥0

fix(S(t)) = {u ∈ E : S(t)z = z
��� �		

t ≥ 0}.

"	 	���� 	 ��� � �� �� �� �
�
 ��� ����	
�	
����

fix(S(t))t≥0 = kerB
��	�� �

��� ��� !��! ���� 
� 
� ������ �� ����
��� "����� 	���
��� ��
�� ��� $���!���� 	
��� 	 ��� 	 ��� � �� �� ��
 	 
 �� �	 ��� �		

z1, z2 ∈ E+

�� ����

‖z1 + z2‖ = ‖z1‖ + ‖z2‖.
�� ����� ��� ��	�!���
� � ����
��� ��

(S(t))t≥0

��� ��		�� 
�� ���!�������
!��! ���	 
� ����� 	 �

��((� � �� �� � ���� �� � ���� E �� �� �� ������ ��� �� �� �� � � ������� � � �� ����
(S(t))t≥0

�� ��������	�� ��� 	������ � ��� 0 ∈ σp(B) �
�� �� {S(t) : t ≥ 0} ⊆ L(E)�� ���������� ������ � �� �� � � ��� �� ������ ��� ����� � �� ������� ���� �� ��  ���

��� ����� ����

lim
r→∞

1
r

∫ r

0

S(s)z ds,

�� ���� � �� � � � z ∈ E �

+�88$ �  
���
0 ∈ σp(B)

����� �� 
���
0 6= z ∈ fix(S(t))t≥0

	 ��� ���� � ���� 	 �	
��� !��
�
� 
�	 �� ��� ��� 
����! 	 ��� 
�����	
�	
����

S(t)n|z| = S(t)n|S(t)z| ≤ S(t)n+1|z|
��		�� � ��� �		

n ∈ N
���

t ≥ 0
	 ��� 	 ��� 	 ! � ��
 � ���� ���� �
���

(S(t))t≥0


�
� ������ �	 �����!�
�� 	 �	�� ��� ��������

((S(t)n|z|)n∈�

� ���� �������� � "	

� �



�� � � 	����������

	 ��� 	 ���! � � � �� ��
 ��� �������� ��������� �� �� �	�� ���
z0  0

� �� ��
� ���!
�� ��� ����

E

� �� $���!��� � ����

S(t)z0 = S(t) lim
n→∞

S(t)n|z| = lim
n→∞

S(t)n+1|z| = z0
�� ����
� ����

z0 ∈ fix(S(t))t≥0

� ���� 	 �� ��� ����� � � 
����� 	��� �� ������	
�	
����

z  0
�

 
��� ��� ��� 
����! 
� 
������
�	� �� ����
� ���� 	����� 	 ���! � ����� � �� ���

����

z

� � ����
�
����
�� !�
�� ��

E
��
�� ����� ����

Ez :=
⋃

n≥1

[−nz, nz]


� ����� 
�
E
�

���
n ∈ N

��� ����
w ∈ [−nz, nz]

� ����

−nz = −nS(t)z ≤ S(t)w ≤ nS(t)z = nz,
��� �		

t ≥ 0
�  
��� ��� ����� 
������	

[−nz, nz]

� ����		 ���!��� 
�

E
	 ���

	 ��� 	 ! � 
�
 	 ��� ���
�
{S(t)w : t ≥ 0}


� ��	��
��		 ����		 ���!��� 
�
E
�  �

��� 	 �� ���� ����� ���� ��� ���
�� �� �	�� ����
w

���� ��� ����� ������
Ez

��
E

��� ��	��
��		 ����		 ���!��� �  
��� ��� ��� 
����!
(S(t))t≥0


� � ������ 	 
�
��		�� � ����

{S(t) : t ≥ 0} ⊆ L(E)

� ��	��
��		 ���!��� ��� ��� ���� �!������

��! �	��		 ��� 	���� 	 ��� � � �� ��
 �
��� ���� �����
�
�	 ��

(S(t))t≥0

��		�� � ���� 	���� 	 ��� � � � ��
 �
�

��� ���� �����
�
�	 �� ��� ��� 
����! �		�� � � �����!��
�
�� ��
E


��� ���
�
���� ��� ��

kerB
���

rgB
� �� ��� ��� 
����! 
� 
������
�	� 	 ����

kerB

�

�����
� ���
���	 � �� 
� ���
�
��
σ(B) ∩ iR = σp(B) ∩ iR = {0}

	 ���� ��� ��� 
�
����! ��������� ������		 �� � �����
� ���
���	 !��� ���
�� ����

kerB
� ��
� 
� �

����������� �� ��� $ ������"���	��	��
���� �� ������� ��� ����� 
� ��� ����
������� �

3'�8��( � �� �� � ���� �� � ���� E �� �� �� ������ ��� �� �� �� � � ������� � � ��
� ���� (S(t))t≥0

�� ������ ��	�� ��� 	������ � ��

σ(B) ∩ iR = σp(B) ∩ iR = {0},

�� �� E ��� 	� ����� �� �� ���� �� � ������ ��

E = E1 ⊕ E2

�� ��� E1 = fix(S(t))t≥0 = kerB �� �� ���� ������� � ��� ����� �� 	� � ��������
� ������� ��� �������� z̃ ∈ kerB �� B � �� ��������� �� � ����������� (S(t)|E2

)t≥0
��

������ �� ���	���
+�88$ �  
���

(S(t))t≥0


� � ��� �����
� �	 ����� � �� �� 	 ��� �!���
E

��� ��
�����!���� 
���

E = kerB ⊕ rg(B) =: E1 ⊕ E2



� �� � ������� � ��

�����
kerB = fix(S(t))t≥0

���
E1

���
E2

��� 
����
��� �����
(S(t))t≥0

	 ���
	���� 	 ��� � � � � 
 � ����� �� 
���

z̃ ∈ kerB
���� ����

z̃ > 0
	 ������ ��� !����

�� ����� � �� ��� � ������� 	 �	 ��� ��� � ���������
�� �� 
� ��� !���� �� 	���� 	
����� � �� ��� �
�
 	 �� ���

z′ ∈ E ′ ���� ����
z′ > 0

���
B′z′ = 0.


 ���� ��
����
� ����

dim kerB = 1��� ����
z̃

� ���
��		 !��
�
�� 	 ��� 	����� 	 ���! � ����� � ��
 �

�� ��� ����
��� ��� ���������
(B2, D(B2))

�� ��� �����
���� ��� 
����!
(S2(t))t≥0

�����
B2v = Bv, D(B2) = D(B) ∩E2���

S2(t) = S(t)|E2

�  
��� �	 ����� � ���� ����	
z ∈ E

��� � ��	��
��		 ����		
���!��� ���
� 	

(S2(t))t≥0


� ����			 �����
� �	 	$"
��� 	 ���! �  �� ���
 	 
 �� �	
(e−iatS(t))t≥0


� � ��� �����
� ��� �		
a ∈ R

� ��
� 
�!	
�� ����
ker(B2 − iat)��!������

ker(B′
2 − iat)

��� �		
a ∈ R

	 ��� 	���� 	 ��� � � � ��
 � "	 ��� �����!�
�
��

ker(B2 − iat) = {0}
	 ����

ker(B′
2 − iat) = {0}

��� �		
a ∈ R

� 
 ���� 	 
�
��		�� � ����

σp(B
′
2) ∩ iR = ∅.

$!!		 
�� ��� $ ������"���	��	��
���� �� ������� 	
��� 	$"
��� 	 ��� � � �� ��
 	 �� ����
� ��� ������ ����
	
�	 ��

(S2(t))t≥0

�
�

� �� � � �������

� �� ��� ������� 	� 	�	�� � $� �� ���� ���� 
� ��� !��� 
��� ����
�� 	 
������
�
	
�	
�� ��� ��� 
����! 
� � �����	 !��! ���	 ��� ��� ��	�!���
� � ����
��� �  � �� ���
��� 
��������� ����� ��
�� ����
�
��� ��� ��� 
����!

(TN(t))t≥0

���� ���!��� �

� 
������
�	� � �� ����� ��� ���� �� ���� ���� � ����
�
�� �� ��� ��������� �� ���
���!� ��� �� ��� �������
�� �!������

J

� ��� ����
��� � ��  ���
�� � �� �� 	 ��
� � 
		

	��� �� � !���
�� �����
!�
�� �� ��� ��	�!���
� � ����
��� �� ��� ��� 
����! � ��
���� 
������
�
	
�	 ��� ��� ��� 
����! �� ���� ��� ��		�� 
�� �����!� ���� ���!�
�����	�

7�$)*)" )8* � �� �� � $ �
������ ���!� 
� ��		�� ������ �� ���� ����� 
� ��� ��	 ���
����
���

v, w
�� ��� ���!� ����� �� 
��� � !��� ����

v
��
w

��� ����
w

��
v
�

�� ��� ����
� 
������
�
	
�	 �� ��� ��� 
����! ����
�
�� ��� ������ ����������
���� �� ��� ���!� � 
�� ��� ���
�� !��
�
� 
�	 ��

J
�

+�8�8-)" )8* � �� �� � ��� G 	� ������ �� ���� ����� ��� ���� �� � ����
����

Jf � 0 �� f  0.
�� �� �� � � � �� ���� (TN(t))t≥0

� �� ������ 	� AN
�� ��������	���

+�88$ �  �!!��� ����
γ > 0

��� 	��
u  0

� ���� �	��
R(γ, AN

0 )u  0
���

ΦNR(γ, AN
0 )u  0

� "	 ���!��
�
�� � �� �� �
�
‖ΦND

N
γ ‖ < 1

	 ��� ����� ��� 
������
��
Id∂XN

− ΦND
N
γ


� �
��� �	 ��� ������� ���
��

(Id∂XN
− ΦND

N
γ )−1 =

∞∑

n=0

(ΦND
N
γ )n.



�� � � 	����������

��� �!������
ΦND

N
γ

��� ��� ��� � %��� !������ �� ��� ��� �����	 ����
�
A
� ���

����� ����
Ak

��� � ����%��� ����	 �� ! ��
�
��
ij


� ����� 
� � !��� ���� ������
vj�� ������

vi

�� 	�����
k
�  
���

G

� ������� �� �� ������		 ��������� 	 ��� ����	

!�
�
i, j

����� �� 
���
k ∈ N

���� ���� ��� ����	
ij

��
Ak

��� ���� ��
(ΦND

N
γ )k


� ���%��� � ��
� ����	 ��� �� � �
���� �� ��� ���!��
�
�� ��
J

� 
�� �� �!������
���!���� ��

J
��� ��	�
! 	
���
��� �	 ���
��		 !��
�
�� �����
��� � "	 �����!�
��

���� �� ����	��� ����

(Id∂XN
− ΦND

N
γ )−1ΦNR(γ, AN

0 )u� 0
��� ��������� �	 ��� �! ��
�	 ���� ��

DN
γ

�	��

Dγ(Id∂XN
− ΦND

N
γ )−1ΦNR(γ, AN

0 )u� 0.
��
� 
� !	
��

R(γ, AN)u � 0,
��
�� �	 ���!��
�
�� $ ��� 
� ���
��	��� �� ��� 
������
�
	
�	 �� ��� ��� 
����! �

�

�� ��� ��		�� 
�� ����!	�� �� ���� ���� � 
����� �� �����!�
�� �� ��� ���!�
��� �� ��� �������
�� �! ������

J
��� ��� 
����! 
� ��� ��������
		 
������
�	� �

.��(�!� � �� �� � �� �� ���! ��� �����!�
�� �� ��� ������ �������
� 
�	 �� ���
���!� 	 ���� ��� ��� 
����! ���� ��� � � 
������
�	� �

�� !���� ��
� �� �����!��� ��� ���!� 
��� 
�� ������		 ��������� ���!��
����� � $ ���� 
�� ��� ���!� ��� �� � � ������		 ��������� 	 ����� �� 
��� � ������		
��������� ���!�����

C = (V ′, E ′), V ′ ⊆ V,E ′ ⊆ E
���� ���� ����� 
� �� ����

e ∈ E \ E ′ ���� 
� �� 
���� 
�� ���� ��� � ������
v ∈ V ′ � � 
����� 	��� ��

������	
�	 �� ��� ������ ����
V ′ = {vr, . . . , vn}

��� ��� �
2 ≤ r < n,

���
E ′ = {es, . . . , em}

��� ��� �
1 < s < m − 1

� ��� 
��
����� � ���
��� ���� ���
����

Ĩ−w =

(
Ĩ−11 0

Ĩ−21 Ĩ−22

) ���
Ĩ+ =

(
Ĩ+
11 Ĩ+

12

0 Ĩ+
22

) ���! ���
��			

�����
Ĩ−11

���
Ĩ+
11

���
(r − 1) × (s− 1)−

	
Ĩ−12

���
Ĩ+
12

���
(r − 1) × (m− s+ 1)−

	
Ĩ−21

���
Ĩ+
21

���
(n−r+1)× (s−1)−

���
Ĩ−22

���
Ĩ+
22

���
(n−r+1)× (m−s+1)−�!������ � ���
��� � � ������� 	 �
��� ����� 
� �� !��� ���� � ������

vi, 1 ≤ i ≤ r−1,	���
�� 
��� ��� ������!�
C
	 �� ����

(ΦND
N
γ )n =

(
M11 M12

0 M22

)

, n ∈ N,

�����
M11


� ��
(r− 1)× (r− 1)−

	
M12


� ��
(r− 1)× (n− r+ 1)−

	 ���
M22


�
��

(n−r+1)× (n−r+1)−
�! ������ � ���
� � ���� �� �	�� ���

u ∈ XN

���� ����
u = (uj)1≤j≤m  0

���
uj = 0

���
j ∈ {r, . . . , n}

� ���� 	 
� ��		�� � ���� ��� �! ��
�	
���� �� ��� �! ������� �!!���
�� 
� ��� ����	���� ��

AN

����
(R(γ, AN)u)j = 0

���
γ > 0

���
j ∈ {r, . . . , n}

� "	 ���!��
�
�� $ ��� 	 ��� ��� 
����! 
� ��� 
������
�	� �



� �� � ������� � ��
���� ���� 
� ���� �� ����
�� � �������� ����
�
�� ���� ��� 
������
�
	
�	 ��

J
� ��

G

� ������		 ��������� ���

J

� ��		 ����� �� �� � � 
������
�	� 	 ���� ���

��� 
����! ��������� �	
AN


� ��� ��������
		 
������
�	� �� ��� ��		�� 
�� ����!	�
���� � �

.��(�!� � �� � � �����

k : [vmin, vmax] × [vmin, vmax] → R,

k(v, w) :=







c

�
v ∈ [vmin, v

′]
���

w ∈ [v′, vmax]�� 
�
v ∈ (v′, vmax]

���
w ∈ [vmin, v

′],

0
�	�� 	

�����
0 6= c ∈ R

���
vmin < v′ < vmax

� ���� ��� 
������	 �! ������

J : Y → Y,

(Jf)(v) :=

∫ vmax

vmin

k(v, w)f(w) dw =







c

∫ vmax

v′
f(w) dw


�
vmin ≤ v ≤ v′,

c

∫ v′

vmin

f(w) dw

�
v′ < v ≤ vmax,


� 
������
�	� ��
�� ��� �� ����� �	 �� ���	 ���!����
�� �
����
��� � ���!� � 
�� ��� 
��
����� � ���
���

Ĩ−w = ( 1 0
0 1 )

���
Ĩ+ = ( 0 1

1 0 )��� ��!!��� ���� � ��� ���� ���� 	�����
l
� ���

u = (u1, u2) ∈ XN

���� ����
u1  0, u1(x, v) = 0


�
0 ≤ x ≤ l

���
vmin ≤ v ≤ v′

���
u2 ≡ 0

� ���� �	��
(R(γ, AN

0 )u)2 = 0
���

(f1, f2) := ΦNR(γ, AN
0 )u = (0, J(

∫ l

0

1
·
e−γ

l−r
· u1(r, ·) dr)).

������� ���� 
�
f ∈ Y

� 
��
f |[vmin,v′] = 0

	 ����
����

(J2k+1f)|[v′,vmax] = 0
���
�� �

(J2kf)|[vmin,v′] = 0
���

k ∈ N.
��������� 	

f2|[v′,vmax] = 0
��	�� �  �!!��� ����

γ > 0
� ���� ��� 
������ ��

Id∂XN
− ΦND

N
γ


� �
��� �	 ��� ���� ��� ���
��

(Id∂XN
− ΦND

N
γ )−1 =

∞∑

k=0

(ΦND
N
γ )k

=

( ∑∞
k=0(JQe−

γ
· l)2k

∑∞
k=0(JQe−

γ
· l)2k+1

∑∞
k=0(JQe−

γ
· l)2k+1

∑∞
k=0(JQe−

γ
· l)2k

)

.



�� � � 	����������

���
f ∈ Y

��� �����
��
Q

e−
γ
· lf

���
���� �� ��� ���� ��� ��
f
	 �
��� ����� �! �������

��� ��	�
! 	
���
��� �	 !��
�
�� �����
��� � ��������� �� ����	��� 	 ��
�� ���� ���
��� 	 ����

((Id∂XN
− ΦND

N
γ )−1ΦNR(γ, AN

0 )u)1|[v′,vmax] = 0

��� 	 �	 ��� ����
�
�� ��
Dγ

	 �	��

(Dγ(Id∂XN
− ΦND

N
γ )−1ΦNR(γ, AN

0 )u)1|[v′,vmax] = 0

��	�� � � 
�� ����� ����
�����
��� 
� ��		�� � ����

(R(γ, AN)u)1|[v′,vmax]

=(R(γ, AN
0 )u)1 +Dγ(Id∂XN

− ΦND
N
γ )−1ΦNR(γ, AN

0 )u)1|[v′,vmax] = 0.

"	 ���!��
�
�� $ ��� ��� ��� 
����!
(TN (t))t≥0


� ��� 
������
�	� �

� �� �� � ���
���� 	� � ���� 	��� � $� ��� ���	 ����	� �� �����
� � ��� ��	�!�
���
� � ����
��� �� ��� ��	��
��� �� �$��� � ���� ���!��� � � �� ��� ��� 
����!

� 
������
�	� 	 ����

kerAN


� �����
� ���
���	 � �� 
� ���
�
�� ��� �������
�� �!�
������ 
� �� 
� ������� � �� ��� 	 ���� ��� ��� 
����! ��������� ������		 �� ���
�����
� ���
���	 !��� ���
�� ����

kerAN

� ��
� 
� ����� 
� ��� ���� ������� �

3'�8��( � �� �� � ��� G 	� ������ �� ���� ����� � �� ��� ����� �� � ����� �����
�� �� ���� � �� ���� �� � ����� XN

��� 	� ����� �� �� ���� �� � ������ ��

XN = X1
N ⊕X2

N

�� ��� X1
N = fix(TN(t))t≥0 = kerAN

�� �� ���� ������� � ��� ����� �� 	� � ��������
� ������� ��� �������� u ∈ kerAN

�� AN
� u � 0� ��� (TN (t)|X2

N
)t≥0

�� ������ ��
���	���

+�88$ � ���� ���� ��� ���� ��
XN

�� 	� 		�
‖u1 + u2‖ = ‖u1‖+ ‖u2‖, u1, u2 ∈

XN

	 ��� ���� ��� ��� 
����!
(TN(t))t≥0


� � ������ � � ������� 	 �	 ������� � �� ���
�� ���� ����

σ(AN ) ∩ iR = σp(AN) ∩ iR = {0}
� 
 ���� 	 ��� ������
�� ��		�� �

���� ������� � ���� �
�

�� �������	��� ��� ����� ������� �� ��� ���	 ����	� �

�8�8!!��, � �� �� � ����� �� � ���������� �� �� ���� � �� �� �� ��� �� ��� 0 �
w̃ ∈ XN

��� 0 � w′ ∈ X ′
N

�� �� ����

lim
t→∞

TN (t)w = 〈w′, w〉w̃

� �� � � � w ∈ XN
�



� �� � ������ ��

� �� � ������

�� ��
� ����
�� ��� ��	�!���
� � ���� 
��� �� ��� ��� 
����!
(TQ(t))t≥0

����
���!��� � 
� 
�����
����� ��
�� ��� ����	�� �� !��
�
�� ��� 
����!� ��		����� 
�
 ���
�� � �� �

� 
��� �� ���� ��� 
������
�
	
�	 �� ��� ��� 
����! �
� ��� ��!��������
�� ��
��� ����	���� ��

AQ

���� ���!��
�
�� ��� 
� ���� � �� ��� ����	���� ��
AQ

0

��� ���
�!�������

ΦQ

���
DQ

γ

�
��((� � �� �� � �� � � � �� ���� (TQ(t))t≥0

� �� ������ 	� (AQ, D(AQ)) �� �����
����	���

+�88$ � ��� ��� !���� �� ���� ���� ��� ����
�
�� �

� ���� ���!��
�
�� $ ���

� ��	� 		�� � ��������� 	 ����		 ��� ��!��������
�� �� ��� ����	���� ��

AQ

R(γ, AQ) = R(γ, AQ
0 ) +DQ

γ (Id− ΦQD
Q
γ )−1ΦQR(γ, AQ

0 )
���

γ ∈ ρ(AQ
0 )

���� ���!��
�
�� ��� � ���
γ > −λ

� ���� ��� ��!��������
�� �� ���
����	���� ��

AQ
0


� ����� � �� �� �� ��� ����
R(γ, AQ

0 )

� � ! ��
�
�� �! ������ � ��

���� ���� ����
R(γ, AQ

0 )p > 0

�

0 < p ∈ XQ

� � ������� 	 
� ������ � ���� ����

(R(γ, AQ
0 )p)k = 0

���
(R(γ, AQ

0 )p)i = 0
��� �		

i > 2k
�
��	�������		� 
 ���� 	

�	��
ΦQR(γ, AQ

0 )p > 0
�  
���

‖ΦQD
Q
γ ‖ < 1

	 �� � ��� !���� �� ������� � �� �� 	 ���

������ ��

Id− ΦQD
Q
γ


� �
��� �	 ��� ������� ���
�� 	 
 �� �

(Id− ΦQD
Q
γ )−1 =

∞∑

i=0

(ΦQD
Q
γ )i.

��� �! ��
�	 ���� ��
ΦQD

Q
γ

	 ��� ����		��	 � �� �� 	 	 
�	�� ���� ��� ����
j ∈ N

�����
�� 
���

i0 ∈ N
���� ����

((ΦQD
Q
γ )i0q)j > 0


�
q > 0.

���� 	
((Id− ΦQD

Q
γ )−1ΦQR(γ, AQ

0 )p)i > 0
��� �		

i ∈ N
� ���� 	 �	��

DQ
γ (Id− ΦQD

Q
γ )−1ΦQR(γ, AQ

0 )p� 0.
$��
�� ��� ! ��
�
�� �	�� ���

R(γ, AQ
0 )p

���� ��� ������ ��� ���
�� !��
�
� 
�	�  �
�� ���� 
�����

R(γ, AQ) � 0.

�

��� �� ��� ����	 �� !���� ��� � �
� ����	� �� ��� ��	�!���
� � ����
��� �
����
�
�� ����� � �� �� � 
�� ��� ����	�� ����  ���
�� � �� �� ����
� ��� ������
����������� �� ��� ��� 
����! �� � �����
� ���
���	 ���
	
��
�� �

3'�8��( � �� �� � �� � ����� XQ
��� 	� ����� �� �� ���� �� � ������ ��

XQ = X1
Q ⊕X2

Q



�� � � 	����������

�� ��� X1
Q = fix(TQ(t))t≥0 = kerAQ

�� �� ���� ������� � ��� ����� �� 	� � ��������
� ������� ��� �������� p̃ ∈ kerAQ

�� AQ
� �� � ���������� � � �� ���� (TQ(t)|X2

Q
)t≥0

��
������ �� ���	���

+�88$ � ���� ������� � �� �� 	 ������� � � �� ��� ����� � �� �� 
� 
� �	��� ����
��� �����!�
��� �� ������� � �� �� ��� ��	� 		�� ��� ����� ��� ������
�� ��		�� � �

�

��
� ������� ��� �� �������	���� �� ��		�� � �
�8�8!!��, � �� �� � �� ��� �� ��� 0 � p̃ ∈ XQ

��� 0 � p′ ∈ X ′
Q

�� �� ����

lim
t→∞

TR(t)p = 〈p′, p〉p̃

� �� � � � p ∈ XQ
�

��� ��� ��
�
��	 !���	�� � 
�� ��� 
�
�
�	 ����
�
�� ����

,0

� ��
� � ���� ���
��		�� 
�� �

�8�8!!��, � �� � � �� � �� ����� ������ � ������� �� �� � ����� ��� � �� 
��
��� ��
�

,0
� ������� �� ������ �� �� �� � ������������ � ������� �� �� � ����� �� ��� � �

��� �
� �� � � ����� 	�	 �������

� 
��			 �� ����	 ��� ��	�!���
� � ����
��� �� ��� ��	��
��� �� �$��� � � ��
���� ���� ���!��
�
�� ��� ���� ��� ����	���� ��

AR

��� �� ��!�������� 
� ���� �
�� ��� ����	���� ��

AR
0

	 ��� � 
�
��	�� �! ������
DR

γ

��� ��� �������	 �!������ ���
�� ���� ���!���� ��
� ����	���� ��!	
�
�		 
� �����  �� �� � ��
� ��!��������
��
���� � ���� 
� 
� � ! ��
�
�� �! ������ ���

γ > 0
� �� ���� ��
� !��! ���	 
� ���

��		�� 
�� 	���� �� !���� ��� 
������
�
	
�	 �� ��� ��������� ��� 
����! �
��((� � � �� � �� � � � �� ���� (TR(t))t≥0

� �� ������ 	� (AR, D(AR)) �� �����
����	���

+�88$ � �� ��� ��� �� ���� ���� ����� �� 
���
γ > 0

���� ����
0 < p ∈ XR
�!	
��

R(γ, AR)p � 0
	 ��� ���! ��
�
�� $ ���� "	 ���!��
�
�� ��� �� ���� ��

!���� ���� ����� �� 
���
γ > 0

���� ����
0 < p ∈ XR


� !	
��

R(γ, AR
0 )p+ (Id∂XR

− ΦRD
R
γ )−1ΦRR(γ, AR

0 )p� 0.
 �!!��� ����

γ > 0
���

0 < p ∈ XR

� ���� �	��
R(γ, AR

0 )p > 0
���

ΦRR(γ, AR
0 )p >

0
�  
���

‖ΦRD
R
γ ‖ < 1

��� ��	
γ > 0,

��� 
������ ��
Id∂XR

− ΦRD
R
γ


� �
��� �	
��� ������� ���
��

(Id∂XR
− ΦRD

R
γ )−1 =

∞∑

n=0

(ΦRD
R
γ )n.

�� ���� ���� ��� ���� ��
ΦRD

R
γ

���� ��� ����	
i ∈ {1, . . . , N + 2}

����� �� 
���

k ∈ N
���� ���� ��� ���	 ������

((ΦRD
R
γ )kΦRR(γ, AR

0 )p)i > 0
	 
 �� �	

(Id∂XR
− ΦRD

R
γ )−1ΦRR(γ, AR

0 )p� 0,



� �� � 	 ����� ��� ������� ��
��� �	 ��� ���� ��

DR
γ

�� ����

DR
γ (Id∂XR

− ΦRD
R
γ )−1ΦRR(γ, AR

0 )p� 0.
��
� 
� !	
��

R(γ, AR)p� 0.��������� ��� ��� 
����!
(TR(t))t≥0


� 
������
�	� �
�

�� ��� ��� ���� ��� ����������� �� ��� ��� 
����! �� � �����
� ���
���	
���
	
��
�� !�
�� �

3'�8��( � � �� � �� � ����� XR
��� 	� ����� �� �� ���� �� � ������ ��

XR = X1
R ⊕X2

R�� ��� X1
R = fix(TR(t))t≥0 = kerAR

�� �� ���� ������� � ��� ����� �� 	� � ��������
� ������� ��� �������� p̃ ∈ kerAR

�� AR
� �� ��������� �� � ����������� (TR(t)|X2

R
)t≥0�� ������ �� ���	���

+�88$ � $ ����
���
�� �� �������  �� �� 	 �����  �� �� 	 �������  �� �� ���
����� � � �� 	 ������� � �� �� �
��� ��� !���� �� ��� ������� �

�

�� ��� �������	��� ��� ����� ������� 
� ��� ��		�� 
�� ��	�
�8�8!!��, � � �� � �� ��� �� ��� 0 � p̃ ∈ XR

��� 0 � p′ ∈ X ′
R

�� �� ����
lim
t→∞

TR(t)p = 〈p′, p〉p̃

� �� � � � p ∈ XR
�

 
��� ��� ��� 
����! �
��� ��� ��	��
��� �� ��� ��
�
��	 �	���� 	 �� ����
� ���
����

,0

� ��� ��		�� 
�� ����������� �
�8�8!!��, � � � � �� � �� ����� ������ � ������� �� �� � ����� ��� � �� 
��

��� ��
�
,0
� ������� �� ������ �� �� �� � ������������ � ������� �� �� � ����� �� ��� � �

��� �





$����� �� $

��� �� ��� �� �������

�� ��
� ����
� �� ��� ��� �����	 �� ! ��
�
�� �! ������� �� "����� 	���
��� �
��������� 	 �� ��		��� ��� ���
� ����
�
��� ��� !��!���
�� ������ 
� ��� �
����
�� �
�� ����� �� 	 ��� 
 ��� 	��
 �
 ��� �� �������
�� ������ ��� �� ��
� �����	 ���
�� 	�����
 ��� ��� ������!���
�� ��� 
����! �����	�

�� ����� �	 ����
�� �� ����� ��	��
�� �� ������ �!���� � #���		 ���� � ��	��
��
≥


� ��
� �� � � �� ����� �������� 
� 
� 
� ����� 
�� 	 ���
�	�����
� ��� �����
�
�� �
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�
� $ ���	 ������ �!���
E


� �� ������� ������ ����� 
� ����� 
� �� �����
��	��
��

≥
������ ��

E
���� ���� ���

f, g ∈ E

f ≥ g ⇒ f + h ≥ g + h
��� �		

h ∈ E,

f ≥ g ⇒ αf ≥ αg
��� �		

α ≥ 0.
�

� $ ������ ������� 
� �� ������� ������ �!��� ���� ���� ��� ��	 ��� �	�� ����

f, g ∈ E
��� ��!����� �
 �� � 	���� �!!�� ����� �

sup{f, g}
��� 
����� �
 �� � �������� 	���� ����� �

inf{f, g}
�� 
��� �

� 	���			 ��� �����
��
g ≤ f

����� ����
f ≥ g

� � ������� 	
f > 0

����� ����
f ≥ 0

���
f 6= 0

� ��
g ≤ f

	 ���� ��� ���

[g, f ] := {h ∈ E : g ≤ h ≤ f}

� ��		�� ����� ������� �� ��� � ������� ��� � E+

�� �� ������� ������ �!���
E


�

E+ = {f ∈ E : f ≥ 0}.
��
f ∈ E+

	 ���� �� ��	 ����
f


� � �������� �� E 
� � ������ 	���
�� 	 ��� � ������� ����
��
f ∈ E


�

f+ := sup{f, 0},
��� ��� �������� ���� �� f 
�

f− := sup{−f, 0},
��



�� 	 � �������� ����	��� �

��
	� ��� �	� ����� �� �� � ��  ��� ��� ��
f


�

|f | := sup{f,−f}.
���� ����

f = f+ − f− ���
|f | = f+ + f− �

�� � ������ 	���
��
E

�� ��� ����
��� � ���� ���� 
� ���!��
�	� � 
�� ���
����� �

7�$)*)" )8* $ �� �
�
� $ ����

‖ · ‖
�� � ������ 	���
��

E

� � ������� � �� 
�

|f | ≤ |g| ⇒ ‖f‖ ≤ ‖g‖.
�

� $ ��� �� ������ ������� 
� � ������ 	���
�� ������� � 
�� � 	���
�� ���� �
�


� $ � ����� ������� 
� � ���� �� ������ 	���
�� ���� 
� ���!	��� �

�� ��� ������ ��� �����!� �� � "����� 	���
�� �� ���!	�� ������ �!���� ���
��		 ��� ���!	�� 
����
��

E� := E × iE
� 
�� ���	�� ��	�
! 	
���
��

(α + iβ)(f, g) = (αf − βg, βf + αg)
���

α, β ∈ R
� ��� ��� � ����� �������� ��� �!���

E

� ��� ��� � ���� �� E�

� ���
f, g ∈ E�

��
� �
��

f ≥ g

�
f, g ∈ E

��� 
�
f ≥ g

��	�� � ��� ����	�� ��
(f, g) ∈ E�


�

|(f, g)| := sup
0≤φ<2π

|(cosφ)f + (sin φ)g|.

�� ��� � � ����� ���� ��� � ���	�� 
����� �� 
��� 	 ��� 	����� 	  ��� � ��� �
 � � ����
���� 	 ��� ���� ��

E�

� ������ �	

‖(f, g)‖E� := ‖ |(f, g)| ‖E.
��� �!����

C
���

L1
� (Ω, µ)

��� ���!	�� "����� 	���
��� � ��� �����		 
�� ���	
������ 	���
��� ���

R
������� � 
�� ��� ����	 ����� ���

L1� (Ω, µ)
������� � 
��

��� �����

f ≥ g

�

f(x) ≥ g(x)
��� �	���� �		

x ∈ Ω.� ������� 	 ���
f ∈ L1

� (Ω, µ)
��� � ���	�� 
�

|f |(x) = |f(x)|, x ∈ Ω.
�� ��
� ����
� 	 �!���� 	
��

Cn × l1(L1
� (Ω, µ))

����� � ���	 ��� ���!	�� "����� 	���
��� � 
�� �����		 
�� ���	 �!����

Rn × l1(L1� (Ω, µ)).
���
� ����� 
� �
��� �	

(fi)i∈� ≥ (gi)i∈�

�

fi ≥ gi

��� �		
i ∈ N.



	 � �������� ����	��� � ��

��� ����	�� ��
(fi)i∈� ∈ Cn × l1(L1

� (Ω, µ))

�

|(fi)i∈� | = (|fi|)i∈� .
�� ��� ���� ��� ������
�� �� �!������� �� ����� �!���� � �! ������� ��
��

���! ��� ��� ����� ��������� ��� ��		�� !��
�
�� �
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E
�� � ���	 "����� 	���
�� �

�
� $ 	
���� �! ������
T

��
E


� � ������� �
� �	���	� 	
T ≥ 0

� 
�

Tf ≥ 0
��� �		

f ≥ 0.
�

� $ 	
���� �! ������

T
��

E

� ��		�� �������� � ������� �
� �	���	� 	

T � 0
�


�

Tf > 0
��� �		

f > 0.�


� $ ������		 ����
����� ��� 
����!
(S(t))t≥0

��
E


� � ������� 
�
S(t) ≥ 0��� �		

t ≥ 0
�

��
� ����
�
�� ��� �� �������� �� �!������� �� ���!	�� ������ 	���
��� ��
��
��! ��� �����		 
�� ���	 !��� 
��� ��� ���	 !��� � �� ��
� ���� 	 !��
�
� 
�	 �� ���
��
!��
�
� 
�	 ����� ���� ��� �����
��
�� �� ��� �! ������ �� ��� ���	 !��� 
� ! ��
�
��
�� ���
��		 !��
�
�� 	 ���! ���
��		�

���� ���� ��� � ! ��
�
�� �! ������
T

�� � ������ 	���
��
E

��� 
�����	
�	

|Tf | ≤ T |f |
��	�� ��� �		

f ∈ E
	 ��� 	 ��� 	 ! � ��
 �

���� 	 �� ��� 
��������� 
� ���������� �� ! ��
�
�� ��� 
����!� � ��������� 	 ��
�
�� ��� ��		�� 
�� ����
�
�� ���� 	����� 	 ! � �

 �
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(B,D(B))

�� � ���	 "����� 	���
��
E


�
��		�� ���� ������ 
� ��� ����	

z ∈ D(B)
����� �� 
��� �

χ ∈ E ′
+

���� ����
‖χ‖ ≤ 1

	
〈z, χ〉 = ‖z+‖

���
<〈Bz, χ〉 ≤ 0

�
��� 	 ��� ��������� !��! ���	 ��� ���������� �� ! ��
�
�� ��������
�� ��� 
����!�


� ���������
��� �� ��		�� � 	 ��� 	����� 	 ��� � ���� ���


3'�8��( $ �� ���
		
!� � ������� � � ���
B

� � � �����		 ������ �!������ �� �
���	 "����� 	���
��

E
� ��� ��		�� 
�� ������
��� ��� ���
��	��� �

�
�
B


� ��� ��������� �� � !��
�
�� ��������
�� ��� 
����! �
�

�

B

� � 
�! ���
�� ���

γ − B

� ���� ���
�� ��� ��� �

γ > 0
�

��� ��		�� 
�� ����!���� !	�	 �� 
�!������ ��	� 
� ��� �����	 �� ! ��
�
�� �!�
������� �

7�$)*)" )8* $ �� � $� ���� � 
� � ���	 �� ���!	�� "����� 	���
��
E


� � 	
����
����!���

F
���� ����

f ∈ F, |g| ≤ |f | ⇒ g ∈ F.



�� 	 � �������� ����	��� �

��(��� $ �� �
�
� ��� 
���	� 
�

Cn
��� ��� ����!����

JH := {x = (xi)1≤i≤n ∈ Cn : xi = 0
���

i ∈ H}
�����

H

� �� ���
����	 ������ ��

{1, . . . , n}
	 ��� 	 ��� 	 ! � �
 �

�

� ����	 �	���� ���� � 
� L1
� (Ω, µ)


� �� ��� ����

IM = {f ∈ E : f(x) = 0
��� �	���� �		

x ∈ Ω}
�����

M

� � � �������	� ������ ��

Ω
� ��������			 ����	 ���

IM

� �

�	���� 
���	 
�
L1

� (Ω, µ)
	 ��� 	 ��� 	 ����!	� � � � �� ��
 �

��� 
���	
Ef

��������� �	
f ∈ E+


� ��� �� �		��� 
���	 �����
�
��
f
� "	

	 ��� 	 ����!	� �� �� ��
 ��� ����	
�	

Ef =
⋃

n≥1

n[−f, f ]

��	�� �
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f ∈ E+

� ��
Ef


� ����� 
�
E

	 ���� �� ��		
f

� ������
�������� !�
�� �

��(��� $ �
 � $ �����
��
f ∈ L1

� (Ω, µ)

� � ����
� 
����
�� ! �
�� 
� ��� ��		 
�

f(x) > 0
��� �	���� �		

x ∈ Ω
� �� ��
� ���� �� � �
��

f � 0
�

�������
�
	
�	 �� ��� ��� 
����! 
� � ��	 !��! ���	 
� ����� �� ������ 
�� ���
��	�!���
� � ���� 
��� � �� ��
��	 ����		 ��� ���
� ����
�
��� �
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�
� $ !��
�
�� 	
���� �! ������

B
��

E

� ��		�� ������ ��	�� 
� ����� 
� ��

�	���� ������
� 
�	 
���	 
�
E

��
�� 
� 
����
��� �����
B
�

�

� $ !��
�
�� ��� 
����!
(S(t))t≥0

��
E


� ��		�� ��������	�� 
� ����� 
� ��
�	���� ������
� 
�	 
���	 
�

E
��
�� 
� 
����
��� �����

(S(t))t≥0

�
��� 
������
�
	
�	 �� ��� ��� 
����!� ��

E
��� �� ���������
��� 
� ��� ��		�� 
��

��		 �� � 	����� 	 ��� � ����� � ��
 �
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B

�� ��� ��������� �� � !��
�
�� ��� 
����!
(S(t))t≥0

�
��� ��		�� 
�� ������
��� ��� ���
��	��� �

�
� ��� ��� 
����!
(S(t))t≥0

��
E


� 
������
�	� �
�

� ��

f ∈ E
���

f  0,
����

R(γ,B)f � 0
��� ���� �� �		

γ > s(B)
�



��� �� � � ���� � ��

D(A)
��� �
� ��

A

fix(S(t))t≥0
�� �� �!��� �� ��� ��� 
����!

(S(t))t≥0

kerT
�����	 ��

T

L(X)
�!��� �� ������� 	
���� �! ������� ��

X

L1(Ω, µ)
�!��� �� ���!	�� ��	��� 
�������	� �����
��� ��

Ω
� 
�� ���! ��� ��

µ

L1
� (Ω, µ)

�!��� �� ���!	�� ��	��� 
�������	� �����
��� ��
Ω

� 
�� ���! ��� ��
µ

L1� (Ω, µ)
�!��� �� ���	 ��	��� 
�������	� �����
��� ��

Ω
� 
�� ���! ��� ��

µ

<z
���	 !��� �� %

r(T )
�! �����	 ���
�� ��

T

rg(T )
����� ��

T

ρ(A)
����	���� ��� ��

A

R(γ, A)
����	���� ��

A

�
γ

s(A)
�! �����	 ����� ��

A

σ(A)
�! ������ ��

A

σb(A)
�������	 �! ������ ��

A

σp(A)
!�
�� �! ������ ��

A

σr(A)
���
���	 �! ������ ��

A

��
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