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Einleitung

Mechanische Systememit hohenOszillationen und Bewegungenauf mehrerenZeit-

skalenbegegnenuns,wennauch oft nicht bewusst,in vielenLebensbereichen. Schon

das f•ur Lehrer st•orende Vibrieren eines Lineals an der Tischkante f•allt in diese

Problemklasse.Die Motivation f•ur Wissenschaftler aus Mathematik, Physik, Che-

mie und Biologie sich mit hochoszillatorischen mechanischen Systemen,insbeson-

dereHamilton-Systemenauseinanderzusetzen,r•uhrt allerdingsehervon anderen,in

der Natur weit verbreiteten Ph•anomenenher, wie zum Beispiel Problemenaus der

Molek•uldynamik, Astrophysik oder Wellenausbreitung(hierunter f•allt im weitesten

Sinne auch unser Beispiel mit dem Lineal). Ihnen zugrunde liegen hochoszillatori-

sche Di�eren tialgleichungen, deren Integration schon seit langem eine numerische

Herausforderungdarstellt (sieheu.a. [8], Kapitel XI I I und XIV sowie [25]).

Um eine L•osungmit ausreichender Genauigkeit approximieren zu k•onnen, m•ussen

StandardintegratorenSchritt weitenverwenden,die deutlich kleinersindalsdie klein-

ste Periode der Oszillationen.Trotz deutlich verbesserterRechenleistungund steti-

ger Weiterentwicklung der Computerhardware warten wir mit solchen Integratoren

mitunter Wochenauf akzeptableL•osungen.Seit •uber 40 Jahrengibt esdeshalbVer-

suche geeigneteIntegratoren f•ur hochoszillatorische mechanische Systemezu ent-

wickeln. Geeignetbedeutet in diesemFall vor allem gr•o�ere Schritt weiten verwen-

den zu k•onnen,ohnegro�e Verluste in der Genauigkeit der Verfahrenhinnehmenzu

m•ussen.

Einer der erstenVersuche gr•o�ere Schritt weiten zu verwendenwurde von Gautschi

[6] vorgenommen,der trigonometrische Integratoren f•ur Di�eren tialgleichungender

Form •x + ! 2x = g(t; x) mit einer festenFrequenz! pr•asentiert. Auch in j •ungerer

Zeit wurden Integratoren vom Gautschi-Typ weiterentwickelt und andereAns•atze

gesucht mit demZiel, g•unstig an guteL•osungsapproximationen zu kommen[5, 7, 12].
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2 Einleitung

Bei obigerDi�eren tialgleichung bleiben die hohenFrequenzender Oszillationenkon-

stant; neueAspekte ergeben sich, wenn die hohenFrequenzenund ihre assoziierten

Eigenr•aumezeit- oder l•osungsabh•angigsind. Kommt esdabei zu einerFastkreuzung

von Eigenfrequenzen,das hei�t zwei Eigenfrequenzenn•ahern sich einanderan und

trennen sich wieder, ohnedasseineechte Kreuzung zwischen ihnen statt�ndet, be-

obachten wir neuePh•anomenebis hin zu chaotischem Verhalten [2, 26, 28].

F•ur den Fall eines Hamilton-Systems mit zeitabh•angigen hohen Frequenzenexi-

stieren bereits einige L•osungsans•atze in der Literatur, die unter anderemMagnus-

Integratoren verwenden[3, 7, 13].

In der vorliegendenArbeit werdenneueIntegratoren f•ur nichtlineare oszillatorische

mechanischeSystememit zeit- und l•osungsabh•angigenhohenFrequenzenentwickelt,

die auf einer Transformation einesvorliegendenHamilton-Systems in sogenannte

adiabatische Variablen beruhen.

Die Arbeit l•asst sich in zwei gro�e Teile gliedern; der Erste umfasst Kapitel 1 bis

3 und behandelt den Fall zeitabh•angiger hoher Frequenzen.Wir beginnenmit ei-

ner Darstellung desAusgangsproblemsim Hamiltonschen Formalismus und bringen

das Systemdurch eine Reihe von Transformationenin eine f•ur Numerik und Ana-

lyse geeignetereForm. In Kapitel 2 und 3 stellen wir Integratoren vor, die auf die

transformierten Gleichungenangewendet werdenund damit auch die L•osungendes

urspr•unglichen Systemsdeutlich e�ektiv er ann•ahern,als diesmit den bekannten In-

tegratoren gelingt. In jedem der Kapitel wird eine Fehleranalysedurchgef•uhrt und

dasVerhalten der Verfahrenan Beispielenveranschaulicht. Auch ein symmetrisches

Verfahren zur Wahl adaptiver Schritt weiten beim Auftreten von Fastkreuzungen

wird vorgestellt und illustriert.

Der zweite Teil besteht aus Kapitel 4 und besch•aftigt sich mit dem Fall l•osungsab-

h•angiger hoher Frequenzen.Auch hier erreichen wir mit der Transformation des

Systemseine numerisch und analytisch geeignetereGestalt, in welcher wir unter

anderemdasAuftreten von chaotischem Verhalten der L•osungennach vermiedenen

Kreuzungender Eigenfrequenzenn•aher beleuchten. Wir stellen zwei neueIntegra-

toren vor und illustrieren ihr Verhalten ebenfalls an numerischen Beispielen.



Kapitel 1

Hamilton-Systeme mit

zeitabh •angigen hohen Frequenzen

1.1 Hamiltonsc he Bew egungsgleic hungen

Die Dynamik mechanischer Systemel•asst sich durch Hamiltons kanonische Glei-

chungenmodellieren.Hier seidazu eineexplizit zeitabh•angigeHamiltonfunktion

H (p1; : : : ; pd; q1; : : : ; qd; t) : Rd� d � R ! R

gegeben, wobei qi die Positionskoordinaten der beteiligten Massepunkteund pi die

jeweils konjugierten Impulse bezeichnen. Der Index i nimmt die Werte i = 1; : : : ; d

an; d entspricht der Anzahl der FreiheitsgradedesSystems.

Durch Einf•uhrung der EnergievariablenE alskonjugierteVariablezur Zeit t erhalten

wir die kanonischen Bewegungsgleichungen f•ur p, q, E und t:

_p = �r q H (p;q; t); _t = 1;

_q = r p H (p;q; t); _E = �
@H
@t

(p;q; t); (1.1)

r q H und r p H sind dabei de�niert als Vektoren der jeweiligen partiellen Ab-

leitungen von H und die Bewegung des Systemsergibt sich aus der Zuordnung

t ! ( p(t) ; q(t) ).

L•asstsich die kinetische Energieeinesmechanischen Systemsalsquadratische Funk-

tion T(p;q; t) = 1
2 pT M (t)� 1p mit einer symmetrisch positiv de�niten Massematrix
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4 Hamilton-Systememit zeitabh•angigenhohenFrequenzen

M (t) schreiben, so beschreibt die Hamiltonfunktion H die Gesamtenergie des Sy-

stems,alsodie Summeauskinetischer und potentieller Energie,

H (p;q; t) = T(p;q; t) + U(q; t):

Durch Einf•uhrung der Energievariablen E wird die Hamiltonfunktion erweitert zu

Ĥ (p;E; q; t) = H (p;q; t) + E. Entlang der L•osungskurven von (1.1) bleibt diese

Gesamtenergie des Systemskonstant, d.h. Ĥ (p(t); q(t); t) = Const., was sich aus
@Ĥ
@t = r q H � _q + r p H � _p + @H

@t + _E = 0 leicht ersehenl•asst. In dieserDissertati-

on werden dabei ausschlie�lic h Systememit beschr•ankter Energie betrachtet, also

H (p(t); q(t); t) � Const. < 1 .

1.2 Hamilton-Systeme mit zeitabh •angigen hohen

Frequenzen

Zun•achst untersuchen wir oszillatorische mechanische Systeme,deren Frequenzen

von der Zeit abh•angenund die durch folgendezeitabh•angigeHamiltonfunktion ge-

geben sind

H (p;q; t) =
1
2

pT M (t)� 1p +
1

2"2
qT A(t)q+ U(q; t): (1.2)

Die potentielle Energie des Systemswird hier repr•asentiert durch 1
2" 2 qT A(t)q +

U(q; t), wobei der Parameter " > 0 sehr kleine Werte annimmt (" � 1). M (t) ist

die bereits angesprochene Massematrix aus der kinetischen Energie des Systems,

A(t) eine positiv semide�nite sogenannte Stei�gkeitsmatrix, deren Ableitungen als

unabh•angig von " beschr•ankt angenommenwerdenund U(q; t) steht f•ur ein glattes

Potential. Die Anwesenheitvon " im Nenner f•uhrt zu Oszillationen in Positionen

und Impulsen, derenFrequenzmit kleiner werdendem" zunimmt.

Abbildung 1.1 illustriert diesenE�ekt an einemeinfachen Testbeispielmit

M (t) � Id., U(q; t) � 0 und A(t) = B(t)2 mit B(t) =

 
t + 3 1

1 2t + 3

!

:

Der erste Eintrag in q(t) wird auf t 2 [� 1; 1] f•ur " = 1, 0:1 und 0:01 geplottet und

die Zunahmeder Oszillationen kann direkt beobachtet werden.
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-1 0 1
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0
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0
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Abbildung 1.1: q1(t) f•ur " = 1 (links), 0:1 (Mitte) und 0:01 (rechts)

In praktischen Anwendungensind allerdings noch deutlich kleinere Werte als " =

0:01 und damit noch st•arkere Oszillationen von Bedeutung.

Eine Hamiltonfunktion wie (1.2) beschreibt dann die Dynamik mechanischer Syste-

me,die stark oszillierenund gleichzeitig eineBewegungauf einer langsamerenZeits-

kala ausf•uhren, wie zum Beispiel die Oszillationen der Radaufh•angungeinesAutos

[27] oder das Entfalten desAntennenarmseinesSatelliten. Der zeitabh•angigeFall

ist aber auch einewichtige Voraussetzungf•ur die Untersuchung und dasVerst•andnis

desl•osungsabh•angigenFalls, welcher in Kapitel 4 n•aher betrachtet wird.

1.3 Numerisc he Asp ekte und Ziele

Die Schwierigkeit bei der numerischen L•osungder Bewegungsgleichungen (1.1) zur

Hamiltonfunktion (1.2) besteht darin, dassdie Positionenund Impulseje nach Gr•o�e

des Parameters" stark oszillieren. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehenhaben,

verh•alt sich die Geschwindigkeit dieserOszillationen umgekehrt proportional zu " ,

dasVerhaltender Positionenq(t) und Impulsep(t) ist alsowesentlich von " abh•angig.

Verwendet man f•ur die L•osungeinessolchen ProblemsStandardlverfahrenwie zum

Beispiel partitionierte Runge-Kutta-Verfahren (darunter das St•ormer-Verlet-Ver-

fahren), muss die Zeitschritt weite h so klein gew•ahlt werden, dassjede Oszillation

durch viele Schritte aufgel•ost wird. In jedemdieserZeitschritte m•ussendie Matrizen

M (t), A(t) und das Potential U mindestenseinmal ausgewertet werden,was einen

hohenRechenaufwand verursacht und sich dadurch in der Rechenzeitder Program-

me drastisch nieder schl•agt.
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Dies f•uhrt dazu,dassmanche Anwendungenund Problemedamit gar nicht ad•aquat

gel•ost werden(k•onnen).

Auch die Verfahren, die in letzter Zeit zur L•osungsolcher Problemevorgeschlagen

wurden, wie zum Beispielexponentielle oder trigonometrische Integratoren [3, 7, 12,

13], liefern nur f•ur Werte h � " zufriedenstellendeErgebnissebzw. ben•otigen viele

teure Funktionsauswertungen pro Zeitschritt.

Ein Ziel der vorliegendenArbeit ist es deshalb,neue numerische Integratoren zu

entwickeln, welche speziell auf diesesProblem zugeschnitten sind.

Von einemsolchen Verfahrenerwarten wir:

� Das Verfahren soll mit Schritt weiten h � " angewandt werden k•onnen und

trotzdem eineakzeptableGenauigkeit erreichen.
Das hei�t, die Schritt weite kann so

gro� gew•ahlt werden, dass die Funktion

zwischen zwei Zeitschritten eine oder meh-

rere Oszillationen durchl•auft (siehe auch

nebenstehendeAbbildung).

� Auch f•ur sehrkleine Werte von " soll dasVerfahrenpr•aziseResultate liefern.

� Das Verfahren soll zweite Ordnung haben; das bedeutet, dassder entstehen-

de Approximationsfehler durch Ch2 beschr•ankt bleiben soll mit einer von "

unabh•angigenKonstanten C.

� Pro Zeitschritt soll dasVerfahrenmaximal zwei Funktionsauswertungenben•otigen.

� Das Verfahrensoll zeitsymmetrisch sein.

DieseErwartungen k•onnen nur erf•ullt werden, wenn wir die besonderemathema-

tische Struktur des Ausgangsproblemsausnutzen. Dazu investierenwir nun etwas

Arbeit in Transformationen.

1.4 Transformationen

Vor der Entwicklung neuerIntegratorenist essinnvoll, dasProblemin eineg•unstigere

Form zu bringen. Dazu werden eine Reihe kanonischer Transformationen auf die

Hamiltonfunktion (1.2) angewandt mit dem Ziel, die Zeitskalen in den Bewegungs-

gleichungen ann•ahernd zu trennen. DieseFastseparationder Zeitskalen macht das
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Problem f•ur die numerische Diskretisierung im Folgendenleichter zug•anglich.

Ausgangssituationist die Hamiltonfunktion (1.2)

H (p;q; t) =
1
2

pT M (t)� 1p +
1

2"2
qT A(t)q+ U(q; t);

welche durch die Energievariable E erg•anzt wird zu

Ĥ (p;E; q; t) = H (p;q; t) + E: (1.3)

Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten dann

_p = �
1
"2

A(t)q � r qU(q; t)

_q = M (t) � 1p (1.4)

zusammenmit _E = � @H
@t und _t = 1.

Sei nun q = � (~q) eineKoordinatentransformation in den Positionen. Nach Beispiel

5.2 aus [8], Kapitel VI.5 kann dieseTransformation zu einer symplektischen Trans-

formation (p;q) ! (~p; ~q) auf die Impulse erweitert werden, indem man ~p = � 0(~q)T p

setzt. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich dann wieder kanonisch aus der Ha-

miltonfunktion.

DieseEigenschaft hilft uns dabei, eineReihevon symplektischen Transformationen

zu konstruieren und uns so Schritt f•ur Schritt bzw. Lemma f•ur Lemma, an eine

ann•aherndeTrennung der Zeitskalen heranzutasten.

Alle Lemmata bzw. Transformationenzusammengenommenergeben schlie�lic h:

Theorem 1 Es existieren symplektischeTransformationen(p;E; q; t) ! (bp; bE; bq; bt)

mit bt = t, so dass die Hamiltonfunktion Ĥ (p;E; q; t) in den neuen Koordinaten

folgendeForm hat

bH (bp; bE; bq; bt) =
1
2

bpT
0 M0(bt)� 1bp0 +

1
2"

bpT
1 
( bt)bp1 +

1
2"

bqT
1 
( bt)bq1

+ bqT L(bt)bp +
1
2

bqT S(bt)bq+ U(B(bt)T(bt)bq; bt) + bE (1.5)

mit einer symmetrischpositiv de�niten Matrix M 0(t), einer Diagonalmatrix 
( t),

einer unteren Dreiecksmatrix L(t), einer symmetrischenMatrix S(t), einer orthogo-

nalen Matrix B(t) und einer Transformationsmatrix T(t), sowieeiner Aufspaltung

von p bzw.q in die Komponenten(p0; p1) bzw.(q0; q1). Die Nebendiagonalbl•ockevon

L und S sind dabei genausoklein wie die \schnellen\ Variablen p1 und q1 und haben

die Gr•o�enordnungO(
p

").
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Bew eis: Der BeweisdiesesTheoremsergibt sich durch die sukzessive Konstruktion

entsprechenderTransformationenin denfolgendenLemmata,derenHintereinander-

ausf•uhrung wieder einesymplektische Transformation darstellt. 2

Die erste Transformation wird so konstruiert, dassdie positiv semide�nite Stei�g-

keitsmatrix A in einen positiv de�niten Block und einen Block mit Nullen aufge-

spalten wird.

Lemma 1 Es existiert eine symplektischeTransformation q = B(t) �q, t = �t, B (t)

orthogonal, so dass die Hamiltonfunktion Ĥ (p;E; q; t) in den neuen Koordinaten

folgendeForm hat

�H ( �p; �E ; �q; �t) =
1
2

�pT �M (�t)� 1 �p +
1

2"2
�qT

 
0 0

0 A1(t)

!

�q

� �qT _B(�t)T B(�t) �p + �U( �q; �t) + �E: (1.6)

Bew eis: Da A(t) symmetrisch und positiv semide�nit ist, existiert eineorthogonale

Matrix B(t), die A(t) auf folgendeBlockdiagonalformbringt

A(t) = B(t)

 
0 0

0 A1(t)

!

B (t)T ; (1.7)

wobei A1(t) nun symmetrisch und positiv de�nit ist.

Durch  
�p
�E

!

=

 
B(�t)T 0

�qT _B(�t)T I

!  
p

E

!

werdendie angegebenenTransformationenin Ort und Zeit zu einer symplektischen

Transformation erweitert und wir erhalten die Hamiltonfunktion �H mit

�M (�t)� 1 = B(�t)T M (�t)� 1B(�t);

�U( �q; �t) = U(B(�t) �q; �t) und

�E = E + �qT _B(�t)T p: 2

Wir k•onnennun �p und �q analogzu den Bl•ocken in (1.7) zerlegen:

�p =

 
�p0

�p1

!

; �q =

 
�q0

�q1

!
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und sprechen auch von �q0 als den langsamenPositionen, von �p0 als den langsamen

Impulsenund von �q1 ( �p1) alsdenschnellen Positionen(Impulsen). Da wir ausschlie�-

lich Systememit beschr•ankter Gesamtenergie( �H � Const:) betrachten, muss�q1 von

der Gr•o�enordnung " sein:

�q1 = O(") : (1.8)

Mit der zweiten Transformation wird die neueStei�gkeitsmatrix A1(t) in die Iden-

tit •at transformiert.

Lemma 2 Es existiert eine symplektischeTransformation �q0 = ~q0, �q1 = C(t)~q1,
�t = ~t, so dassdie Hamiltonfunktion �H ( �p; �E ; �q; �t) in den neuenKoordinaten folgende

Form hat

~H (~p; ~E; ~q; ~t) =
1
2

~pT ~M (~t)� 1~p +
1

2"2
~qT
1 ~q1 + ~qT K (~t)~p + ~U(~q; ~t) + ~E: (1.9)

Bew eis: Wir schreiben die Choleski-Zerlegungder Stei�gkeitsmatrix A1(t) als

A1(t) = C(t) � T C(t)� 1

und transformierenPositionen und Zeit wie angegeben. Durch
0

B
@

~p0

~p1

~E

1

C
A =

0

B
@

I 0 0

0 C(~t)T 0

0 ~qT
1

_C(~t)T I

1

C
A

0

B
@

�p0

�p1

�E

1

C
A

wird dieseTransformation zu einer symplektischen Transformation erweitert.

Setzenwir

C1(t) =

 
I 0

0 C(t)

!

;

so erhalten wir die angegebeneHamiltonfunktion ~H mit

~M (~t)� 1 = C1(~t)� 1 �M (~t)� 1C1(~t)� T ;

K (~t) = C1(~t)T B(~t)T _B(~t)C1(~t)� T �

 
0 0

0 _C(~t)T C(~t)� T

!

; (1.10)

~U(~q; ~t) = �U(C1(~t)~q; ~t) und

~E = �E + ~qT
1

_C(~t)T �p1: 2

Als N•achstes werden die Blockmatrizen in der Nebendiagonalender Massematrix
~M aus(1.9) eliminiert.
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Lemma 3 Es existiert eine symplektischeTransformation ~q0 = �q0+ G(�t) �q1, ~q1 = �q1,
~t = �t, so dassdie Hamiltonfunktion ~H (~p; ~E; ~q; ~t) in den neuenKoordinaten folgende

Form hat

�H ( �p; �E ; �q; �t) =
1
2

�pT
0

�M0(�t)� 1 �p0 +
1
2

�pT
1

�M1(�t)� 1 �p1 +
1

2"2
�qT
1 �q1

+ �qT �K (�t) �p + �U( �q; �t) + �E: (1.11)

Bew eis: Wir schreiben die Massematrix ~M (t) als

~M =

 
M00 M01

M10 M11

!

(1.12)

und setzen

G(t) = � M 00(t)� 1M01(t):

Durch 0

B
@

�p0

�p1

�E

1

C
A =

0

B
@

I 0 0

G(�t)T I 0

�qT
1

_G(�t)T 0 I

1

C
A

0

B
@

~p0

~p1

~E

1

C
A

wird die im Lemma angegebeneTransformation zu einer symplektischen Transfor-

mation erweitert.

Setzenwir

G1(t) =

 
I G(t)

0 I

!

;

so erhalten wir die angegebeneHamiltonfunktion �H mit

�M0(�t) = M 00(t);

�M1(�t) = M 11(t) � M 10(t)M 00(t)� 1M01(t);

�K (�t) = G1(�t)T K (�t)G1(�t)� T �

 
0 0

_G(�t)T 0

!

; (1.13)

�U( �q; �t) = �U(C1(�t)G1(�t) �q; �t) und

�E = ~E + �qT
1

_G(�t)T ~p0: 2

Mit der folgendenTransformationwird die Massematrix �M1(�t) der schnellenVariab-

len diagonalisiert.
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Lemma 4 Es existiert eine symplektischeTransformation �q0 = q̂0, �q1 = Q(t)q̂1,
�t = t̂, Q(t) orthogonal, so dass die Hamiltonfunktion �H ( �p; �E ; �q; �t) in den neuen

Koordinaten folgendeForm hat

Ĥ (p̂; Ê ; q̂; t̂) =
1
2

p̂T
0 M̂0(t̂)� 1p̂0 +

1
2

p̂T
1 
( t̂ )2p̂1 +

1
2"2

q̂T
1 q̂1

+ q̂T K̂ (t̂)p̂ + Û(q̂; t̂) + Ê : (1.14)

Bew eis: Wir diagonalisieren

�M1(t) = Q(t)
( t) � 2Q(t)T ; (1.15)

mit der Diagonalmatrix 
( t) = diag(! j (t)) der Frequenzenund einer orthogonalen

Matrix Q(t), die glatt von t abh•angt, falls die Frequenzen! j f•ur alle Zeiten t von-

einandergetrennt bleiben.

Wir transformierenPositionen und Zeit wie angegeben und erhalten durch
0

B
@

p̂0

p̂1

Ê

1

C
A =

0

B
@

I 0 0

0 Q(t̂)T 0

0 q̂T
1

_Q(t̂)T I

1

C
A

0

B
@

�p0

�p1

�E

1

C
A

einesymplektische Transformation.

Setzenwir

Q̂(t) =

 
I 0

0 Q(t)

!

;

so erhalten wir die angegebeneHamiltonfunktion Ĥ mit

M̂0(t̂) = �M0(t̂);

K̂ (t̂) =

 
K 00 K 01

K 10 K 11

!

= Q̂(t̂)T �K (t̂)Q̂(t̂) �

 
0 0

0 _Q(t̂)T Q(t̂)

!

; (1.16)

Û(q̂; t̂) = �U(C1(t̂)G1(t̂)Q̂(t̂)q̂; t̂) und

Ê = �E + q̂T
1

_Q(t̂)T �p1: 2

Wir reskalieren nun die schnellen Positionen und Impulse.
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Lemma 5 Es existiert eine symplektischeTransformation q̂0 = �q0, q̂1 = "
1
2 
( t)

1
2 �q1,

t̂ = �t, so dassdie Hamiltonfunktion Ĥ (p̂; Ê ; q̂; t̂) in den neuenKoordinaten folgende

Form hat

�H ( �p; �E ; �q; �t) =
1
2

�pT
0

�M0(�t)� 1 �p0 +
1
2"

�pT
1 
( �t) �p1 +

1
2"

�qT
1 
( �t) �q1

+ �qT �K (�t) �p + �U(T(�t) �q; �t) + �E: (1.17)

Bew eis: Analog zu den vorigen Beweisenerweitern wir die Transformation durch

0

B
@

�p0

�p1

�E

1

C
A =

0

B
@

I 0 0

0 "
1
2 
( �t)

1
2 0

0 1
2 "

1
2 �qT

1 
( �t)� 1
2 _
( �t) I

1

C
A

0

B
@

p̂0

p̂1

Ê

1

C
A :

Wir setzen

T =
�
T0 j "

1
2 T1

�
=

 
I "

1
2 GQ


1
2

0 "
1
2 CQ


1
2

!

;

und erhalten die angegebeneHamiltonfunktion �H mit

�M0(�t) = M̂0(�t);

�K (�t) =

 
K 00 " � 1

2 K 01
 � 1
2

"
1
2 


1
2 K 10 


1
2 K 11
 � 1

2 � 1
2 
 � 1 _


!

;

�U(T(�t) �q; �t) = �U(T(�t) �q; �t); und

�E = Ê + 1
2 "

1
2 �qT

1 
( �t)� 1
2 _
( �t) p̂1: 2

Mit der (vorerst) letzten kanonischen Transformation eliminieren wir den Block

der Gr•o�enordnung O
�

" � 1
2

�
in der Nebendiagonalenvon �K und s•amtliche Haken,

Tilden und sonstigenUnterscheidungszeichen...

Lemma 6 Es existiert einesymplektischeTransformation� �p1 = � p1+ "
1
2 
 � 3

2 K T
01�q0,

�q0 = q0, �t = t, so dassdie Hamiltonfunktion �H ( �p; �E; �q; �t) in den neuenKoordinaten

folgendeForm hat

H (p;E; q; t) =
1
2

pT
0 M0(t)� 1p0 +

1
2"

pT
1 
( t)p1 +

1
2"

qT
1 
( t)q1

+ qT L(t)p +
1
2

qT S(t)q+ U(B(t)T(t)q; t) + E: (1.18)
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Bew eis: Wir transformierendie konjugierten Variablen durch

0

B
@

q1

p0

E

1

C
A =

0

B
B
@

I 0 0

"
1
2 K 01
( t)� 3

2 I 0

"
1
2 qT

0
d
dt

�
K 01
 � 3

2

�
0 I

1

C
C
A

0

B
@

�q1

�p0

�E

1

C
A :

In diesenKoordinaten hat die Hamiltonfunktion H obige Form mit der unteren

Dreiecksmatrix

L =

 
L00 0

"
1
2 L10 L11

!

=

 
K 00 0

"
1
2 


1
2 (K 10 � 
 � 2K T

01M0) 

1
2 K 11
 � 1

2 � 1
2 
 � 1 _


!

(1.19)

und der symmetrischen Matrix

S =

 
S00 "

1
2 S01

"
1
2 S10 "S11

!

; (1.20)

wobei

S00 = � K 01
 � 2K T
01

S01 = ST
10 = � K 00K 01
 � 3

2

� K 01
 � 3
2

�

 � 1

2 K T
11


1
2 �

1
2


 � 1 _

�

�
d
dt

�
K 01
 � 3

2

�

S11 = 
 � 3
2

�
K T

01M0K 01 � 
 2K 10K 01 � K T
01K

T
10


2
�


 � 3
2

und

M0(�t) = �M0(�t);

E = �E + "
1
2 qT

0
d
dt

�
K 01
 � 3

2

�
�q1: 2

Da wir ausschlie�lic h mechanische Systememit beschr•ankter Gesamtenergie H �

Const: betrachten, erhalten wir nun

p1 = O
�

"
1
2

�
; q1 = O

�
"

1
2

�
: (1.21)
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In den neuenKoordinaten haben die Bewegungsgleichungen folgendeForm

_p0 = f 0(p;q; t)

_q0 = M 0(t)� 1p0 + g0(q; t) (1.22)
 

_p1

_q1

!

=
1
"

 
0 � 
( t)


( t) 0

!  
p1

q1

!

+

 
f 1(p;q; t)

g1(q; t)

!

mit den gleichm•a�ig in " beschr•ankten Funktionen
 

f 0

f 1

!

= � L(t)p � S(t)q � T(t)T B(t)T r q U(B(t)T(t)q; t);

 
g0

g1

!

= L(t)T q:

Mit Hilfe der konstanten unit •aren Matrix

� =
1

p
2

 
I I

� iI iI

!

(1.23)

k•onnen wir die schiefsymmetrische Matrix des Systemsfolgenderma�endiagonali-

sieren:  
0 � 
( t)


( t) 0

!

= �

 
i 
( t) 0

0 � i 
( t)

!

� � (1.24)

und damit dasSystemein letztes Mal transformieren.

Dazu de�nieren wir die diagonalePhasenmatrix �( t) als

�( t) =
Z t

t0

�( s) ds mit �( s) =

 

( s) 0

0 � 
( s)

!

(1.25)

und setzen

� (t) = " � 1
2 exp

�
�

i
"

�( t)
�

� �

 
p1(t)

q1(t)

!

: (1.26)

� wird auch als \ adiabatische" Variable bezeichnet, wobei wir f•ur eine Erkl •arung

desBegri�s adiabatisch auf Kapitel 1.5 verweisen.JedeKomponente desVektors �

entspricht einemKoe�zien ten von (p1 q1)T in der Eigenbasisvon

 
0 � 



 0

!

und

in der komplexenEbeneum die negative Phasegedreht.

Der Faktor " � 1
2 in obiger Transformation gew•ahrleistet zusammenmit (1.21), dass

gilt

� = O(1) : (1.27)
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Daf•ur geben wir auch die Eigenschaft unsererbisherigenTransformationenauf, die

alle invariant waren unter einer Reskalierung " ! � " und A(t) ! � 2A(t). Die letzte

Transformation erf•ullt dieseInvarianz auf Grund desFaktors " � 1
2 nicht mehr; aber

auch siekann zu einersymplektischen Transformationauf die langsamenPositionen,

Impulse und die Energie E erweitert werden. Aus Gr•unden der •Ubersichtlichkeit

wird auf eine explizite Ausf•uhrung dieserErweiterung hier verzichtet, statt dessen

f•uhren wir folgendeSchreibweisef•ur die inverseTransformation ein:

 
p1

q1

!

= "
1
2

 
P1(t)

Q1(t)

!

� mit

 
P1(t)

Q1(t)

!

= � exp
�

i
"

�( t)
�

: (1.28)

Die Bewegungsgleichungenwerdennun zu

_p0 = f 0(p;q; t)

_q0 = M 0(t)� 1p0 + g0(q; t)

_� = " � 1
2 exp

�
�

i
"

�( t)
�

� �

 
f 1(p;q; t)

g1(q; t)

!

;

wobei p1 und q1 via (1.28) durch � ausgedr•uckt werden.Ausgeschrieben lauten die

Di�eren tialgleichungenf•ur die langsamenVariablen p0 und q0

_p0 = � L00p0 � S00q0 � TT
0 B T r q U(B T0q0; t) � "S01Q1�

� TT
0 B T

�
r q U(B T0q0 + "B T1Q1� ; t) � r q U(B T0q0; t)

�
(1.29)

_q0 = M � 1
0 p0 + LT

00q0 + "L T
10Q1� :

Wir setzenauch die jeweiligen Ausdr•ucke f•ur f 1 und g1 in die Di�eren tialgleichung

der adiabatischen Variablen � ein und erhalten

_� = exp
�

�
i
"

�( t)
�

W(t) exp
�

i
"

�( t)
�

�

� P �
1

�
L10p0 + S10q0 + TT

1 B T r q U(B T0q0 + "B T1Q1� ; t)
�

(1.30)

mit
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W = � �

 
� L11 � "S11

0 LT
11

!

�

= �
1
2

 
L11 � LT

11 L11 + LT
11

L11 + LT
11 L11 � LT

11

!

�
i"
2

 
� S11 S11

� S11 S11

!

: (1.31)

Die Diagonaleintr •ageder Matrix W sind dabei von der Gr•o�enordnung O(").

Nach unsererletzten Transformation stellt sich nun die Frage,was ausnumerischer

Sicht mit dieserneuenDarstellung des Hamiltonsystemsgewonnen wurde. Abbil-

dung 1.2 zeigt f•ur dasTestbeispielausKapitel 1.2, dass� (t) f•ur die entsprechenden

Werte von � deutlich glatter ist als die L•osungder urspr•unglichen Di�eren tialglei-

chungen, numerisch also besserzu approximieren sein sollte. � (t) zeigt allerdings

immer noch Oszillationen,derenAmplitude nun f•ur " ! 0 kleiner wird.

Die Vorteile der transformierten Gleichungensind im Einzelnen:

� Die langsamenund schnellen Variablen wurden ann•ahernd separiert. Dabei

sind wir nun in der Lage, die mathematisch etwas unpr•azise Formulierung

\ann•ahernd" zu spezi�zieren:

In denDi�eren tialgleichungenf•ur die langsamenVariablenp0 und q0 treten die

schnellen Variablen � zwar noch auf, allerdings mit dem Vorfaktor " , so dass

die Kopplung zwischenschnellenund langsamenVariablennur noch von dieser

Gr•o�enordnung ist und sich nicht mehr auf einer Skala von O(1) abspielt.

� Die rechte Seite in den urspr•unglichen Bewegungsgleichungen f•ur die schnel-

len Variablen wird f•ur " ! 0 unbeschr•ankt, weil " im Nenner auftritt. In der

transformierten Di�eren tialgleichung (1.30) tritt dieses1
" ausschlie�lic h im Ar-

gument der komplexenExponentialfunktion auf, weshalbdie rechte Seiteun-

abh•angig von " beschr•ankt bleibt. Die Oszillationen werdenzwar immer noch

schneller f•ur " ! 0, doch weil die Exponentialmatrizen unit •ar sind, bleibt die

Ableitung von � gleichm•a�ig beschr•ankt. � ist also\glatter" als (p1 q1)T , was

f•ur die numerische Implementierung von Vorteil ist.

� Falls die Diagonalisierungder Massematrix �M1 glatt in der Zeit ist, bewegt

sich die L•osungvon (1.30) innerhalb einer Gr•o�enordnung von O(") um den

Startwert, d.h. � (t) = � (t0) + O("). DieseGesetzm•a�igk eit, die im n•achsten
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Abschnitt hergeleitetund n•aher betrachtet wird, f•uhrt dazu, dassdie adiaba-

tische Variable nur kleinereKorrekturen der Gr•o�enordnung " um eineglatte

L•osungbeschreibt, w•ahrenddie urspr•ungliche L•osungf•ur " ! 0 immer st•arker

oszilliert (vergleiche hierzu die Abbildungen 1.1 und 1.2).

� Alle durchgef•uhrten Transformationensind linear und k•onnendurch Standard-

routinen der numerischen linearenAlgebra ausgef•uhrt werden.Der numerische

Aufwand hierf•ur h•alt sich also in Grenzen.

�1 0 1
�0.1

0

0.1
e = 1

Zeit t

R
ea

lte
il 

vo
n 

h
1(t

)

�1 0 1
�0.1

0

0.1
e = 0.1

Zeit t
�1 0 1

�0.1

0

0.1
e = 0.01

Zeit t

�0.05 0 0.05
�5

0

5
x 10

�3

�0.05 0 0.05
�5

0

5
x 10

�3

Abbildung 1.2: � 1(t) f•ur " = 1 (links), 0:1 (Mitte) und 0:01 (rechts). Die Ver-

gr•o�erungen (unten) zeigenOszillatonenin � (t).

Mit den Transformationen sind allerdings keinesfallsalle auftretenden Schwierig-

keiten verschwunden. Nach wie vor beschreibt die Di�eren tialgleichung f•ur � eine

hochoszillatorische Funktion, die numerisch approximiert werdenmuss.Standardin-

tegratoren m•ussenauch hierf•ur mit sehr kleinen Schritt weiten h � " arbeiten, so

dassdie Entwicklung von speziellauf dieseArt von Problemenzugeschnittenen Ver-

fahren uns in Kapitel 2 und 3 noch besch•aftigen wird.

Auch die Diagonalisierungeventuell sehr gro�er Matrizen, wie sie hier in jedem

Zeitschritt verlangt wird, ist eine numerisch nicht zu vernachl•assigendeAufgabe.
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Falls eine vollst•andige Diagonalisierungder jeweiligen Matrix nicht durchf•uhrbar

ist, gen•ugt es unter Umst•anden, den von den Eigenvektoren der wesentlichen Ei-

genwerte aufgespannten Teilraum zu betrachten, was auf ein zu (1.30) •ahnliches

Problem f•uhrt [19].

1.5 Adiabatisc he In varian ten und Dynamik von

Fastkreuzungen

Der Begri� \adiabatisch" erfreut sich in Mathematik, Physik und Chemie gro�er

Beliebtheit und h•au�gen Gebrauchs, leider mit zum Teil v•ollig verschiedenenBe-

deutungen. Im Folgendenwollen wir zun•achst kl•aren, was in dieser Arbeit unter

adiabatisch zu verstehenist.

Der Ursprung diesesAdjektivs liegt im Griechischen; es bedeutet \w as nicht ge-

kreuzt werden kann" [11]. Im mathematischen Zusammenhangsind damit meist

die Kreuzungen von Eigenwerten gemeint, wobei in dieser Arbeit die Eigenwerte

� ! j (t), j = 1; : : : ; m, ausder Diagonalisierungder schiefsymmetrischen Matrix des

schnellen Systems(1.24) im Fokus des Interessesstehen.Sie gehenzur•uck auf die

Diagonalisierungder Massematrix �M1(t) in (1.15). Kreuzen sie sich nicht, verhal-

ten sich alsoadiabatisch im urspr•unglichen SinnedesWortes, gibt eseineminimale

Distanz � > 0 derart, dassf•ur jedesEigenwertpaar ! k und ! l mit k 6= l gilt:

j! k(t) � ! l (t)j � � 8t 2 [t0 ; tend] und ! k(t) � Const. > 0: (1.32)

Trotz dieserForderungk•onnensich je zwei Eigenwerte dieserMatrix aber noch belie-

big nahekommenund ohneKreuzung wiederauseinandergehen.� nimmt dann sehr

kleine Werte an (� � 1) und wir sprechen von einer vermiedenenKreuzung oder

Fastkreuzungder Eigenwerte. Die Eigenwerte kreuzensich zwar nicht, die Diagonali-

sierungan sich ist aber trotzdem nicht glatt, da die Ableitung der orthogonalenMa-

trix Q(t) gro�e Werte annimmt. _Q und damit W sind dann von der Gr•o�enordnung

O(� � 1) und die Beschr•anktheit der rechten Seite unserer Di�eren tialgleichung ist

nicht mehr gew•ahrleistet, falls 1
� nicht unabh•angigvon " beschr•ankt ist. Wir fordern

deshalbvon unseremSystem,wennwir esalsadiabatisch bezeichnen,nicht nur, dass

sich die Eigenwerte nicht kreuzen,sondernauch, dassf•ur � > 0 mit einerKonstanten

C gilt:
1
�

� C: (1.33)
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Die Matrizen W(t), _W(t) und _�( t) besitzendann eine von " und � unabh•angige,

nicht zu gro�e Schranke C, d.h.

kW(t)k � C; k _W(t)k � C; k _�( t)k � C 8t 2 [t0 ; tend]: (1.34)

In Kapitel 1.5.2werdenwir an einemModellproblemdie Problematik und Dynamik

von Fastkreuzungenveranschaulichen und n•aher untersuchen. Zun•achst interessiert

unsjedoch der adiabatischeFall, in demdie Eigenwerte ausreichendgetrennt bleiben

und die Diagonalisierungglatt ist.

1.5.1 Adiabatisc he In varian ten

In der adiabatischenSituation, in der (1.32) und (1.33) gelten,k•onnenwir folgenden

Satz aufstellenund beweisen:

Satz 1 Unter den Voraussetzungen(1.32) und (1.33) gilt f•ur � (t)

� (t) � � (t0) = O(") (1.35)

gleichm•a�ig auf beschr•ankten Zeitintervallen.

Bew eis: Wir integrieren beide Seiten der Di�eren tialgleichung (1.30) von t0 bis t

und betrachten den j-ten Eintrag desVektors �

� j (t) � � j (t0) =
2mX

k=1

tZ

t0

exp
�

�
i
"

(� j (s) � � k(s))
�

Wj k(s)� k(s) ds �

tZ

t0

r j (s) ds

mit

r (s) = P1(s)�
�

L10(s)p0(s)+ S10(s)q0(s)+ T1(s)T r q U(T0(s)q0(s)+ "T1(s)Q1(s)� (s); s)
�

:

Wir schieben im erstenIntegral den Term

1 = �
i
"

�
� j (s) � � k(s)

�
�

"
� i

1
�
� j (s) � � k(s)

� (j 6= k)

ein, integrieren partiell und erhalten
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� j (t) � � j (t0) = i"
2mX

k=1

�
exp

�
�

i
"

(� j (s) � � k(s))
�

Wj k(s)� k(s)
� j (s) � � k(s)

� t

s= t0

� i"
2mX

k=1

tZ

t0

exp
�

�
i
"

(� j (s) � � k(s))
�

d
d�

�
Wj k(� )� k(� )

� j (� ) � � k(� )

� �
�
�
�
� = s

ds

�

tZ

t0

r j (s) ds:

Unter den Voraussetzungen(1.32) bis (1.34) k•onnen die ersten beiden Terme f•ur

j 6= k durch C�" abgesch•atzt werden.F•ur j = k nutzenwir aus,dassdie Diagonalein-

tr •agevon W die Gr•o�enordnung O(") haben und erhalten die gleiche Absch•atzung.

In r (s) verstecken sich mit P1(s) ebenfalls oszillatorische Exponentiale, die nach

partieller Integration analog zum ersten Integral die Gr•o�enordnung " liefern. Des

Weiteren treten Ableitungen von p0, q0, L10, S10, T und U auf, welche in der adia-

batischen Situation alle beschr•ankt sind. 2

DiesesResultat ist ein Analogonzum quanten-adiabatischenTheoremvon Born und

Fock [1], einemSatz aus den Anf•angender Quantenmechanik, der besagt,dassdie

Wirkungen j� j j2 (die Energie in der j -ten Komponente geteilt durch die Frequenz

� j ) •uber Zeiten t = O(1) ann•ahernd konstant bleiben. Ganz allgemeinnennt man

Funktionen, die entlang jederbeschr•ankten L•osungder Di�eren tialgleichung nur um

O(") von ihrem Anfangswert abweichen, adiabatischeInvarianten.

Im adiabatischen Fall ist � einesolche adiabatische Invariante, weshalbwir sieauch

als adiabatische Variable bezeichnet haben.

Betrachten wir die Funktionen

I j = j� j j2 (j = 1; : : : ; m) ; (1.36)

so sind sie ebenfalls adiabatische Invarianten: I j (t) = I j (t0) + O(") f•ur t � Const.

DieseInvarianten I j entsprechen tats•achlich den Wirkungen (Energie geteilt durch

Frequenz),wenn wir von einem Hamiltonsystem (1.2) ausgehen,bei dem die Mas-

sematrix gleich der Identit •at ist und die Stei�gkeitsmatrix bereits Diagonalgestalt

hat; denn dann gilt

I j (t) =
1

! j (t)

�
1
2

pj (t)2 +
! j (t)2

2"2
qj (t)2

�
:
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Ein wichtiges BeispieldieserForm ist der harmonische Oszillator; eineFunktion, die

folgenderskalaren Di�eren tialgleichung zweiter Ordnung gen•ugt:

•q+
! (t)
"2

q = 0: (1.37)

Dabei ist ! (t) von der 0 weg beschr•ankt und hat unabh•angig von " beschr•ankte

Ableitungen.

Die Hamiltonfunktion in den urspr•unglichen Koordinaten hat bereits die Form

H (p;q; t) =
1
2

p2 +
1
2

! (t)2

"2
q2;

worauf sich die Transformationenerheblich reduzieren.Die Trennung in schnelleund

langsameVariablen wird ebensowenig ben•otigt, wie die erstenvier Transformatio-

nen. Letzten Endesbleibt nur die Reskalierung •ubrig und wir erhalten

�H ( �p; �q; �t) =
! (t)
2"

�p2 +
! (t)
2"

�q2 +
1
2

_! (t)
! (t)

�p �q:

Nach der adiabatischenTransformation(1.26)erhaltenwir � (t) alsL•osungfolgender

Di�eren tialgleichung

_� (t) = �
1
2

_! (t)
! (t)

0

@
0 exp

�
� 2i

"

Rt
t0

! (s) ds
�

exp
�

2i
"

Rt
t0

! (s) ds
�

0

1

A � (t)

und die Wirkung I (t) als adiabatische Invariante

I (t) =
1

! (t)

�
1
2

_q(t)2 +
! (t)2

2"2
q(t)2

�
:

1.5.2 Dynamik von Fastkreuzungen

Im nichtadiabatischenFall, wenndie Bedingungen(1.32)und (1.33)verletzt werden,

kann eszu sogenannten Fastkreuzungenkommen,w•ahrendderersich die Eigenwerte

der Matrix zu einemZeitpunkt sehrnahekommenund sich danach wiedervoneinan-

der entfernen. Um die E�ekte einer solchen Fastkreuzungzu illustrieren, betrachten

wir ein einfacheszweidimensionalesModellproblem.

Es sei �M1(t)� 1 die von � > 0 abh•angige2 � 2-Matrix

�M1(t)� 1 =

 
(t + 3)2 + � 2 3� (t + 2)

3� (t + 2) (2t + 3)2 + � 2

!

=

 
t + 3 �

� 2t + 3

! 2

: (1.38)
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Die Diagonalisierung �M1(t)� 1 = Q(t)
( t)2Q(t)T ist gegeben durch


( t) =

 
3
2 t + 3 + 1

2

p
t2 + 4� 2 0

0 3
2 t + 3 � 1

2

p
t2 + 4� 2

!

; (1.39)

Q(t) =

 
cos(� (t)) � sin(� (t))

sin(� (t)) cos(� (t))

!

mit (1.40)

� (t) =
�
4

+
1
2

arctan
�

t
2�

�
: (1.41)

F•ur t 2 [� 1; 1] ist (1.32) erf•ullt, wobei wir der Diagonalisierungentnehmenk•onnen,

dassdie Eigenwerte von �M1(t) am Zeitpunkt t = 0 ihren minimalen Abstand von

! 1(0) � ! 2(0) = 2� annehmen.
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Abbildung 1.3: Eigenwerte ! 1(t) und ! 2(t) f•ur � = 1; 0:1 und 0:01 (obere Reihe).

Untere Reihe:k _Q(t)k f•ur dieselben Werte von � .

Die obere Reihe in Abbildung 1.3 veranschaulicht, dassdie Eigenwerte f•ur gro�e

Werte von � (� = O(1)) immer deutlich getrennt bleiben. Ist � klein, kommt eszu
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einer Fastkreuzungder Eigenwerte. Eine Kreuzung wird dadurch vermieden,dass

die Eigenwerte zur Asymptote des jeweils anderenEigenwertes •uberwechseln. Die

Tatsache, dasstats•achlich keine echte Kreuzung statt �ndet, ist in Abbildung 1.3

oben rechts mit blo�em Auge nur an Hand desUnterschieds in der Liniencharakte-

ristik zu erkennen.

In der unteren Reihe von Abbildung 1.3 sehenwir, wie die Norm von _Q w•ahrend

einer solchen vermiedenenKreuzung pl•otzlich auf 1
4� anw•achst und direkt danach

wieder abf•allt. Bedingung (1.33) bzw. (1.34) wird also f•ur kleine Werte von � ver-

letzt.

Dies hat deutliche Auswirkungenauf dasVerhalten der L•osungder transformierten

Di�eren tialgleichung (1.30). Ab einem bestimmten Wert von � zeigt � (t) Spr•unge

auf einer O(1)-Skala, die innerhalb einer O(� )-Umgebung um t = 0 statt �nden.

Abbildung 1.4 zeigt einen solchen nichtadiabatischen •Ubergangf•ur " = 0:01. F•ur

� = 0:1 erkennen wir eine deutliche Unruhe in der Wirkungsvariablen um t � 0.

Bei kleinerenWerten von � verl•asst die eigentlich adiabatische Invariante ihre O(")

Umgebung,springt auf ein neuesNiveauund bleibt dort, sobaldsich die Eigenwerte

nach der Fastkreuzungwiedergetrennt haben. Im Gegensatzzu denwinzigenOszil-

lationen in Abbildung 1.2 sind diesenichtadiabatischen •Uberg•angeauf der gro�en

Skala gut sichtbar.
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Abbildung 1.4:Nichtadiabatische •Uberg•ange;j� 1(t)j2 und j� 2(t)j2 f•ur � = 1; 0:1; 0:01

und 0:001; " = 0:01.

Die Dynamik w•ahrendeinersolchenFastkreuzungl•asstsich am bestenuntersuchen,

indem wir nahet = 0 eineandereZeitskala � = t
2� w•ahlen.
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Die Diagonalisierung �M1(t)� 1 = Q(t)
( t)2Q(t)T der Matrix ergibt dann


( t)=2� = ~
 (� ) =

 
3� + 3

� +
p

� 2 + 1 0

0 3� + 3
� �

p
� 2 + 1

!

;

Q(t) = ~Q(� ) =

 
cos(� (� )) � sin(� (� ))

sin(� (� )) cos(� (� ))

!

mit

� (� ) =
�
4

+
1
2

arctan(� ) :

Wir reskalieren auch die Matrizen

~� (� ) =
Z �

0

~�( � ) d� = �( t)=4� 2 mit ~� =

 
~
 0

0 � ~


!

;

d
d�

~Q(� ) =
1

2(� 2 + 1)

 
� sin(� (� )) � cos(� (� ))

cos(� (� )) � sin(� (� ))

!

= 2� � _Q(t):

Die Darstellung _Q(t) = �
t2+4 � 2

 
� sin(� (t)) � cos(� (t))

cos(� (t)) � sin(� (t))

!

erkl•art die scharfeSpit-

zeder H•ohe(4� ) � 1 in t = 0.

Die reskalierte Funktion ~� (� ) = � (t) ist L•osungder Di�eren tialgleichung

d
d�

~� (� ) = exp
�

�
4i� 2

"
~� (� )

�
~W(� ) exp

�
4i� 2

"
~�( � )

�
~� (� ) � ~r (~� ; � ) ;

wobei die Matrix auf der rechten Seiteder Di�eren tialgleichung mit ~W(� ) die Ab-

leitung d
d�

~Q(� ) enth•alt.

Solange4� 2 � " und j� j = jt=2� j � 1 gilt, ist dieserechte Seitebeschr•ankt mit Norm

� 1 und besitzt ebensobeschr•ankte Ableitungen nach � . Im Zeitintervall j� j � 1

(jtj � 2� ) durchl•auft die Funktion ~� (� ) also Ver•anderungender Gr•o�enordnung

O(1), falls 4� 2 � " bzw. � � 1
2

p
" . Dies erkl•art dasauf der gr•o�eren Zeitskala beob-

achtete Sprungverhalten der eigentlich adiabatischen Invarianten.

Hier wird schon klar, dassjedesnumerische Verfahren,welchesst•uckweisePolynome

alsApproximation an W(t) bzw. ~W(� ) verwendet,Schritt weiten � � = h=2� � 1 be-

nutzen muss,d.h. h � � . Allerdings zeigt die Reskalierungauch, dassdie Anzahl der

erforderlichen Zeitschritte zum Erreichen einer bestimmten Genauigkeit innerhalb

desSprungbereichs [� 2� ; 2� ] unabh•angig von � ist.
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Das Auftreten solcher nichtadiabatischen •Uberg•angeist nicht etwa als irrelevanter,

zuf•allig auftretender Einzelfall zu verstehen,sondernspielt in Physik und Chemie

einegro�e Rolle. Ein wichtigesBeispielausder Molek•uldynamik ist die Modellierung

pl•otzlicher Konformit •ats•anderungenvon Molek•ulen wie demSehfarbsto� Rhodopsin

[21, 29].

Die seit 1932 bekannte Landau-Zener-Formel [20, 30] beschreibt die Abweichung

der L•osung � (t) vom adiabatischen Limes f•ur kleine Werte von " und � ! 0 und

gibt Grundlagen zur Berechnung einer Wahrscheinlichkeit, mit der nichtadiabati-

sche •Uberg•angeauftreten. Auf Grund der speziellenForm von ~W und ~r l•asst sich

dieseFormel allerdingsnicht ohneweiteresauf unserModellproblem •ubertragen.Im

Fall ~r = 0 und gen•ugendkleinem" k•onnenwir auf Grund der Landau-Zener-Formel

allerdingserwarten, dassf•ur 4� 2 < " deutliche •Uberg•angeauftreten.

Hier wird klar, dassdie Begri�e einer adiabatischen und nichtadiabatischen Situa-

tion keine streng mathematischen De�nitionen sind. Es gibt durchaus Werte von �

und ", f•ur die kleinere \W ackler" in den adiabatischen Invarianten auftreten, die

nicht mehr von der Gr•o�enordnung O(") sind, aber auch noch nicht O(1). Wenn

also im Folgendenvon der adiabatischen Situation die Rede ist, sollen (1.32) und

(1.33) mit solchen Konstanten erf•ullt sein, dass(1.35) gilt, d.h. � (t) eine adiabati-

sche Invariante ist. Die nichtadiabatische Situation bezeichnet eineSituation, in der

nichtadiabatische O(1)- •Uberg•ange in � (t) auftreten, wohl wissend,dasszwischen

adiabatisch und nichtadiabatisch eineGrauzoneexistiert.



Kapitel 2

Adiabatisc he In tegratoren I:

lineare Phasenappro ximation

In der adiabatischen Situation m•ussenwir nicht lange nach einem einfachen Inte-

grator f•ur das oszillatorische Problem mit zeitabh•angiger Hamiltonfunktion (1.2)

suchen. Wir l•osendas langsameGrenzsystem(" ! 0)

_p0 = � L00p0 � S00q0 � TT
0 B T r q U(B T0q0; t)

_q0 = M � 1
0 p0 + LT

00q0 (2.1)

f•ur p0 und q0 zum Beispielmit demSt•ormer-Verlet-Verfahrenund belassendie adia-

batische Variable � konstant auf ihrem Anfangswert. Danach transformierenwir die

erhaltene L•osung zur•uck und bekommen eine Ann•aherung an die L•osung des ur-

spr•unglichen Problems(1.4).

Der Fehlerin � ist •uber kompakteZeitintervalle wegen(1.35)von der Gr•o�enordnung

O("). Die Di�erenz zwischenL•osungendeslangsamenGrenzsystems(2.1) und L•osungen

deseigentlichen langsamenSystems(1.29) ist beschr•ankt durch
�
�
�
� "

Z t

t0

S01(s)Q1(s)� (s) + TT
0 B T r 2

qU
�
B T0q0(s); s

�
B T1(s)Q1(s)� (s) ds

�
�
�
� + O

�
"2

�

und

�
�
�
� "

Z t

t0

L10(s)T Q1(s)� (s) ds

�
�
�
� + O

�
"2

�
:

Durch partielle Integration k•onnendieseIntegraleals O(" 2)-Termeidenti�ziert wer-

den, wasmit Hilfe desGronwall-LemmasebenfallseinenFehlervon O(" 2) in p0 und

q0 ergibt.

26
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In denurspr•unglichenVariablenp und qvon (1.2) zeigtsich nach R•ucktransformation

ein Fehler von O(" 2) in den Positionen und O(") in den Impulsen.

F•ur kleine " alsokein schlechtes Ergebnisin der adiabatischen Situation, wobei die

Ordnung des Verfahrens(im Fall von St•ormer-Verlet Ordnung 2) und damit die

Gr•o�e der Zeitschritt weite noch in den endg•ultigen Fehler eingeht.

Um im adiabatischen Fall Approximationen h•ohererOrdnung zu erhalten, sind al-

lerdings verbesserteIntegratoren notwendig. Im nichtadiabatischen Fall kann mit

obigemVerfahrenauf keinenFall gearbeitet werden,da die Spr•ungein � von diesem

einfachen Integrator nicht einmal erkannt, geschweigedenn aufgel•ost werden.

Bei der Entwicklung neuer Integratoren m•ussenzwei Dinge im Auge behalten wer-

den: Vereinfacht man die transformierten Di�eren tialgleichungen (1.29) und (1.30)

an sich, indemmankleinereTermebei der Integration nicht ber•ucksichtigt, sonimmt

maneineVer•anderungdesModellsvor, wodurch Potenzenvon " (und 1
� ) alsFehlerin

der Approximation erzeugtwerden.Wendet man auf einesolcherma�en ver•anderte

Di�eren tialgleichung ein numerischesVerfahrenmit Zeitschritt weite h an, soentste-

hen in der Approximation Fehler in Potenzenvon h.

Ziel diesesKapitels ist esalso, die passendenIntegratoren f•ur das jeweilige Modell

zu entwickeln.

Dabei k•onnen wir uns f•ur die Behandlung von (1.30) Anregungenaus den Arbei-

ten von TobiasJahnke und Christian Lubich holen,die numerische Integratoren f•ur

eine Di�eren tialgleichung •ahnlicher Gestalt wie (1.30) entwickeln und untersuchen

[16,17, 18, 19]. Die Struktur von (1.30) unterscheidet sich dennoch in ganzsubstan-

tieller Art und Weisevon den dort betrachteten Gleichungen,so ist die Kopplungs-

matrix W dort einerein schiefsymmetrische Matrix und die Termeder zweiten Zeile

treten dort •uberhaupt nicht auf.

Wir gehenzun•achst von einem einfacheren Verfahren aus, welches wir dann nach

und nach verfeinern.

2.1 Notation

Um die im Folgendenauftretenden Formeln etwas zu verk•urzen, f•uhren wir E(�)

ein als 2m � 2m-Matrix mit den Eintr •agenekl (�) de�niert durch

ekl (�) =

(
exp

�
i
" (� l � � k)

�
f•ur k 6= l

0 sonst.
(2.2)
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Weiter de�nieren wir durch WD (t) denDiagonalanteil von W(t) aus(1.31), w•ahrend

WN (t) = W(t) � WD (t) die Eintr •ageausserhalbder Diagonalenvon W(t) enth•alt;

WN (t) ist also eine Matrix mit HauptdiagonaleNull, WD (t) eine Diagonalmatrix,

derenEintr •agevon der Gr•o�enordnung O(") sind.

Schreibt man zus•atzlich � f•ur die eintragsweiseMultiplik ation zweier Matrizen, so

erh•alt die transformierte Di�eren tialgleichung f•ur � (1.30) folgendeGestalt:

_� (t) =
�

E(�( t)) � WN (t)
�

� (t) + WD (t) � (t)

� P �
1

�
L10p0 + S10q0 + TT

1 B T r q U(B T0q0 + "B T1Q1� ; t)
�

(2.3)

Als n•achstesschreiben wir D(�) und D � (�) als Matrizen mit den Eintr •agen

dkl (�) = � l � � k ; d�
kl (�) =

(
(� l � � k)� 1 f•ur k 6= l

0 sonst.
(2.4)

D � (�) ist nicht die Inversevon D(�), aber esgilt D(�) � D � (�) � M = M f•ur jede

Matrix M mit diag(M ) = 0 und D(�) � D � (�) � W = W + O(") f•ur jedeMatrix W

mit diag(W) = O(").

Die De�nitionen f•ur E, D und D � k•onnen auch auf beliebigeandereDiagonalma-

trizen � oder � angewandt werden.F•ur die Funktion �( t) aus(1.25) gilt allerdings

weiter
d
dt

E(�( t)) = E(�( t)) �
i
"

D(�( t)) : (2.5)

2.2 Verfahren f•ur ein vereinfac htes Mo dell

Zun•achst werdenwir einenIntegrator 1. Ordnung f•ur eine leicht vereinfachte Form

der Di�eren tialgleichung (2.3) konstruieren, der dann mit einem entsprechenden

Verfahrenf•ur die langsameDi�eren tialgleichung (1.29) gekoppelt wird.

Es sei dazu die Schritt weite h so gew•ahlt, dass " < h <
p

" gilt und eine Zeit

tn = t0 + nh gegeben. Wir integrieren die Gleichung (2.3) von tn bis tn+1 und

erhalten

� (tn+1 ) = � (tn ) +
h
2

Z 1

� 1

�
E(�( tn+ 1

2
+

� h
2

)) � WN (tn+ 1
2

+
� h
2

) + WD (tn+ 1
2

+
� h
2

)
�

� (tn+ 1
2

+
� h
2

) d� �
h
2

Z 1

� 1
r (tn+ 1

2
+

� h
2

) d� (2.6)
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mit

r (s) = P1(s)�
�

L10(s)p0(s) + S10(s)q0(s)

+ T1(s)T B T r q U
�
B T0(s)q0(s) + "B T1(s)Q1(s)� (s); s

� �
: (2.7)

Falls das Potential U quadratisch ist (U(q; t) = 1
2 qT G(t)q), vereinfacht sich der

Ausdruck f•ur r (s) zu

r (s) = P1(s)�
�

L10(s)p0(s) + S10(s)q0(s)

+ T1(s)T B T G(s)
�
B T0(s)q0(s) + "B T1(s)Q1(s)� (s))

�
: (2.8)

Dies wollen wir aber nicht generellannehmenund m•ussendeshalb (2.7) auf eine

andereWeiseg•unstig berechnen. Hierzu entwickeln wir r qU um B T0q0:

r qU
�
B T0q0 + "B T1Q1� ; s

�
= r qU

�
B T0q0; s

�

+ " r 2
qU

�
B T0q0; s

�
B T1Q1�

+ O
�
"2

�

Gleichung (2.6) wird dann zu

� (tn+1 ) = � (tn) +
h
2

Z 1

� 1

�
E(�( tn+ 1

2
+

� h
2

)) � WN (tn+ 1
2

+
� h
2

) + WD (tn+ 1
2

+
� h
2

)
�

� (tn+ 1
2

+
� h
2

) d� �
h
2

Z 1

� 1
~r (tn+ 1

2
+

� h
2

) d� + O
�
h "2

�
mit (2.9)

~r (s) = P1(s)�
�

L10(s)p0(s) + S10(s)q0(s) + T1(s)T B T r qU
�
B T0(s)q0(s); s

�

+ " T1(s)T B T r 2
qU

�
B T0(s)q0(s); s

�
B T1(s)Q1(s)� (s)

�
: (2.10)

Dies ist •aquivalent zum quadratischen Fall; wir m•ussennur den entsprechenden

Gradienten r qU(q; t) = G(t)q und die Hessematrixr 2
qU(q; t) = G(t) einsetzen.Im

quadratischen Fall tritt allerdings der Modellfehler in H•ohe von O(h" 2) nicht auf,

da die dritte Ableitung von U verschwindet.

Aus der letzten Gleichung werdennun die numerischen Verfahrenhergeleitet,indem

wir dieFunktionsauswertungenan tn+ 1
2
+ � h=2 durch numerisch berechenbareGr•o�en

ersetzen.Im erstenVerfahrengeschieht diesmeist durch Einfrieren der Funktionen

am Intervallmittelpunkt tn+ 1
2
.
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Eine Ausnahmebildet das Integral �( tn+ 1
2

+ � h=2), welches zun•achst linear durch

den Beginn der Taylorreihe approximiert wird:

�( tn+ 1
2

+ � h=2) � �( tn+ 1
2
) + � h=2 � �( tn+ 1

2
) (2.11)

W(tn+ 1
2

+ � h=2) � W(tn+ 1
2
) (2.12)

� (tn+ 1
2

+ � h=2) � � (tn+ 1
2
) �

� (tn+1 ) + � (tn )
2

: (2.13)

Die Matrizen L 10, S10, T0 und T1 werden ebenfalls in tn+ 1
2

ausgewertet, genauwie

die langsamenVariablen p0 und q0. In W, L und S treten die Ableitungen von


, G und vor allem Q auf, die jeweils durch einen entsprechendensymmetrischen

Di�erenzenquotienten wie

_Q(tn+ 1
2
) �

1
h

�
Q(tn+1 ) � Q(tn )

�
(2.14)

approximiert werden.DasIntegral �( tn+ 1
2
) =

Rtn +1 =2

t0
�( s) ds kann durch die Trapez-

regel

�( tn+ 1
2
) � � n+1 =2 = � n� 1=2 +

h
2

�
�( tn+1 =2) + �( tn� 1=2)

�
(2.15)

oder die Simpsonregel

�( tn+ 1
2
) � � n+1 =2 = � n� 3=2 +

h
6

�
�( tn+1 =2) + 4�( tn� 1=2) + �( tn� 3=2)

�
(2.16)

angen•ahert werden.

Wir ben•otigen also bislang zwei Funktionsauswertungen pro Zeitschritt, eine im

Zeitpunkt tn+ 1
2
, die zweite in tn+1 .

Die Gradienten von U m•ussenim nichtquadratischen Fall allerdings ebenfalls be-

rechnet werden.Falls diesenicht analytisch exakt berechenbar sind, bilden wir dazu

den Di�erenzenquotienten f•ur den jeweiligen Eintrag:

n
r qU

�
B Tn+1 =2

0 q0(tn+1 =2); tn+1 =2

� o

j
�

�
r qUn+1 =2

	
j

(2.17)

=
1
h

�
U

�
B Tn+1 =2

0 (q0(tn+1 =2) + hej ); tn+1 =2

�

� U
�
B Tn+1 =2

0 q0(tn+1 =2); tn+1 =2

� �
;

n
r 2

qU
�
B Tn+1 =2

0 q0(tn+1 =2); tn+1 =2

� o

ij
�

�
r 2

qU
n+1 =2

	
ij

mit (2.18)
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�
r 2

qU
n+1 =2

	
ij

=
1
h2

�
U

�
B Tn+1 =2

0 (q0(tn+1 =2) + hei + hej ); tn+1 =2

�

� U
�
B Tn+1 =2

0 (q0(tn+1 =2) + hei ); tn+1 =2

�

� U
�
B Tn+1 =2

0 (q0(tn+1 =2) + hej ); tn+1 =2

�

+ U
�
B Tn+1 =2

0 q0(tn+1 =2); tn+1 =2

� �
;

wobei ei und ej die jeweiligen Einheitsvektoren bezeichnen. Zur Berechnung dieser

Gr•o�en sind dann nat•urlich noch zus•atzliche Auswertungen des Potentials U not-

wendig.

Schreiben wir den jeweiligen Zeitschritt als Hochindex, wird (2.9) zu

� n+1 = � n +
h
2

Z 1

� 1

�
E(� n+1 =2 + � h=2� n+1 =2) � W n+1 =2

N + W n+1 =2
D

� � n+1 + � n

2
d�

�
h
2

Z 1

� 1
P1(� n+1 =2 + � h=2� n+1 =2)�

�
Ln+1 =2

10 p0(tn+1 =2) + Sn+1 =2
10 q0(tn+1 =2)

+( Tn+1 =2
1 )T B T r qUn+1 =2 + " (Tn+1 =2

1 )T B T r 2
qUn+1 =2

B Tn+1 =2
1 Q1(� n+1 =2 + � h=2� n+1 =2)

� n+1 + � n

2

�
d� ; (2.19)

was wir weiter vereinfachen k•onnen, indem wir W um den letzten Term von (2.19)

erweitern: ~W n+1 =2 entspricht dabei der urspr•unglichen Gestalt von (1.31), wobei S11

ersetzt wird durch

~S11 = S11 + (Tn+1 =2
1 )T B T r 2

qU
n+1 =2B Tn+1 =2

1 : (2.20)

Insgesamt ergibt sich

� n+1 = � n +
h
2

�
E(� n+1 =2) �

Z 1

� 1
E(� h=2� n+1 =2) d� � ~W n+1 =2

N + ~W n+1 =2
D

� � n+1 + � n

2

�
h
2

Z 1

� 1
P1(� n+1 =2 + � h=2� n+1 =2)� d�

�
Ln+1 =2

10 p0(tn+1 =2) + Sn+1 =2
10 q0(tn+1 =2)

+( Tn+1 =2
1 )T B T r qUn+1 =2

�
(2.21)

und esbleiben noch die Integrale •uber die oszillatorischen Funktionen E und P1 zu

berechnen. Eintragsweisegilt f•ur i 6= j

� Z 1

� 1
E(� h=2� n+1 =2) d�

�

ij

= 2
sin

�
h
2"

�
� n+1 =2

j � � n+1 =2
i

��

h
2"

�
� n+1 =2

j � � n+1 =2
i

�

= 2sinc
�

h
2"

�
� n+1 =2

j � � n+1 =2
i

� �
=: 2I (tn+1 =2) ij (2.22)
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und analogf•ur P1:
Z 1

� 1
P1(� n+1 =2 + � h=2� n+1 =2) d� =

1
p

2

�
exp

�
i
" � n+1 =2

0

�
; exp

�
� i
" � n+1 =2

0

� �

�
Z 1

� 1

�
exp

�
i� h
2" 
 n+1 =2

�
; exp

�
� i� h

2" 
 n+1 =2
� �

d�

=
2

p
2

�
exp

�
i
" � n+1 =2

0

�
; exp

�
� i
" � n+1 =2

0

� �

�
�

Sincn+1 =2 ; Sincn+1 =2
�

=: 2P1(tn+1 =2) (2.23)

mit

� n+1 =2
0 =

Z tn +1 =2

t0


( s) ds und Sincn+1 =2 := diag
�

sinc
�

h
2"

! n+1 =2
j

�� m

j =1

:

Ein solcher \adiabatischer" Integrator kann nun kombiniert werdenmit einemsym-

metrischen Splitting (sieheauch Kapitel 2.3) zwischen den beiden schwach gekop-

pelten Systemen(1.29) und (2.3). F•ur das langsameSystem (1.29) emp�ehlt sich

dasSt•ormer-Verlet-Verfahrenauf Grund seinergutenStabilit •atseigenschaften, wobei

im Falle einesnichtquadratischen Potentials U die Gleichung (1.29) wieder verein-

facht wird. Wir setzendas Verfahrenhier ein in Gestalt dessymplektischen Euler-

Verfahrensund desadjungiertensymplektischen Euler-Verfahrens.Die Komposition

der beidenergibt dasSt•ormer-Verlet-Verfahrenund erlaubt ein symmetrischesSplit-

ting der beidenSysteme[9]:

Es seiwiedereineZeit tn = t0 + nh gegeben. Wir beginnenmit einemhalben Schritt

dessymplektischen Euler-Verfahrensf•ur p0 und q0,

pn+1 =2
0 = pn

0 �
h
2

�
L00p

n+1 =2
0 + S00qn

0 + TT
0 B T r qU(B T0 qn

0 ; tn+1 =2)

+ "
�
S01 + TT

0 B T r 2
qU(B T0 qn

0 ; tn+1 =2)B T1

�
Q�

1 � n
�

(2.24)

qn+1 =2
0 = qn

0 +
h
2

�
M � 1

0 pn+1 =2
0 + LT

00q
n
0 + "L T

10Q
�
1 � n

�
:

Dabei werden die Matrizen L 00, L10, S00, S01, T0, T1 und M0 wieder in tn+1 =2 =

tn + h=2 ausgewertet bzw. die Di�erenzenquotienten mit (2.14), (2.17) und (2.18)

approximiert.

Q�
1 bezeichnet das gemittelte Integral •uber die oszillatorische Funktion Q1(t) aus

(1.28) entlang deserstenHalbschrittes,

Q�
1 �

2
h

Z tn +1 =2

tn

Q1(t) dt;
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wobei die Phase �( t) wieder linear approximiert und das Integral wie in (2.23)

analytisch berechnet wird:

Q�
1 =

Z 0

� 1
Q1(� n+1 =2 + � h=2� n+1 =2) d�

=
1

p
2

�
� i exp

�
i
" � n+1 =2

0

�
; i exp

�
� i
" � n+1 =2

0

� �

�
Z 0

� 1

�
exp

�
i� h
2" 
 n+1 =2

�
; exp

�
� i� h

2" 
 n+1 =2
� �

d�

=
1

p
2

�
� i exp

�
i
" � n+1 =2

0

�
; i exp

�
� i
" � n+1 =2

0

� �

�
�

� 2i"
h (
 n+1 =2)� 1

�
I � exp

�
� ih
2" 
 n+1 =2

��
;

2i"
h (
 n+1 =2)� 1

�
I � exp

�
ih
2" 
 n+1 =2

�� �
:: (2.25)

Anschliessendf•uhren wir einenganzenZeitschritt in � wie in (2.21) aus,

� n+1 = � n + h
�

E(� n+1 =2) � I (tn+1 =2) � ~W n+1 =2
N + ~W n+1 =2

D

� 1
2

(� n+1 + � n)

� hP �
1 (tn+1 =2)

�
L10p

n+1 =2
0 + S10q

n+1 =2
0 + TT

1 B T r qUn+1 =2
�

: (2.26)

Auch hier werdenalle Matrizen in tn+1 =2 ausgewertet bzw. durch den jeweiligenDif-

ferenzenquotienten ersetzt.

Der Zeitschritt wird durch einen halben Schritt mit dem adjungierten symplekti-

schen Euler-Verfahrenf•ur p0 und q0 vervollst•andigt:

pn+1
0 = pn+1 =2

0 �
h
2

�
L00p

n+1 =2
0 + S00qn+1

0 + TT
0 B T r qU(B T0 qn+1

0 ; tn+1 =2)

+ "
�
S01 + TT

0 B T r 2
qU(B T0 qn+1

0 ; tn+1 =2)B T1
�
Q+

1 � n+1
�

(2.27)

qn+1
0 = qn+1 =2

0 +
h
2

�
M � 1

0 pn+1 =2
0 + LT

00q
n+1
0 + "L T

10Q
+
1 � n+1

�
:

Die Matrizen werden weiter in tn+1 =2 ausgewertet, Q+
1 bezeichnet nun aber das

gemittelte Integral von Q1(t) •uber den zweiten Halbschritt:

Q+
1 =

1
p

2

�
� i exp

�
i
" � n+1 =2

0

�
; i exp

�
� i
" � n+1 =2

0

� �

�
�

� 2i"
h (
 n+1 =2)� 1

�
exp

�
ih
2" 
 n+1 =2

�
� I

�
;

2i"
h (
 n+1 =2)� 1

�
exp

�
� ih
2" 
 n+1 =2

�
� I

� �
: (2.28)
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Der Algorithmus diesesEinschrittv erfahrenslautet demnach:

Algorithm us
Esseienpn

0 , qn
0 , � n , � n� 1=2, � n , A(tn� 1=2), A(tn ), 
( tn� 1=2), 
( tn ), M (tn� 1=2), M (tn ),

U(qn� 1=2
0 ) und U(qn

0 ) bzw. die Gradienten von U aus vorigen Schritten oder den

Startwerten bekannt.

1. Werte A(tn+1 =2), A(tn+1 ), M (tn+1 =2) und M (tn+1 ) aus.

2. ZerlegeA = B

 
0 0

0 A1

!

B T ; setzeM = B T M B.

3. ZerlegeA1 = C � T C � 1, de�niere C1 =

 
I 0

0 C

!

, setzeM = CT
1 M C1 und

berechne K (tn+1 =2) aus (1.10).

4. ZerlegeM in die Bl•ocke M 00, M01, M10 und M11 aus (1.12) und setzeM 0 =

M00, M1 = M 11 � M 10M � 1
00 M01. Berechne �K (tn+1 =2) aus (1.13).

5. DiagonalisiereM 1 = Q 
 � 2QT und berechne K̂ (tn+1 =2) aus (1.16).

6. ZerlegeK̂ =

 
K 00 K 01

K 10 K 11

!

und berechne damit L(tn+1 =2), sowie S(tn+1 =2)

aus (1.19) bzw. (1.20).

7. Berechne � n+1 =2 und � n+1 mit (2.15), sowie Q�
1 mittels (2.25).

8. Aktualisiere die langsamenVariablen p0 und q0 bis zum ersten Halbschritt

tn+1 =2 durch (2.24).

9. Berechne E(� n+1 =2), I (tn+1 =2), W n+1 =2 und P1 durch (2.2), (2.22), (1.31) und

(2.23), ersetzeS11 in W durch ~S11 aus (2.20) und werte r U, sowie r 2U in

qn+1 =2
0 aus.

10. F•uhre einenZeitschritt in � durch mit (2.26).

11. BerechneQ+
1 mittels (2.28) und f•uhre denzweiten Halbschritt in q0 aus(2.27).

12. Werte r U, sowie r 2U in qn+1
0 aus und aktualisiere abschliessendp0 um den

zweiten Halbschritt (2.27).
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13. F•uhre an den gew•unschten Ausgabepunkten eine R•ucktransformation in die

urspr•unglichenVariablendurch; verwendedabei obigeFunktionsauswertungen

und Matrixzerlegungen.

Vorsicht ist bei der Diagonalisierungvon M 1(t) geboten, die nur eindeutig ist bis

auf die Sortierung der Eigenwerte und die Vorzeichen der Eigenvektoren. Deshalb

m•ussenwir darauf achten, dassdie Reihenfolgeder Eigenwerte in jedemZeitschritt

dieselbe bleibt und durch die Diagonalisierungkeinek•unstlichen Vorzeichenwechsel

der Eigenvektoren ins Spiel kommen. Insbesonderebei der Berechnung der Di�e-

renzenquotienten f•ur _Q f•uhren solche unerkannten Vorzeichenwechselzu erheblichen

Problemenund falschen Ergebnissen.

2.3 Splitting-V erfahren

In Abschnitt 2.2 haben wir einen numerischen Integrator entwickelt, der auf ei-

ner Vereinfachung der gegebenenDi�eren tialgleichungen beruht. Dabei wurde der

Gradient von U an der Stelle B T0q0 + "B T1Q1� durch eine abgebrocheneTaylor-

entwicklung um B T0q0 ersetzt und ein Modellfehler von O(" 2) begangen,falls das

Potential U von h•ohererals quadratischer Ordnung ist. Unser Interessegilt hochos-

zillatorischen Systemen,alsoSystemenmit kleinenWerten von ", sodasswir diesen

Modellfehler stehenlassenk•onnten.

Allerdings erhalten wir ausgehendvon unseremersten Integrator mit nur wenig

Mehraufwand Integratoren, die ohne einen Modellfehler, also auf die vollst•andigen

transformierten Di�eren tialgleichungen, anwendbar sind. Zudem wird hierbei ein

grundlegendesPrinzip der Konstruktion numerischer Verfahren, das bereits ange-

deutete Splitting, verwendet, sodasswir hier zwei solche Integratoren vorstellen.

2.3.1 Das Impuls-V erfahren

Bei einemSplitting-Verfahrenwird die Hamiltonfunktion in zwei Summandenauf-

geteilt, H = H 1 + H 2. Jeder solcherma�en abgesplittete Teil wird f•ur sich als Ha-

miltonfunktion eineseigenenSubsystemsbetrachtet, derenFl •usse' 1 und ' 2 dann

zum Verfahrenzusammengesetztwerden.

Das dabei entstehendesogenannte \Impuls-V erfahren" lautet:

� h = ' 2
h=2 � ' 1

h � ' 2
h=2;
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wobei wir wieder an Zeitschritt weiten h > " interessiertsind.

Die urspr•ungliche Idee hinter den Impuls-Verfahren ist ein Splitting der Hamilton-

funktion in einenTeil mit langsamerDynamik, H slow, und einenTeil mit schneller

Dynamik, H fast. Der Fluss deslangsamenSystems' slow
h=2 wird dann wie ein Impuls

nur am Anfang und Ende einesZeitschritts gesetzt, w•ahrend mit dem Fluss des

schnellen Systems' fast
h=N einezu w•ahlendeAnzahl N kleiner Schritte dazwischen ge-

macht werden[8], Kapitel VI I I.

Hier werdenwir denetwasumst•andlich auszuwertenden,aber in der Dynamik lang-

samenTeil des Potentials U als H 2 von der Hamiltonfunktion absplitten und im

Mittelteil desVerfahrensden adiabatischen Integrator desvorigen Abschnitts ein-

setzen(vgl. [8], Kapitel XIV).

Wir zerlegenalso

U(B(t)T0q0(t) + "1=2B(t)T1(t)q1(t); t) = U(B(t)T0q0(t); t) + R(q(t); t)

und de�nieren R(q(t); t) als Di�erenz der beiden Potentiale. Das Splitting der Ha-

miltonfunktion erfolgt nun durch

H 1(p;E; q; t) =
1
2

pT
0 M0(t)� 1p0 +

1
2"

pT
1 
( t)p1 +

1
2"

qT
1 
( t)q1

+ qT L(t)p +
1
2

qT S(t)q+ U(B(t)T0q0(t); t) + E; (2.29)

H 2(p;E; q; t) = R(q(t); t): (2.30)

Die Bewegungsgleichungen deserstenSubsystemslauten demnach

_p0 = � L00p0 � S00q0 � "S01Q1� � TT
0 B T r qU(B T0q0; t)

_q0 = M � 1
0 p0 + LT

00q0 + "L T
10Q1�

_� = exp
�

�
i
"

�
�

W exp
�

i
"

�
�

� � P �
1

�
L10p0 + S10q0

�

_t = 1

mit

W = � �

 
� L11 � "S11

0 LT
11

!

� :

Zur Approximation desexakten FlussesdiesesSystemssetzenwir unser adiabati-

sches Verfahren aus Kapitel 2.2 ein, wobei wir keinen Modellfehler mehr begehen

und die Formeln erheblich vereinfachen k•onnen:



Verfahrenmit linearer Phasenapproximation 37

~' 1
h :

pn+1 =2
0 = pn

0 �
h
2

�
L00p

n+1 =2
0 + S00qn

0 + TT
0 B T r qU(B T0 qn

0 ; tn+1 =2)

+ "S01Q�
1 � n

�

qn+1 =2
0 = qn

0 +
h
2

�
M � 1

0 pn+1 =2
0 + LT

00q
n
0 + "L T

10Q
�
1 � n

�

� n+1 = � n + h
�

E(� n+1 =2) � I (tn+1 =2) � W n+1 =2
N + W n+1 =2

D

� 1
2

(� n+1 + � n )

� hP �
1

�
L10p

n+1 =2
0 + S10q

n+1 =2
0

�

pn+1
0 = pn+1 =2

0 �
h
2

�
L00p

n+1 =2
0 + S00qn+1

0 + TT
0 B T r qU(B T0 qn+1

0 ; tn+1 =2)

+ "S01Q+
1 � n+1

�

qn+1
0 = qn+1 =2

0 +
h
2

�
M � 1

0 pn+1 =2
0 + LT

00q
n+1
0 + "L T

10Q
+
1 � n+1

�
:

Die Matrizen werdenwieder in tn+1 =2 ausgewertet bzw. entsprechend approximiert.

Die Bewegungsgleichungendeszweiten Subsystemsergeben sich als

_p = �r qR(q; t)

= �

 
TT

0 B T
�

r qU(B T0q0 + "1=2B T1q1; t) � r qU(B T0q0; t)
�

"1=2TT
1 B T r qU(B T0q0 + "1=2B T1q1; t)

!

(2.31)

_q = 0

_t = 0:

Auch hier werdenp1 und q1 wieder in � ausgedr•uckt und wir erhalten f•ur (2.31)

_p0 = � TT
0 B T

�
r qU(B T0q0 + "B T1Q1� ; t) � r qU(B T0q0; t)

�

_� = � P �
1 TT

1 B T r qU(B T0q0 + "B T1Q1� ; t):

Zusammenmit _t = 0, sowie _q = 0 k•onnen wir die Argumente der Matrizen in der

Zeit tn bzw. in den Positionen qn
0 einfrieren. P1(t) und Q1(t) sind wieder de�niert

durch die oszillatorischen Matrixexponentialfunktionen (1.28). Dabei gilt Q1P �
1 = 0

und damit Q1 _� = 0, alsoQ1� = Const.
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Dies erm•oglicht esuns, auch dasArgument desPotentials U in � n einzufrierenund

daszweite Systemdurch den exaktenFluss ' 2
h=2 zu l•osen:

' 2
h=2 : (2.32)

p̂n
0 = pn

0 �
h
2

TT
0 B T

�
r qU(B T0qn

0 + "B T1Q1� n ; tn) � r qU(B T0qn
0 ; tn )

�

�̂ n = � n �
h
2

P �
1 TT

1 B T r qU(B T0qn
0 + "B T1Q1� n ; tn ): (2.33)

Die hier berechneten Werte liefern zusammenmit q̂n
0 = qn

0 die Startwerte f•ur den

adiabatischenIntegrator ~' 1
h, worauf eineerneuteAnwendungvon ' 2

h=2 mit denStart-

werten pn+1
0 , qn+1

0 und � n+1 folgt:

� h = ' 2
h=2 � ~' 1

h � ' 2
h=2 :

2.3.2 Das gemittelte Impuls-V erfahren

Eine etwasst•orendeEigenschaft desImpuls-Verfahrensist die Auswertung der hoch-

oszillatorischenFunktionen P1 und Q1 in einemeinzelnenZeitwert tn , wie siein ' 2
h=2

auftritt. Auch wenn _t = 0 gilt, k•onnen wir uns hier doch etwas mehr M•uhe geben

und dadurch die Akkumulation oszillatorischer Fehlerterme,wie wir sie in Kapitel

2.4 und 2.5 beobachten werden,reduzieren.

Wir verwendenzu diesemZweck dassogenannte \molli�ed" oder gemittelte Impuls-

Verfahren(vgl. [8], Kapitel XIV).

Es unterscheidet sich von obigemImpuls-Verfahrenausschlie�lic h dadurch, dassdie

Matrizen P1(t) und Q1(t) in ' 2
h=2 nicht mehr an einemPunkt desIntervalls ausge-

wertet werden,sonderndurch die gemittelten Integrale

P1(t) �
1

2h

Z t+ h

t � h
P1(s) ds

Q1(t) �
1

2h

Z t+ h

t � h
Q1(s) ds

ersetzt werden.

Diesewerdenwiedern•aherungsweiseberechnet, indem wir die Phase�( s) im Argu-

ment von P1 und Q1 linear approximieren. Es ergibt sich also:

P1(tn ) =
1

p
2

�
exp

�
i
" � n

0

�
exp

�
� i
" � n

0

� �
�

�
Sincn ; Sincn

�



Verfahrenmit linearer Phasenapproximation 39

Q1(tn ) =
1

p
2

�
� i exp

�
i
" � n

0

�
i exp

�
� i
" � n

0

� �
�

�
Sincn ; Sincn

�

mit

� n
0 =

Z tn

t0


( s) ds und Sincn := diag
�

sinc
�

h
"

! n
j

�� m

j =1

:

Die Mittelung der oszillatorischen Funktionen P1(t) und Q1(t) entspricht dem Er-

setzendesPotentials U(q; t) durch ein ver•andertesPotential �U(q; t) mit

�U(q; t) = U(B T0q0 + "1=2B T1Sq1; t); S(t) = Sinc(t): (2.34)

Mit dem derart ver•anderten Potential U wird ' 2
h=2 zu

p̂n
0 = pn

0 �
h
2

TT
0 B T

�
r qU(B T0qn

0 + "B T1Q1� n ; tn ) � r qU(B T0qn
0 ; tn)

�

�̂ n = � n �
h
2

P �
1TT

1 B T r qU(B T0qn
0 + "B T1Q1� n ; tn ):

Und wie gew•unscht gilt:

P1(t) = S(t)P1(t) =
1

2h

Z t+ h

t � h
P1(s) ds+ O(h)

Q1(t) = S(t)Q1(t) =
1

2h

Z t+ h

t � h
Q1(s) ds+ O(h) :

DieseMa�nahme eliminiert denungew•unschten E�ekt von Schritt weitenresonanzen,

wie wir in den Beweisender Fehlerabsch•atzungenvon Kapitel 2.4 sehenwerden.

Wir habennun drei Integratorenmit unterschiedlichenEigenschaften entwickelt, ba-

sierendauf verschiedenenAns•atzen (Modellvereinfachung durch Weglassenkleiner

Terme bzw. ein Splitting der Hamiltonfunktion). Allen gemeinsamist der Ansatz,

die Phase�( t) linear zu approximieren. In Kapitel 2.4 werden wir sehen,dasswir

mit diesemAnsatz einen Fehler von O(h2) + O("h) in den Positionen und O(h)

in den schnellen Impulsen erhalten, soferndie Eigenwerte einenausreichendenAb-

standzueinanderhaben.Verbesserungenk•onnenwir alsoin zwei Punkten anstreben:

� eineErh•ohung der Ordnung auf zwei auch in allen Impulsen,

� eineSchritt weitensteuerung,mit der wir dasVerhalten von � durch nichtadia-

batische •Uberg•angeverfolgenk•onnen,ohne•uber dasganzeZeitintervall kleine

Schritte verwendenzu m•ussen.
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In Kapitel 3.1und 3.2werdenwir unsdemerstenPunkt zuwenden;die Problematik

von Fastkreuzungenwird Thema desKapitels 2.6 sein.

2.4 Fehleranalyse: Resultate

Dastypische Vorgehenin der Fehleranalysevon Verfahrenf•ur gew•ohnliche Di�eren-

tialgleichungen erfordert zun•achst die Untersuchung des lokalen Fehlers,das hei�t

desFehlersnach einemSchritt desVerfahrens.Betr•agt dieserlokale Fehler O(hp+1 )

mit p 2 N, so besitzt ein numerisch stabiles Verfahren einen globalen Fehler von

O(hp). Der globaleFehler, der nach n 2 N Schritten berechnet wird, ist gegen•uber

dem lokalen Fehler um eine h-Potenz reduziert, da sich die lokalen Fehler im Fort-

schreiten desVerfahrensakkumulieren.

Die Fehleranalysebesteht hier also aus zwei Teilen: der Absch•atzung des lokalen

Fehlersund der Berechnung der Fehlerakkumulation.

Dabei erinnernwir unszun•achst an die in Kapitel 1.3 formulierten Ziele.Die adiaba-

tischen Integratoren sind zeitsymmetrisch und ben•otigen zwei Funktionsauswertun-

genpro Zeitschritt; die letzten beidenZielesind alsobereitserreicht. Wir wir bereits

vermutet haben, wird die lineare Phasenapproximation allerdings nicht ausreichen,

um in allen Variablen die gew•unschte Genauigkeit von global O(h2) zu erreichen. In

welchen Variablen diesesZiel erreicht wird, werden wir hier als Resultat angeben,

die entsprechendenBeweise�nden sich ausGr•undender •Ubersichtlichkeit in Kapitel

2.7 und 2.8.

Zun•achst formulieren wir die Voraussetzungen,die f•ur alle Lemmata, S•atze und

TheoremediesesKapitels Grundlagesind:

V1 Es gilt die Energiebeschr•ankung H (p;q; t) � Const. f•ur die Anfangswerte und

die Funktionen in (1.2) sindausreichendoft di�erenzierbar (C3 mit unabh•angig

von " beschr•ankten Ableitungen).

V2 Die orthogonale Matrix Q(t) aus (1.15) hat beschr•ankte Ableitungen mit
_Q(t) = O(� � 1) und •Q(t) = O(� � 2).

V3 Die Frequenzen! k(t) erf•ullen f•ur alle Zeiten t 2 [t0 ; tend] die Ungleichungen

j! k(t) � ! l (t)j � � und ! k(t) � Const. > 0 8k; l = 1; : : : ; m mit k 6= l.

V4 Die Schritt weite h erf•ullt " < h <
p

".
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In einigen S•atzen bzw. allen Theoremenbetrachten wir zudem ausschlie�lic h die

adiabatische Situation mit 1
� < Const.

V4 bedeutet dabei nicht, dassdie Verfahren f•ur Schritt weiten h < " keine guten

Resultate liefern bzw. wir nicht in der Lage sind, f•ur diesenFall eine Fehlerana-

lyse durchzuf•uhren. Im Gegenteil: mit Zeitschritten unterhalb der Oszillationswel-

lenl•angekann das Verfahrendie Oszillationen au
 •osenund damit deutlich kleinere

Fehlerund bessereFehlerabsch•atzungenerreichen. Unserin Kapitel 1.3 formuliertes

Ziel war esaber, Integratoren zu entwickeln, die auch mit Schritt weiten h > " eine

akzeptableGenauigkeit erreichen. Deshalbliegt unsereigentlichesInteressean einer

Fehlerabsch•atzung f•ur diesenSchritt weitenbereich und wir beschr•anken uns in der

Fehleranalyseauf eineArgumentation f•ur " < h <
p

".

Satz 2 Unter den VoraussetzungenV1-V4 gelten f•ur den lokalen Fehler desadia-

batischenVerfahrensmit linearer Phasenapproximation f•ur ein vereinfachtesModell

(Kapitel 2.2) folgendeAbsch•atzungen:

kp1
0 � p0(t0 + h)k = O

�
h3=� 3

�
; (2.35)

kq1
0 � q0(t0 + h)k = O

�
h3=� 2

�
; (2.36)

k� 1 � � (t0 + h)k = O
�
h2=� 3

�
: (2.37)

Die durch O symbolisierten Konstanten h•angendabei nicht von ", � und h ab, die

Koordinaten bezeichnendie transformierten Koordinaten von (1.29) und (1.30).

Bew eis: SieheKapitel 2.7.

Wir haben bei diesemVerfahrenexemplarisch dasAuftreten der Potenzenvon � im

Nenner verfolgt, um das Verhalten der Verfahren beim Durchlaufen von Fastkreu-

zungenzu untersuchen. An Hand der Fehlerabsch•atzungenerkennenwir, dasskleine

Werte von � , insbesondere� <
p

" bzw. � < h, die Fehleranalyseund Konvergenz

desVerfahrensderart untergraben k•onnen, dasswir nur noch bis zur Sprungstelle

von � bzw. der Fastkreuzungsstelleeinegute Approximation erwarten k•onnen.

Um trotz kleiner Werte von � ein gutes Gesamtergebnis zu erzielen,m•ussten wir

die Schritt weite h deutlich kleiner w•ahlen und damit die Potenzenvon � im Nenner

kompensieren.•Uber das gesamte Zeitintervall wird ein solchesVorgehenzum einen

teuer und steht zum anderenim Gegensatzzu unseremZiel, Schritt weiten h > "

verwendenzu k•onnen.
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Der Parameter � ist allerdings nur in dem kleinen Bereich wirksam, in dem der

Sprung statt �ndet. Danach w•urde das Verfahren auch mit gr•o�eren Schritt wei-

ten wieder gute Approximationen liefern, so dass wir in Kapitel 2.6 nach einer

M•oglichkeit suchen werden, ausschlie�lic h im Sprungbereich mit kleinen Schritten

voran zu gehenund auf dem restlichen Intervall Schritt weiten h > " zu verwenden.

Aufgrund der Tatsache, dassdie von � verursachten E�ekte ausschlie�lic h auf einem

Intervall der L•ange� wirksamsind,gehenwir bei der Untersuchung desglobalenFeh-

lersvon der adiabatischenSituation mit 1
� < Const.aus.In dieserSituation l•asstsich

der globaleFehler in denurspr•unglichenVariablenvon (1.6) ausdenAbsch•atzungen

von Satz 2 durch Untersuchung der Fehlerakkumulation und R•ucktransformation

herleiten:

Theorem 2 Unter den VoraussetzungenV1-V4 und 1
� < Const. geltenf•ur den glo-

balen Fehler desadiabatischenVerfahrensmit linearer Phasenapproximation f•ur ein

vereinfachtesModell (Kapitel 2.2) nachR•ucktransformationfolgendeAbsch•atzungen:

kpn
0 � p0(tn )k = O

�
h2

�
; (2.38)

kqn
0 � q0(tn )k = O

�
h2

�
; (2.39)

kpn
1 � p1(tn )k = O(h) ; (2.40)

kqn
1 � q1(tn )k = O("h) ; (2.41)

mit von " und h unabh•angigenKonstanten.

Bew eis: SieheKapitel 2.7.

F•ur h > " erreichen wir alsotats•achlich zweite Ordnung in denPositionenund lang-

samenImpulsen, nur die schnellen Impulse sind durch O(h) beschr•ankt. Durch den

begangenenModellfehler sind Fehlerterme verschiedener Potenzen von " entstan-

den, welche eine Stagnation der Fehlerkurve ab einem bestimmten Punkt (h < ")

bewirken. Bei einer Untersuchung von Schritt weiten h > " f•allt diesnicht weiter ins

Gewicht; wir werdenjedoch sehen,dasssich diesesVerhalten durch Anwendungder

Splitting-Verfahrenin einedauerhaft fallendeFehlerkurve ver•andern l•asst.

Die Fehleranalyseder Splitting-Verfahrenunterscheidet sich von der vorigenAnaly-

sedadurch, dasswir zun•achst einendiskretenAdiabatensatzzeigenund von diesem

auszum globalenFehler •ubergehen.Dabei geht auch ein, dasswir denglobalenFeh-

ler unsereserstenVerfahrensbereits analysiert haben.
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Der diskrete Adiabatensatz ist allerdings auch unabh•angig von der Untersuchung

desFehlersvon Interesse.Wann immer ein Systemin Physik, Chemie,Biologie o.•a.

ein bestimmtes Verhalten zeigt, ist es nat•urlich w•unschenswert, diesesVerhalten

auch im Verhalten desnumerischen Verfahrenswieder zu �nden. Man spricht auch

von geometrischer numerischer Integration [8].

In der Situation dieser Arbeit existiert mit der transformierten Variablen � eine

adiabatische Invariante, f•ur die gilt: � (t) = � (t0) + O(") (vgl. Kapitel 1.5). Wir

w•unschen uns also f•ur die numerische L•osung � n , dassdiesesich ebenfalls nur in

einem kleinen Wertebereich um eine Konstante bewegt. Aufgrund von Schritt wei-

tenresonanzenerhalten wir zun•achst allerdingsnur (vgl. [8], Kap. XIV)

Satz 3 Unter den VoraussetzungenV1-V4 und 1
� < Const. gilt nach n Schritten

desImpuls-Verfahrensf•ur nh � T � Const.,

� n = � 0 + � n + O(") : (2.42)

Dabei ist � n eine Summe•uber die rechte Seitevon (2.33):

� n = � h
nX

j =0

0P1(t j )� T1(t j )T B(t j )T r qU(B(t j )T0qj
0 + "B (t j )T1(t j )Q1(t j )� j ; t j ):

(2.43)

Der Strich am Summenzeichenzeigt an, dassder erste und letzte Summandjeweils

mit dem Faktor 1
2 multipliziert werden.

Weiter gilt

k� nk � C� mit � = max
0� nh � T

max
k











h

nX

j =0

exp
�

i
"

� k(t j )
� 











: (2.44)

Bew eis: SieheKapitel 2.8.

Die Gr•o�e von � in (2.44) wird durch Resonanzenzwischen der Schritt weite h und

den Frequenzenbestimmt, weshalb � auch als Resonanzindikator bezeichnet wird

[8]. Typischerweisegilt � = O(h), in resonanten Situationen kann � allerdingsauch

Werte der Gr•o�enordnung O(1) annehmen.

In Kapitel 2.5k•onnenwir dasAuftreten dieserResonanzendirekt an denFehlerkur-

ven beobachten, hier widmen wir uns zun•achst dem globalenFehler desVerfahrens:
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Theorem 3 Unter den VoraussetzungenV1-V4 und 1
� < Const. gilt nach n Schrit-

ten desImpuls-Verfahrens f•ur die r•ucktransformierten Koordinaten

pn
0 � p0(tn ) = O

�
h2

�
+ O("� )

qn
0 � q0(tn ) = O

�
h2

�
+ O("� )

pn
1 � p1(tn ) = O(� )

qn
1 � q1(tn ) = O("� ) :

Die durch O symbolisierten Konstanten h•angen dabei nicht von ", n und h ab,

solangenh � Const. gilt.

Bew eis: SieheKapitel 2.8.

Dem Problem der Schritt weitenresonanzenk•onnen wir durch eine Erh•ohung der

Ordnung begegnen,was allerdings eine Erh•ohung des Aufwandesmit sich bringt.

Wie wir in den folgendenFehlerabsch•atzungen sehenwerden, erzielenwir bereits

einegro�e Verbesserung,indem wir dasgemittelte Impulsverfahrenverwenden.Am

Anfang steht wieder ein diskreter Adiabatensatz:

Satz 4 Unter den VoraussetzungenV1-V4 und 1
� < Const. gilt nach n Schritten

desgemittelten Impuls-Verfahrens f•ur nh � T � Const.,

� n = � 0 + O(h) + O(") : (2.45)

Bew eis: SieheKapitel 2.8.

Damit haben wir den E�ekt von Schritt weitenresonanzendurch Elimination des

Resonanzindikators � in demVerfahrenf•ur � und damit im Fehlerder schnellenVa-

riablen reduziert. Auch in den langsamenVariablen erhalten wir nun O("h) anstatt

O("� ) und fassenzusammen:

Theorem 4 Unter den VoraussetzungenV1-V4 und 1
� < Const. gilt nach n Schrit-

ten desgemittelten Impuls-Verfahrens f•ur die r•ucktransformierten Koordinaten

pn
0 � p0(tn ) = O

�
h2

�

qn
0 � q0(tn ) = O

�
h2

�

pn
1 � p1(tn ) = O(h)

qn
1 � q1(tn ) = O("h) :
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Die durch O symbolisierten Konstanten h•angen wieder nicht von ", n und h ab,

solangenh � Const. gilt.

Bew eis: SieheKapitel 2.8.

Da diesesVerfahren dieselben Funktionsauswertungen verwendet, wie wir sie auch

f•ur denerstenIntegrator oder dasImpulsverfahrenben•otigen,erscheint esauf Grund

der Fehleranalysesinnvoll, Modellfehlerund Schritt weitenresonanzendurch die An-

wendungdesgemittelten Impuls-Verfahrenszu umgehen.

Im n•achsten Kapitel werden wir alle drei Verfahren auf verschiedeneBeispielean-

wendenund siedadurch einemPraxistest unterziehen.

2.5 Numerisc he Beispiele

Zun•achst betrachten wir ein in der Mechanik sehrgebr•auchlichesBeispiel,dasPro-

blem von Fermi, Pasta & Ulam [4]. Wir untersuchen hier die in [8], Kapitel I.4,

betrachtete Modi�k ation und wendendie drei Verfahrendesvorigen Abschnitts an.

Im zweiten Teil diesesAbschnitts verwendenwir die Verfahren dann f•ur das Fast-

kreuzungsbeispiel aus Kapitel 1.5.2,um die Auswirkungen der Fastkreuzungsdyna-

mik auf dasVerhalten der adiabatischen Integratoren zu untersuchen.

2.5.1 Ein Fermi-P asta-Ulam Problem

Wir betrachten eine Kette von 2m Massepunkten,die abwechselnd mit weichen,

nichtlinearen und harten, linearenFedernverbundensind; die Kette ist an denEnd-

punkten �xiert. Abbildung 2.1 illustriert dieseSituation.

q1 q2 q2m� 1 q2m� � �

hart
linear

weich
nichtlinear

Abbildung 2.1:Kette mit alternierendenweichen, nichtlinearen und harten, linearen

Federn.

Die Variablen q1; : : : ; q2m (q0 = q2m+1 = 0) stehen dabei f•ur die Auslenkung der

jeweiligen Massepunkte,pi = _qi f•ur derenGeschwindigkeiten.
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Die Bewegungwird durch ein Hamiltonsystemmit Gesamtenergie

H (p;q; t) =
1
2

mX

i =1

�
p2

2i � 1 + p2
2i

�
+

! (t)2

4

mX

i =1

(q2i � q2i � 1)2 +
mX

i =0

(q2i+1 � q2i )
4

beschrieben, wobei ! (t) gro� ist, also ! (t) = � (t)=".

Wir f•uhren neueVariablen ein (vgl. [8], Kapitel I.5), indem wir mit demSpaltenvek-

tor x0;i , i = 1; : : : ; m, die skalierte Auslenkungder i -ten steifenFederbezeichnen,mit

x1;i derenskalierte Dehnung oder Kompressionund mit y0;i bzw. y1;i die jeweiligen

Geschwindigkeiten oder Impulse:

x0;i = (q2i + q2i � 1) =
p

2; x1;i = (q2i � q2i � 1) =
p

2;

y0;i = (p2i + p2i � 1) =
p

2; y1;i = (p2i � p2i � 1) =
p

2:
(2.46)

Es entsteht wieder ein Hamiltonsystemmit Hamiltonfunktion

H (x; y; t) =
1
2

yT M � 1y +
1

2"2
xT A(t)x + U(x);

dabei ist

x =

 
x0;i

x1;i

!

; y =

 
y0;i

y1;i

!

; i = 1; : : : ; m;

M = I 2m die 2m-dimensionaleIdentit •at,

A(t) =

 
0 0

0 � (t)2A1

!

eine2m � 2m-Matrix mit Diagonalmatrix A1 und

U(x) =
1
4

�
(x0;1 � x1;1)

4 +
m� 1X

i =1

(x0;i +1 � x1;i +1 � x0;i � x1;i )
4 + (x0;m + x1;m )4

�
:

A(t) ist dabei symmetrisch und positiv de�nit, falls � (t) 6= 0 und A1 eineDiagonal-

matrix mit positiven Eintr •agenist.

Wir k•onnenalsounsereVerfahrenausdem vorigenAbschnitt anwenden,wobei eine

Umbenennung von x in q und y in p den gewohnten Formalismus liefert. q0 (= x0)

spielt wiederdie Rolle der langsamenPositionen,q1 (= x1) die der schnellenund p0

bzw. p1 sind die zugeh•origen Impulse.

Wir w•ahlenm = 3, " = 0:01, � (t) = 1+ 1
2 sint und A1 = diag(1; 2; 4); als Startwerte

verwendenwir q(0) = (1; 0; 0; "; 0; 0)T und p(0) = (1; 0; 0; 1; 0; 0)T .
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In Abbildung 2.2 sehenwir den •uber t 2 [0; 5] gemittelten Fehler, logarithmisch

geplottet gegendie jeweils verwendeteSchritt weite.

Wir k•onnendabei unterschiedliche, bereitsangesprocheneEigenschaften der Verfah-

ren erkennen.
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Abbildung 2.2: Gemittelter Fehler des 1. Verfahrens(durchgezogen),des Impuls-

Verfahrens(gepunktet) und desgemittelten Impuls-Verfahrens(gestrichelt), geplot-

tet gegendie Schritt weite f•ur " = 0:01.

In der oberenReihewurde der Fehler in den langsamenVariablen p0 und q0 geplot-

tet. Klar erkennbar ist dabei der vom erstenVerfahrenbegangeneModellfehler. Er

bewirkt, dassdie Fehlerkurve f•ur h < " nicht weiter f•allt, sondernbei einemFehler

der Gr•o�enordnung O(" 2) stagniert. Auch in den schnellen Variablen ist dieseSta-

gnation erkennbar, allerdingstritt sieauf Grund der Transformation nach � erst f•ur

h < "3=2 auf. Wir erkennenau�erdem einenUnterschied in der Gr•o�enordnung O(")

zwischen p1 und q1, der durch die R•ucktransformation und Reskalierung entstanden

ist und uns bereits durch die Fehlerabsch•atzungenbegleitet hat.
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Der Vergleich der beidenSplitting-Verfahrenzeigt die AuswirkungendesResonanz-

indikators � . W•ahrend das Impuls-Verfahren im interessanten Schritt weitenbereich

h > " durch sich aufsummierendeOszillationeneinenunruhigenFehlerverlauf zeigt,

bewegt sich der Fehlerdesgemittelten Impuls-Verfahrensentlang einerglatten Kur-

ve.

An den Steigungender doppeltlogarithmisch aufgetragenenFehlerkurven k•onnen

wir die Ordnung der Verfahrenablesen.DieseSteigungenbewegensich f•ur alle Va-

riablen in der Gr•o�enordnung von 2, was den Aussagender Theoremeaus Kapitel

2.4 f•ur p0, q0 und q1 entspricht. Die theoretisch reduzierte Ordnung der Verfahren

in den schnellen Impulsen p1 �ndet sich f•ur diesesBeispiel in unseremExperiment

nicht wieder.Die Verfahrenbew•ahren sich alsozumindest in diesemPraxistest bes-

serals ihre theoretisch nachpr•ufbaren Eigenschaften.

Eine weitere interessante Fragestellung ist die •Uberpr•ufung des Nutzens unseres

theoretischen Aufwandes.Verhalten sich die durch die Transformationenund Inte-

gration entstandenenVerfahrendeutlich besserals wohlbekannte Algorithmen? Wir

haben einenTest gemacht und das St•ormer-Verlet-Verfahrenauf das urspr•ungliche

Hamiltonsystem (1.2) bzw. (1.4) angewandt. Die logarithmischen Fehlerkurven der

verschiedenenVariablen sind in Abbildung 2.3 dargestellt.
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Abbildung 2.3: Gemittelter Fehler desSt•ormer-Verlet-Verfahrens,geplottet gegen

die Schritt weite f•ur " = 0:01.
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Zun•achst f•allt auf, dassdas St•ormer-Verlet-Verfahren erst f•ur h � 10� 3 zufrieden-

stellendeErgebnisseliefert. Dies liegt insbesonderean denProblemen,die durch die

Schwierigkeiten in der Approximation der hochoszillatorischen Variablen p1 bzw.

q1 entstehen. F•ur h = 10� 3 erhalten wir in p1 gerade mal einen Fehler in der

Gr•o�enordnungvon 10� 1. Die adiabatischenIntegratorenliegenda schonbei O(10� 4).

F•ur h > 10� 3 bzw. h > " liefert das St•ormer-Verlet-Verfahrenkein akzeptablesEr-

gebnis.Das St•ormer-Verlet-Verfahren ist ein ubiquit •aresVerfahren in Mathematik,

Physik und vor allem Chemieund Biologie, dessengute Langzeiteigenschaften man

seit Jahrzehnten sch•atzt und nutzt [8]. Allerdings musses,wie die meistenanderen

Verfahrenauch, bei hochoszillatorischen Problemensehrkleine Schritte verwenden,

um dieseOszillationenaufzul•osen.Mit denspeziellauf dieseProblematik zugeschnit-

tenen adiabatischen Integratoren haben wir also tats•achlich unserZiel erreicht, In-

tegratoren mit Schritt weiten h > " stabil auf Probleme dieser Art anwenden zu

k•onnen.

Doch wie ver•andert sich die Situation, wennFastkreuzungender Eigenfrequenzenins

Spielkommen?Im n•achstenAbschnitt werdenwir diesan einemBeispielillustrieren.

2.5.2 Ein Problem mit Fastkreuzung

Wir wollen in diesemKapitel exemplarisch die Auswirkungen von Fastkreuzungen

der Eigenfrequenzenauf dasVerhaltender numerischen L•osungenveranschaulichen.

Dazu bedienenwir uns wieder des in Kapitel 1.5.1 verwendetenModellproblems,

hier in Form von

H (p;q; t) =
1
2

pT M (t)� 1p +
1

2"2
qT A(t)q+ U(q; t)

mit

M (t) � Id., U(q; t) � 0 und A(t) =

 
0 0

0 A1(t)

!

; A1(t) =

 
t + 3 �

� 2t + 3

! 2

:

Dadurch, dassdasPotential U konstant ist, verschwinden die Unterschiedezwischen

den drei Verfahren und wir beschr•anken uns auf die Untersuchung desersten Ver-

fahrens.Ein Modellfehler tritt nicht auf.

Die langsamenVariablen p0 und q0 verhalten sich ebenfalls in besondererArt und

Weise:p0 bleibt konstant, w•ahrendq0 einelineareBewegungdurchf•uhrt. Auf Grund

der besonderenWahl desBeispielsbel•asst der adiabatische Integrator p0 ebenfalls
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auf dem Startwert und berechnet q0 mit einem durchschnittlic hen Fehler von nur

10� 13, so dasswir uns hier auf die schnellen Variablen konzentrieren. Wir sind oh-

nediesvor allem am Verhalten des Verfahrensbeim Auftreten von Spr•ungen in �

interessiert,so dasswir mit einemFokus auf die schnellen Variablen geradedie in-

teressanten Bewegungenverfolgenk•onnen.

Abbildung 2.4 zeigt in der oberenReihe den •uber t 2 [� 1; 1] gemittelten Fehler in

den schnellen Impulsen p1 und in der unteren Reihe den der schnellen Positionen

q1. Dabei werdenvom linken zum rechten Diagramm kleiner werdendeWerte von �

verwendet und der jeweilige Fehler logarithmisch gegendie Schritt weite geplottet.
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Abbildung 2.4: Fehler in den schnellen Variablen, geplottet gegendie Schritt weite

f•ur " = 0:01, � = 1, 0:1, 0:01.

Wir bemerken zun•achst wiederdendurch die R•ucktransformation entstandenenUn-

terschied zwischen p1 und q1 in der Gr•o�enordnung von " = 0:01.
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In Kapitel 1.5.2 haben wir diesesBeispiel theoretisch untersucht und festgestellt,

dassdie Eigenfrequenzen� j f•ur � = 1 getrennt bleiben und wir f•ur das Verfahren

ein Verhalten wie im vorigenAbschnitt erwarten k•onnen.Dieszeigt die linke Spalte

mit einer konvergenten Fehlerkurve (-geraden).Nimmt � kleinereWerte an, verliert

die adiabatische Invariante � ihre charakteristische Eigenschaft, beginnt zu wackeln

und zeigt f•ur � � 0:05 schlie�lic h einen Sprung auf einer O(1)-Skala. Mit diesem

Sprung bekommenunsereIntegratoren Probleme,wenn die Schritt weite nicht klein

genug ist, wie wir im mittleren und rechten Teil von Abbildung 2.4 ablesenk•onnen.

Der lokale Fehler in � , den wir in Abschnitt 2.4, Satz 2 untersucht haben, hat die

Gr•o�enordnung O(h2=� 2) + O("h=� 3). Wir k•onnenalsonur dann einenkleinen Feh-

ler und Konvergenzerwarten, wenn wir mit der Schritt weite h deutlich unter dem

Wert von � bleiben. Diesestheoretische Ergebnisbest•atigt sich hier im Experiment.

F•ur Schritt weiten h > � bzw. h � � erhalten wir weder Konvergenznoch einen

akzeptablenFehler. Erst f•ur h < � konvergiert das Verfahren mit der vertrauten

Ordnung. Das ganzeIntervall mit solch kleinen Schritten zu durchmessen,nur we-

geneinesSprungesauf einemkleinenTeilintervall, verursacht allerdingshoheKosten

und dauert gegebenenfallsrecht lange.

Im n•achstenAbschnitt stellenwir daf•ur eineg•unstigereL•osungvor, die auf der Wahl

adaptiver Schritt weiten im Sprungbereich beruht.

2.6 Schritt weitensteue run g

Bereitsmehrfach sind wir der Problematik von Fastkreuzungender Eigenfrequenzen

� j begegnet,die zu Spr•ungenin der adiabatischen Variablen � f•uhren. Wesentlicher

Parameter ist hier die minimale Distanz � der Eigenfrequenzen,die in der Diago-

nalisierung mittels Q mit k _Qk = O(� � 1) zu gro�en Termen und Problemenf•uhrt.

Der Parameter ist allerdingsnur •uber den kleinen Zeitbereich der L•ange� wirksam,

in dem auch der Sprung in � auftritt. Wir suchen deshalbnach einer M•oglichkeit,

nur in diesenisolierten Sprungbereichen kleine Schritte machen zu k•onnenund da-

mit den Fehler der Verfahrenzu reduzieren,ansonstenaber mit Zeitschritten h > "

voran zu gehen.In [19] bzw. [16] wurden bereits M•oglichkeiten zur adaptiven Wahl

von Schritt weiten vorgeschlagen.

Wir verfolgen hier allerdings einen Ansatz aus [8], Kapitel VI I I und XIV, der es

uns erm•oglicht, die Zeitschritt weite reversibel zu kontrollieren. Dies respektiert in
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besondererArt und Weisedie geometrischen Eigenschaften desSystems.

Dazu wird eine Transformation t $ � in der Zeit vorgenommen,mit dt
d� = � (t).

In Abschnitt 1.5.2 haben wir bereits f•ur die Untersuchung des Testbeispielseine

Transformation � = t
2� vorgenommen,also dt

d� = 2� . Diesewar ausschlie�lic h f•ur die

� -Umgebungder Sprungstellede�niert worden.Hier soll einesolche Transformation

nun automatisch durch das Programm geschehen, wenn wir uns der Sprungstelle

n•ahern. Deshalbde�nieren wir

� (t) =
�

kW(t)k2 + � 2
� � 1=2

;

mit einer vereinfachten Matrix W(t) = � 1
2

 
L11 � LT

11 L11 + LT
11

L11 + LT
11 L11 � LT

11

!

; die den f•ur

dasSprungverhalten wesentlichen Anteil _Q enth•alt, und einemParameter � , der in-

terpretiert werdenkann, als dasVerh•altnis von einemnoch zu de�nierendenGenau-

igkeitsparameter� zur maximal zul•assigenSchritt weite. Um � (t) besserdi�erenzie-

ren zu k•onnen,w•ahlen wir die Frobenius-Norm,kW(t)k =
�
trace(W(t)T W(t))

� 1=2
.

Ohne den Parameter � entspr•ache dieseTransformation im Sprungbereich genau

der in 1.5.2 angewandten Transformation � = t
2� , im Gegensatzzu der dortigen

schrumpft und w•achst hier die Schritt weite allerdingsmit denvom Systemgestellten

Anforderungen.Der Parameter � garantiert uns im Wesentlichen, dassdie Schritte

immer klein genug bleiben, um den Sprung nicht g•anzlich zu •ubersehen.

Zur k•urzeren Darstellung desFormalismus fassenwir nun die transformierten Dif-

ferentialgleichungen(1.29) und (1.30) zu _y = f (y) zusammenmit yT = (pT
0 ; qT

0 ; � T ).

Die Transformation in der Zeit f•uhrt zu

y0(� ) =
d
dt

y(t)
dt
d�

= f (y)� (t) =
1
z

f (y) mit z� (t) = 1; (2.47)

_y bezeichnet dabei die Di�eren tiation von y nach t, y0 die nach � .

Wir di�erenzieren die zweite Gleichung von (2.47) nach � und erhalten

z0� (t) + z _� (t)� (t) = 0, also

z0 = G(t) mit G(t) = �
_� (t)
� (t)

=
�

kW(t)k2 + � 2
� � 1

trace
� _W(t)T W(t)

�
: (2.48)

Nach [10] entwickeln wir den folgendenAlgorithmus, der zun•achst den Fluss von

(2.48) •uber einen Halbschritt �= 2 approximiert, dann einen Schritt mit einem der
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adiabatischen Integratoren � � , angewandt auf y0 = f (y)=z, macht und mit einem

zweiten Halbschritt f•ur z0 = G(t) endet:

zn+1 =2 = zn +
�
2

G(tn )

hn+1 =2 = �=z n+1 =2

tn+1 = tn + hn+1 =2

yn+1 = � hn +1 =2
(yn )

zn+1 = zn+1 =2 +
�
2

G(tn+1 ):

Der Genauigkeitsparameter� entspricht dabei der f•ur � verwendetenSchritt weite,

� n = n� , und wir gehenvon Startwerten y(t0) = y0 bzw. z0 = 1
� (t0 ) aus.

Der Algorithmus kann aufgefasstwerdenals Strang-Splitting-Verfahrenf•ur die L•o-

sung desgekoppelten Systemsy0 = 1
z f (y), z0 = G(t) und ist symmetrisch, falls � h

symmetrisch ist und ebensoreversibel. Auch erh•alt diesesVerfahren die Invarian-

te I (t; z) = z� (t). Wir m•ussendie auftretenden Gr•o�en also nur noch berechnen

k•onnen, um ein ad•aquatesVerfahren zur adaptiven Schritt weitensteuerungzu er-

halten.

F•ur die adiabatischen Integratoren, die sich hinter � h(y) verbergen,ben•otigen wir

Funktionsauswertungen in tn+1 = tn + hn+1 =2 und tn+1 =2 = tn + 1
2 hn+1 =2; daf•ur

muss allerdings zun•achst hn+1 =2 und damit G(tn ) berechnet werden. G(tn ) enth•alt

mit L11(tn ) und _L11(tn ) erste und zweite Ableitungen von 
, Q, G, C und B, die

wir bislangmit Di�erenzenquotienten approximiert haben.Daf•ur ben•otigen wir eine

Auswertung in tn+1 , welcheswir zu diesemZeitpunkt allerdingsnoch nicht kennen.

Wir berechnen deshalbzun•achst ~tn+1 = tn + hn� 1=2, werten die Funktionen A, M

und U dort aus, berechnen damit die Di�erenzenquotienten in G(tn ), sowie hn+1 =2

und dann tn+1 = tn + hn+1 =2 bzw. tn+1 =2 = tn + 1
2 hn+1 =2.

So ben•otigen wir drei Funktionsauswertungen pro Zeitschritt, was immer noch

g•unstiger ist, als dasganzeZeitintervall mit kleinen Schritten zu durchmessen.

In Abbildung 2.5 haben wir die L•osung� (t) desBeispielsausKapitel 1.5.2und die

numerische Approximation ohne(links) und mit Schritt weitensteuerung(rechts) f•ur

" = 0:01 und � = 0:02 geplottet. Wir erkennenin der linken Graphik deutlich die

Probleme, die der Integrator ohne Schritt weitensteuerungnach dem Durchlaufen

einer Sprungstellehat. Der Fehler am Ende liegt in der Gr•o�enordnung von 10� 1.

Verwendenwir adaptive Schritt weiten, sobetr•agt der Fehler am Endzeitpunkt 10� 3

und ist in der Gra�k mit blo�em Auge nicht mehr zu erkennen.Ohne die Schritt-
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weitensteuerungw•are eineakzeptableGenauigkeit hier alsonicht erreicht worden.
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Abbildung 2.5: � (t) (Linie) und numerische Approximation (Kreuze) ohneund mit

Schritt weitensteuerungf•ur " = 0:01, � = 0:02 und Ausgangsschritt weite h = 0:03.

Allerdings erscheint dasIntervall mit Schritt weitensteuerungbeim groben Hinsehen

dicht besetztmit Funktionsauswertungen.Ob die Schritt weiten vor allem im Sprung-

bereich verkleinert worden sind, oder ob das ganzeIntervall mit kleinen Schritten

durchmessenwurde, l•asstsich so nicht genauerkennen.

Dies k•onnenwir allerdingsaus Abbildung 2.6 ablesen,wo wir die Schritt weiten f•ur

dasBeispielausKapitel 1.5.2als Funktion der Zeit darstellen.Die verwendetenPa-

rametersind � = 0:01, � = 0:1, " = 0:01und � = 1, 2� 2, 2� 4, 2� 6. In Abschnitt 1.5.2

haben wir gesehen,dassbei t = 0 eine Fastkreuzungder Eigenfrequenzenauftritt,

die sich umso st•arker auswirkt, je kleiner der Parameter � im Vergleich zu " wird.

Wie Abbildung 2.6 zeigt, verringert sich die Schritt weite umsost•arker, je kleiner �

wird. Dies geschieht dabei ausschlie�lic h in dem kleinen zeitlichen Bereich, in dem

sich das Sprungverhalten abspielt und wir haben unser Ziel erreicht, nur in einem

kleinenTeilintervall kleinereSchritt weiten zu verwenden.Dasrestliche Intervall wird

dann mit der gr•o�eren Ausgangsschritt weite durchmessen.

Betrachten wir den Fehler am Endpunkt t = 1, soerhalten wir in den Positionen in

allen F•allen eineGr•o�enordnung desFehlersvon nur 4 � 10� 4 bis 1 � 10� 5.

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen,dasswir zum Erreichen einersolchen Feh-

lerordnung eine konstante Schritt weite von ca. 5 � 10� 3 verwendenm•ussten.In Ab-

bildung 2.6 k•onnen wir dagegenablesen,dasswir mit Hilfe der adaptiven Schritt-

weitensteuerung•uber weite Teile desIntervalls mit deutlich gr•o�eren Schritt weiten

arbeiten k•onnenund somit Rechenzeit und -aufwand sparen.
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Abbildung 2.6: Schritt weiten als Funktion der Zeit t f•ur " = 0:01 und � = 1, 2� 2,

2� 4, 2� 6 (dicker werdendeLinien).

2.7 Fehleranalyse: Bew eis von Theorem 2 (1. Ver-

fahren)

In der •ublichen numerischen Fehleranalyselegenam Ende die Potenzenvon h die

Ordnung desVerfahrensfest.Bei denBeweisendiesesKapitels m•ussenwir allerdings

nicht nur die Potenzenvon h beachten, wir habenmit " einenweiterenkleinenPara-

meter im Auge zu behalten. Bei Termender Gr•o�enordnung O(h2=") zum Beispiel

k•onnen wir nicht von h2-Fehlertermensprechen, da f•ur " < h <
p

" der kleine Pa-

rameter im Nennerh-Potenzenim Z•ahler \au�ressen\ kann. Im Nennerauftretende

Potenzenvon " k•onnenuns alsoh-Potenzenkosten.

Beim ersten Verfahren wollen wir zus•atzlich verfolgen, wie sich kleine Werte von

� , alsoFastkreuzungender Eigenfrequenzen,auf den lokalen Fehler auswirken. Da-

durch wird die Problematik der Verfahren im Durchlaufen von nichtadiabatischen
•Uberg•angenerkennbar. DiesesSprungverhalten spielt sich allerdingsin sehrkleinen

Zeitintervallen ab, der Parameter � ist also nur •uber einen sehr kleinen zeitlichen

Bereich wirksam, weshalbwir ihn bei der Absch•atzung des globalen Fehlersnicht

mehr ber•ucksichtigen werden. Dort gehenwir von der adiabatischen Situation mit
1
� < Const. aus.Zur Vereinfachung fassenwir mit C oder O auftretende,von " und

h unabh•angigeKonstanten zusammen.
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2.7.1 Lok aler Fehler: Bew eis von Satz 2

Die Strategie beim Beweis der Absch•atzungen (2.35)-(2.37) verl•auft •ahnlich wie

bei einemPuzzlespiel.Zun•achst zerlegenwir den lokalen Fehler in handliche Teile,

die wir genau betrachten und absch•atzen k•onnen. Dann setzenwir diese wieder

zusammen,bis ein komplettesBild desFehlersentstanden ist.

1. Schritt: Vorb ereitungen

Zur Vorbereitungsch•atzenwir einigemehrfach auftretendeMatrizen und Termeab,

die uns dann sp•ater jederzeit als \Randteile" unseresPuzzleszur Verf•ugung stehen

werden.

Dabei erhalten wir unter den gegebenenVoraussetzungendurch Identi�k ation der

Gr•o�enordnung der enthaltenen Matrizen :

K 00(t) = O(1) ; K 01(t) = O(1) ; K 10(t) = O(1) ; (2.49)

ebensodie Ableitung _K 00(t) = O(1), aber

_K 01(t) = O
�
� � 1

�
; _K 10(t) = O

�
� � 1

�
und K 11(t) = O

�
� � 1

�
; _K 11(t) = O

�
� � 2

�
:

(2.50)

Darausergeben sich folgendeSchranken f•ur die Bl•ocke von L(t) und S(t) bzw. deren

Ableitungen

L00; _L00; L10; S00; S11 = O(1) ; _L10; _S00; _S11 = O
�
� � 1

�
; (2.51)

L11; S01; S10 = O
�
� � 1

�
; _L11; _S01; _S10 = O

�
� � 2

�
; (2.52)

und folglich auch

W(t) = O
�
� � 1

�
; _W(t) = O

�
� � 2

�
: (2.53)

Aus der Beschr•ankungder GesamtenergieH und der Di�eren tialgleichung (1.30) f•ur

� haben wir

� (t) = O(1) ; _� (t) = O
�
� � 1

�
: (2.54)

Wir schlie�en weiter ausden Di�eren tialgleichungen(1.29) f•ur p0 und q0

•p0(t) = O
�
� � 1

�
+ O

�
"� � 2

�
; •q0(t) = O(1) + O

�
"� � 1

�
; (2.55)

und bei jeder weiterer Ableitung von p0 und q0 w•achst die Gr•o�enordnung dieser

Ableitungen um � � 1.
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2. Schritt: Der Mo dellfehler

Der begangeneModellfehlerentsteht beim Ersetzenvon r qU(B T0q0 + "B T1Q1� ; s)

durch r qU(B T0q0; s) + "r 2
qU(B T0q0; s)B T1Q1� unter dem Integral und betr•agt

demnach nach einemSchritt desVerfahrens(s = t1=2 + � h
2 )

"2h
2

Z 1

� 1
� (s) � Q1(s)� N (s)Q1(s)� (s) d�

plus Termeh•ohererOrdnung in " . Dabei ist der m � 2m � m-TensorN (s) de�niert

durch N (s) = T1(s)� B(s) � r 3
qU(B(s)T0(s)q0(s); s)B(s)T1(s).

Die Multiplik ation von links mit Q�
1 und von rechts mit Q1 bewirkt, dassjeder der

m � m-Bl•ocke von N (s), hier bezeichnet mit Nk(s), k = 1; : : : ; 2m, mit oszilla-

torischen Exponentialen multipliziert wird. Dabei entstehen 2m � 2m-Bl•ocke der

Gestalt

Q1(s)� Nk(s)Q1(s)

=
1
2

 
exp

�
� i
" � s

0

�
Nk(s) exp

�
i
" � s

0

�
� exp

�
� i
" � s

0

�
Nk(s) exp

�
� i
" � s

0

�

� exp
�

i
" � s

0

�
Nk(s) exp

�
i
" � s

0

�
exp

�
i
" � s

0

�
Nk(s) exp

�
� i
" � s

0

�

!

:

Integrierenwir hier•uber, gewinnenwir in denEintr •agender Nebendiagonalendurch

die oszillatorischenExponentialfunktionen einenFaktor der Gr•o�enordnung O("=h).

Auf der Diagonalenheben sich die Eintr •ageder Exponentialfunktionen aber gegen-

einander weg, so dass der lokale Gesamtfehler, der durch die Vereinfachung des

Modells entstanden ist, f•ur j = 1; : : : ; m bestimmt wird durch

"2h
4

Z 1

� 1
� j (s)� N j j

k (s)� j (s) d� = O
�
"2h

�
: (2.56)

3. Schritt: Der Fehler durc h lineare Phasenappro ximation

Bei der linearen Phasenapproximation wird �( t1=2 + � h=2) im Argument der kom-

plexen Exponentialfunktion ersetzt durch �( t1=2) + � h=2�( t1=2), also dem linearen

Beginn der Taylorreihe. Wir f•uhren nun f•ur die Di�erenz

E
�
�( t + � h=2)

�
� E

�
�( t) + � h=2�( t)

�

eineneueSchreibweiseein (vgl. [16]).

Daf•ur bezeichnen wir mit R = diag(r j ) dasRestgliedder Taylorentwicklung

�( t + � ) = �( t) + � �( t) + � 2R(t; � )
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und de�nieren damit die matrixwertige Funktion

F (t; x; R) = D(R(t; x)) �
Z 1

0
E

�
� x2R(t; x)

�
d� : (2.57)

Nach VoraussetzungV1 ausKapitel 2.4 ist F auf kompaktenIntervallen beschr•ankt

und bez•uglich t stetig di�erenzierbar. _F (t; x; R) bleibt dabei unabh•angig von " be-

schr•ankt.

F•ur x 6= 0 gilt:

F (t; x; R) =
"

ix 2

�
E(x2R(t; x)

�
� E(0)

und damit f•ur die Di�erenz

E
�
�( t + � h=2)

�
� E

�
�( t) + � h=2�( t)

�

=
i� 2h2

4"
E

�
�( t) + � h=2�( t)

�
� F (t; � h=2; R):

Der Fehler, der durch die lineare Phasenapproximation in den unterschiedlichen

Teilen desVerfahrensentsteht, ist gegeben durch das Integral •uber dieseDi�erenz.

Wir betrachten nun alsoganzallgemeinAusdr•ucke vom Typ
Z � 2

� 1

E(� h=2�) � G(� ) d�

mit einer matrixwertigen, stetig di�erenzierbaren Funktion G, derenAbleitung un-

abh•angigvon h und " auf kompaktenIntervallen beschr•ankt bleibt. Im obigenFall ist

G(� ) = � 2F (t; � h=2; R). Nun f•ugenwir im IntegrandendenFaktor ih
2" D(�) � 2"

ih D � (�)

als \nahrhafte Eins" ein und integrierenpartiell:
Z � 2

� 1

E(� h=2�) �
ih
2"

D(�) �
2"
ih

D � (�) � G(� ) d�

=
2"
ih

E(� h=2�) � D � (�) � G(� )
�
�
�
� 2

� = � 1

�
2"
ih

Z � 2

� 1

E(� h=2�) � D � (�) � G0(� ) d� :

Mit D � (�) = O(� � 1) und den Beschr•ankungenvon F (t; � h=2; R) erhalten wir f•ur

dendurch die linearePhasenapproximation entstehendenFehlertermdie Absch•atzung

Z 1

� 1
E

�
�( t + � h=2)

�
� E

�
�( t) + � h=2�( t)

�
d� (2.58)

=
ih 2

4"
E(�( t)) �

Z 1

� 1
E(� h=2�) � � 2F (t; � h=2; R) d� = O

�
h
�

�
: (2.59)
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4. Schritt: Der Fehler in p0 und q0

(a) Zeigezun•achst � 1 = � 0 + O("=� 2) und
Z t0+ h=2

t0

"
�

S01(t) + TT
0 B T r 2

qU(B(t)T0q0(t); t)T1(t)
�

Q1(t)� (t) dt

=
h
2

"
�

S1=2
01 + TT

0 B(t1=2)T r 2
qU(B(t1=2)T0q0

0; t1=2)T1(t1=2)
�

Q�
1 � 0

+ O
�
"2h=� 2

�
+ O

�
"h 2=�

�
:

Es gilt

� 1 = � 0 + h
�

E(� 1=2) � I (t1=2) � ~W 1=2
N + ~W 1=2

D

� 1
2

(� 1 + � 0)

� hP �
1 (t1=2)

�
L10p

1=2
0 + S10q

1=2
0 + TT

1 B T r qU1=2
�

;

und wir k•onnennach den Vorbereitungenausdem erstenSchritt absch•atzen
�
1 + O

�
"=� 2

��
� 1 =

�
1 + O

�
"=� 2

��
� 0 + O

�
"=� 2

�

bzw.

� 1 = � 0 + O
�
"=� 2

�
:

Zum Beweis der zweiten Absch•atzung schreiben wir das Integral
Rt0+ h=2

t0
X (t) dt als

h
2

R0
� 1 X (t1=2 + � h=2) d� und zerlegendie Di�erenz der beidenlangenTermein hand-

lichere Di�erenzen. Die erste entsteht durch das Einfrieren von t1=2 + � h=2 in der

Zeit t1=2 bzw. q0(t1=2+ � h=2) in q0(t0) in allen Argumenten bis auf dasder komplexen

Exponentialfunktion, die sich in Q1 versteckt.

Der gr•o�te Fehlerterm entsteht dabei durch S01(t1=2 + � h=2) = S01(t1=2) + O(h=� 2),

was zusammenmit
R0

� 1 Q1

�
�( t1=2 + � h=2)

�
� (t1=2 + � h=2) d� = O("=h) einenFehler

der Ordnung O(" 2h=� 2) ergibt.

Die zweite Di�erenz entsteht durch das n•aherungsweise Berechnen der Ableitun-

gen in S01(t1=2) durch die symmetrischen Di�erenzenquotienten bzw. durch die

Ann•aherung des Gradienten von U. Der hierbei entstehende Fehler hat die glei-

che Gr•o�enordnung: O(" 2h=� 2).

Zuletzt bleibt der Fehler abzusch•atzen, der durch die lineare Phasenapproximation

von � in Q1(�( t)) entstanden ist. Dabei k•onnen wir auf den dritten Schritt dieses

Beweiseszur•uckgreifen und erhalten
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h
2

"
�
S1=2

01 + TT
0 B T r 2

qU(B(t1=2)T0q0
0; t1=2)T1(t1=2)

�

� Z 0

� 1
Q1

�
�( t1=2 + � h=2)

�
d� � Q�

1

�
� 0 = O

�
"h 2=�

�
:

Zusammenmit � 1 = � 0 + O("=� 2) k•onnen wir eine analogeAbsch•atzung f•ur den

zweiten Halbschritt zeigen:
Z t0+ h

t0+ h=2
"
�

S01(t) + TT
0 B(t)T r 2

qU(B(t)T0q0(t); t)T1(t)
�

Q1(t)� (t) dt

=
h
2

"
�

S1=2
01 + TT

0 B(t1=2)T r 2
qU(B(t1=2)T0q1

0; t1=2)T1(t1=2)
�

Q+
1 � 0

+ O
�
"2h=� 2

�
+ O

�
"h 2=�

�
+ O

�
"3=� 3

�
:

F•ur das Integral
Rt0+ h

t0
"L 10(t)T Q1(t)� (t) dt aus dem Verfahrensteil f•ur q0 erhalten

wir mit der gleichen Technik
Z t0+ h=2

t0

"L 10(t)T Q1(t)� (t) dt =
h
2

"L 1=2
10 Q�

1 � 0 + O
�
"2h=�

�
+ O

�
"h 2=�

�
;

bzw.
Z t0+ h

t0+ h=2
"L 10(t)T Q1(t)� (t) dt =

h
2

"L 1=2
10 Q+

1 � 0 + O
�
"2h=�

�
+ O

�
"h 2=�

�
+ O

�
"3=� 2

�
:

Damit k•onnenwir den erstenSchritt in den langsamenVariablen p0 und q0 folgen-

derma�en darstellen:

p1
0 = p0

0 � hf 1

�
p1=2

0 ;
q0

0 + q1
0

2
; t1=2

�
� "

Z t1

t0

g1(t) dt

+ O
�
"2h=� 2

�
+ O

�
"h 2=�

�
+ O

�
"3=� 3

�

q1
0 = q0

0 + hf 2

�
p1=2

0 ;
q0

0 + q1
0

2
; t1=2

�
+ "

Z t1

t0

g2(t) dt

+ O
�
"2h=�

�
+ O

�
"h 2=�

�
+ O

�
"3=� 2

�

mit

f 1

�
p1=2

0 ;
q0

0 + q1
0

2
; t1=2

�
= L1=2

00 p1=2
0 + S1=2

00
q0

0 + q1
0

2

+ TT
0 B(t1=2)T r qU

�
B(t1=2) T0

q0
0 + q1

0

2
; t1=2

�
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und

g1(t) =
�

S01(t) + TT
0 B(t)T r 2

qU(B(t)T0q0(t); t)T1(t)
�

Q1(t)� (t);

sowie

f 2

�
p1=2

0 ;
q0

0 + q1
0

2
; t1=2

�
= M 0(t1=2)� 1p1=2

0 + LT
00

q0
0 + q1

0

2
und

g2(t) = L10(t)T Q1(t)� (t):

Weiter gilt

_p0 = � f 1 (p0(t) ; q0(t) ; t) � "g1(t) + O
�
"2

�
(Modellfehler);

_q0 = f 2 (p0(t) ; q0(t) ; t) + "g2(t);

sowie die Absch•atzungen

f 1; f 2; g2 = O(1) ; _f 1; _f 2; _g2 = O(1=� ) ; g1 = O(1=� ) ; _g1 = O
�
1=� 2

�
;

die f•ur jede weitere Zeitableitung um O(� � 1) wachsen.

(b) Wir betrachten die modi�zierte Mittelpunktsregel

y1 = y0 + hf
�

y0 + y1

2

�
+

Z t1

t0

g(t) dt

angewandt auf die Di�eren tialgleichung _y = f (y)+ g(t) mit einerausreichendglatten

Funktion f (y) und g(t) = O(1), _g(t) = O(1=� ), •g(t) = O(1=� 2) (vgl. Ex. 7 aus

Kapitel XIV,[8]). Wir zeigenf•ur den lokalen Fehler

y1 � y(t1) = O
�
h3=� 2

�
:

Dazu vergleichen wir die Taylorentwicklungen

y(t1) = y(t0) + h _y(t0) +
h2

2
•y(t0) + O

�
h3•g

�

= y0 + hf (y0) + hg(t0) +
h2

2
f 0(y0)f (y0) +

h2

2
f 0(y0)g(t0) +

h2

2
_g(t0) + O

�
h3•g

�

und

y1 = y0 + hf (y0) +
h2

2
f 0(y0)f (y0) +

h
2

f 0(y0)
Z t1

t0

g(t) dt +
Z t1

t0

g(t) dt + O
�
h3g

�

= y0 + hf (y0) +
h2

2
f 0(y0)f (y0) +

h2

2
f 0(y0)g(t0) +

h3

4
f 0(y0) _g(t0)

+ hg(t0) +
h2

2
_g(t0) + O

�
h3•g

�
:
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Es folgt

y1 � y(t1) = O
�
h3•g

�
+ O

�
h3f 0_g

�
= O

�
h3=� 2

�

in obigemFall.

(c) F•ugen wir (a) und (b) zusammen,so erhalten wir f•ur den lokalen Fehler in p0

und q0

kp1
0 � p0(t1)k = O

�
h3=� 3

�
+ O

�
"2h=� 2

�
+ O

�
"h 2=�

�
+ O

�
"3=� 3

�
(2.60)

kq1
0 � q0(t1)k = O

�
h3=� 2

�
+ O

�
"2h=�

�
+ O

�
"h 2=�

�
+ O

�
"3=� 2

�
: (2.61)

Unter der Voraussetzung" < h k•onnen wir den lokalen Fehler in den langsamen

Komponenten auf den h3-Term verk•urzen und haben die Absch•atzung f•ur die lang-

samenKomponenten gezeigt.

5. Schritt: Der Fehler in �

Der lokale Fehler in � ist gegeben durch die Di�erenz

� (t0 + h) � � 1 =
h
2

Z 1

� 1

�
E(�( t1=2 + � h=2)) � WN (t1=2 + � h=2)

+ WD (t1=2 + � h=2)
�

� (t1=2 + � h=2) d�

�
h
2

�
E(� 1=2) � I (t1=2) � ~W 1=2

N + ~W 1=2
D

�
(� 1 + � 0) (2.62)

�
h
2

Z 1

� 1
r (t1=2 + � h=2) d�

+ hP �
1 (t1=2)

�
L10p

1=2
0 + S10q

1=2
0 + TT

1 B T r qU1=2
�

: (2.63)

Dabei ist

r (s) = P1(s)�
�

L10(s)p0(s) + S10(s)q0(s)

+ T1(s)T B T r q U
�
B T0q0(s) + "B T1(s)Q1(s)� (s); s

� �
:

Wir spalten dieseDi�erenz zun•achst auf in die Di�erenz der ersten beiden Terme

(2.62) und die Di�erenz der letzten beidenTerme(2.63).



Verfahrenmit linearer Phasenapproximation 63

(a) Wir untersuchen zun•achst (2.62).

Auch hier f•ugen wir Zwischenterme ein, so dassleichter absch•atzbare Di�erenzen

entstehen. Der ersteZwischenterm entsteht ausdem exakten Integral f•ur � (t0 + h),

indem wir W(t1=2 + � h=2) durch W 1=2 ersetzenund � (t1=2 + � h=2) durch 1
2 (� 1 + � 0).

Aus

W(t1=2 + � h=2) = W 1=2 + �
h
2

_W(t1=2) = W 1=2 + O
�
h=� 2

�

und

� (t1=2 + � h=2) = � (t1=2) +
h
2

Z �

0
_� (t1=2 + � h=2) d� =

1
2

�
� 1 + � 0

�
+ O(h=� )

folgt mit
R1

� 1 E(�( t1=2 + � h=2)) d� = O("=h� ) direkt

h
2

Z 1

� 1

�
E(�( t1=2 + � h=2)) � WN (t1=2 + � h=2)

+ WD (t1=2 + � h=2)
�

� (t1=2 + � h=2) d�

�
h
2

Z 1

� 1

�
E(�( t1=2 + � h=2)) � W 1=2

N + W 1=2
D

� 1
2

�
� 1 + � 0

�
d� = O

�
"h=� 3

�
:

Im zweiten Zwischenschritt ersetzenwir die Phase�( t1=2 + � h=2) durch die lineare

Approximation �( t1=2) + � h=2 �( t1=2). Den dabei entstehendenFehler haben wir

bereits im 3. Schritt diesesBeweisesuntersucht und verwendendiesesErgebnishier:

h
2

Z 1

� 1

 
�

E(�( t1=2 + � h=2)) � E
�
�( t1=2)

�
� E

�
� h=2 �( t1=2)

� �
� W 1=2

N + W 1=2
D

!

1
2

�
� 1 + � 0

�
d� = O

�
h2=� 2

�
:

Der letzte Fehler von (2.62) entsteht durch die Verwendungder Trapez-bzw. Simp-

sonregelbei der Berechnung desIntegrals �( t1=2). Hierf•ur gilt

�( t1=2) � � 1=2 = O
�
h2

�
;

und die durch O symbolisierten Konstanten h•angendabei wedervon " noch von � ,

sondernausschlie�lic h von der Ableitung _� ab, die unabh•angigvon � beschr•ankt ist.

Wir erhalten

h
2

� �
E(�( t1=2)) � E(� 1=2)

�
� I (t1=2) � W 1=2

N + W 1=2
D

�
(� 1 + � 0) = O

�
h2=� 2

�
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Die drei Teile zusammengenommenergeben f•ur die Di�erenz (2.62) mit W anstatt
~W eineGr•o�enordnung von O(h2=� 2) + O("h=� 3).

(b) Die zweite Di�erenz (2.63) wird ebenfalls durch Einf•ugenvon Zwischentermen

in handlichereTeile zerlegt. Dazu vergleichen wir zun•achst

�
h
2

Z 1

� 1
r (t1=2 + � h=2) d� +

h
2

Z 1

� 1
~r (t1=2 + � h=2) d� ;

wobei ~r (t1=2 + � h=2) durch (2.10) gegeben ist.

DieseDi�erenz entspricht dem Modellfehler, den wir im zweiten Schritt diesesBe-

weisesbereits untersucht haben und durch O(" 2h) absch•atzen k•onnen.

Der zweite Zwischenterm entsteht aus~r (t1=2+ � h=2), indemdasArgument t1=2+ � h=2

von L10, S10, T1, B , p0, q0 und U in t1=2 eingefrorenwird und � (t1=2 + � h=2) durch
1
2(� 1 + � 0) ersetztwird. Mit Hilfe der Absch•atzungen _S10 = O(� � 2), � (t1=2 + � h=2) =
1
2 (� 1 + � 0) + O(h=� ) und

R1
� 1 P1

�
�( t1=2 + � h=2)

� �
d� = O("=h) erhalten wir

�
h
2

Z 1

� 1
~r (t1=2 + � h=2) d�

+
h
2

Z 1

� 1
P1

�
�( t1=2 + � h=2)

� �
�

L1=2
10 p0(t1=2) + S1=2

10 q0(t1=2)

+ T1(t1=2)T B T r q U
�
B T0q0(t1=2); t1=2

�

+ "T1(t1=2)T B T r 2
q U

�
B T0q0(t1=2); t1=2

�
B T1(t1=2)Q1(�( t1=2 + � h=2)

�

1
2

�
� 1 + � 0

� �
d�

= O
�
"h=� 2

�
+ O

�
"h 2=�

�
:

Als n•achstesuntersuchen wir den Fehler, der durch die Approximation von p0(t1=2)

und q0(t1=2) mit dem symplektischen Euler-Verfahren entsteht. Im 4. Schritt die-

ses Beweiseshaben wir den Fehler zum Zeitpunkt t1 betrachtet, der durch die

Anwendung dessymplektischen Euler und desadjungierten symplektischen Euler-

Verfahrensaufgetretenist. Der Fehler nach einemhalben Zeitschritt mit dem sym-

plektischen Euler-Verfahrenl•asstsich genausoanalysierenund betr•agt

p1=2
0 � p0(t1=2) = O

�
h2=�

�
; bzw. q1=2

0 � q0(t1=2) = O
�
h2=�

�
:

Diese Fehlerterme stehen unter obigem Integral mit Vorfaktor h und werden da-

her noch einmal mit " multipliziert. So entstehen durch das symplektische Euler-

Verfahrenkeine gr•o�eren Fehler als die bisher entstandenenund sie werden in den
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bisherigenDi�erenzen subsummiert.

DasPotential U bzw. seineGradienten werdenin unseremVerfahrenentwederexakt

•ubergeben oder durch die jeweiligen Di�erenzenquotienten ersetzt.Da U als ausrei-

chend glatt (C3) vorausgesetztworden war, l•asst sich der dabei entstehendeFehler

als O("h) angeben.

Den letzten Schritt bildet die Untersuchung des durch die lineare Phasenapproxi-

mation und Ann•aherungdesIntegrals �( t1=2) entstandenenFehlersin P1 und Q1:

�
h
2

� Z 1

� 1
P1

�
�( t1=2 + � h=2)

�
d� � 2P1(t1=2)

� �

�
L1=2

10 p1=2
0 + S1=2

10 q1=2
0 + T1(t1=2)T B T r q U1=2

�

+
h
2

� Z 1

� 1
E

�
�( t1=2 + � h=2)

�
d� � E

�
� 1=2

�
� I (t1=2)

�
�

�
~W 1=2

N � W 1=2
N

� �
� 1 + � 0

�
:

Auch hier k•onnen wir wieder auf unseregeleistetenVorarbeiten zur•uckgreifen und

erhalten f•ur den ersten Term eine Gr•o�enordnung von O(h2=� ). Im zweiten Term

verwendenwir ~W 1=2
N � W 1=2

N = O(") und k•onnenihn durch O("h 2=� ) absch•atzen.Der

Fehler durch die verwendeteTrapez-bzw. Simpsonregelsubsummiertsich dabei.

(c) Fassenwir (a) und (b) zusammenund verwenden" < h, soerhalten wir f•ur den

lokalen Fehler in � folgendeAbsch•atzung

k� 1 � � (t1)k = O
�
h2=� 2

�
+ O

�
"h=� 3

�
= O

�
h2=� 3

�
(2.64)

und Satz 2 ist bewiesen. 2

2.7.2 Fehlerakkum ulation: Bew eis von Theorem 2

Eine wichtige Voraussetzungf•ur die Untersuchung der Stabilit •at einesVerfahrens

ist eine Aussage•uber dessenLipschitzstetigkeit. Wir untersuchen unser Verfahren

alsozun•achst auf dieseEigenschaft, wobei wir die Notation weiter verk•urzen.

Es sei

yn =
�

pnT

0 ; qnT

0 ; h� nT
�

und Fh : yn ! yn+1

unsererstesVerfahren.
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Es gilt Fh = F 3
h � F 2

h � F 1
h mit

F 1
h :

�
pnT

0 ; qnT

0 ; h� nT
�

!
�

pn+1 =2T

0 ; qn+1 =2T

0 ; h� nT
�

;

F 2
h :

�
pn+1 =2T

0 ; qn+1 =2T

0 ; h� nT
�

!
�

pn+1 =2T

0 ; qn+1 =2T

0 ; h� n+1 T
�

F 3
h :

�
pn+1 =2T

0 ; qn+1 =2T

0 ; h� n+1 T
�

!
�

pn+1 T

0 ; qn+1 T

0 ; h� n+1 T
�

:

Wir zeigennun, dassF 1
h , F 2

h und F 3
h Lipschitzstetig sind mit Konstanten (1 + hL 1),

(1 + hL 2) und (1 + hL 3); damit ist dann auch Fh als Verkettung dieserVerfahren

Lipschitzstetig mit Konstante 1 + hL, L = L 1 + L2 + L3 + O(h).

F•ur F 1
h gilt mit zwei Variablen yn und ~yn

(I +
h
2

L00)
�

pn+1 =2
0 � ~pn+1 =2

0

�
= pn

0 � ~pn
0 �

h
2

S00 (q0 � ~qn
0 )

�
h
2

TT
0 B T

�
r qU(BT0qn

0 ; tn+1 =2) � r qU(BT0~qn
0 ; tn+1 =2)

�

+ O
�
"2=h

�
(qn

0 � ~qn
0 ) + O

�
"2=h

�
(h� n � h~� n);

qn+1 =2
0 � ~qn+1 =2

0 = (I +
h
2

LT
00) (qn

0 � ~qn
0 ) +

h
2

M � 1
0

�
pn+1 =2

0 � ~pn+1 =2
0

�

+
"
2

LT
10Q

�
1 (h� n � h~� n );

h� n � h~� n = h� n � h~� n :

Mit " < h schlie�en wir

kF 1
h (yn) � F 1

h (~yn)k � (1 + hL 1) kyn � ~ynk :

F•ur F 2
h m•ussenwir unserAugenmerkausschlie�lic h auf � richten und erhalten

�
I �

h
2

�
E(� n+1 =2) � I (tn+1 =2) � ~W n+1 =2

N + ~W n+1 =2
D

� �
(h� n+1 � h~� n+1 )

=
�

I +
h
2

�
E(� n+1 =2) � I (tn+1 =2) � ~W n+1 =2

N + ~W n+1 =2
D

� �
(h� n � h~� n )

+ O
�
h2

� �
pn+1 =2

0 � ~pn+1 =2
0 + qn+1 =2

0 � ~qn+1 =2
0

�
;

also

kF 2
h (yn) � F 2

h (~yn)k � (1 + hL 2) kyn � ~ynk :

Analog zu F 1
h verl•auft die Absch•atzung von F 3

h , so dasswir die Formeln hier im

Einzelnennicht ausf•uhren. Insgesamt erhalten wir

kFh(yn) � Fh(~yn )k � (1 + hL) kyn � ~ynk : (2.65)
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Sei nun F n
k (y) =

�
pnT

0 ; qnT

0 ; h� nT
�

die Approximation nach (n � k) Schritten des

Verfahrens,welches bei dem exakten Wert y(tk) gestartet ist (n � k � 1). Es gilt

F n
k (y) = F n

j (F j
k (y)), F n

n (y) = y und damit f•ur den globalenFehler desVerfahrens:

yn � y(tn) = F n
0 (y(t0)) � F n

n (y(tn))

=
n� 1X

k=0

�
F n

k (y(tk)) � F n
k+1 (y(tk+1 ))

�

=
n� 1X

k=0

�
F n

k+1

�
F k+1

k (y(tk))
�

� F n
k+1 (y(tk+1 ))

�
:

Mit F n
k+1 = Fh � Fh � : : : � Fh| {z }

n� (k+1)

und der Lipschitzstetigkeit von Fh aus(2.65) erhalten

wir

kF n
k+1

�
F k+1

k (y(tk))
�

� F n
k+1 (y(tk+1 )) k � (1 + hL)n� (k+1) kF k+1

k (y(tk)) � y(tk+1 )k:

Dabei entspricht kF k+1
k (y(tk)) � y(tk+1 )k demlokalenFehler,denwir in Satz2 bereits

abgesch•atzt haben. Wir setzendie entsprechendenAbsch•atzungen hier ein, wobei

wir den nur lokal wirksamenParameter � vernachl•assigenund betrachten zun•achst

die langsamenKoordinaten p0 und q0:











 
pn

0

qn
0

!

�

 
p0(tn )

q0(tn )

! 










� C
n� 1X

k=0

(1 + hL)n� (k+1) h3 = C h3
n� 1X

k=0

(1 + hL)k

= C h3 (1 + hL)n � 1
hL

� C h2 e(tend � t0 )L � 1
L

:

Wir haben dabei " < h verwendet und die Tatsache, dassdie im lokalen Fehler mit

O bezeichneten Konstanten nicht weiter von " abh•angen.So verbergen sich auch

keine Faktoren 1=" in unsererneuenKonstanten C und wir erhalten zun•achst f•ur

die transformierten Variablen p0 und q0 einen globalen Fehler der Gr•o�enordnung

h2.

Analog zeigenwir

kh� n � h� (tn )k � C h2

bzw.

k� n � � (tn )k � C h:
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Die R•ucktransformation in die Variablen von (1.6) beschert uns f•ur die schnellen

Positionen qn
1 den Gewinn einer Potenz von " gegen•uber � , w•ahrend die schnellen

Momente pn
1 bei einemFehler der Gr•o�enordnung h verbleiben. Bei den langsamen

Variablen ergeben sich durch die R•ucktransformation keineVer•anderungenund die

Absch•atzungenvon Theorem2 sind bewiesen. 2

2.8 Fehleranalyse: Bew eis von Theorem 3 & 4

(Splitting-V erfahren)

Um den globalenFehler des Impuls-Verfahrensabsch•atzen zu k•onnen, m•ussenwir

zun•achst eineAussage•uber dasVerhaltenvon � n machen.Wir widmenunsalsonun

dem erstendiskreten Adiabatensatz(vgl. [8], Kap. XIV).

2.8.1 Bew eis von Satz 3

Auch dieser Beweis verl•auft •uber einen Zwischenschritt. Dazu f•uhren wir ~pn
0 , ~qn

0

und ~� n ein als diejenigenVariablen, die entstehen,wenn wir mit dem exaktenFluss

desSystemsvon H 1 aus (2.29) vorangehenund nicht mit der Approximation, die

durch die Verwendungdes1. Verfahrensdort entstanden ist. Im zweiten Subsystem

verwendenwir ohnediesden exaktenFluss als Verfahren.

Den Fehlerzwischen der Approximation des1. Verfahrensund demFlussdesersten

Subsystemhaben wir bereits in Kapitel 2.7 abgesch•atzt und k•onnen das Ergebnis

von Theorem2 hier f•ur die Di�erenz � n � ~� n verwenden.Dabei m•ussenModellfehler

nicht betrachtet werden,da f•ur unsergesplittetesSystemkein solcher entsteht.

Wir halten zun•achst fest,dass~� n = � h(tn ) gilt, wobei � h(tn ) die Di�eren tialgleichung

_� h = exp
�

�
i
"

�
�

W exp
�

i
"
�

�
� h + r +

nX

j =0

� � j � j

erf•ullt mit W(t) aus (1.31) und

r (t) = � P1(t)�
�

L10(t)ph
0(t) + S10(t)qh

0 (t)
�

:

Wir schreiben dabei ph
0(t) und ph

0(t) f•ur die st•uckweisekonstanten Funktionen, die

die jeweiligen Werte der numerischen L•osungannehmen.
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Weiter gilt

� � j = � hP1(t j )� T1(t j )T B(t j )T r qU
�
B(t j )T0q

j
0 + "B (t j )T1(t j )Q1(t j )� j ; t j

�
;

� � j entspricht alsodem Ausdruck auf der rechten Seitevon (2.33) und � j ist der in

t j lokalisierte Dirac-Impuls.

Aus

~� n � ~� 0 =
Z tn

t0

_� h(s) ds und � n � � 0 =
Z tn

t0

_� h(s) ds+ O(h) + O(")

folgt direkt

� n � ~� n = O(h) + O(") (2.66)

und esbleibt die Di�erenz ~� n � ~� 0 zu untersuchen.

Mit
t j + h=2Z

t j � h=2

� j (s) ds = 1 und

t j + h=2Z

t j

� j (s) ds =

t jZ

t j � h=2

� j (s) ds =
1
2

schreiben wir f•ur tn = nh,

~� n � ~� 0 = � h(tn ) � � h(t0)

=
Z tn

t0

exp
�

�
i
"

�( s)
�

W(s) exp
�

i
"
�( s)

�
� h(s) ds+

Z tn

t0

r (s) ds+ � n :

DieseIntegrale haben wir aber bereits untersucht und wir erhalten durch partielle

Integration analogzum kontinuierlichen Adiabatensatz(1.35)
Z tn

t0

exp
�

�
i
"

�( s)
�

W(s) exp
�

i
"
�( s)

�
� h(s) ds = O(") ;

sowie die gleiche Absch•atzung f•ur
Rtn

t0
r (s) ds.

Mit ch � k� nk � C und " < h w•are die erste Absch•atzung (2.42) gezeigt; die

Untersuchung von � n bedarf allerdingsnoch etwas Arbeit.

Wir verwendendaf•ur die Technik der partiellen Summation,ein diskretesAnalogon

zur partiellen Integration. Durch Induktion l•asst sich zeigen,dassf•ur eine Summe

von Produkten gilt

mX

k=0

xkyk =

 
mX

j =0

x j

!

ym �
m� 1X

k=0

 
kX

j =0

x j

!

(yk+1 � yk) : (2.67)
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Wendenwir dieseFormel nun an auf die Summe� n mit x j = P1(t j )� T1(t j )T B(t j )T

und yj = r qU
�
B(t j )T0qj

0 + "B (t j )T1(t j )Q1(t j )� j ; t j
�
, so erhalten wir

k� nk � Ch












nX

j =0

P1(t j )� T1(t j )T B(t j )T












+ h
n� 1X

k=1












kX

j =0

P1(t j )� T1(t j )T B(t j )T












� kyk+1 � ykk

� Ch












nX

j =0

P1(t j )� T1(t j )T B(t j )T












:

Dabei haben wir die weiterestetigeDi�erenzierbarkeit desPotentials U ausgenutzt,

mit der kyk+1 � ykk � Ch gilt, sowie die Tatsache, dasswir nur beschr•ankte Zeiten

nh < Const. betrachten.

Mit dieserTechnik schreiten wir sukzessive fort (unsern•achstesx j ist P1(t j )� T1(t j )T ,

yj = B(t j )T ), wobei wir die stetigeDi�erenzierbarkeit von B(t) und T1(t) verwenden:

k� nk � Ch












nX

j =0

P1(t j )� T1(t j )T












� Ch












nX

j =0

P1(t j )�












� C�:

2

2.8.2 Bew eis von Theorem 3

Der Fehler der Gr•o�enordnung O(� ) in � n � � 0 impliziert sofort einengleich gro�en

globalenFehler � n � � (tn ) mittels

� n � � (tn ) = � n � � 0 + � 0 � � (tn ) = O(� ) + O(") ;

und ebensoeinenFehlervon O(� ) in denschnellenImpulsenpn
1 . Durch die R•ucktransformation

gewinnenwir in den schnellen Positionen einen Faktor " und erhalten damit die

Absch•atzungenf•ur pn
1 und qn

1 .

F•ur die langsamenVariablen p0 und q0 verwendenwir folgendesLemma:
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Lemma 7 Es sei � h(y) = y+ hFh(y) ein Einschrittverfahren, wobei Fh Lipschitzste-

tig ist mit LipschitzkonstanteL. Wir vergleichendasVerfahren mit einer gest•orten

Version,

yn+1 = � h(yn ) und ~yn+1 = � h(~yn) + dn ;

wobei beideVerfahren von den gleichenStartwerten y0 = ~y0 ausgehen.Die Di�er enz

nach n Schritten ist dann beschr•ankt durch

k~yn � ynk � enhL � max
0� k� n� 1








kX

j =0

dj






 :

Bew eis: Es gilt

~yn � yn = h
n� 1X

j =0

�
Fh(~yj ) � Fh(yj )

�
+

n� 1X

j =0

dj ;

also

k~yn � ynk � Lh
n� 1X

j =0

k~yj � yj k + �

mit � = max
0� k� n� 1








kP

j =0
dj






 .

Die AussagediesesLemmasfolgt dann durch Anwendung desdiskreten Gronwall-

Lemmas.

2

Ignorieren wir bei unseremSplitting-Verfahrennun alle Terme,die " enthalten und

verfolgennur den Weg der langsamenVariablen, so erhalten wir

pn+1 =2
0 = pn

0 �
h
2

�
Ln+1 =2

00 pn+1 =2
0 + Sn+1 =2

00 qn
0 + TT

0 B T r qU(B T0qn
0 ; tn)

�

qn+1 =2
0 = qn

0 +
h
2

�
M � 1

0 pn+1 =2
0 + Ln+1 =2T

00 qn
0

�

pn+1
0 = pn+1 =2

0 �
h
2

�
Ln+1 =2

00 pn+1 =2
0 + Sn+1 =2

00 qn+1
0 + TT

0 B T r qU(B T0qn+1
0 ; tn+1 )

�

qn+1
0 = qn+1 =2

0 +
h
2

�
M � 1

0 pn+1 =2
0 + Ln+1 =2T

00 qn+1
0

�

und bezeichnen dieseApproximation mit Y n+1 :=

 
pn+1

0

qn+1
0

!

.

DiesesVerfahrenist eineVariante desSt•ormer-Verlet-Verfahrens,angewandt auf

_p0 = � L00p0 � S00q0 � TT
0 B T r qU(B T0q0; t) (2.68)

_q0 = M � 1
0 p0 + L00q0: (2.69)
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Es seiY(tn ) :=

 
p0(tn )

q0(tn

!

die exakteL•osungdiesesSystemsund yn :=

 
pn

0

qn
0

!

die

numerischeAnn•aherungan die langsamenVariablen,diedurch dasImpuls-Verfahren

gegeben ist. Wir k•onnen den globalenFehler in den langsamenVariablen nun wie

folgt aufteilen

kyn � y(tn)k � kyn � Ynk + kYn � Y (tn )k + kY(tn ) � y(tn)k

und untersuchen die einzelnenDi�erenzen.

DasImpuls-Verfahrenyn entspricht dabei einerSt•orungdesSt•ormer-Verlet-Verfahrens

Yn , angewandt auf (2.68) und 2.69), mit

dn = h"

 
�

�
TT

0 B(tn )T r 2
qU

�
B(tn )T0qn

0 ; tn

�
B (tn )T1(tn )Q1(tn ) + Sn+1 =2

01 Q1(tn )
�

� n

LT
10Q1(tn )� n

!

+ O
�
h2"

�
:

Mit obigemLemma und partieller Summation schlie�en wir daraus

kyn � Ynk � enhL � max
0� k� n� 1








kX

j =0

dj






 � CenhL � "�:

Dabei werdenwiederdie oszillatorischen Matrizen Q1(t j ) aufsummiert und von den

glatt di�erenzierbaren Matrizen S01, LT
10, T1, B usw. sukzessive die Di�erenzen ge-

bildet.

Die zweite Di�erenz kYn � Y (tn )k entspricht demglobalenFehlerdesSt•ormer-Verlet-

Vefahrens.Mit denSchranken an die zweite Ableitung von p0 bzw. q0 hat dieserFeh-

ler die Gr•o�enordnung O(h2) und wir haben als letztesdie Di�erenz kY(tn ) � y(tn )k

zu untersuchen. DieseDi�erenz ist von der Form

Y(tn ) � y(tn) = "
Z tn

t0

X (s)Q1(s)� (s) ds;

wobei X (s) eine stetig di�erenzierbare und im adiabatischen Fall beschr•ankte Ma-

trixfunktion ist (X (s) ist zum Beispiel � S01(s), LT
10(s) oder der Gradient zweiter

Ordnung von U). Auch die Ableitung von X (s) ist beschr•ankt.

Mittels partieller Integration wie oben gewinnenwir einePotenzvon " und erhalten

kY(tn ) � y(tn)k � C"2:
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Zusammengesetztergibt sich

kyn � y(tn )k = O
�
h2

�
+ O("� )

und die AussagedesTheoremsist bewiesen.

2

2.8.3 Bew eis von Satz 4

F•ur die verbesserteAussagedeszweiten diskreten Adiabatensatzesgreifen wir auf

den Beweis desersten zur•uck. In Abschnitt 2.8.1 haben wir zun•achst den exakten

Fluss f•ur dasersteSubsystem(2.29) eingef•ugt und dann die BewegungdesFlusses

in � abgesch•atzt.

Wir k•onnenden Beweis hier zun•achst ganzanalogf•uhren, wozu wir nur die oszilla-

torischen Matrizen P1(t j ) und Q1(t j ) durch die gemittelten Werte P1(t j ) und Q1(t j )

ersetzenm•ussen.

Dadurch erhalten wir die Absch•atzungen(2.42) und (2.43), jeweils mit P1(t j ) und

Q1(t j ). Mittels sukzessiver partieller Summation schlie�en wir zun•achst

k� nk � h







nX

j =1

P1(t j )� T1(t j )T B(t j )T r qU
�
B(t j )T0qj

0 + B(t j )T1(t j )Q1(t j )� j ; t j

� 






� Ch







nX

j =1

P1(t j )� T1(t j )T B(t j )T







� Ch







nX

j =1

P1(t j )� T1(t j )T







� Ch







nX

j =1

P1(t j )





 :

Nun gilt P1(t j ) = 1
2h

t j + hR

t j � h
P1(s) ds+ O(h), also f•ur tn = nh � Const.






 h

nX

j =1

P1(t j )





 =







Z tn

t0

P1(s) ds





 + O(h) = O(") + O(h) :

Anstatt von k� nk � C� erhalten wir also eine Absch•atzung k� nk � Ch + C" und

damit

� n = � 0 + O(h) + O(") :

2
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2.8.4 Bew eis von Theorem 4

Analog zum Beweis von Theorem 3 erhalten wir aus � n = � 0 + O(h) + O(") die

Absch•atzung � n � � (tn ) = O(h) bzw. nach R•ucktransformation und Reskalierung

pn
1 � p1(tn ) = O(h) und qn

1 � q1(tn ) = O("h).

F•ur die langsamenVariablen gehenwir ebenfalls analogzum Beweis von Theorem

3 vor und erhalten wieder die gleichen Formeln, allerdings mit den Integralen P1

und Q1 anstatt der Punktauswertungen P1 bzw. Q1. Wir benennenunserenume-

rische L•osungwieder mit yn , die exakte L•osungmit y(tn ), die exakte L•osungdes

Systemsohne"-Terme(2.68) bzw. (2.69) mit Y(tn ) und derenApproximation mit-

tels St•ormer-Verlet mit Yn und erhalten

kyn � Ynk � enhL � max
0� k� n� 1








kX

j =0

dj








mit

dj = "hX (t j )Q1(t j )� j ;

wobei X (t j ) wieder f•ur eine stetig di�erenzierbare Matrix mit beschr•ankter Ablei-

tung steht. Damit k•onnenwir partiell summierenund erhalten f•ur tn = nh � Const.

max
0� k� n� 1








kX

j =0

dj






 � max

0� k� n� 1
C"h








kX

j =0

X (t j )Q1(t j )





 � max

0� k� n� 1
C"h








kX

j =0

Q1(t j )







� C"






Z tn

t0

Q1(s) ds





 + O("h) = O

�
"2

�
+ O("h) :

Die Integration am Schlussbeschert uns alsoeinenzus•atzlichen Faktor " .

Der Fehler des St•ormer-Verlet-Verfahrensbleibt bei O(h2) und die Di�erenz zwi-

schen den exakten L•osungenvon urspr•unglicher und vereinfachter Gleichung ist

ebenfalls von gleicher Gr•o�enordnung wie zuvor.

Wir erhalten mit " < h

kyn � y(tn)k = O
�
"2

�
+ O("h) + O

�
h2

�
= O

�
h2

�
;

und haben den globalenFehler f•ur die langsamenVariablen gezeigt.

2



Kapitel 3

Adiabatisc he In tegratoren I I:
quadratisc he

Phasenappro ximation

3.1 Die adiabatisc he Mittelpunktsregel

Unser Ziel ist hier die Entwicklung einesVerfahrensglobaler zweiter Ordnung in

allen Positionen und Impulsen. Daf•ur reicht eine lineare Approximation der Phase

�( t) nicht mehr aus;auch mit dem Ersetzenvon W(tn+1 =2 + � h=2) durch W(tn+1 =2)

bzw.denentsprechendvorgenommenenVereinfachungenin denBl•ockenvon S und L

k•onnenwir die h•ohereOrdnung nicht erreichen. Die Ausdr•ucke m•ussenstatt dessen

ersetzt werdendurch:

�( tn+ 1
2

+ � h=2) � �( tn+ 1
2
) + � h=2 � �( tn+ 1

2
) + � 2h2=8 � _�( tn+1 =2)

W(tn+ 1
2

+ � h=2) � W(tn+ 1
2
) + � h=2 � _W(tn+ 1

2
)

und einer genauerenApproximation an S und L.

Dadurch verkomplizierensich nicht nur die Ausdr•ucke in (2.6), auch �( t) als Argu-

ment von P1 und Q1 in (2.7) und die entsprechendenAusdr•ucke in der langsamen

Di�eren tialgleichung m•ussendurch die genauerenApproximationen ersetzt werden.

Wir legenim FolgendenWert auf die Grundideenund Techniken, die insbesondere

im Umgangmit den auftretenden Integralen •uber oszillatorische Exponentiale ent-

wickelt wurden. In [22] beschr•anken wir uns deshalbmit unserenAusf•uhrungenauf

75
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den speziellenFall von Di�eren tialgleichungenzweiter Ordnung

•q+
1
"2

A(t) q = 0 (3.1)

mit einersymmetrisch positiv de�niten Matrix A(t). Im HamiltonschenFormalismus

entspricht diesdem Fall M (t) � Id. und U(q; t) = 0. Wir gehenhier von eineretwas

allgemeinerenSituation aus, in der ausschlie�lic h U(q; t) = 0 gesetztwird, also

H (p;q; t) =
1
2

pT M (t)� 1p +
1

2"2
qT A(t) q (3.2)

mit symmetrisch positiv de�niten Matrizen M (t) und A(t).

Die Techniken lassensich analogauf dasganzallgemeineHamiltonsystem(1.2) an-

wenden,aus Gr•unden der •Ubersichtlichkeit werden wir die expliziten Formeln hier

allerdingsnur f•ur den Spezialfall (3.2) ausf•uhren.

In diesemFall erhalten wir ausschlie�lic h eine schnelle, transformierte Di�eren tial-

gleichung

_� (t) =
�
E(�( t)) � W(t)

�
� (t); (3.3)

mit einer Matrix W(t) = � 1
2

 
L � LT L + LT

L + LT L � LT

!

, derenDiagonaleNull ist.

L(t) entsteht dabei ausden Transformationen

L(t) = � 
( t)1=2
�

Q(t)T _C(t)T C(t)� T Q(t) + _Q(t)T Q(t)
�


( t)� 1=2 �
1
2


( t)� 1 _
 (t):

(3.4)

Die •UbertragungdesFormalismus auf eineSituation, in der W(t) Nichtnullelemente

auf der Diagonalentr •agt, �ndet sich explizit in [22], wo auch die Behandlunginho-

mogenerDi�eren tialgleichungendiesesTyps erl•autert wird.

Wir entwickeln nun ein Verfahrenmit einemlokalenFehlervon O(h3), dabei seiwie

zuvor h eineZeitschritt weite mit " < h <
p

" und eineZeit tn = t0 + nh �xiert.

Die Konstruktion geht von zwei Gleichungen aus, daf•ur integrieren wir (3.3) von

tn� 1 bis tn+1 und von tn bis tn + � h, und erhalten

� (tn+1 ) = � (tn� 1) + h
1R

� 1

�
E(�( tn + � h)) � W(tn + � h)

�
� (tn + � h)d� (3.5)

bzw.

� (tn + � h) = � (tn ) + h
�R

0

�
E(�( tn + � h)) � W(tn + � h)

�
� (tn + � h)d� : (3.6)
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In dieserSituation ersetzenwir den Ausdruck � (tn + � h) in (3.5) durch die rechte

Seitevon (3.6) und den Zwischenwert W(tn + � h) durch die Taylorentwicklung

W(tn + � h) = W(tn ) + � h _W(tn ) + O
�
� 2h2

�
: (3.7)

Mit � (tn + � h) = � (tn ) + O(� h) und W(tn + � h) = W(tn) + O(� h) in (3.6) erhalten

wir

� (tn+1 ) = � (tn� 1) + hA(tn )� (tn ) + h2B(tn )� (tn ) + h2C(tn )� (tn ) + O(h3)

mit den Matrizen

A(t) =
Z 1

� 1
E(�( t + � h)) d� � W(t); (3.8)

B(t) =
Z 1

� 1
� E(�( t + � h)) d� � _W(t); (3.9)

C(t) =
Z 1

� 1

�
E(�( t + � h)) � W(t)

� Z �

0
E(�( t + � h)) � W(t) d� d� : (3.10)

Dies sind die Grundgleichungen zur Konstruktion desnumerischen Verfahrens,f•ur

welcheswir nun ausreichendgenaueAnn•aherungenan A(tn), B(tn ) und C(tn ) ben•otigen.

Dazu ersetzenwir zun•achst W(tn ) bzw. L(tn ) durch Wn bzw. Ln , indem wir die ent-

sprechendensymmetrischen Di�erenzenquotienten verwenden:

_Cn =
1

2h
(C(tn+1 ) � C(tn� 1)) ; _Qn =

1
2h

(Q(tn+1 ) � Q(tn� 1)) und (3.11)

_
 n =
1

2h
(
( tn+1 ) � 
( tn� 1)) :

Die zugeh•origen Ableitungen werdendurch

_Wn =
1
h

(Wn+1 =2 � Wn� 1=2) (3.12)

angen•ahert, mit

Qn+1 =2 =
1
2

(Q(tn+1 ) + Q(tn )) und _Qn+1 =2 =
1
h

(Q(tn+1 ) � Q(tn ))

sowie den entsprechendenAusdr•ucken f•ur Cn+1 =2, _Cn+1 =2, 
 n+1 =2 und _
 n+1 =2.

Wie bereits angesprochen, gen•ugt eszum Erreichen eineslokalen Fehlersvon O(h3)

nicht, in jedemArgument von E(�) die linearePhasenapproximation zu verwenden.
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Allerdings werdenwir in der Fehleranalyse(Kapitel 3.5) sehen,dasswir auch nicht

•uberall den relativ gro�en Aufwand einer quadratischen Ann•aherung investieren

m•ussen. In einer Weiterentwicklung von [22] n•ahern wir die in B(tn ) und C(tn )

auftretendenPhasen� wie bisherlinear an und verwendenin A (tn ) die quadratische

Approximation der Phase:

�( tn + � h) � �( tn ) + � h�( tn ) +
1
2

� 2h2 _� (tn ): (3.13)

Die Ableitung _�( tn ) wird wieder durch einensymmetrischen Di�erenzenquotienten

approximiert,
_� n =

1
2h

(�( tn+1 ) � �( tn� 1)) ; (3.14)

und das Integral �( tn ) =
Rtn

t0
�( s) ds in der N•aherung� n rekursiv durch die Simp-

sonregelberechnet

� n+1 = � n� 1 +
h
3

�
�( tn+1 ) + 4�( tn ) + �( tn� 1)

�
: (3.15)

Mit diesenApproximationen k•onnenwir die hochoszillatorischematrixwertige Funk-

tion E(�( tn + � h)) ersetzendurch

E A
n (� ) = E(� n + � h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n) (3.16)

= E(� n ) � E(� h�( tn )) � E(
1
2

� 2h2 _� n ); bzw.

En (� ) = E(� n + � h�( tn )) = E(� n ) � E(� h�( tn ))

und erhalten folgendeDarstellung:

� n+1 = � n� 1 + h eA n � n + h2 eBn � n + h2 eCn � n : (3.17)

Dabei werdendie Matrizen A(tn), B(tn ), C(tn ) aus(3.8){(3.10) folgenderma�enap-

proximiert:

eA n =
Z 1

� 1
E A

n (� ) d� � Wn ; (3.18)

eBn =
Z 1

� 1
� En (� ) d� � _Wn ; (3.19)

eCn =
Z 1

� 1

�
En (� ) � Wn

� � Z �

0
En (� ) d� � Wn

�
d� : (3.20)
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Die oszillatorischen Integrale in (3.18){(3.20) bed•urfen einer gesondertenBetrach-

tung. In [15] werdenspezielleQuadraturformeln zur Berechnung von hochoszillato-

rischen Integralenvorgeschlagen,die allerdingszum Teil viele Funktionsauswertun-

genpro Zeitschritt ben•otigen. Wir wollen hier die besondereGestalt obigerIntegrale

ausnutzen und diesedurch sukzessive partielle Integration entwickeln, wie bereits in

[16], [17] und [22] angeregt.Es gibt aber auch die M•oglichkeit, alle Integrale analy-

tisch zu berechnen.

W•ahrend eBn und eCn analytisch, sozusagenmit der Hand am Arm, integriert werden

k•onnenund im Folgendenauch auf dieseWeisebehandeltwerden,gibt esauch f•ur

das kompliziertere Integral in eA n eine M•oglichkeit, es exakt zu berechnen. Daf•ur

betrachten wir einenNebendiagonaleintrag der Matrix:

� Z 1

� 1
E

�
� h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n

�
d�

�

kl

=
Z 1

� 1
exp

�
i
"

�
� h

�
� l (tn ) � � k(tn )

�
+

1
2

� 2h2
� _� n l � _� nk

�
��

d� f•ur k 6= l:

F•ur k = l sind nach De�nition die Eintr •agevon E und damit auch dasIntegral Null.

Mittels quadratischer Erg•anzungerhalten wir

� Z 1

� 1
E

�
� h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n

�
d�

�

kl

= � i

r
2"
ih 2

�
_� n l � _� nk

� � 1=2
exp

�
�

i
2"

(� l (tn ) � � k(tn ))2
�

_� n l � _� nk

� � 1
�

Z v

u
exp(� t2) dt; f•ur k 6= l;

wobei die Substitution

t = i

r
i

2"

�
(� l (tn ) � � k(tn ))

�
_� n l � _� nk

� � 1=2
+ � h

�
_� n l � _� nk

� 1=2
�

verwendet wurde. Die neuenIntegrationsgrenzenu bzw. v lauten:

u = i

r
i

2"

�
(� l (tn ) � � k(tn ))

�
_� n l � _� nk

� � 1=2
� h

�
_� n l � _� nk

� 1=2
�

und

v = i

r
i

2"

�
(� l (tn ) � � k(tn ))

�
_� n l � _� nk

� � 1=2
+ h

�
_� n l � _� nk

� 1=2
�

:
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Das Integral
Rv

u exp(� t2) dt kann nun mittels einer komplexwertigen Fehlerfunktion

als Z v

u
exp(� t2) dt =

p
�

2
erf(u; v)

dargestellt und berechnet werden. Dabei ist erf(u; v) = 2p
�

Rv
u exp(� t2) dt •uber das

Gau�sche Fehlerintegral berechenbar.

Wir k•onnen exp(� t2) als Exponentialfunktion mit imagin•arem Argument jedoch

auch als Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen darstellen und die Integrale

dar•uber mittels Fresnel-Integralen analytisch berechnen.

Ob dieserWegnun eleganter ist alsdie im Folgendenausgef•uhrte, sukzessivepartielle

Integration, bleibt dem Geschmack desLesers•uberlassen;analytisch exakt ist der

erstedabei zumindestbis zur Auswertung der Fehlerfunktionen.

F•ur den zweiten Weg beginnenwir mit dem Integral in eA n und integrierenpartiell
Z 1

� 1
E(� h�( tn )) � E(

1
2

� 2h2 _� n ) d� (3.21)

= E(� h�( tn ) +
1
2

� 2h2 _� n ) �
�
ih

D � (�( tn ))

�
�
�
�

1

� = � 1

�
Z 1

� 1
E(� h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n ) �
�
ih

D � (�( tn)) � �
ih 2

"
D( _� n ) d� ;

mit den durch (2.4) de�nierten Matrizen D(�) und D � (�).

DasneuentstandeneoszillatorischeIntegral kannebenfallspartiell integriert werden:
Z 1

� 1
� E(� h�( tn )) � E(

1
2

� 2h2 _� n) d� (3.22)

= E(� h�( tn ) +
1
2

� 2h2 _� n ) �
�

�
�
ih

D � (�( tn)) �
� �

ih
D � (�( tn))

� � 2� �
�
�
�

1

� = � 1

�
Z 1

� 1
E(� h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n) �
�

�
�
ih

D � (�( tn )) �
� �

ih
D � (�( tn ))

� � 2�

� �
ih 2

�
D( _� n) d� ;

dabei bezeichnet X � 2 die eintragsweisePotenz, dashei�t X � 2 = X � X .

Das letzte Integral ist von der Gr•o�enordnung O(h) und folglich

Z 1

� 1
� E(� h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n ) d� = I A
1 + O(h) mit (3.23)
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I A
1 = J � EA

1 � J � J � EA
0 ; (3.24)

EA
1 = � E(� h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n )

�
�
�
�

1

� = � 1

; (3.25)

EA
0 = E(� h�( tn ) +

1
2

� 2h2 _� n )

�
�
�
�

1

� = � 1

; (3.26)

J =
�
ih

D � (�( tn )) : (3.27)

Wir erhalten A n als O(h2)-Approximation an eA n durch

A n = E(� n ) � I A
0 � Wn mit I A

0 = J � EA
0 � J � I A

1 �
ih 2

�
D( _� n ): (3.28)

Das Integral in eBn k•onnenwir exakt integrieren

Z 1

� 1
� E(� h�( tn )) d� = E(� h�( tn )) �

�
� J � J � J

� �
�1

� = � 1

und mit den entsprechendenAusdr•ucken

I 1 = J � E1 � J � J � E0; (3.29)

E1 = � E(� h�( tn )) j1� = � 1 sowie (3.30)

E0 = E(� h�( tn )) j1� = � 1 (3.31)

erhalten wir
eBn = E(� n ) � I 1 � _Wn : (3.32)

Der Term eCn ist komplizierter, da er ein Doppelintegral enth•alt und sowohl eineMa-

trixm ultiplik ation als auch eintragsweiseMultiplik ationen von Matrizen auftreten.

Zun•achst integrierenwir das innere Integral analytisch,

Z �

0
En (� ) d� = J � (En (� ) � En (0)) (3.33)

und eCn wird zu
Z 1

� 1

�
E(� n + � h�( tn )) � Wn

� �
E(� n + � h�( tn )) � J � Wn

�
d�

�
Z 1

� 1

�
E(� n ) � E(� h�( tn )) � Wn

� �
E(� n ) � J � Wn

�
d� :
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Nach De�nition gilt

(E(�) � M 1)(E(�) � M 2) = (E(�) + I ) � (M 1M2)

f•ur alle Diagonalmatrizen � und alle Matrizen M 1 und M2, deren DiagonaleNull

ist, dabei bezeichnet I die Einheitsmatrix. Diese Gleichheit wenden wir nun an,

integrierenwieder exakt und erhalten

eCn =
�

E(� n ) � J � E0 + 2I
�

�
�

Wn
�
J � Wn

� �
(3.34)

�
�

E(� n ) + I
�

�
� �

J � E0 � Wn

� �
J � Wn

� �
:

Die adiabatische Mittelpunktsregel k•onnenwir alsowie folgt implementieren.

Algorithm us

Es seien � n , � n� 1, C(tn ), C(tn� 1), Q(tn ), Q(tn� 1), 
( tn ), 
( tn� 1), � n , � n� 1 und

Wn� 1=2 ausvorigen Schritten gegeben. Gehef•ur Schritt n + 1 folgenderma�envor:

1. Werte A(tn+1 ) und M (tn+1 ) ausund zerlegeA(tn+1 ) = C(tn+1 )� T C(tn+1 )� 1.

2. Diagonalisiere

C(tn+1 )� 1M (tn+1 )� 1C(tn+1 )� T = Q(tn+1 )
( tn+1 )2Q(tn+1 )T :

3. Berechne Ln und Ln+1 =2 mit (3.4), sowie (3.11) und darausWn bzw. Wn+1 =2.

4. Berechne _Wn und _� n mit (3.12) und (3.14).

5. Berechne J ; EA
0 ; EA

1 ; I A
0 ; I A

1 ; E0; E1; I 1 mit (3.24){(3.31).

6. Berechne A n = E(� n ) � I A
0 � Wn .

7. Berechne eBn = E(� n ) � I 1 � _Wn .

8. Berechne eCn mit (3.34).

9. Aktualisiere � n+1 = � n� 1 + hA n � n + h2 eBn � n + h2 eCn � n :

10. Berechne � n+1 mit (3.15).

11. F•uhre an den gew•unschten Ausgabepunkten eine R•ucktransformation in die

urspr•unglichen Variablen (p;q) durch.
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Auch wenn diesesVerfahrenrelativ kompliziert in der Notation ist, erfordert esnur

eineFunktionsauswertung von A(t) pro Zeitschritt. Wie bei denVerfahrenmit linea-

rer Phasenapproximation mussauch hier wiederauf die Reihenfolgeder Eigenwerte

in 
( t) geachtet und k•unstliche Vorzeichenwechsel in den Eigenvektoren sind tun-

lichst zu vermeiden.

Da diesesVerfahren ein Zweischrittv erfahren ist, ben•otigen wir einen Startschritt

� 0 ! � 1. Daf•ur verwendenwir

� 1 = � 0 + hA 0� 0 + h2 eB0� 0 + h2 eC0� 0

mit Integration von 0 bis 1 anstatt von -1 bis 1. Um W0, _W0, � 1 und � 0 mit denent-

sprechendenApproximationen berechnen zu k•onnen,ben•otigen wir zwei zus•atzliche

Funktionsauswertungen von A in t1=2 = t0 + h=2 und t � 1=2 = t0 � h=2.

Mit den Techniken diesesKapitels erhalten wir relativ schnell einenweiteren Inte-

grator globalerzweiter Ordnung, der auf einemAnsatz von Magnus beruht. Diesen

werdenwir im n•achsten Abschnitt n•aher betrachten.

3.2 Das adiabatisc he Magn usverfahren

Magnus [24] stellt die L•osungeiner linearen Di�eren tialgleichung

_� (t) = N (t)� (t)

mit einer zeitabh•angigenMatrix N (t) dar als Multiplik ation desAnfangswertesmit

einer Exponentialfunktion,

� (t) = exp(M (t)) � (t0);

wobei M (t) durch die Magnusreihegegeben ist:

M (t) =
Z t

t0

N (� )d� �
1
2

Z t

t0

� Z �

t0

N (� ) d� ; N (� )
�

d�

+
1
4

Z t

t0

� Z �

t0

� Z �

t0

N (� ) d� ; N (� )
�

d� ; N (� )
�

d�

+
1
12

Z t

t0

� Z �

t0

N (� ) d� ;
� Z �

t0

N (� ) d� ; N (� )
��

d� + � � � :
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Die Klammern [� ; �] bezeichnen dabei den Kommutator [X ; Y ] = X Y � YX .

Die ineinander verschachtelten Terme aus Kommutatoren und Integralen werden

schnell kompliziert, weshalbwir die Reihe f•ur eine numerische Berechnung abbre-

chen und die Integrale durch geeigneteQuadraturen ersetzen,siehezum Beispiel

[14].

Unser Verfahren soll zeitsymmetrisch werden, da Verfahren mit dieserEigenschaft

ein besseresLangzeitverhalten zeigen [8]. Deshalb machen wir einen Zeitschritt

vorw•arts, einenr•uckw•arts und mitteln diese,indem wir setzen:

M �
n = h

Z 1

� 1
N (tn + � h) d� �

h2

2

Z 1

� 1

� Z �

� 1
N (tn � � h)d� ; N (tn � � h)

�
d� ;

Mn = (M +
n + M �

n )=2

sowie

� n+1 = exp(M n )� n� 1:

In unseremFall der Di�eren tialgleichung (3.3) hat N (t) die Gestalt

N (t) = E(�( t)) � W(t);

und wieder m•ussenwir auf Grund des Auftretens von E(�( t)) in N (t) oszillato-

rische Integrale berechnen. Auch hier m•ochten wir nur eine Funktionsauswertung

pro Zeitschritt investieren, so dasswir die Techniken aus dem vorigen Abschnitt

erneut anwenden.Auch werden�( tn + � h) und W(tn + � h) wieder entsprechend li-

near bzw. quadratisch approximiert. Mit diesenSubstitutionen erhalten wir Terme,

die zu denenim vorigen Kapitel identisch bzw. sehr •ahnlich sind und beschr•anken

unsdeshalbhier auf die Angabe desAlgorithmus f•ur ein sogenanntes \adiabatisches

Magnus-Verfahren":

Algorithm us

1. bis 7. Gehevor wie bei der adiabatischen Mittelpunktsregel.

8. Berechne

eCn = 1
2(E(� n ) � J � E0 + 2I ) � [Wn ; J � Wn ]

+ 1
4[E(� n ) � J � E1 � Wn ; E(� n ) � J � E0 � Wn ]:
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9. Berechne M n und � n+1 :

Mn = hA n + h2 eBn + h2 eCn ;

� n+1 = exp(M n ) � n� 1:

10. bis 11. Gehevor wie bei der adiabatischen Mittelpunktsregel.

Auch diesesVerfahrenist ein Zweischrittv erfahren.

Den Startschritt k•onnen wir wie bei der adiabatischen Mittelpunktsregel erhalten

oder durch Modi�k ation desobigenMagnusschrittes.

Wir haben hier zwei Verfahrenvorgestellt, die im Gegensatzzu den Verfahrenaus

Kapitel 2 Zweischrittv erfahren sind. Wir ben•otigen dabei f•ur jeden neuen Schritt

die beiden vorherigenSchritte. Im vorigen Kapitel musstenwir daf•ur nur auf den

letzten Schritt zur•uckgreifen, verwendetenallerdings zwei Funktionsauswertungen

pro Zeitschritt. Hier kommen wir mit einer Funktionsauswertung pro Zeitschritt

aus. Von der quadratischen Phasenapproximation und den besserenN•aherungen

an die auftretenden Matrizen versprechen wir uns eine Erh•ohung der Ordnung vor

allem in denschnellenImpulsen.Ob diesauch erreicht wird, werdenwir im n•achsten

Abschnitt sehen.

3.3 Fehleranalyse: Resultate

Wir beschr•anken uns auch hier zun•achst auf eine Darstellung der Ergebnisseals

S•atze bzw. Theoreme und verweisen auf die Kapitel 3.5 und 3.6 f•ur die Bewei-

se.Wie in Kapitel 2.4 setzt sich die Untersuchung der Ordnung von adiabatischer

Mittelpunktsregel und adiabatischem Magnus-VerfahrenzusammenauseinemSatz

•uber die Absch•atzung des lokalen Fehlersund einem folgendenTheorem •uber die

Fehlerakkumulation bzw. Stabilit •at.

Zun•achst wiederholenwir die bereits bekannten Voraussetzungen:

V1 Es gilt die Energiebeschr•ankung H (p;q; t) � Const. f•ur die Anfangswerte und

die Funktionen in (1.2) sindausreichendoft di�erenzierbar (C3 mit unabh•angig

von " beschr•ankten Ableitungen).
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V2 Die orthogonale Matrix Q(t) aus dem zweiten Schritt des Algorithmus hat

beschr•ankte Ableitungen mit _Q(t) = O(� � 1) und •Q(t) = O(� � 2).

V3 Die Frequenzen! k(t) erf•ullen f•ur alle Zeiten t 2 [t0 ; tend] die Ungleichungen

j! k(t) � ! l (t)j � � und ! k(t) � Const. > 0 8k; l = 1; : : : ; m mit k 6= l.

V4 Die Schritt weite h erf•ullt " < h <
p

".

In der adiabatischen Situation gilt zudem 1
� < Const.

Wir wollen die Auswirkungen von nichtadiabatischen •Uberg•angenauf die Genau-

igkeit unsererVerfahrenwieder anhand desersten lokalen Fehlerbeweisesverfolgen

und gehenansonstendurchweg von der adiabatischen Situation aus, in der 1
� <

Const. erf•ullt ist.

Satz 5 Unter den VoraussetzungenV1-V4 gilt f•ur den lokalenFehler der adiabati-

schenMittelpunktsregel





 � (tn+1 ) �

�
� (tn� 1) + hA n � (tn ) + h2 eBn � (tn ) + h2 eCn � (tn )

� 




 � Ch3=� 3; (3.35)

mit einer von " unabh•angigenKonstanten C.

Bew eis: SieheKapitel 3.5.

Eine Fastkreuzungder Eigenwerte mit kleinen Werten von � hat also auch hier die

Auswirkungen,die wir in Kapitel 2.4durch einedezidierteVerfolgungdesParamters

� im lokalen Fehler bereits festgestellt haben. Die VerbesserungunsererVerfahren

in einer solchen Situation mittels adaptiver Schritt weitensteuerunghaben wir in

Kapitel 2.6 eingehenderl•autert.

In der transformierten Variablen � haben wir nun eine Potenz von h im Fehler

gegen•uber denVerfahrenmit linearerPhasenapproximation gewonnen.Wie gewohnt

reduziert sich diesdurch die Fehlerakkumulation auf h2 im globalenFehler und wir

erhalten nach n Schritten desVerfahrens:
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Theorem 5 Seien � n , pn and qn die durch die adiabatische Mittelpunktsregel ge-

gebenen Approximationen an � (tn ) bzw.die urspr•unglichenKoordinaten p(tn ) und

q(tn ). Unter den VoraussetzungenV1-V4 und 1
� < Const. gelten f•ur den Fehler in

tn = t0 + nh folgendeSchranken:

k� (tn ) � � nk � Ch2;

kp(tn ) � pnk � Ch2;

kq(tn ) � qnk � C"h 2:

Die Konstanten C h•angendabei nicht von ", n und h ab so langenh < Const. gilt.

Bew eis: SieheKapitel 3.5.

F•ur dasadiabatischeMagnus-Verfahrenerhaltenwir eineanalogeFehlerabsch•atzung:

Theorem 6 Unter den Voraussetzungenvon Theorem 5 gilt f•ur den Fehler des

adiabatischenMagnus-Verfahrensaus Kapitel 3.2

k� (tn ) � � nk � Ch2;

kp(tn ) � pnk � Ch2;

kq(tn ) � qnk � C"h 2:

Die Konstanten C h•angendabei nicht von ", n und h ab so langenh < Const. gilt.

Bew eis: SieheKapitel 3.6.

Die quadratische Ordnung im Fehler von � f•uhrt also auch zu einer quadratischen

Ordnung in den schnellen Impulsen und wir haben das Ziel erreicht, den Approxi-

mationsfehlerin allen Variablen durch Ch2 zu beschr•anken.

Im n•achsten Abschnitt werden wir das Verhalten der Verfahren mit quadratischer

Phasenapproximation illustrieren und mit dem Verhalten bekannter Verfahrenver-

gleichen..
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3.4 Numerisc he Beispiele

Zur Illustration des Verhaltens von adiabatischer Mittelpunktsregel und adiabati-

schem Magnus-Verfahrenverwendenwir wieder das Fastkreuzungsbeispiel aus Ab-

schnitt 2.5.2bzw. 1.5.2und vergleichen unserebeidenneuenVerfahrenmit anderen

numerischen Integratoren, die hier etwas spezieller gew•ahlt sind als das St•ormer-

Verlet-Verfahrenin Kapitel 2.5:

� dasmodi�zierte Magnus-Verfahrenklassischer vierter Ordnung pr•asentiert von

A. Iserlesin [13] (MMagnus),

� das urspr•ungliche Magnus-Verfahren zweiter Ordnung (Magnus) angewandt

auf
 

_p

_q

!

=
1
"

 
0 � 
( t)


( t) 0

!  
p

q

!

+

 
� L(t) 0

0 L(t)T

!  
p

q

!

;

� ein Verfahrenvom Gautschi-Typ, angewandt auf (3.1) mit

qn+1 � 2cos
�

h
�


 n

�
qn + qn� 1 = 0:

Im Magnus-Verfahren zweiter Ordnung haben wir die Integrale durch eine Gauss-

Quadratur vierter Ordnung approximert, um der hochoszillatorischen Struktur die-

ser Integrale Rechnung zu tragen.

Abbildung 3.1 zeigt den durchschnittlic hen Fehler in � , logarithmisch geplottet ge-

gen die Schritt weite f•ur verschiedeneWerte von ". Wir erkennen an der Steigung

der gepunktetenLinie f•ur kleine Schritt weiten h < " die vierte Ordnung desmodi-

�zierten Magnus-Verfahrens,w•ahrenddie adiabatischen Integratoren •uberall zweite

Ordnung zeigen.Die Erh•ohung der Ordnung auf zwei gegen•uber den adiabatischen

Integratoren mit linearer Phasenapproximation (Ordnung 1), die wir im vorigen

Abschnitt als theoretisches Resultat angegeben haben und im n•achsten Abschnitt

beweisenwerden,zeigt sich alsoganzklar im numerischen Experiment.

Im f•ur uns interessanten Schritt weitenbereich h > " zeigendie meisten Verfahren

Schritt weitenresonanzenf•ur bestimmte Werte von h. Das Verfahrenvom Gautschi-

Typ ist ganzklar dasungenauestevon den geplotteten. Allerdings haben wir Stan-

dardintegratoren wie zum Beispieldie Trapezregelhier erst gar nicht eingezeichnet,

gegen•uber denenein solchesGautschi-Verfahrennoch deutlich im Vorteil w•are.
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Abbildung 3.1: Fehler in � , geplottet gegendie Schritt weite f•ur " = 0:01, " = 0:001

und " = 0:0001; adiabatische Mittelpunktsregel (durchgezogeneLinie) und adia-

batisches Magnus-Verfahren (dicke durchgezogeneLinie) verglichen mit MMagnus

(gepunktet), Magnus (gestrichelt) und Gautschi-Typ (Kreuze); � = 1.

Die adiabatischen Integratorenzeigenf•ur " = 0:01 vergleichbare Genauigkeit zu den

Magnus-Integratoren, sind aber signi�k ant genauerje kleiner " wird.

Da die meistender Vergleichsverfahrenmehr alseineFunktionsauswertung pro Zeit-

schritt ben•otigen, plotten wir in Abbildung 3.2 den Fehler der Verfahren logarith-

misch gegendie Anzahl der ben•otigten Funktionsauswertungen.

Hier wird der Vorteil der adiabatischen Integratoren gegen•uber den anderenVer-

fahren noch deutlicher. Bei gleicher Anzahl von Funktionsauswertungen zeigendie

adiabatische Mittelpunktsregel und dasadiabatische Magnus-Verfahrendeutlich ge-

ringere Fehler vor allem f•ur kleine Werte von ".

Beim Auftreten von Fastkreuzungenw•urden allerdingsauch dieseVerfahrenkleinere

Schritt weiten und damit mehr Funktionsauswertungenben•otigen, um die nichtadia-

batischen •Uberg•angein � au
 •osenzu k•onnen.Die Wahl adaptiver Schritt weiten wie

in Kapitel 2.6 kann hier Abhilfe scha�en.

Die investierte Arbeit zahlt sich also aus: insbesonderemit starken Oszillationen

kommen die adiabatischen Integratoren deutlich besserzurecht als die Vergleichs-

verfahren.
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Abbildung 3.2: Fehler in � geplottet gegendie Anzahl von Funktionsauswertungen

f•ur die gleichen Verfahrenund Daten wie oben (Abbildung 3.1).

Aber ein gutes St•uck Arbeit steckt noch in dem Beweis der Fehlerabsch•atzungen,

der theoretischen Grundlage f•ur die Bilder diesesAbschnitts.

3.5 Fehleranalyse: Bew eis von Theorem 5

Analog zu Kapitel 2.7 werden wir zun•achst die Aussagevon Satz 5 •uber den loka-

len Fehler beweisenund dann •uber Fehlerakkumulation bzw. Stabilit •at desVerfah-

rensund R•ucktransformation zum globalenFehler in den urspr•unglichen Variablen

•ubergehen.Wieder haben wir zum einen die Potenzen von h im Auge zu behal-

ten, zum anderenauf das Auftreten von "-Termen im Nenner zu achten, die uns

h-Potenzenkostenk•onnen.

Auch den Parameter � wollen wir zumindest im Beweis des lokalen Fehlersbeob-

achten und fassenwieder mit C bzw. O verschiedenenicht n•aher bezeichnete, aber

von " und h unabh•angigeharmloseKonstanten zusammen.

3.5.1 Bew eis von Satz 5

Wir zeigendie Absch•atzung f•ur den lokalen Fehler, indem wir die Di�erenz (3.35)

wieder in handlichereTeile aufspalten.
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Dazu folgenwir [22] und f•uhren folgendeNotation ein:

� De�niere bA n , bBn und bCn jeweils wie in (3.8), (3.9) und (3.10), wobei W(tn )

durch die Approximation Wn ersetzt wird und _W(tn ) durch _Wn .

� De�niere �A n , �Bn , und �Cn jeweils wie in (3.18), (3.19) und (3.20), wobei � n

durch �( tn ) und _� n durch _� (tn ) ersetzt wird.

Mit dieserNotation k•onnenwir den lokalen Fehler in vier Teile zerlegen

� (tn+1 ) �
�

� (tn� 1) + hA n � (tn ) + h2 eBn � (tn ) + h2 eCn � (tn )
�

= � (tn+1 ) �
�

� (tn� 1) + h bA n � (tn ) + h2 bBn � (tn ) + h2 bCn � (tn )
�

(3.36)

+
�

h bA n + h2 bBn + h2 bCn

�
� (tn ) �

�
h �A n + h2 �Bn + h2 �Cn

�
� (tn ) (3.37)

+
�
h �A n + h2 �Bn + h2 �Cn

�
� (tn) �

�
h eA n + h2 eBn + h2 eCn

�
� (tn ) (3.38)

+ h eA n � (tn ) � hA n � (tn ) : (3.39)

DieseTeile k•onnen nun jedesf•ur sich mit Hilfe der folgendenInterpretationen ab-

gesch•atzt werden:

(3.36) ist der Fehler, der durch das Ersetzen der Zwischenwerte von W und _W

durch (3.7), (3.11) und (3.12) entsteht bzw. durch dasEinfrieren von � (tn + � h) in

� (tn ). Die linearebzw. quadratische Approximation der Phase�( tn + � h) verursacht

die Di�erenz (3.37), w•ahrend die Berechnung desIntegrals �( tn ) an sich durch die

Simpsonregeldie Ursache von (3.38) ist. Die Integrale in eBn und eCn haben wir exakt

integriert, wohingegenwir uns bei eA n f•ur die Technik der sukzessiven partiellen In-

tegration entscheidenk•onnen.DiesesVorgehenist verantwortlich f•ur die Entstehung

der Di�erenz (3.39).

1. Schritt: Absc h•atzung von (3.36)

Mit (3.11) und (3.12) k•onnenwir leicht folgendeAbsch•atzungenzeigen

kW(tn) � Wnk � Ch2 k@3Qk = Ch2=� 3;

k _W(tn ) � _Wnk � Ch k@3Qk = Ch=� 3

und erhalten

kW(tn + � h) � Wn � � h _Wnk � Ch2(k@3Qk + k •Wk) = Ch2=� 3 sowie

kW(tn + � h) � Wnk � Chk _Wk + O(h2=� 3) :
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Weiter gilt

� (tn + � h) � � (tn ) = h
Z �

0

�
E(�( tn + � h)) � W(tn + � h)

�
� (tn + � h) d�

und damit unter Verwendungvon j� j � 1

k� (tn + � h) � � (tn )k � Ch kWk :

Mit diesenAbsch•atzungenk•onnenwir (3.36) beschr•anken durch

Ch3(k@3Qk + k •Wk + k _Wk kWk + kWk3) = Ch3=� 3:

2. Schritt: Absc h•atzung von (3.37)

In diesemSchritt betrachten wir zun•achst den Fehler, der durch die lineare Appro-

ximation von � in den Integralenvon bBn und bCn entstanden ist. SolcheTermehaben

wir bereits in Schritt 3 des Beweisesvon Satz 2 (Kapitel 2.7) untersucht und wir

greifenhier auf die dortige Notation zur•uck, indem wir schreiben

E
�
�( t + � h)

�
� E

�
�( t) + � h �( t)

�

=
i� 2h2

"
E

�
�( t) + � h�( t)

�
� F (t; � h; R);

mit der durch (2.57) de�nierten Funktion F , bei der R dasRestgliedder Taylorreihe

nach dem linearenTerm ist. F•ur das Integral •uber dieseDi�erenz gilt hier wie dort
Z 1

� 1
E

�
�( t + � h)

�
� E

�
�( t) + � �( t)

�
d� (3.40)

=
ih 2

"
E(�( t)) �

Z 1

� 1
E(� h �) � � 2F (t; � h; R) d� = O

�
h
�

�
: (3.41)

Es ist also

h2
�

bBn � �Bn

�
= h2E(�( tn )) �

Z 1

� 1
� E(� h �( tn )) �

i� 2h2

"
F (tn ; � h; R) d� � _Wn

= h2 ih 2

"
E(�( tn )) �

Z 1

� 1
E(� h �( tn )) � � 3F (tn ; � h; R) d� � _Wn

= O
�
h3=� 3

�

f•ur " < h und _Wn = O(1=� 2).
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Weiter gilt

h2
�

bCn � �Cn

�
= h2

 

E(�( tn )) �
Z 1

� 1
E(� h �( tn )) �

i� 2h2

"
F (tn ; � h; R) � Wn

!

 Z �

0
E

�
�( tn + � h)

�
d� � Wn

!

d�

+ h2

 

E(�( tn )) �
Z 1

� 1
E(� h �( tn )) � Wn

!

 

E(�( tn ) �
Z �

0
E

�
� h�( tn )

�
�

i� 2h2

"
F (tn ; � h; R) d� � Wn

!

d� :

Wir betrachten denerstenTerm, approximieren die Phaseim zweiten Integral linear

und erhalten mit J = "
ih D � (�( tn ))

h2

 

E(�( tn )) �
Z 1

� 1
E(� h �( tn )) �

i� 2h2

"
F (tn ; � h; R) � Wn

!

 

E(�( tn ) � J �
�

E
�
� h�( tn )

�
� E(0)

�
� Wn

!

d� + O
�
h3=� 3

�

= h2

 Z 1

� 1
E(�( tn )) � E(� h �( tn )) + I

!

�

 
� i� 2h2

"
F (tn ; � h; R) � Wn

� �
J � Wn

�
!

d�

� h2

 

E(�( tn ) + I

!

�
Z 1

� 1

 
�

E(� h �( tn)) �
i� 2h2

"
F (tn ; � h; R) � Wn

� �
J � Wn

�
!

d�

+ O
�
h3=� 3

�

= O
�
h3=� 3

�
:

Dabei haben wir wieder unserVorwissenaus (3.41) eingesetzt.

Mit der gleichenTechnik k•onnenwir auch denzweitenTermabsch•atzenund erhalten

insgesamt

h2
�

bCn � �Cn

�
= O

�
h3=� 3

�
:

F•ur die Di�erenz h
�

bA n � �A n

�
bauenwir zun•achst dengleichenFormalismus f•ur die

quadratische Phasenapproximation auf, wie wir ihn f•ur die linearebereits mehrfach

mit Erfolg verwendet haben.
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Dazu schreiben wir � 3h3R(t; � h) als Restgliedder Taylorentwicklung nach dem qua-

dratischen Term (3.13), dashei�t

�( t + � h) = �( t) + � h�( t) +
1
2

� 2h2 _�( t) + � 3h3R(t; � h); und kR(t; � h)k � Ck•� k:

Au�erdem de�nieren wir wiedereinematrixwertige und nach t stetig di�erenzierbare

Funktion F durch

F (t; x) = D(R(t; x)) �
Z 1

0
E(� x3R(t; x))d� =

�
ix 3

�
E(x3R(t; x)) � E(0)

�

f•ur x 6= 0 und durch den entsprechendenGrenzwert f•ur x = 0.

F (t; x) ist beschr•ankt durch

kF (t; x)k = C kR(t; x)k � C k•� k: (3.42)

Wir verwendendieseDe�nition und erhalten wie oben:

h bA n � h �A n

= hE(�( tn )) �
R1

� 1 E
�

� h�( tn ) + 1
2 � 2h2 _� (tn )

�
� i� 3h3

� F (tn ; � h) d� � Wn :

DiesesIntegral ist exakt dasgleiche wie in [16]. Wir integrierenpartiell,

R1
� 1 E

�
� h�( tn ) + 1

2 � 2h2 _�( tn )
�

� i� 3h3

� F (tn ; � h) d�

=
R�

� 1 E(� h�( tn ))d� � E
�

1
2 � 2h2 _�( tn )

�
� i� 3h3

� F (tn ; � h)
�
�
�
1

� = � 1

�
R1

� 1

R�
� 1 E(� h�( tn ))d� � d

d�

�
E

�
1
2 � 2h2 _�( tn )

�
� i� 3h3

� F (tn ; � h)
�

d� :

Mit der bereits oben verwendetenanalytischen Integration

Z �

� 1
E(� h�( tn )) d� =

�
ih

D �
�
�( tn )

�
�

�
E(� h�( tn )) � E(� h�( tn ))

�

und
d
d�

�
E

�
1
2 � 2h2 _�( tn )

�
� i� 3h3

� F (tn ; � h)
�

= i� h2

� D( _� (tn )) � E
�

1
2 � 2h2 _�( tn )

�
� i� 3h3

� F (tn ; � h)

+ E
�

1
2 � 2h2 _�( tn )

�
� ih 3

�
d
d� (� 3F (tn ; � h))
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k•onnenwir hier feststellen

kh bA n � h �A nk � C
h3

�
k•� k kWk = C

h3

� 3
:

Dabei geht ein, dassdie Ableitungen von �, die im adiabatischenFall zwar glatt und

beschr•ankt sind, beim Auftreten einer FastkreuzungUnstetigkeiten haben k•onnen.

3. Schritt: Absc h•atzung von (3.38)

Die Fehler der Simpsonregel(3.15) und des symmetrischen Di�erenzenquotienten

(3.14) sind
k�( tn ) � � nk � Ch4 k@3� k;

k _� (tn ) � _� nk � Ch2 k@3� k:

Es gilt also

�A n � eA n =
R1

� 1 E
�
�( tn ) + � h�( tn ) + 1

2 � 2h2 _�( tn )
�

� E
�
� n + � h�( tn ) + 1

2 � 2h2 _� n

�
d� � Wn

= O(h2 k@3� k kWk) :

Dabei haben wir h2

" � 1 verwendet.
�Bn � eBn und �Cn � eCn erzeugenauf Grund des Vorfaktors h2 nur Fehler h•oherer

Ordnung und wir erhalten die Beschr•ankung Ch3=� 3 f•ur (3.38).

4. Schritt: Absc h•atzung von (3.39)

Die Integrale mit linearer Phasenapproximation haben wir analytisch integriert, so

dass eBn und eCn keinenweiterenFehlererzeugen.Mit Hilfe der Fehlerfunktionenl•asst

sich dies f•ur eA n ebenfalls realisierenund wir k•onnten den Beweis hier abschliessen.

Der durch die sukzessive partielle Integration entstehendeFehler ist allerdings mit

(3.21), (3.22) und (3.23) schnell abgesch•atzt. Zun•achst schreiben wir

eA n � A n = E(� n ) �

 
R1

� 1 E
�

� h�( tn ) + 1
2 � 2h2 _� n

�
d�

�
�

�
ih D � (�( tn)) � EA

0 � hD � (�( tn)) � D( _� n ) � I A
1

�
!

� Wn :

Aus (3.22) und (3.23) folgt
Z 1

� 1
� E

�
� h�( tn )

�
� E

� 1
2

� 2h2 _� n

�
d� = I A

1 + O(h=� ) + O
�
"=� 2

�
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und damit R1
� 1 E

�
� h�( tn )

�
� E

�
1
2 � 2h2 _� n

�
d�

=
�

�
ih D � (�( tn )) � EA

0 � hD � (�( tn )) � D( _� n) � I A
1

�

+ O(h2=� ) + O("h=� 2)

Insgesamt gilt mit " < h

k eA n � A nk � C
�

h
�

� 2

kWk � C
h2

� 3
;

und der lokale Fehler in � ist wie gew•unscht durch Ch3=� 3 beschr•ankt.

F•ur den Startschritt gilt eineBeschr•ankung von Ch2. 2

3.5.2 Bew eis von Theorem 5

Der Beweis hier verl•auft vollst•andig analogzu [16], weshalbwir die Darstellung im

Folgendenetwas verk•urzen.

Zun•achst mussdasZweischrittv erfahrenalsEinschrittv erfahrenin einemRaum dop-

pelter Dimensiondargestellt werden.Wir verwendendaf•ur die Bezeichnungen

v(tk+1 ) =

 
� (tk+1 )

� (tk)

!

; vk+1 =

 
� k+1

� k

!

; J =

 
0 I

I 0

!

;

M k =

 
A k + h eBk + h eCk 0

0 0

!

:

In dieserNotation hat die adiabatische Mittelpunktsregel die Gestalt

vk+1 = (J + hM k)vk (3.43)

und der lokale Fehler in der Einschrittform ulierung wird mit

dk+1 =
�
J + hM (tk)

�
v(tk) � v(tk+1 ) = O

�
h3

�

bezeichnet. Dabei ist M (tk) genausode�niert wie M k , allerdings wird der exakte

Wert �( tk) anstelle der Approximation � k in den Ausdr•ucken A k , eBk und eCk ver-

wendet.
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Hieraus ergibt sich f•ur den globalen Fehler en = vn � v(tn ) nach n Schritten des

Verfahrens

en+1 = vn+1 � v(tn+1 )

=
�
J + hM n

�
vn �

�
J + hM (tn )

�
v(tn ) + dn+1

= Jen + hM nen + dn+1 + cn+1

mit cn+1 = h
�
M n � M (tn)

�
v(tn ).

Durch Induktion l•asstsich leicht zeigen,dassgilt

en+1 = J ne1 + h
nX

k=1

J n� kM kek +
n+1X

k=2

J n+1 � kdk +
n+1X

k=2

J n+1 � kck : (3.44)

In ck+1 = h
�
M k � M (tk)

�
v(tk) geht im wesentlichen der Fehler durch die Verwen-

dung der Simpsonregelein, den wir bereits als � n � �( tn ) = O(h4) kennengelernt

hatten. Es folgt ck = O(h4) und damit ist die Norm der letzten Summein (3.44)

durch Ch3 beschr•ankt.

F•ur dk gilt dk = O(h3) und damit











n+1X

k=2

J n+1 � kdk












� Ch2:

Der Fehler im Startschritt, der mit e1 bezeichnet wird, ist ebenfalls durch Ch2

beschr•ankt und esfolgt f•ur (3.44) mit M = maxk kM kk und kJk = 1 :

ken+1 k � hM
nX

k=2

kekk + Ch2 :

DieseDarstellung er•o�net uns die M•oglichkeit, dasdiskrete Gronwall-Lemma anzu-

wendenund wir schliessenf•ur n mit nh � Const.

ken+1 k � Ch2:

Dies entspricht wegenk� (tn) � � nk � kenk der erstenFehlerabsch•atzung von Theo-

rem 5.

Die weiteren Absch•atzungen ergeben sich wie gewohnt durch R•ucktransformation

und Reskalierung, wodurch die Positionen wieder eine Potenz von " gegen•uber �

und den Impulsen gewinnen. 2
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3.6 Fehleranalyse: Bew eis von Theorem 6

Der einzig neueFehler, der beim adiabatischen Magnus-Verfahren im Vergleich zur

adiabatischen Mittelpunktsregel auftaucht, ist der Fehler durch den Abbruch der

Magnus-Reihe.

Die verwendetenTaylor-Reihen,Di�erenzenquotienten, Phasenapproximationen und

Ann•aherungenan die Integrale bleiben genaudieselben wie zuvor.

Wir ersparenuns deshalbdaserneuteAufschreiben und Absch•atzendieserDi�eren-

zenund konzentrieren uns ausschlie�lic h auf denFehler,der durch den Abbruch der

Magnus-Reiheentsteht.

Wir brechendie Magnus-Reihenach demerstenKommutator ab, waseinenin der Li-

teratur wohlbekannten lokalenFehlervon O(h5) verursacht, solangedasProdukt von

Schritt weite und maximaler Frequenzklein bleibt. Allerdings ist dieseAbsch•atzung

nicht gleichm•a�ig in " .

Unter Einbeziehung von " < h <
p

" bleibt uns aber immer noch ein lokaler Fehler

von O(h3), da die Resttermeder Reihemindestensdrei Integrale enthalten. Durch

jedeIntegration der oszillatorischen Exponentialfunktionen entsteht ein Faktor "=h,

wohingegendie Integrandenselbstgleichm•a�ig in " beschr•ankt sind.

Damit l•asst sich der durch den Reihenabbruch verursachte Fehler durch Ch3 ab-

sch•atzen mit einer von " unabh•angigenKonstanten C.

Dieser lokale Fehler geht in die gleiche Fehlerakkumulation ein wie die, die wir im

vorigen Abschnitt durchgef•uhrt haben und wir erhalten das gleiche Ergebnis f•ur

beideadiabatischen Integratoren. 2



Kapitel 4

Hamilton-Systeme mit

l•osungsabh •angigen hohen

Frequenzen

In diesemKapitel betrachten wir Hamiltonsystememit l•osungsabh•angigen hohen

Frequenzen,dashei�t wir gehenvon einer Hamiltonfunktion

H (p;q) =
1
2

pT M (q)� 1p + U(q) +
1
"2

V(q) (4.1)

aus,derenPotential " � 2V(q) nun von denPositionenq(t) abh•angt (siehe[8], Kapitel

XIV). DiesesPotential wirkt auf einige der L•osungskomponenten ein, so dasswir

wiedermehrereSkalen in der BewegungdesSystemsau�nden k•onnen.DieseKlasse

von Problemenwird analytisch auch in [26, 28, 2] untersucht.

Zun•achst illustrieren wir das Problemfeld des Kapitels und geben ein Beispiel f•ur

ein typischesmechanischesProblem dieserKlasse.

Nat•urlich versuchen wir, m•oglichst viel Theorie aus dem zeitabh•angigenFall hier

erneut einzusetzenund beginnendabei mit den Transformationen.

4.1 Problemfeld

Wir betrachten ein Hamiltonsystem mit Hamiltonfunktion (4.1), wobei M (q) eine

symmetrisch positiv de�nite Massematrix ist, die glatt von den Positionen q 2 Rn

abh•angt. U sei wieder ein glattes Potential und das beschr•ankendePotential V (q)

99
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soll die folgendenEigenschaften haben:

Die glatte Funktion V : D � Rn ! R nimmt ihren minimalen Wert 0 auf einer

d-dimensionalenMannigfaltigkeit V an, also

V = f q 2 D j V(q) = min V = 0g: (4.2)

F•ur alle q 2 V gilt daher r V(q) = 0. Weiter ist dasPotential V in einer Umgebung

von V strikt konvex entlang aller Richtungen, die nicht tangential zu V verlaufen,

das hei�t esexistiert ein � > 0, so dassdie Hessematrixr 2V(q) f•ur alle q 2 V die

folgendeUngleichung erf•ullt:

vT r 2V(q)v � � vT M (q)v (4.3)

f•ur alle v im M (q)-orthogonalen Komple-

ment desTangentialraumes TqV.

Die d-dimensionaleMannigfaltigkeit V wird

durch m = n � d unabh•angigeBedingungen

lokal beschrieben und V wirkt sich demnach

auf Bewegungenweg von dieser Mannigfal-

tigkeit aus.Wir sehenin nebenstehenderAb-

bildung die Illustration einersolchenSituati-

on.

V

V(q)

Typischerweiseerf•ullen semiquadratische Potentiale der Form

V(q) =
1
2

qT
1 A(q0)q1 (4.4)

mit q = (q0; q1) 2 Rd � Rm und einer symmetrisch positiv de�niten Matrix A(q0)

obigeBedingungenmit V = Rd � 0.

Ein Beispiel dieserKlasseist das Doppelpendel,bei dem zwei (im Allgemeinenm)

Massepunktemit steifenFedernverbundensind.

Abbildung 4.1: doppeltesFederpendel

� 2
1

� 2

� 2
2

� 2
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� 2
i ="2 (i = 1; : : : ; m) sind dabei die Federkonstanten und die BewegungdesSystems

ist eindeutig bestimmt durch die Koordinaten desAufh•angepunktesder erstenFe-

der, die Winkel ' i , welche die i -te Feder in Bezug zur Senkrechten einnimmt und

die Auslenkungendi der i -ten Feder. Das beschr•ankendePotential lautet in dieser

Situation

V =
1
2

mX

i =1

� 2
i d2

i ;

woraus wir erkennen,dassdie Mannigfaltigkeit V beschrieben werden kann durch

d1 = : : : = dm = 0. Diesentspricht dem RuhezustanddesSystems,in dem keineder

Federnausgelenktwird. Die Variablen di beschreiben die Frequenzender Vibratio-

nen innerhalb einersolchen Federkette und h•angenhier von denWinkeln ' i ab. Wir

unterscheidendamit die Auslenkungendi als schnelleVariablen von denWinkeln ' i

die sich auf einer langsamerenSkala bewegen.

Im Fall des Doppelpendels k•onnen wir die beteiligten Matrizen direkt angeben.

Dazu verwenden wir l i , i = 1; 2, f•ur die Ruhel•ange der jeweiligen Feder, mi f•ur

die Massedes jeweiligen Massepunktesund verk•urzen mit s := sin(' 1 � ' 2) bzw.

c := cos(' 1 � ' 2) die Schreibweise.Es gilt mit q0 =

 
' 1

' 2

!

und q1 =

 
d1

d2

!

H (p:q) =
1
2

pT M (q)� 1p + U(q) +
1

2"2
qT

1 Aq1;

wobei

M (q) =

0

B
B
B
@

(m1 + m2)(d1 + l1)2 m2(d1 + l1)(d2 + l2)c 0 � m2(d1 + l1)s

m2(d1 + l1)(d2 + l2)c m2(d2 + l2)2 m2(d2 + l2)s 0

0 m2(d2 + l2)s m1 + m2 m2c

� m2(d1 + l1)s 0 m2c m2

1

C
C
C
A

;

U(q) = � (d1 + l1)(m1 + m2)gcos' 1 � (d2 + l2)m2gcos' 2;

A =

 
� 2

1 0

0 � 2
2

!

:

Abbildung 4.2 zeigt die Bewegungeinessolchen doppelten Federpendels,wenn wir

die beiden Massepunkte(m1 = m2 = 1) mit Federn der Ruhel•ange l1 = l2 = 1

verbinden.Die obereFederhat dabei die Federkonstante 1="2, die untere Feder2="2

mit " = 0:01.
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In Abbildung 4.2sehenwir die Entwicklung der PositionendesSystemsf•ur ein Zeit-

intervall [0; 10] und k•onnendie verschiedenenZeitskalender Bewegungausmachen.

�1.5 �1 �0.5 0 0.5 1 1.5
�2.5

�2

�1.5

�1

�0.5
Bewegung des doppelten Federpendels

Abbildung 4.2: Positionen der Massepunktedesdoppelten Federpendels;" = 0:01

Im Beispieldesdoppelten Federpendelserhaltenwir sogarV(q) = 1
2 qT

1 Aq1 mit einer

konstanten Matrix A; wir wollen uns in diesemKapitel jedoch an denallgemeineren

Fall einesPotentials V(q) = 1
2 qT

1 A(q0)q1 wie in (4.4) halten.

Gegen•uber dem eingangsdurch (4.2) und (4.3) beschriebenen noch allgemeineren

beschr•ankenden Potential stellt dies keine Einschr•ankung dar. Wie das folgende

Lemma aus [23] zeigt, beschreibt (4.4) schon die allgemeineSituation in geeigneten

Koordinaten.

Lemma 8 Unter den Bedingungen(4.2) und (4.3) existiert eine glatte lokale Ko-

ordinatentransformation q = � (y), so dass

V(q) =
1
2

yT
1 A(y0)y1 f•ur q = � (y);

wobei A(y0) eine symmetrisch positiv de�nite m � m-Matrix bezeichnetund y =

(y0; y1) in Rd � Rm nahe0 ist.

Bew eis: Wir w•ahlen zun•achst lokale Koordinaten x = (x0; x1) nahe 0 in Rd � Rm

mit q =  (x), so dassq =  (x) 2 V genaudann erf•ullt ist, wenn x1 = 0 gilt.

F•ur q =  (x) schreiben wir bV(x) = V(q) und schlie�en aus (4.2)

bV(x0; 0) = 0 und r bV(x0; 0) = 0:

Weiter folgt aus (4.3), dassA(x0) := r 2
x1

bV(x0; 0) positiv de�nit ist.
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Wir verwendennun eineweitereKoordinatentransformation, die allerdingsnaheder

Identit •at ist:

y0 = x0 und y1 = � (x)x1:

Den reellenFaktor � (x) (der f•ur x1 nahe0 nahean 1 seinsoll) bestimmenwir nun

so, dassgilt
1
2

yT
1 A(y0)y1 = bV(x0; x1):

Dazu entwickeln wir die rechte Seite in eineTaylorreihe,

bV(x0; x1) = bV(x0; 0) + xT
1 r x1

bV(x0; 0) +
1
2

xT
1 A(x0)x1 + r (x);

und esfolgt

1
2

� (x)2xT
1 A(x0)x1 = bV(x0; 0) + xT

1 r x1
bV(x0; 0) +

1
2

xT
1 A(x0)x1 + r (x):

Mit

� (x) =

s

1 +
2r (x)

xT
1 A(x0)x1

ist ein � gefunden,welchesauf Grund von r (x) = O(kx1k3) auch die gew•unschten

Eigenschaften (nahe 1 f•ur x1 nahe0) hat. 2

Im Gegensatzzu den Transformationenaus Kapitel 1.4, die alle mit Standardrou-

tinen aus der numerischen linearen Algebra durchgef•uhrt werden k•onnen, ist die

Transformation q =  (x) von q nach x = (x0; x1) mit V(q) = 0 , x1 = 0 nicht

konstruktiv, falls wir ausschlie�lic h den Ausdruck f•ur das Potential V kennen.Die

Transformation der lokalen Koordinaten von x nach y l•asst sich hingegenwie ge-

wohnt numerisch bewerkstelligen.

In vielen Situationen k•onnenwir au�erdem die Mannigfaltigkeit V durch Bedingun-

geng(q) = 0 beschreibenund damit x1 = g zu einemvollst•andigenSatzKoordinaten

erweitern (siehe[8], Kapitel XIV).

In jedem Fall l•asst sich die Transformation q = � (y) in den Positionskoordina-

ten zu einer kanonischen Transformation erweitern. Wir setzendazu wie gewohnt

py = � 0(y)T p f•ur die konjugierten Impulse und betrachten im Folgendendie Hamil-

tonfunktion mit semiquadratischem Potential V:

H (p;q) =
1
2

pT M (q)� 1p + U(q) +
1

2"2
qT

1 A(q0)q1: (4.5)
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M (q) und A(q0) sind dabei symmetrische positiv de�nite Matrizen und U(q) ein

entsprechend glattes Potential. Wir k•onnen bereits in diesem Stadium zwischen

schnellen und langsamenPositionen unterscheiden. Die schnellen Positionen q1(t)

sind dabei auf Grund der beschr•ankten Gesamtenergie H (p;q) < Const. von der

Gr•o�enordnung O("), w•ahrend q0(t) = O(1) gilt.

Wir be�nden uns also bereits in einer Situation, in der schnelle und langsameVa-

riablen unterschiedenwerdenk•onnen.Von einerann•aherndenSeparationder beiden

Zeitskalen, wie wir siein Kapitel 1.4 mit Hilfe der Transformationenerreicht haben,

ist hier allerdingsnoch nichts zu sehen.Dies ist Ziel desn•achsten Abschnitts.

4.2 Transformationen

Die kanonischen Transformationenaus Kapitel 1.4 und die Transformation in die

adiabatischen Variablen � waren bereits im zeitabh•angigenFall von gro�er Bedeu-

tung f•ur die numerische Integration des Systemsund dessenanalytische Untersu-

chung. In diesemAbschnitt machen wir uns dies wieder zu Nutze und \recyclen"

einige der zeitabh•angigenTransformationenf•ur den l•osungsabh•angigenFall, wenn

dasErgebnisauch etwas umst•andlicher zu notieren ist.

Theorem 7 Es existieren symplektischeTransformationen(p;q) ! ( �p; �q), so dass

die Hamiltonfunktion H (p;q) aus (4.5) in den neuen Koordinaten folgendeForm

hat

�H ( �p; �q) =
1
2

�pT
0 M0( �q0)� 1 �p0 +

1
2"

�pT
1 
( �q0) �p1 +

1
2"

�qT
1 
( �q0) �q1

1
2

�pT R( �q) �p + U(T( �q) �q) (4.6)

mit einer symmetrischpositiv de�niten Matrix M 0( �q0), einer Diagonalmatrix 
( �q0),

einer Transformationsmatrix T( �q0) und einer symmetrischenMatrix R( �q).

Der Ausdruck 1
2 �pT R( �q) �p kann geschrieben werden als

1
2

�pT R( �q) �p = " 1=2c( �p0; �q0)T �q1 + �pT
1 L( �p0; �q0)T �q1 + " � 1=2� ( �p1; �p1; �q1; �q0) + � ( �p; �q) (4.7)

mit einem Vektor c, einer Matrix L, einer Funktion � , die triline ar in �p1; �p1; �q1 ist

und einem Restterm der Gr•o�enordnung � ( �p; �q) = O(" 2) f•ur �p1; �q1 = O
�
"1=2

�
und

die Situation getrennter Eigenfrequenzen.
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Bemerkung: Da wir von einemSystemmit beschr•ankter Gesamtenergieausgehen,

gilt hier �p1; �q1 = O
�
"1=2

�
, also ist der Kopplungsterm 1

2 �pT R( �q) �p im Fall getrennter

Eigenfrequenzenvon der Gr•o�enordnung O("). Es ist durch die Transformationen

alsowiedergelungen,die Kopplung zwischenschnellenund langsamenVariablenauf

eineGr•o�e von O(") zu reduzieren.

Bew eis: Der Beweis diesesTheorems ergibt sich wie in Kapitel 1.4 durch die

sukzessive Konstruktion entsprechender Transformationen, deren Hintereinander-

ausf•uhrung wiedereinesymplektische Transformationdarstellt. DieseKonstruktion

werdenwir in den folgendenLemmata ausf•uhren. 2

Mit der erstenTransformationwird die Stei�gkeitsmatrix in die Identit •at •uberf•uhrt.

Lemma 9 Es existiert eine symplektischeTransformation q0 = ~q0, q1 = C(~q0)~q1,

so dassdie Hamiltonfunktion H (p;q) in den neuenKoordinaten folgendeForm hat

~H (~p; ~q) =
1
2

~pT ~M (~q) � 1~p +
1

2"2
~qT
1 ~q1 + ~U(~q): (4.8)

Bew eis: Wir schreiben die Choleski-Zerlegungder Stei�gkeitsmatrix A(q0) als

A(q0) = C(q0)� T C(q0)� 1

und transformierendie Positionen wie im Lemma angegeben. Durch

 
~p0

~p1

!

=

0

@ I
�

@
@~q0

C(~q0)~q1

� T

0 C(~q0)T

1

A

 
p0

p1

!

wird dieseTransformation zu einer symplektischen Transformation auf die Impulse

erweitert.

Setzenwir

C(~q) =

0

@ I �
�

@
@~q0

C(~q0)~q1

� T
C(~q0)� T

0 C(~q0)� T

1

A ;

so erhalten wir die angegebeneHamiltonfunktion ~H mit

~M (~q) � 1 = C(~q)T M
�
~q0; C(~q0)~q1

� � 1
C(~q); (4.9)

~U(~q) = U
�
~q0; C(~q0)~q1

�
: 2
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Im n•achstenSchritt werdenwir die Blockmatrizen in der Nebendiagonalender Mas-

sematrix ~M eliminieren und gleichzeitig die Abh•angigkeit der neuenMassematrizen

von ~q1 reduzieren.

Lemma 10 Es existiert eine symplektischeTransformation ~q0 = �q0 + G( �q0) �q1,

~q1 = �q1, so dassdie Hamiltonfunktion ~H (~p; ~q) in den neuen Koordinaten folgen-

de Form hat

�H ( �p; �q) =
1
2

�pT
0

�M0( �q0)� 1 �p0 +
1
2

�pT
1

�M1( �q0)� 1 �p1 +
1

2"2
�qT
1 �q1

+
1
2

�pT R( �q) �p + �U( �q); (4.10)

wobei R eine glatte matrixwertige Funktion mit R( �q0; 0) = 0 ist.

Bemerkung: Die Gleichung f•ur ~q0 stellt ein implizites Gleichungssystemin �q0 dar,

welchesgegebenenfallsmit dem Newton-Verfahrengel•ost werdenmuss.

Bew eis: Wir schreiben die Massematrix ~M (~q) als

~M =

 
M00 M01

M10 M11

!

(4.11)

und setzen

G( �q0) = � M 00( �q0; 0)� 1M01( �q0; 0):

Durch
 

�p0

�p1

!

=

0

@ I +
�

@
@�q0

G(�q0) �q1

� T
0

G( �q0)T I

1

A

 
~p0

~p1

!

=: G( �q) � 1

 
~p0

~p1

!

wird die im Lemma angegebeneTransformation zu einer symplektischen Transfor-

mation erweitert.

Es gilt
~M (~q0; ~q1) = ~M ( �q0; 0) +

�
~M

�
�q0 + G( �q0) �q1; �q1

�
� ~M ( �q0; 0)

�

und wir setzen ~M ( �q0) = ~M ( �q0; 0) sowie ~M � ( �qo; �q1) = ~M
�
�q0 + G( �q0) �q1; �q1

�
� ~M ( �q0; 0)

mit k ~M � ( �qo; �q1)k = O(k�q1k) = O(").

F•ur den erstenTerm der Hamiltonfunktion gilt dann

1
2

~pT ~M (~q) � 1~p =
1
2

�pT G(�q)T ~M ( �q0)� 1G(�q) �p +
1
2

�pT G(�q)T N1( �q)G( �q) �p
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mit N1( �q0; 0) = 0. Wir setzen

�M0( �q0) = M 00( �q0; 0); �M1( �q0) =
�

M11 � M 10M � 1
00 M01

�
( �q0; 0);

und erhalten

1
2

�pT G(�q)T ~M ( �q0)� 1G(�q) �p =
1
2

�pT

 
�M0( �q0) 0

0 �M1( �q0)

!

�p +
1
2

�pT N2( �q) �p

mit N2( �q0; 0) = 0, da N2( �q) eineSummeaus Termendarstellt, die linear bzw. qua-

dratisch in �q1 sind. Insgesamt ergibt sich obigeHamiltonfunktion mittels

R( �q) = G( �q)T N1( �q)G( �q) + N2( �q); (4.12)

�U( �q) = U
�
�q0 + G( �q0) �q1; C( �q0 + G( �q0) �q1) �q1

�
: 2

Mit der n•achsten Transformation wird die Massematrix �M1( �q0) der schnellenVaria-

blen diagonalisiert.

Lemma 11 Es existiert eine symplektischeTransformation �q0 = q̂0, �q1 = Q(q̂0)q̂1,

Q(q̂0) orthogonal, so dassdie Hamiltonfunktion �H ( �p; �q) in den neuenKoordinaten

folgendeForm hat

Ĥ (p̂; q̂) =
1
2

p̂T
0 M̂0(q̂0)� 1p̂0 +

1
2

p̂T
1 
( q̂0)2p̂1 +

1
2"2

q̂T
1 q̂1

+
1
2

p̂T R̂(q̂)p̂ + Û(q̂): (4.13)

F•ur R̂ gilt zwar immer noch R̂(q̂0; 0) = 0, dashei�t R̂ = O(q̂1), allerdingsausschlie�-

lich im Fall getrennter Eigenfrequenzen.Bei Fastkreuzungenkann dieserTerm gro�

werden.

Bew eis: Wir diagonalisieren

�M1( �q0) = Q( �q0)
( �q0)� 2Q(�q0)T (4.14)

mit der Diagonalmatrix 
( �q0) = diag(! j ( �q0)) der Frequenzenund einerorthogonalen

Matrix Q( �q0), die glatt von �q0 abh•angt, falls die Frequenzen! j voneinandergetrennt

sind.
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Wir transformierendie Positionen wie angegeben und erhalten durch
 

p̂0

p̂1

!

=

0

@ I
�

@
@̂q0

Q(q̂0)q̂1

� T

0 Q(q̂0)T

1

A

 
�p0

�p1

!

einesymplektische Transformation.

Die Matrix

Y(q̂) =
�

@
@̂q0

Q(q̂0)q̂1

� T

Q(q̂0) (4.15)

ist von der Gr•o�enordnung O(q̂1), dennoch m•ussenwir diesenAusdruck im Au-

ge behalten. Bei Fastkreuzungender Eigenwerte zeigt er ein •ahnliches Verhalten

wie _Q(t)Q(t) im zeitabh•angigenFall, das hei�t er wird sehr schnell sehr gro� und

f•allt nach der vermiedenenKreuzung schnell wiederab. Wir betrachten deshalbdie

assoziierteMatrix

X (q̂) =

 
0 X 01

X 10 X 11

!

=

 
0 � �M � 1

0 Y

� Y T �M � 1
0 Y T �M � 1

0 Y

!

und setzen

Q̂(q̂) =

 
I � Y (q̂)

0 Q(q̂0)

!

:

Dadurch erhalten wir die angegebeneHamiltonfunktion mit

M̂0(q̂0) = �M0(q̂0);

R̂(q̂) = Q̂(q̂)T R
�
q̂0; Q(q̂0)q̂1

�
Q̂(q̂) + X (q̂); (4.16)

Û(q̂) = U
�

q̂0 + G(q̂0)Q(q̂0)q̂1; C
�
q̂0 + G(q̂0)Q(q̂0)q̂1

�
Q(q̂0)q̂1

�
: 2

Mit der letzten kanonischen Transformation reskalieren wir wieder die schnellen

Positionen und Impulse.

Lemma 12 Es existiert einekanonischeTransformationq̂0 = �q0, q̂1 = "1=2
( �q0)1=2 �q1,

so dassdie Hamiltonfunktion Ĥ (p̂; q̂) in den neuenKoordinaten folgendeForm hat

(q̂1 = O(") impliziert �q1 = O
�
"1=2

�
):

�H ( �p; �q) =
1
2

�pT
0

�M0( �q0)� 1 �p0 +
1
2"

�pT
1 
( �q0) �p1 +

1
2"

�qT
1 
( �q0) �q1

1
2

�pT �R( �q) �p + U(T( �q) �q):
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Der Ausdruck 1
2 �pT �R( �q) �p kann geschrieben werden als

1
2

�pT �R( �q) �p = " 1=2c( �p0; �q0)T �q1 + �pT
1 L( �p0; �q0)T �q1 + " � 1=2� ( �p1; �p1; �q1; �q0) + � ( �p; �q)

mit einem Vektor c, einer Matrix L, einer Funktion � , die triline ar in �p1; �p1; �q1 ist

und einem Restterm der Gr•o�enordnung � ( �p; �q) = O(" 2) f•ur �p1; �q1 = O
�
"1=2

�
und

die Situation getrennter Eigenfrequenzen.

Bew eis: Wir erweitern die Transformation der Positionen wieder auf die Impulse

mittels  
�p0

�p1

!

=

0

@ I "1=2
�

@
@�q0


( �q0)1=2 �q1

� T

0 "1=2 
( �q0)1=2

1

A

 
p̂0

p̂1

!

:

Mit �T( �q0) = G( �q0)Q( �q0)
( �q0)1=2 de�nieren wir

T( �q) =
�
T0 j "1=2T1

�
=

 
I "1=2 �T( �q0)

0 "1=2 C
�
�q0 + "1=2 �T( �q0) �q1

�
Q( �q0)
( �q0)1=2

!

und erhalten dadurch

Û(q̂) = U
�
T( �q) �q

�
:

Dabei ist U
�
T( �q0 ; �q1) �q

�
= U

�
T( �q0 ; 0) �q

�
+ O

�
"3=2

�
in einerSituation mit getrennten

Eigenfrequenzen.

Weiter de�nieren wir eineMatrix der Gr•o�enordnung O( �q1) = O
�
"1=2

�
durch

�( �q) =
�

@
@�q0


( �q0)1=2 �q1

� T


( �q0)� 1=2

und damit die R•ucktransformation
 

p̂0

p̂1

!

=

 
I � �( �q)

0 " � 1=2 
( �q0)� 1=2

!  
�p0

�p1

!

:

Es gilt nun
1
2

p̂T
0 M̂0(q̂0)p̂0 =

1
2

�pT
0

�M0( �q0) �p0 +
1
2

�pT R1( �q) �p

mit der symmetrischen Matrix

R1( �q) =

 
0 � �M0( �q0)� 1�( �q)

� �( �q)T �M0( �q0)� 1 �( �q)T �M0( �q0)� 1�( �q)

!

= O( �q1)

und �M0 = M̂0.
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Analog schlie�en wir f•ur p̂T R(q̂)p̂

p̂T R(q̂)p̂ = �pT R2( �q) �p + �pT R3( �q) �p

mit einer symmetrischen Matrix

R2( �q) =

 
0 � R00�

� � T R00 � T R00� � " � 1=2 
 � 1=2R10� � " � 1=2 � T R01
 � 1=2

!

= O( �q1)

im Fall getrennter Frequenzen.Dabei bezeichnen Rij = Rij
�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�
die ent-

sprechendenBl•ocke von R(q̂), f•ur die Rij ( �q0; 0) = 0 gilt, die allerdings durch das

Auftreten der Matrix Y auch gro� werdenk•onnen,wenn eineFastkreuzungder Ei-

genfrequenzenstatt�ndet. Die Matrix R3( �q) ist zwar ebenfalls symmetrisch, durch

dasAuftreten negativer Potenzenvon " und die entsprechendenBl•ocke von R aller-

dings wenigerharmlos als die vorherigen,

R3( �q) =

 
R00

�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�
" � 1=2 R01

�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�

 � 1=2

" � 1=2 
 � 1=2R10

�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�
" � 1 
 � 1=2R11

�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�

 � 1=2

!

:

Mit
�R( �q) = R1( �q) + R2( �q) + R3( �q)

erreichen wir die im Lemma angegebene Hamiltonfunktion �H ( �p; �q) und es bleibt

noch der Ausdruck �pT �R( �q) �p zu untersuchen. Auf Grund der negativen Potenzenvon

" ist dabei vor allem der Term �pT R3( �q) �p zu beachten. Die weiteren SummandenR1

und R2 liefern nur kleinere Terme,die sich in R3 subsummierenbzw. als Restterm

� ( �p; �q) zusammengefasstwerdenk•onnen.Es gilt

1
2

�pT R3( �q) �p =
1
2

�pT
0 R00

�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�
�p0 + " � 1=2 �pT

1 
 � 1=2 R10

�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�
�p0

+
1
2

" � 1 �pT
1 
 � 1=2R11

�
�q0 ; "1=2 
 1=2 �q1

�

 � 1=2 �p1

= "1=2c( �p0; �q0)T �q1 + �pT
1 L( �p0; �q0)T �q1 + " � 1=2� ( �p1; �p1; �q1; �q0) = O(")

f•ur �p1, �q1 = O
�
"1=2

�
und getrennte Eigenfrequenzen.Dabei ist c ein Vektor, L eine

Matrix und � eineFunktion, die trilinear in �p1, �p1 und �q1 ist. Da in dieserSituation

auch � = O( �q1) = O
�
"1=2

�
gilt, schlie�en wir

1
2

�pT R1( �q) �p +
1
2

�pT R2( �q) �p = �pT
1

�L ( �p0; �q0) �q1 + "1=2 �� ( �p1; �p1; �q1; �q0) + �� ( �p; �q):
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�� ( �p; �q) ist dabei ein Term, der quadrilinear in �p1, �p1, �q1 und �q1 ist und den wir

mit "1=2 �� zu einem Restterm � ( �p; �q) der Gr•o�enordnung O(" 2) zusammenfassen

k•onnen.Die partiellen Ableitungenvon � nach �p1 und �q1 sindvon der Gr•o�enordnung

O
�
"3=2

�
, diejenigennach �p0 und �q0 behalten die urspr•ungliche Gr•o�e von O(" 2). 2

Wir lassenalle Haken weg und betrachten die Bewegungsgleichungen destransfor-

mierten Systems

_p0 = �r q0

�
1
2

pT
0 M0(q0)p0 + U(q0; 0)

�

�r q0

�
1
2"

pT
1 
( q0)p1 +

1
2"

qT
1 
( q0)q1

�
+ f 0(p;q) (4.17)

_q0 = M 0(q0)� 1p0 + g0(p;q) (4.18)

 
_p1

_q1

!

=
1
"

 
0 � 
( q0)


( q0) 0

!  
p1

q1

!

+

 
f 1(p;q)

g1(p;q)

!

(4.19)

mit den Funktionen
 

f 0

f 1

!

= �r q

�
1
2

pT R(q)p + U(T(q)q) � U(q0; 0)
�

 
g0

g1

!

= R(q)p:

Falls die Eigenfrequenzengetrennt bleiben und die Diagonalisierungglatt ist mit

beschr•ankten Ableitungsmatrizen, erhalten wir f 0 = O("), g0 = O("), f 1 = O
�
"1=2

�

und g1 = O
�
"1=2

�
. Mit (4.7) schreiben wir

f 1 = � "1=2c � Lp1 + " � 1=2a(p1; p1; q0) � "1=2TT
1 r qU(q0; 0) + O

�
"3=2

�

g1 = LT q1 + " � 1=2b(p1; q1; q0) + O
�
"3=2

�
; (4.20)

wobei wir der •Ubersichtlichkeit wegendie Argumente in c, L und T1 weglassen.Die

Funktionen a und b sind bilinear in p1 und q1.

Nun verlassenwir den kanonischen Rahmen und transformieren die schnellen Va-

riablen p1 und q1 in die adiabatische Variable � . Dazu betrachten wir die diagonale

Phasenmatrix�( t) entlang einerL•osung
�
p(t); q(t)

�
desSystems(4.17) - (4.19) und
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de�nieren sie durch

_�( t) = �( q0(t)) mit �( q0) =

 

( q0) 0

0 � 
( q0)

!

:

Wieder diagonalisiertdie konstante unit •are Matrix � aus(1.23) die f•uhrendeMatrix

der schnellen Di�eren tialgleichungen(4.19) und wir erhalten

 
0 � 
( q0)


( q0) 0

!

= � i �( q0) � � :

Damit transformierenwir p1 und q1 zu

� (t) = " � 1=2 exp
�

�
i
"

�( t)
�

� �

 
p1(t)

q1(t)

!

(4.21)

und wieder zur•uck mit
 

p1

q1

!

= "1=2

 
P1

Q1

!

� = "1=2 � exp
�

i
"

�
�

� : (4.22)

F•ur eineL•osungbeschr•ankter Energiesind sowohl p1(t) als auch q1(t) in (4.19) von

der Gr•o�enordnung O
�
"1=2

�
und folglich gilt f•ur � wieder

� (t) = O(1) :

Die schnellen Bewegungsgleichungen lassensich in den neuenVariablen schreiben

als

_� = " � 1=2 exp
�

�
i
"

�
�

� �

 
f 1

g1

!

= " � 1=2P �
1 f 1 + " � 1=2Q�

1g1

mit den Argumenten (p0; "1=2P1� ; q0; "1=2Q1� ) in den Funktionen f 1 und g1. Setzen

wir die Ausdr•ucke f•ur f 1 und g1 aus (4.20) ein, so erhalten wir wie in (1.30)

_p0 = �r q0

�
1
2

pT
0 M0(q0)� 1p0 + U(q0; 0)

�

�r q0

�
1
2

� � P �
1 
( q0)P1� +

1
2

� � Q�
1
( q0)Q1�

�
+ f 0; (4.23)

_q0 = M 0(q0)� 1p0 + g0; (4.24)
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_� = exp
�

�
i
"

�
�

W(p0; q0) exp
�

i
"

�
�

�

+ exp
�

�
i
"

�
�

� �

 
a(P1� ; P1� ; q0)

b(P1� ; Q1� ; q0)

!

(4.25)

� P �
1

�
c(p0; q0) + T1(q0; " Q1� )T r U(q0; 0)

�
+ r;

mit

W(p0; q0) = �
1
2

 
L(p0; q0) � L(p0; q0)T L(p0; q0) + L(p0; q0)T

L(p0; q0) + L(p0; q0)T L(p0; q0) � L(p0; q0)T

!

(4.26)

und dem Rest r (p0; "1=2P1� ; q0; "1=2Q1� ) = O(") sowie den Funktionen

f 0(p0; "1=2P1� ; q0; "1=2Q1� ) und g0(p0; "1=2P1� ; q0; "1=2Q1� ) der Gr•o�enordnung O(")

im Fall getrennter Eigenfrequenzen.

Die ann•aherndeSeparationder Zeitskalen ist alsozumindest im Fall getrennter Ei-

genfrequenzenwieder gelungen.Im Gegensatzzum zeitabh•angigenFall gelingt sie

allerdingsnicht mehr rein mit Standardroutinen der numerischen linearenAlgebra,

wir ben•otigen gegebenenfallsdas Newton-Verfahren,um die Massematrixzu zerle-

gen.

Die rechten Seiten der transformierten Di�eren tialgleichungen sind aber auch hier

wieder unabh•angig von " beschr•ankt.

Um den Nutzen der Transformationenzu veranschaulichen, betrachten wir dasBei-

spiel des doppelten Federpendels.Abbildung 4.3 zeigt die urspr•ungliche Variable

q1(t) und die Realteileder transformierten Variablen � 1(t), sowie � 2(t) f•ur " = 0:01.

Im Gegensatzzur stark oszillierendenAusgangsvariablen q1(t) zeigt � (t) langsame

Bewegungenum eine Konstante. Die Amplitude der Bewegungenliegt dabei bei

O("), so dasswir � erneut als adiabatische Invariante vermuten k•onnen.

F•ur kleinereWerte von " tritt der E�ekt der Transformationennoch deutlicher zum

Vorschein. In Abbildung 4.4 sehenwir die gleichen Variablen f•ur " = 0:001. Im Ge-

gensatzzu den beschleunigten Oszillationen in den urspr•unglichen Variablen wird

die Bewegungin � kleiner, langsamerund glatter.
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Abbildung 4.3: q1(t) (links) sowie Realteilevon � 1(t) (rechts, gepunktet)

und � 2(t) (rechts, durchgezogen);" = 0:01.
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Abbildung 4.4: q1(t) (links) sowie Realteilevon � 1(t) (rechts, gepunktet)

und � 2(t) (rechts, durchgezogen);" = 0:001.

Die Bilder legennahe,dasswir � (t) auch im frequenzabh•angigenFall als adiabati-

sche Invariante identi�zieren k•onnen. Dies ist allerdings nur unter etwas restrikti-

verenBedingungenals in der zeitabh•angigenSituation m•oglich, wie wir im n•achsten

Abschnitt sehenwerden.

4.3 Adiabatisc he In varian ten

Die gro�en Analogien zwischen dem zeitabh•angigen Fall aus Kapitel 1 und dem

frequenzabh•angigen Fall hier lassenvermuten und ho�en, dass � auch hier eine

adiabatische Invariante darstellt. Um dies zu •uberpr•ufen, integrieren wir beideSei-

ten der Di�eren tialgleichung f•ur � (4.25) von t0 bis t.

Die erste Zeile ist dabei eine alte Bekannte aus Abschnitt 1.5.1.Wir setzenwieder

voraus, dasswir uns in der adiabatischen Situation be�nden, in der die Eigenfre-

quenzen! j (t) := ! j (q0(t)) getrennt und von 0 weg beschr•ankt bleiben, also eine
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Konstante � > 0 exisitert, sodassf•ur jedesPaar ! j (t) und ! k(t) mit j 6= k und alle

Zeiten t im Integrationsintervall gilt:

j! j (t) � ! k(t)j � � mit
1
�

� Const.; ! j (t) � Const. (4.27)

Da die Matrix W der erstenZeile von (4.25) Nullen auf der Hauptdiagonalentr •agt,

ergeben sich durch Multiplik ation mit den oszillatorischen Exponentialen von links

und rechts ausschlie�lic h oszillatorische Terme, deren Integral wir wie in Kapitel

1.5.1durch O(") absch•atzen k•onnen.

Genausogehenwir bei der letzten Zeile von (4.25) vor. Wir integrierenpartiell und

nutzen aus,dassdas Integral •uber P �
1 (t) von der Gr•o�enordnung O(") ist. Die Ab-

leitungen von p0, q0 und � sind beschr•ankt falls (4.27) gilt. Auch mit dem Restterm

r k•onnen wir so verfahren, zumal dieservon vornherein durch seinegeringeGr•o�e

besticht.

Schwieriger wird esbei der mittleren Zeile von (4.25), welche die bilinearen Funk-

tionen a und b enth•alt. Ein typischer Term dieserbilinearen Funktionen ist von fol-

genderGestalt: � � P �
1 R(p0; q0)P1� bzw. � � P �

1 R(p0; q0)Q1� , mit einem2m � 2m � 2m

Tensor R(p0; q0), der von oszillatorischen Exponentialen P1 bzw. Q1 eingerahmt

wird. Unter dem Integral

Z t

t0

exp
�

�
i
"

�
�

� �

 
a(P1� ; P1� ; q0)

b(P1� ; Q1� ; q0)

!

tre�en alsodrei oszillatorischeExponentialfunktionen aufeinanderund wir ben•otigen

eine weitere Bedingung an die Eigenfrequenzen! j (t), wenn wir eine vergleichbare

Absch•atzung zu den anderenTermenerreichen wollen. Das Integral •uber die oszil-

latorischen Komponenten des Integrandenk•onnen wir durch O(") absch•atzen und

wir sorgenmit der folgendenNichtresonanzbedingung daf•ur, dassunser Integrand

ausschlie�lic h solche Komponenten enth•alt: gilt f•ur alle j , k, l und alle m•oglichen

Kombinationen von Vorzeichen

j! j (t) � ! k(t) � ! l (t)j � � (4.28)

mit einer positiven Konstanten � unabh•angig von ", so ist das Integral •uber den

mittleren Term unsererDi�eren tialgleichung von der Gr•o�enordnung O(") und wir

haben gezeigt:
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Satz 6 Unter den Voraussetzungen(4.27) und (4.28) gilt f•ur � (t)

� (t) = � (t0) + O(") (4.29)

gleichm•a�ig auf beschr•ankten Zeitintervallen. 2

Bemerkung: Wenndie Nichtresonanzbedingung(4.28) zu der folgendenBedingung

abgeschw•acht wird,

! j (t) � ! k(t) � ! l (t) besitzt 8 j; k; l = 1; : : : ; m und 8 t 2 [t0; tend]

eineendliche Anzahl h•ochstenseinfacher Nullstellen, (4.30)

reduziert sich die AussagedesSatzeszu

� (t) = � (t0) + O
�
"1=2

�
f•ur t � Const. (4.31)

(siehe[8], Kapitel XIV).

Mit Satz 6 erhalten wir wieder die Wirkungen

I j = j� j j2 (j = 1; : : : ; m) (4.32)

als adiabatische Invarianten mit

I j (t) = I j (t0) + O(") f•ur t � Const. (4.33)

im Fall von (4.29) und I j (t) = I j (t0) + O
�
"1=2

�
im Fall von (4.31).

Durch eine Fastkreuzungder Eigenfrequenzenoder eine Verletzung der Nichtreso-

nanzbedingungk•onnenallerdingsauch hier wieder O(1) Spr•ungein � (t) auftreten.

Wir pro�tieren dennoch von der De�nition der Wirkungen bzw. Invarianten, denn

wir k•onnen mit ihrer Hilfe das Systemder langsamentransformierten Di�eren tial-

gleichungen(4.23) und (4.24) vereinfachen. Es gilt

1
2"

pT
1 
( q0)p1 +

1
2"

qT
1 
( q0)q1 =

mX

j =1

I j ! j (q0)

und damit

_p0 = �r q0

�
1
2

pT
0 M0(q0)� 1p0 + U(q0; 0)

�
�

mX

j =1

I j r q0 ! j (q0) + O(") (4.34)

_q0 = M 0(q0)� 1p0 + O(") : (4.35)
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Vergleichen wir dieseBewegungsgleichungenmit dem beschr•ankendenSystem,wel-

ches durch die Hamiltonfunktion 1
2 pT M (q)� 1p + U(q) auf der Mannigfaltigkeit V

gegeben ist, wird die langsameBewegungobigenGleichungenzufolgegesteuertvon

dem zus•atzlichen Potential
P m

j =1 I j ! j (q0), dasvon den Wirkungen I j abh•angt. Ver-

schiedeneHerleitungen und Diskussioneneinessolchen Korrekturp otentials �nden

sich in [26, 28, 2].

Die AussagendiesesAbschnitts galten alle ausschlie�lic h unter der Voraussetzung,

dasseine adiabatische Situation vorliegt, in der die Eigenfrequenzendeutlich ge-

trennt bleiben und zus•atzlich eineder Nichtresonanzbedingungen(4.28) bzw. (4.30)

erf•ullt ist. Im n•achsten Abschnitt werdenwir uns damit auseinandersetzen,wasbei

einer VerletzungdieserBedingungengeschieht.

4.4 Dynamik von Fastkreuzungen

Im zeitabh•angigen Fall haben wir bereits eingehenddas Verhalten der L•osungen

und einzelnenMatrizen untersucht, welchesauftritt, wenn der minimale Abstand �

der Eigenfrequenzenin einemPunkt q0(t) soklein wird, dass� 2 � " gilt. Die rechte

Seite der Di�eren tialgleichung f•ur � nimmt dabei Werte der Gr•o�enordnung O(1)

an und � zeigt einen Sprung ebensolcher H•ohe. Betrachten wir ausschlie�lic h die

Di�eren tialgleichung in � , soerhalten wir hier dasgleiche Ergebnisund beobachten

dasAuftreten von O(1) Spr•ungenin denadiabatischen Invarianten I j . Allerdings ist

dieseGleichung gekoppelt mit denDi�eren tialgleichungenf•ur daslangsameSystem,

eineTatsache,die im frequenzabh•angigenFall f•ur dasAuftreten v•ollig neuerAspekte

sorgt.

Wir betrachten die ersteZeilederDi�eren tialgleichung f•ur � aus(4.25)und schreiben

sie wieder als

�
E(�) � W(p0; q0)

�
� mit E(�) kl =

(
exp

�
i
" (� l � � k)

�
f•ur k 6= l

0 sonst.

Die Matrizen � und W h•angennun •uber die langsamenPositionen q0(t) bzw. die

Impulsep0(t) von der Zeit ab. W•ahrenddieseAbh•angigkeit in W zu keinengr•o�eren

Au� •alligkeiten f•uhrt, hat sie in � ganz erhebliche Auswirkungen, falls sich die Ei-

genfrequenzenzu nahekommen.Wir verfolgendeshalbexemplarisch denWegleicht

gest•orter Positionen q0(t) durch � in die adiabatische Variable � mittels Untersu-

chung der erstenZeile von (4.25).
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Eine St•orung der Gr•o�enordnung " in q0(t) f•uhrt zun•achst zu einer gest•orten Fre-

quenzmatrix ~�,
~� = � + " �̂

mit �̂ = O(1) und dieseSt•orung wirkt sich massivauf dasVerhalten von � aus.

Sogilt

E( ~�) � E(�) =
�
E(" �̂) � I

�
� E(�) ;

wobei der Faktor ~E := E(" �̂) � I nicht etwa klein ist, sonderndie Gr•o�enordnung

O(1) hat.

Wir bezeichnenmit � (t) dieL•osungderDi�eren tialgleichung _� =
�
E(�) � W(p0; q0)

�
�

und mit ~� die L•osungdesteilweisegest•orten Systems_~� =
�
E( ~�) � W(p0; q0)

�
~� , um

die Auswirkungen einer St•orung in den langsamenVariablen auf � untersuchen zu

k•onnen.Dabei sollendie Startwerte � (t0) und ~� (t0) dieselben sein.

Betrachten wir das Integral •uber die Di�erenz zwischen gest•orter und ungest•orter

Gleichung •uber ein Intervall [t0; t], in dem eine Fastkreuzungder Eigenfrequenzen

auftritt, so erhalten wir nach partieller Integration

~� (t) � � (t) =
Z t

t0

� �
E( ~� ) � E(�)

�
� W(p0(s); q0(s))

�
� (s) ds

=
"
i

h�
E(�) � D � (�) � ~E � W(p0(s); q0(s))

�
� (s)

i t

s= t0

�
"
i

Z t

t0

E(�) �
d
d�

�
D � (�) � ~E � W(p0(� ); q0(� )) � (� )

�
�
�
�
�
� = s

ds

= O
�
"=� 2

�

mit der Matrix D � de�niert durch (2.4).

Gleichesgilt f•ur die Sprungh•ohevon � an sich

� (t) � � (t0) =
Z t

t0

�
E(�) � W(p0(s); q0(s))

�
� (s) ds = O

�
"=� 2

�
:

Eine O(")-St•orung in den langsamenVariablen sorgt also im Fall � 2 � " f•ur eine

St•orung in � , die genausogro� ist wie die H•ohe desSprungs,dem � beim Durch-

laufen einer Fastkreuzungsstelleunterzogenwird.

Im Gegenzugh•angenaber die langsamenVariablen durch das Auftreten von � in

denBewegungsgleichungen(4.23) und (4.24) von denneuenWerten von � nach dem
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Sprung ab, so dassein Sprung in � , wie er beim Durchlaufen einer Fastkreuzung

auftritt, unweigerlich zu einerSt•orung in den langsamenVariablen f•uhrt. Diesewie-

derum beein
usst die Sprungh•ohevon � in der oben festgestelltenWeise,sodassich

die E�ekte unverhersagbar•uberlagernund beein
ussenk•onnen.

Insbesonderewirkensich im Fall vermiedenerKreuzungender Eigenfrequenzenauch

kleinste St•orungenin den Startwerten der langsamenVariablen auf dasSprungver-

halten von � aus.

Die Sensitivit•at einer L•osungauf kleine St•orungender Startwerte im Fall vermiede-

ner Eigenwertkreuzungenist ein E�ekt, der zuerst von Takens[28] entdeckt wurde

und demnach in der Literatur als TakensChaosbezeichnet wird. In [2] wird dieser

E�ekt illustriert und es zeigt sich dort, dasswir nach dem Durchlaufen einer ver-

miedenenEigenwertkreuzung bei gest•orten Startwerten zwar keine einzelneexakte

L•osungmehr angeben k•onnen,esscheint aber eineArt Trichter oder F•acher zu ge-

ben, innerhalb dessensich die L•osungendann be�nden. So ist das Verhalten der

L•osungennach der Fastkreuzungzwar nicht exakt vorhersagbar,allerdings k•onnen

wir doch von Fast-L•osungensprechen, die alle innerhalb einesTrichters um die un-

gest•orte L•osungliegen.

Wir wollen diesenSachverhalt an einemeinfachenTestbeispielillustrieren. Daf•ur sei

ein Hamiltonsystemgegeben mit

H (p;q) =
1
2

pT
0 p0 +

1
2

pT
1 M1(q0)� 1p1 +

1
2"2

qT
1 q1;

M1(q0)� 1 =

 
q00 + q01 + 3 �

� 2(q00 + q01) + 3

! 2

:

Die Diagonalisierung der Massematrix M 1(q0)� 1 = Q(q0)
( q0)2Q(q0)T ist mit

kq0k1 = q00 + q01 gegeben durch


( q0) =

 
3
2kq0k1 + 3 + 1

2

p
kq0k2

1 + 4� 2 0

0 3
2kq0k1 + 3 � 1

2

p
kq0k2

1 + 4� 2

!

;

Q(q0) =

 
cos(� (q0)) � sin(� (q0))

sin(� (q0)) cos(� (q0))

!

;

� (q0) =
�
4

+
1
2

arctan
�

kq0k1

2�

�
:
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Wie bei demFastkreuzungsbeispielausKapitel 1.5.2k•onnenwir durch unterschied-

liche Wahl von " und � die minimale N•aheder Eigenfrequenzenbeein
ussen.

Abbildung 4.5zeigt die Eigenfrequenzen! j (q0(t)) f•ur " = 0:001und unterschiedliche

Werte von � .

Die Eigenfrequenzenn•ahern sich wieder bis auf eine zu � proportionale minimale

Distanz an und gehenohneKreuzung auseinander.
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Zeit t
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Abbildung 4.5: Eigenfrequenzenvon M 1(q0) f•ur " = 0:001und � = 1, 0:1, 0:01.

Um uns ein Bild von der angesprochenen Sensi-

tivit •at der transformierten Variablen auf gest•orte

Startwerte zu machen, betrachten wir zun•achst in

nebenstehenderAbbildung die generelleSituation

bei einer vermiedenenKreuzung. Geplottet ist die

\exakte" L•osungder transformierten Di�eren tial-

gleichung, und zwar jeweils die erste Komponen-

te von q0 und � 1 f•ur " = 0:001, � = 0:01. Wir

erkennen,dassdie langsamenPositionen von der

Fastkreuzungnicht unbeein
usst bleiben.

�0.5 �0.4 �0.3 �0.2
�2

�1

0

1

2

e = 0.001, d = 0.01

Zeit t

q
0
(t)

h
1
(t)

Sozeigt die ersteKomponente von q0 zumindesteinenkleinen \W ackler", w•ahrend

� dem Sprung auf einer Skala von O(1) unterzogenwird.

Wir l•osennun ebenfallsdie transformierten Di�eren tialgleichungen,st•orenaber den

Anfangswert in den langsamenPositionen um O("). Durchl•auft das System keine

vermiedeneKreuzung,solltediesdasL•osungsverhaltennicht wesentlich beein
ussen.
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Abbildung 4.6zeigt einesolche Situation. F•ur " = 0:001und � = 0:1 tritt noch keine

ausreichendeAnn•aherungder Eigenfrequenzenauf, die eine starke Sensitivit•at der

L•osungenvon denStartwerten erwarten l•asst.Eine Unterscheidungder Linienstruk-

turen ist so nicht m•oglich, eine Aufspaltung in einen F•acher oder Trichter �ndet

nicht sichtbar statt.
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Abbildung 4.6: I j (t) mit ungest•orten und um O(") gest•orten Startwerten; " = 0:001,

� = 0:1.

Doch die Situation ver•andert sich, wenndurch kleinereWerte von � einevermiedene

Kreuzung zustandekommt.
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Abbildung 4.7: I j (t) mit ungest•ortem Startwert (dick durchgezogen),mit um "

gest•ortem Startwert (dick gestrichelt) und um O(") zuf•allig gest•orte Startwerte

(d•unn gepunktet); " = 0:001, � = 0:01.

Abbildung 4.7 zeigt die ungest•orten Wirkungen f•ur " = 0:001, � = 0:01 mit ei-

ner dicken durchgezogenenLinie und die Wirkungen f•ur um " gest•orte langsame

Anfangswerte mit einer dicken gestrichelten Linie.
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St•ort man den Anfangswert q0(t0) um eine zuf•allig gew•ahlte Zahl zwischen 0 und

1 multipliziert mit " , so erhalten wir die angesprocheneAu� •acherung (\T richter").

Ab dem Punkt, an dem die Fastkreuzungstatt �ndet, nimmt jede der gest•orten

L•osungeneinen anderenVerlauf, bleibt dabei aber innerhalb desdurch die beiden

dick gezeichneten Linien festgelegtenTrichters.

Das gleiche Ph•anomen zeigt sich auch f•ur kleinere Werte von ", wie wir Abbil-

dung 4.8 entnehmen k•onnen.Hier werdendieselben Funktionen f•ur " = 0:0001und

� = 0:001geplottet und wir erkennenwieder eineAu� •acherung der L•osungin eine

Schar von \F astl•osungen",bei denenlediglich der Startwert der langsamenPositio-

nen um O(") ver•andert wurde.
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Abbildung 4.8: I j (t) mit ungest•ortem Startwert (dick durchgezogen),mit um "

gest•ortem Startwert (dick gestrichelt) und um O(") zuf•allig gest•orte Startwerte

(d•unn gepunktet); " = 0:0001,� = 0:001.

Bei der Entwicklung von Integratoren f•ur die Situation einer Fastkreuzungwerden

wir also entt •auscht, wenn wir erwarten, dassdie L•osungmit einer bestimmten Ge-

nauigkeit approximiert wird. Die L•osungan sich ist in einersolchenSituation schwer

zu bestimmen, wenn solch kleine Ver•anderungender Startwerte zu einer ganzen

Schar von L•osungskurven f•uhren. Au�erdem f•uhrt der Sprung in � genauzu solchen

Ver•anderungenin den langsamenVariablen, so dassein B•undel von L•osungenent-

steht, die ab einemgewissenPunkt alle gleich wahrscheinlich sind und im Sinneder

R•uckw•artsanalysisden exaktenL•osungenzu gest•orten Startwerten entsprechen.
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4.5 Numerisc he In tegratoren

Nach den erkannten Schwierigkeiten in nichtadiabatischen Situationen gehenwir

zun•achst von der adiabatischen Situation aus, in der (4.27) und (4.28) mit einer

ausreichend gro�en Konstanten � gelten.

Ein erstesund sehr einfaches Verfahren zur Approximation der L•osung sieht wie

folgt aus:

� L•osedie langsamenGrenzgleichungen(" ! 0)

_p0 = �r q0

�
1
2

pT
0 M0(q0)� 1p0 + U(q0; 0)

�
�

mX

j =1

I j r q0 ! j (q0) (4.36)

_q0 = M 0(q0)� 1p0 (4.37)

mit dem St•ormer-Verlet-Verfahren,

� belassedabei � (t) bzw. I j (t) auf dem Anfangswert � (t0) bzw. I j (t0).

Unter der Bedingungeinerbeschr•ankten Gesamtenergieund einerausreichendenSe-

paration der Eigenfrequenzenverursacht dieserAnsatz einenModellfehlervon O("),

was wir analogzu den Beweisender vorigen Kapitel zeigenk•onnen.

Das St•ormer-Verlet-Verfahrenist ein Verfahrenzweiter Ordnung, wir erwarten also

f•ur h >
p

" eine quadratische Fehlerreduktion und eine Stagnation desFehlersauf

O(") f•ur h <
p

". F•ur kleineWerte von ", an denenwir ja vor allem interessiertsind,

k•onnten wir uns also mit diesemVerfahren und diesemErgebnis zufrieden geben.

Wie in Kapitel 2 gen•ugt uns diesallerdingsnicht.

Im Fall einerauftretendenFastkreuzungvon Eigenfrequenzenerkennenwir diesemit

obigem Verfahren nicht einmal. Auch wenn wir es mit keinem noch so guten Ver-

fahren scha�en werden,die L•osungdesSystemsin einersolchen Situation zu appro-

ximieren, ist esdoch ein Unterschied, ob wir dieseSituation einfach ignorierenund

mit unseremVerfahrenweiter gehenals sei nichts gewesen,oder ob wir wenigstens

vom Programm darauf aufmerksamgemacht werden,dasseinesolche Fastkreuzung

statt gefundenhat und vielleicht sogareineder m•oglichen Fast-L•osungskurven mit

unseremVerfahrenverfolgenk•onnen.

Die weiterf•uhrendeFragebei der Entwicklung einesVerfahrensmit diesenZielen ist

also,welche der Terme,die wir oben ignoriert haben im Fall einersolchen Fastkreu-

zung gro� werden und uns somit auf dem Weg durch die Fastkreuzungbehil
ic h

seink•onnen.
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Zur Beantwortung dieserFragesteigenwir noch einmal in die Transformationendes

Abschnitts 4.2 ein.

In Lemma11 diagonalisierenwir die schnelleMassematrixund esentsteht ein Term

1
2

p̂T X (q̂)p̂ mit X (q̂) =

 
0 X 01

X 10 X 11

!

=

 
0 � �M � 1

0 Y

� Y T �M � 1
0 Y T �M � 1

0 Y

!

und

Y(q̂) =
�

@
@̂q0

Q(q̂0)q̂1

� T

Q(q̂0) = O(q̂1=� ) :

Dieser Ausdruck beinhaltet die Terme, die hauptverantwortlich sind f•ur die Ver-

•anderungder adiabatischenInvarianten auf Grund einerFastkreuzungund esgen•ugt

demnach, denweiterenWegdiesesAusdrucks zu verfolgen.Er wird transformiert zu

1
2

�pT

 
0 " � 1=2 X 01( �q0; "1=2
 1=2 �q1)
 � 1=2

" � 1=2 
 � 1=2X 10( �q0; "1=2
 1=2 �q1) " � 1 
 � 1=2X 11( �q0; "1=2
 1=2 �q1)
 � 1=2

!

�p

= � " � 1=2 �pT
0 M � 1

0 Y( �q0; "1=2
 1=2 �q1)
 � 1=2 �p1 (4.38)

+
1
2

" � 1 �pT
1 
 � 1=2Y( �q0; "1=2
 1=2 �q1)T M � 1

0 Y( �q0; "1=2
 1=2 �q1)
 � 1=2 �p1

= O("=� ) + O
�
"2=� 2

�

im Fall beschr•ankter Gesamtenergie.In Fastkreuzungssituationenmit � 2 � " identi-

�zieren wir den gemischten Term (4.38) als f•uhrendenTerm und schreiben ihn um,

wobei wir die Haken auf den Buchstaben weglassenund v0 = M 0(q0)� 1p0 setzen.

� " � 1=2 vT
0 Y(q0; "1=2
 1=2q1)
 � 1=2p1 = � vT

0

�
� @
@q0

Q(q0)
�


 1=2q1

� T

Q(q0)
 � 1=2p1

= �
�

d
d�

�
�
�
�
� =0

Q(q0 + � v0)
 1=2q1

� T

Q(q0)
 � 1=2p1

= qT
1 L(p0; q0)p1

mit

L(p0; q0) = � 
( q0)1=2 d
d�

�
�
�
�
� =0

Q(q0 + � v0)T Q(q0)
( q0)� 1=2 : (4.39)
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Mit diesemL stellen wir eine vereinfachte Versionder Di�eren tialgleichung f•ur die

adiabatischen Variablen � auf,

_� = (E(�) � W) � ; (4.40)

wobei W gegeben ist durch (4.26) mit der vereinfachten Matrix L aus (4.39).

Wir erhalteneinenzweiten, verbessertenIntegrator, indem wir daslangsameGrenz-

system(4.36) und (4.37) mit demSt•ormer-Verlet-Verfahrenl•osenund einenadiaba-

tischenIntegrator mit linearerPhasenapproximation, wieer in Kapitel 2.2vorgestellt

wurde, auf die Di�eren tialgleichung (4.40) anwenden.

Verwendenwir dasSt•ormer-Verlet-Verfahrenwieder als Kombination aussymplek-

tischem Euler-Verfahren und adjungiertem symplektischen Euler-Verfahren, so er-

geben sich folgendeFormeln f•ur einenZeitschritt tn ! tn+1 mit tn = t0 + nh,

pn+1 =2
0 = pn

0 �
h
2

 
1
2

pn+1 =2T

0 r q0M0(qn
0 )� 1pn+1 =2

0 + r q0U(qn
0 ; 0) +

mX

j =1

I n
j r q0 ! j (qn

0 )

!

qn+1 =2
0 = qn

0 +
h
2

�
M0(qn

0 )� 1pn+1 =2
0

�

� n+1 = � n + h
�
E(� n+1 =2) � I n+1 =2 � W n+1 =2

� 1
2

(� n+1 + � n )

pn+1
0 = pn+1 =2

0 �
h
2

 
1
2

pn+1 =2T

0 r q0M0(qn+1
0 )� 1pn+1 =2

0 + r q0 U(qn+1
0 ; 0)

+
mX

j =1

I n+1
j r q0 ! j (qn+1

0 )

!

qn+1
0 = qn+1 =2

0 +
h
2

�
M0(qn+1

0 )� 1pn+1 =2
0

�
;

mit E(� n+1 =2) = E(�( qn+1 =2
0 )), I n+1 =2

ij = sinc
�

h
2"

�
� j (q

n+1 =2
0 ) � � i (q

n+1 =2
0 )

� �
und

W n+1 =2 = W(pn+1 =2
0 ; qn+1 =2

0 ) in der vereinfachten Form von (4.39).

Durch diesesVerfahren k•onnen wir zumindest feststellen,wann ein nichtadiabati-

scher •Ubergang statt �ndet und eventuell auch eine Approximation erhalten, die

sich als \exakte" L•osungzu gest•orten Startwerten interpretieren l•asst.

Dies werdenwir im n•achsten Abschnitt testen.
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4.6 Numerisc he Beispiele

In Kapitel 4.4 haben wir bereits ein Beispiel kennen gelernt, an dem wir sowohl

die Situation getrennter Eigenfrequenzen,alsauch dasAuftreten vermiedenerKreu-

zungen untersuchen k•onnen. Auch wenn diesesBeispiel recht einfach ist, da ein

zus•atzliches Potential U in der Hamiltonfunktion nicht auftritt, k•onnen wir doch

wesentliche Eigenschaften unsererVerfahrenan diesemModellproblem illustrieren.

Wir betrachten zun•achst die adiabatische Situation getrennter Frequenzen.Durch

die Vereinfachung der Bewegungsgleichungen haben wir bereits einen Modellfehler

von O(") begangen,allerdings sind wir sowiesoan hochoszillatorischen Problemen

mit kleinen Werten von " interessiert. So w•ahlen wir " = 0:0001 und betrachten

zun•achst die FehlerunsererbeidenVerfahrenf•ur � = 0:1 (� = 1 ergibt ein •ahnliches

Bild). Die im erstenKapitel formulierten Zieleverfolgenwir nat•urlich auch hier und

wollen mit Schritt weiten h > " gute Resultate erzielen.

Abbildung 4.9 zeigt den gemittelten Fehler in schnellen und langsamenPositio-

nen geplottet gegendie Schritt weite. Durch die Reskalierung innerhalb der R•uck-

transformation leiden die schnellen Impulse unter dem kleinen ", weshalbwir uns

hier auf eineDarstellungdesPositionsfehlersbeschr•anken.Bei Verfahren1 sehenwir

klar die 2. Ordnung desSt•ormer-Verlet-Verfahrensbis zu demZeitpunkt, an demder

Modellfehler •uberwiegt und die Fehlerkurve stagniert. Auch wenn das zweite Ver-

fahren einigenResonanzenunterworfen ist, k•onnen wir hier ebenfalls eine mittlere

Steigungvon zwei identi�zieren.
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Abbildung 4.9: Gemittelter Fehler in den Positionen f•ur Verfahren 1 (Linie) und

Verfahren2 (gepunktet); " = 0:0001,� = 0:1.
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F•ur kleinere Werte von � setzt die Fastkreuzungsproblematikein und wir erhalten

schlechtere Approximationen.

Abbildung 4.10zeigt die gleichenFehlerkurven f•ur � = 0:01.Deutlich sichtbar ist das

fr•uhereEinsetzender Stagnationund die Vorteile deszweiten Verfahrensgegen•uber

dem ersten.
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Abbildung 4.10: Gemittelter Fehler in den Positionen f•ur Verfahren 1 (Linie) und

Verfahren2 (gepunktet); " = 0:0001,� = 0:01.

Verringern wir � weiter, so zeigt sich, dass das zweite Verfahren bessermit den

Fastkreuzungenumgehenkann, als wir eserwartet hatten. Abbildung 4.11zeigt den

gemittelten Fehler in den Positionen f•ur " = 0:0001und � = 0:001.
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Abbildung 4.11: Gemittelter Fehler in den Positionen f•ur Verfahren 1 (Linie) und

Verfahren2 (gepunktet); " = 0:0001,� = 0:001.
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Da wir den Fehler •uber das gesamte Integrationsintervall gemittelt haben, wirkt

sich das inad•aquate Verhalten von Verfahren1 nach der vermiedenenKreuzung in

der Fehlerkurve nicht sehrstark aus.Wir erhalten keineKonvergenzmehr, aber der

lange Abschnitt bis zur Sprungstellemit konstanten � h•alt den gemittelten Fehler

auf einem geringenNiveau. So werden wir optisch dar•uber hinweg get•auscht, dass

das erste Verfahren nach der Sprungstelleeinfach auf dem vorigen Niveau bleibt,

alsoeinenFehler der Gr•o�enordnung O(1) begeht.

Die Frage ist nun, ob das zweite Verfahren in der Lage ist, nach dem Sprung we-

nigstenseine Fast-L•osungzu verfolgen.Dazu wendenwir es mit unterschiedlichen

Schritt weiten auf die Situation " = 0:0001,� = 0:001an. In Abbildung 4.12sehenwir

wiederdasbekannte Bild der Wirkungen, berechnet mit denexaktenBewegungsglei-

chungen(dick durchgezogen),mit kleinen St•orungenin den Anfangswerten q0 (dick

gestrichelt und d•unn gepunktet) und berechnet mit Verfahren2 (Kreuze). Die ver-

wendeteSchritt weite h = 0:01 liefert eineL•osungskurve, die ziemlich genauauf der

dicken gestrichelten Linie zu liegenkommt. Wennwir auch nicht \die" urspr•ungliche

L•osungerhalten haben, so doch zumindestein Ergebnis,daswir als exakte L•osung

zu um O(") gest•orten Anfangswerten au�assen k•onnen.
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Abbildung 4.12:I j (t) \exakt", mit gest•orten Anfangswerten und Verfahren2 (Kreu-

ze); " = 0:0001,� = 0:001,h = 0:01.

Verkleinern wir die Schritt weite, ergibt sich ein noch erfreulicheresBild.

F•ur h = 0:001zeigt Abbildung 4.13,dassdie Kreuzeziemlich genauauf der L•osung

der exaktenBewegungsgleichungen zu liegenkommen.



Hamilton-Systememit l•osungsabh•angigenhohenFrequenzen 129

�0.5 �0.4 �0.3 �0.2
0

1

2

3

4

5

I
1
(t), Störung und Verfahren 2

Zeit t
�0.5 �0.4 �0.3 �0.2
0

1

2

3

4

5

I
2
(t), Störung und Verfahren 2

Zeit t

Abbildung 4.13:I j (t) \exakt", mit gest•orten Anfangswerten und Verfahren2 (Kreu-

ze); " = 0:0001,� = 0:001,h = 0:001.

Wo Verfahren1 einfach geradeausweiter gehenw•urde, gelingt esalsodurch Hinzu-

nahmewenigerentscheidenderTerme,dasSprungverhalten insofernaufzul•osen,dass

wir selbstf•ur gr•o�ere Schritt weiten gute Ergebnisseim Sinneder R•uckw•artsanalysis

erhalten.
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