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Einleitung

Medanisdie Systememit hohenOszillationen und Bewegungenauf mehrerenZeit-

skalen begegneruns, wennaud oft nicht bewusst,in vielen Lebenskereithhen. Sdon
das fur Lehrer sterende Vibrieren einesLineals an der Tischkante fallt in diese
Problemklasse.Die Motivation fur Wissensbaftler aus Mathematik, Physik, Che-
mie und Biologie sich mit hochoszillatorishhen medtanistien Systemen,insbeson-
dere Hamilton-Systemenauseinanderzusetzemphrt allerdingsehervon anderen,in

der Natur weit verbreiteten Phanomenenher, wie zum Beispiel Problemenaus der
Molekeldynamik, Astrophysik oder Wellenausbreitung(hierunter fallt im weitesten
Sinne audh unser Beispiel mit dem Lineal). IThnen zugrunde liegen hochoszillatori-
sthe Di erentialgleichungen, deren Integration sdon seit langem eine numeriste
Herausforderungdarstellt (sieheu.a. [8], Kapitel XI11 und XIV saowie [25)]).

Um eine Losungmit ausreitiender Genauigleit approximieren zu kennen, meissen
Standardintegratoren Sdritt weiten verwenden,die deutlich kleiner sind als die klein-

ste Periode der Oszillationen. Trotz deutlich verbesserterRedenleistungund steti-

ger Weiterertwicklung der Computerhardware warten wir mit solthen Integratoren
mitunter Wochen auf akzeptableLosungen.Seit mber 40 Jahrengibt esdeshalbVer-
sude geeignetelntegratoren fur hochoszillatoristie medanisthe Systemezu en-

wickeln. Geeignetbedeutetin diesemFall vor allem gre ere Sdritt weiten verwen-
denzu kennen,ohnegro e Verlustein der Genauigleit der Verfahrenhinnehmenzu
melissen.

Einer der erstenVersude gre ere Sdritt weiten zu verwendenwurde von Gautsdi

[6] vorgenommender trigonometrische Integratoren fur Di erentialgleichungender
Form x + ! 2x = g(t; x) mit einer festen Frequenz! prasetiert. Auch in jengerer
Zeit wurden Integratoren vom Gautschi-Typ weiterertwickelt und andere Ansatze
gesubt mit demZiel, genstig an gute Lesungsappraimationen zu kommen[5, 7, 12].



2 Einleitung

Bei obigerDi erentialgleichung bleiben die hohenFrequenzerder Oszillationenkon-

stant; neueAspekte ergelen sich, wenn die hohenFrequenzenund ihre assoziierten
Eigenraumezeit- oder lesungsablngig sind. Kommt esdabei zu einer Fastkreuzung
von Eigenfrequenzendasheit zwei Eigenfrequenzemahern sich einanderan und

trennen sich wieder, ohne dasseine edite Kreuzung zwisten ihnen statt ndet, be-

obadten wir neuePhanomenebis hin zu chaotisdhem Verhalten [2, 26, 2§).

Fur den Fall eines Hamilton-Systems mit zeitabhangigen hohen Frequenzenexi-

stieren bereits einige Lesungsanatze in der Literatur, die unter anderemMagnus-

Integratoren verwenden[3, 7, 13).

In der vorliegendenArb eit werdenneuelntegratoren fur nichtlineare oszillatoristhe

medanisthe Systememit zeit- und loesungsablkngigenhohenFrequenzerertwickelt,

die auf einer Transformation einesvorliegendenHamilton-Systemsin sogenante

adiabatiste Variablen beruhen.

Die Arbeit lasstsidh in zwei gro e Teile gliedern; der Erste umfasst Kapitel 1 bis

3 und behandelt den Fall zeitabhengiger hoher Frequenzen.Wir beginnenmit ei-

ner Darstellung desAusgangsproblemsm Hamiltonschen Formalisnmus und bringen

das Systemdurch eine Reihe von Transformationenin eine fur Numerik und Ana-

lyse geeignetere~orm. In Kapitel 2 und 3 stellen wir Integratoren vor, die auf die

transformierten Gleichungenangevendet werdenund damit auch die Lesungendes
urspreinglichen Systemsdeutlich e ektiv er annahern, als diesmit den bekannten In-

tegratoren gelingt. In jedem der Kapitel wird eine Fehleranalysedurchgefihrt und

dasVerhalten der Verfahrenan Beispielenveransdaulicht. Auch ein symmetrisdes
Verfahren zur Wahl adaptiver Sdiritt weiten beim Auftreten von Fastkreuzungen
wird vorgestellt und illustriert.

Der zweite Teil bestel ausKapitel 4 und besdaftigt sich mit dem Fall lesungsab-
hangiger hoher Frequenzen.Auch hier erreichen wir mit der Transformation des
Systemseine numerisdy und analytisch geeignetereGestalt, in weldher wir unter

anderemdas Auftreten von chaotisthem Verhalten der Lesungennad vermiedenen
Kreuzungender Eigenfrequenzemaher beleuditen. Wir stellen zwei neueIntegra-

toren vor und illustrieren ihr Verhalten ebenfalls an numeristhen Beispielen.



Kapitel 1

Hamilton-Systeme mit
zeltabh angigen hohen Freguenzen

1.1 Hamiltonsc he Bewegungsgleic hungen

Die Dynamik medanisder Systemelasst sich durch Hamiltons kanonisde Glei-
chungenmodellieren. Hier seidazu eine explizit zeitabhangigeHamiltonfunktion

H(py:i5paiGyiiant) R RIR

jeweils konjugierten Impulse bezeitinen. Der Index i nimmt die Wertei = 1;:::;d
an; d entspricht der Anzahl der Freiheitsgradedes Systems.
Durch Einfehrung der Energie\ariablen E alskonjugierte Variable zur Zeit t erhalten
wir die kanonistien Bewegungsgleiosungenfer p, g, E und t:

r qH(p;G1); t=1,
f o H(pig); E = %(p;q;t); (1.2)

R
a

rqH und r ,H sind dabei de niert als Vektoren der jeweiligen partiellen Ab-
leitungen von H und die Bewegung des Systemsergibt sich aus der Zuordnung
tr (p(t); o).

Lasstsich die kinetische Energieeinesmedanisdien Systemsals quadratisde Funk-
tion T(p;qgt) = %pTM (t) p mit einer symmetristh positiv de niten Massematrix

3



4 Hamilton-Systememit zeitabhangigenhohenFrequenzen

M (t) sdireiben, so besdireibt die Hamiltonfunktion H die Gesantenergie des Sy-
stems,alsodie Summeauskinetischer und potentieller Energie,

H(p;git) = T(p;q;t) + U(q;t):

Durch Einfehrung der Energiewariablen E wird die Hamiltonfunktion erweitert zu
H(p;E;qt) = H(p;q;t) + E. Entlang der Lesungskuren von (1.1) bleibt diese
Gesantenergie des Systemskonstart, d.h. H(p(t); q(t);t) = Const, was sich aus
% =rqH g+r,H p+ @ + E = 0leicht ersehenlasst.In dieserDissertati-
on werden dabei aussalie lich Systememit bestirankter Energie betrachtet, also

H(p(t);q(t);t) Const.< 1.

1.2 Hamilton-Systeme mit zeitabh angigen hohen
Frequenzen

Zunadist untersudien wir oszillatorishe medanishe Systeme,deren Frequenzen
von der Zeit abhangenund die durch folgendezeitabhangige Hamiltonfunktion ge-
geben sind

HEa) = 20" M) *p+ oy T AMG+ U(G): (12)

Die potertielle Energie des Systemswird hier reprasettiert durch 2.%qTA(t)q +

U(qg;t), wobei der Parameter" > 0 sehrkleine Werte annimnmt (" 1). M(t) ist

die bereits angesprahene Massematrix aus der kinetischen Energie des Systems,
A(t) einepositiv semide nite sogenante Stei gkeitsmatrix, deren Ableitungen als
unabhangigvon " bes&irankt angenommerwerdenund U(q;t) steht fer ein glattes
Potertial. Die Anwesenheitvon " im Nenner fehrt zu Oszillationen in Positionen
und Impulsen, derenFrequenzmit kleiner werdendem" zunimmt.

Abbildung 1.1illustriert diesenE ekt an einemeinfaden Testbeispiel mit
!
t+3 1

M(t) Id., U(gt) OundA(t) = B(t)* mit B(t) = L oia

Der erste Eintrag in q(t) wird auft 2 [ 1;1] fur " = 1, 0:1 und 0:01 geplottet und
die Zunahmeder Oszillationen kann direkt beobattet werden.
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e=1 e=0.1 e=0.01
1 0.1 0.01

-1 0.1 0.01
-1 0 1 1 0 1 1 0 1

Zeit t Zeitt Zeitt

Abbildung 1.1: ¢ (t) fer " = 1 (links), 0:1 (Mitte) und 0:01 (rechts)

In praktischen Anwendungensind allerdings noch deutlich kleinere Werte als " =

0:01 und damit noch starkere Oszillationen von Bedeutung.

Eine Hamiltonfunktion wie (1.2) besdireibt dann die Dynamik medanisder Syste-
me, die stark oszillierenund gleichzeitig eine Bewegungauf einerlangsamererzZeits-
kala auskihren, wie zum Beispiel die Oszillationen der Radaufhangung einesAutos
[27] oder das Entfalten des AntennenarmseinesSatelliten. Der zeitabhangige Fall
ist aber audh einewichtige Voraussetzundur die Untersudung und dasVerstandnis
deslesungsablngigenFalls, welcher in Kapitel 4 naher betrachtet wird.

1.3 Numerisc he Asp ekte und Ziele

Die Scwierigkeit bei der numeristen Lesungder Bewegungsgleioungen (1.1) zur
Hamiltonfunktion (1.2) besteh darin, dassdie Positionenund Impulseje nach Gre e
des Parameters" stark oszillieren. Wie wir im vorigen Abschnitt geseherhaben,
verhalt sich die Gestiwindigkeit dieserOszillationen umgelehrt proportional zu ",
dasVerhaltender Positionenq(t) und Impulsep(t) ist alsowesetlich von" abhangig.
Verwendet man fur die Lesungeinessolten Problems Standardlverfahrenwie zum
Beispiel partitionierte Runge-Kutta-Verfahren (darunter das Stermer-Verlet-Ver-
fahren), mussdie Zeitsdritt weite h so klein gewahlt werden, dassjede Oszillation
durch viele Sdritte aufgebstwird. In jedemdieserZeitsdritte meissendie Matrizen
M (t), A(t) und das Potential U mindestenseinmal ausgewvertet werden, was einen
hohenRedenaufwand verursadit und sich dadurd in der Rethenzeitder Program-
me drastisdh nieder sdhlagt.
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Diesfehrt dazu, dassmandie Anwendungenund Problemedamit gar nicht adaquat
gelbst werden (kennen).

Auch die Verfahren, die in letzter Zeit zur Lesungsolder Problemevorgesblagen
wurden, wie zum Beispielexponertielle oder trigonometrische Integratoren|[3, 7, 12,
13], liefern nur fur Werte h " zufriedenstellendeErgebnissebzw. benetigen viele
teure Funktionsausvertungen pro Zeitsdritt.

Ein Ziel der vorliegendenArbeit ist es deshalb, neue numerisde Integratoren zu
entwickeln, weldhe speziell auf diesesProblem zugeshnitten sind.

Von einemsolden Verfahrenerwarten wir:

Das Verfahren soll mit Sdritt weiten h " angevandt werden kennen und
trotzdem eine akzeptableGenauigleit erreichen.
Das heit, die Sdirittweite kann so 1

gro gewahlt werden, dass die Funktion
zwisen zwei Zeitsdritten eine oder meh-

rere Oszillationen durchlauft (siehe aud - —=0()
nebenstehendeAbbildung).

Auch fur sehrkleine Werte von " soll das Verfahren praziseResultate liefern.

Das Verfahren soll zweite Ordnung haben; das bedeutet, dassder enstehen-
de Approximationsfehler durch Ch? besdirankt bleiben soll mit einer von "
unabhangigenKonstanten C.

Pro Zeitsaritt soll dasVerfahrenmaximal zwei Funktionsausvertungenbenetigen.

Das Verfahrensoll zeitsymmetrisd sein.

Diese Erwartungen kennen nur erfullt werden, wenn wir die besonderemathema-
tische Struktur des Ausgangsproblemsusrutzen. Dazu investierenwir nun etwas
Arbeit in Transformationen.

1.4 Transformationen

Vor der Entwicklung neuerintegratorenist essinnvoll, dasProblemin einegenstigere
Form zu bringen. Dazu werden eine Reihe kanonisder Transformationen auf die
Hamiltonfunktion (1.2) angevandt mit dem Ziel, die Zeitskalen in den Bewegungs-
gleichungen annahernd zu trennen. Diese Fastseparationder Zeitskalen madit das
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Problem fur die numerishe Diskretisierungim Folgendenleichter zuganglich.
Ausgangssituationist die Hamiltonfunktion (1.2)

1 1
H(p;gt) = EDT'V'(t) p+ ﬁqTA(t)q+ U(g;t);

weldhe durch die Energie\ariable E erganzt wird zu

R(p;E;qt) = H(p;git) + E: (1.3)
Die kanonisdien Bewegungsgleisungen lauten dann
1
p = ZAMa r U1
g = M(@'p (1.4)

zusammenmit E= &L undt= 1.

Seinun g= (&) eine Koordinatentransformation in den Positionen. Nach Beispiel
5.2 aus[8], Kapitel VI.5 kann dieseTransformation zu einer symplektisdhien Trans-
formation (p;g) ! (p;&) auf die Impulse erweitert werden,indemmanp=9q&"p
setzt. Die Bewegungsgleiosungen ergelen sich dann wieder kanonist aus der Ha-
miltonfunktion.

DieseEigensdaft hilft uns dabel, eine Reihe von symplektishen Transformationen
zu konstruieren und uns so Sdritt fur Sdiritt bzw. Lemma fer Lemma, an eine
annaherndeTrennung der Zeitskalen heranzutasten.

Alle Lemmata bzw. Transformationenzusammengenommeagrgelen sdilie lic h:

Theorem 1 Es existieren symplektischelTransformationen(p;E;q;t) ! (b;li_f’;q;b
mit P = t, so dassdie Hamiltonfunktion H (p;E;q;t) in den neuen Koordinaten
folgendeForm hat

BEE D = ZHMo® o+ o bl (Bb+ o (B

+yL(b+ 4T S(Ba+ UBBTOED + & (L5)

mit einer symmetrisch positiv de niten Matrix Mg(t), einer Diagonalmatrix ( t),
einer unteren Dreiecksmatrix L (t), einer symmetrischenMatrix S(t), einer orthogo-
nalen Matrix B (t) und einer Transformationsmatrix T (t), sowie einer Aufspaltung
von p bzw.q in die Komponenten(po; p1) bzw.(tp; ¢1). Die Nelendiagonalbdéckevon
L und S sind dakei genausdklein wie die \schnellen\ Variablen p, und ¢, und haten
die Gre enordnung O(p M.
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Bew eis: Der Beweis diesesTheoremsergibt sich durch die sukzessie Konstruktion
erntspredhender Transformationenin denfolgendenLemmata, derenHintereinander-
auskihrung wieder eine symplektisde Transformation darstellt. 2
Die erste Transformation wird so konstruiert, dassdie positiv semide nite Stei g-
keitsmatrix A in einen positiv de niten Block und einen Block mit Nullen aufge-
spalten wird.

Lemma 1 Es existiert eine symplektischeTransformationq = B(t)g, t = t, B(t)
orthogonal, so dass die Hamiltonfunktion ¥ (p;E;q;t) in den neuen Koordinaten
folgendeForm hat

0 0
H(p;E;qt) = %DTM(t) p+ ;qu 0 Ay)
q'B(t)"B(t)p+ U(qg;t) + E: (1.6)

Beweis: Da A(t) symmetrisd und positiv semide nit ist, existiert eineorthogonale

Matrix B (t), die A(t) auf folgendeBlockdiagonalform bringt
!
0O O
A(t) = B(t B(t)T; 1.7
=8O Ash) (1) (1.7)
wobei A;(t) nun symmetrish und positiv de nit ist.
Durch I I I
p _ BM®" O p
E qB()" |1 E

werdendie angegelenenTransformationenin Ort und Zeit zu einer symplektistien
Transformation erweitert und wir erhalten die Hamiltonfunktion H mit

M) * = B(t)'M(t) 'B(t);
U(gt) = U(B(t)gt) und
E = E+qB()p: 2

Wir kennennun p und g analogzu den Bledken in (1.7) zerlegen:
! !

p= ; q=
P1 Ch
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und spretien auch von @ als den langsamenPositionen, von p, als den langsamen
Impulsenund von ¢ (p;) alsdenschnelen Positionen(Impulsen). Da wir ausstlie -
lich Systememit bes&irankter Gesantenergie(H  Const) betrachten, mussg, von
der Gre enordnung " sein:

= O("): (1.8)

Mit der zweiten Transformation wird die neue Stei gkeitsmatrix A4(t) in die lden-
tit at transformiert.

Lemma 2 Es existiert eine symplektischeTransformation g = e, o = C(t)en,
t = t; sodassdie Hamiltonfunktion H (p;E; g;t) in den neuenKoordinaten folgende
Form hat

1 1
H(pE gD = SPM(D) "p+ e+ & K(Dp+ UG 1) + E: (1.9)
Beweis: Wir sdireiben die Choleski-Zerlegungler Stei gk eitsmatrix A4(t) als
Ay(t) = C(1) TC() *

und transformieren Positionenund Zeit wie angegelen. Durch

0 1 oI . 010 1
Po Po
%mg=%0 cm’ OX%mg
E 0 gCm | E

wird dieseTransformation zu einer symplektistien Transformation erweitert.

Setzenwir I

Ca(t) = IOCC()t) ;

so erhalten wir die angegeleneHamiltonfunktion H mit

Mt ' o= Cyt) 'M(D Cu(t) T |
_ T T T 0 0 .
K({® = Cu(t) B() B(DCa(T) 0 coTem T (1.10)
O(e) = U(Cu(Degt) und
E = E+eC(D pu 2

Als Nadstes werden die Blockmatrizen in der Nebendiagonalender Massematrix
N aus (1.9) eliminiert.
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Lemma 3 Es existiert eine symplektischelransformationegy = g+ G(t)th, & = O,
t= t, sodassdie Hamiltonfunktion H(p;E; ¢ t) in den neuenKoordinaten folgende
Form hat
H(D E: o _}TM 1+1'TM 1+iT
(psE;qpt) = 2po o(t) “Po 2p1 1(t) “pa o2 GG
+q K (p+ U(gt) + E: (1.11)

Beweis: Wir sdreiben die Massematrix Mt (t) als
|

ir= Moo Mo (1.12)
|vllO Mll
und setzen
G(t) = Moo(t) *Mos(t):
Durch 0 1 0 | OO10 1
Po Po
OmX=© GHT | 0K@m K
E dG(MH)T 0 | E

wird die im Lemma angegelene Transformation zu einer symplektistien Transfor-
mation ervweitert.
Setzenwir |

s- L o0

so erhalten wir die angegelene Hamiltonfunktion H mit

Mo(t) = Moo(t);
Mi(t) = Mu(t) Mio(t)Moo(t) *Mou(t);
KO = GO'KOGWO T 0 o (1.13)
U(gt) = U(Cy(t)Gy(t)gt) und
E = E+ o Gt) po 2

Mit der folgendenTransformationwird die MassematrixM ,(t) der schnellenVariab-
len diagonalisiert.
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Lemma 4 Es existiert eine symplektischeTransformation g = ¢, op = Q(t)a,
t = f, Q(t) orthogonal, so dassdie Hamiltonfunktion H(p;E;q;t) in den neuen
Koordinaten folgendeForm hat
lq é . — 1 TM 1 1 T 2 1 T
(p’ ’q10 - épO 0(0 p0+§p1(f)pl+ﬁq1q1
+a'K(H)p+ 040+ E: (1.14)

Beweis: Wir diagonalisieren

My(t) = Q(t) (1) *Q(1)"; (1.15)

mit der Diagonalmatrix ( t) = diag(! ;(t)) der Frequenzenund einer orthogonalen
Matrix Q(t), die glatt von t abhangt, falls die Frequenzen! ; fur alle Zeitent von-
einandergetrenrt bleiben.

Wir transformieren Positionenund Zeit wie angegelen und erhalten durch

0 5 1 O I 0 01 0 1
o Po
@pK=80 Qf oK@p K
E 0 QO™ | E
eine symplektiste Transformation.
Setzenwir I
Av =, o)
so erhalten wir die angegeleneHamiltonfunktion H mit
Mo(®) = Mo(f); | |
Koo K 0 0
K - 00 01 - T -
® K1 Kus QAOTKMAD adTo (1.16)
0@H = UCOGOAHEE  und
E = E+qQ) pu 2

Wir reslalieren nun die sdnellen Positionenund Impulse.
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Lemma 5 Es existiert eine symplektischeTransformation ¢ = ¢, G = "2 ( t)2q,
f = t, sodassdie Hamiltonfunktion H (p;E; ;f) in den neuenKoordinaten folgende
Form hat

1 1 1
H(p;E;qt) = éngo(t) Yoo + ?pl (tp+ > o ()
+q'K (t)p+ U(T(t)q;t) + E: (1.17)

Beweis: Analog zu den vorigen Beweisenerweitern wir die Transformation durch

0o 1 o0 | . O10 . 1
Po o
BpmX=B0 "3 (1) oXBp X:
E 0 1vaqf (t) 2L1) | E
Wir setzen ) !
_ il _ | "2GQ 2
T=Tl™h =, "icQ &

und erhalten die angegelene Hamiltonfunktion H mit

Mo(t) = Mo(t); |
_ Koo " iKg 2 . _
AT S P
Um®agt) = U(T(t)gt); und
E = E+3"qf (1) 2Lt)p 2

Mit der (vorerst) letzten kanonisdien Transformation eliminieren wir den Block
der Gre enordnung O " Z in der Nebendiagonalenvon K und samtliche Haken,
Tilden und sonstigenUntersdheidungszeiben...

Lemma 6 Esexistiert eine symplektischélransformation py= pi+"z KT,
b = p, t = t, sodassdie Hamiltonfunktion H (p;E; g;t) in den neuenKoordinaten
folgendeForm hat

1
2II

1 1
H(p;E;qt) = Engo(t) o+ = p1 (DpL+ 2..OJ(t)0a

+qLOp+ 'S+ UBOTMGY + E:  (L18)
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Bew eis: Wir transformierendie konjugierten Variablen durch
o 1 O 1o 1

" | 00 g
%pog=% "TKoy (1) 2 | 0§%)poﬁ:
E

E "zgfd Ko

[

0 I

N

In diesenKoordinaten hat die Hamiltonfunktion H obige Form mit der unteren

Dreiedsmatrix
I

L 0
L - "100
2Ly L11
!
Koo 0
= 1.19
"z (Ko 2K&EMo) Ky 2 : 1o (1.19)
und der symmetristien Matrix
|
nl !
gz o "Sa (1.20)
2510 S
wobei
Sw = Ko K¢
Suu = Sjp= KoKor 2
3 1 1 1 d 3
Koo 2 2K 2 = ' — Kg 2
o 2 R 2 5 U
Su = KEMoKea  KyKor KIKD 2 2
und
Mo(t) = My(t);
E = E+":qfd Koo 2 q 2

Da wir ausstlie lich medanistie Systememit besdirankter Gesantenergie H
Const betradchten, erhalten wir nun

pm=0"2; =0 "% : (1.21)
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In den neuenKoordinaten haben die Bewegungsgleicungen folgendeForm

P = fo(pigt)
h = Mo(t) 'po+ d(git) (1.22)
! ! ! !

p _ 1 0 (9 P, fupigt)

] (1) o0 b ai(g; t)

mit dengleichma ig in " bes&irankten Funktionen
! !

f
= LOp Sa TOTBOTUEOTOEY; 1 =LO'g
Mit Hilfe der konstarten unitaren Matrix
!
1 [ I
= o 1.23
p_z il il ( )

kennenwir die sthiefsymmetrishie Matrix des Systemsfolgenderma endiagonali-

sieren: I I
0 (t) i(t) 0

= _ (1.24)
(1) 0 0 i(1)
und damit das Systemein letztes Mal transformieren.
Dazu de nieren wir die diagonalePhasenmatrix ( t) als
|
Z, :
. (s 0
t) = s)ds mit S) = 1.25
(1) . (s) (s) 0 (s (1.25)
und setzen I
1 i pa(t)
t)="z2exp =(1) : (1.26)
Ch(t)

wird audh als \ adiakatische' Variable bezeitinet, wobei wir fer eine Erklarung
desBegri s adiabatisth auf Kapitel 1.5 verweisen.JedeKomponerte desVektors

. . : . . . 0
entspricht einemKoe zien ten von (p; @)" in der Eigerbasisvon 0 und

in der komplexenEbeneum die negative Phasegedreh.
Der Faktor " 2 in obiger Transformation gewahrleistet zusammenmit (1.21), dass
gilt

=0(Q): (1.27)
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Dafur geben wir audh die Eigensdatft unsererbisherigenTransformationenauf, die
alle invariant waren unter einer Reslalierung” ! " und A(t) !  2A(t). Die letzte
Transformation erfullt dieselnvarianz auf Grund desFaktors " z nicht mehr; aber
aud siekann zu einersymplektishien Transformation auf die langsamenPositionen,
Impulse und die Energie E erweitert werden. Aus Grenden der Ubersiditlic hkeit
wird auf eine explizite Ausfahrung dieser Erweiterung hier verzidtet, statt dessen
fuhren wir folgendeSdireibweisefur die inverseTransformation ein:
! ! !
Py Pall) me O en Ly o @os
Ch Qu(t) Q1(t)

Die Bewegungsgleioungenwerdennun zu

o = fo(piat)
@ = Mo(t) "po+ Go(at) |
W 1 [ f1(pigt)
= 2 _ t .
- @ = (o t)

wobei p; und ¢ via (1.28) durch ausgedeckt werden. Ausgeshbrieben lauten die
Di erentialgleichungenfer die langsamenVariablen py und o

PBo = LooPo Sooh ToBTr qU(B Toth;t) "SeiQ:
ToBT r qUB Togp+ "B T1Q1 ;t) 1 qU(B Totp;t) (1.29)
@ = Mg'po+ Lot + "L1oQ1 :

Wir setzenaud die jeweiligen Ausdrecke fur f1 und g; in die Di erentialgleichung
der adiabatisdhen Variablen ein und erhalten

= oexp (D) WHexp L(Y

P, LioPo+ Siotp+ Ty BTr qU(B Togp + "B T1Q; ;t) (1.30)

mit
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L "
W = 11 S11
0 LI,
! !
1 L LT, La+ LT " S;; S
— - 11 _]|:1 11 -:|L-1 b 11 11 : (1.31)

Die Diagonaleirirageder Matrix W sind dabei von der Gre enordnung O(").

Nadch unsererletzten Transformation stellt sich nun die Frage, was aus numerisder
Sidht mit dieser neuen Darstellung des Hamiltonsystemsgewonnen wurde. Abbil-
dung 1.2 zeigt fur das Testbeispielaus Kapitel 1.2,dass (t) fur die ensprechenden
Werte von deutlich glatter ist als die Lesungder urspreinglichen Di erentialglei-
chungen, numerisd also besserzu approximieren sein sollte. (t) zeigt allerdings
immer noch Oszillationen, deren Amplitude nun fur " ! 0 kleiner wird.

Die Vorteile der transformierten Gleichungensind im Einzelnen:

Die langsamenund sdinellen Variablen wurden annahernd separiert. Dabei
sind wir nun in der Lage, die mathematist etwas unprazise Formulierung
\anneahernd" zu spezi zieren:

In denDi erentialgleichungenfer die langsamervariablen p, und ¢ treten die
stnellen Variablen  zwar noch auf, allerdings mit dem Vorfaktor ", so dass
die Kopplung zwisden sdinellenund langsamenvariablen nur noch von dieser
Gre enordnung ist und sich nicht mehr auf einer Skala von O(1) abspielt.

Die rethte Seite in den urspreinglichen Bewegungsgleicungen fur die sdinel-
len Variablen wird fur " ! 0 unbestirankt, weil " im Nennerauftritt. In der
transformierten Di eren tialgleichung (1.30) tritt diesest aussailie lic h im Ar-
gumern der komplexenExponenialfunktion auf, weshalbdie rethte Seite un-
abhangigvon " bestirankt bleibt. Die Oszillationen werdenzwar immer noch
sdneller fur " ! 0, doch weil die Exponertialmatrizen uniter sind, bleibt die
Ableitung von gleichma ig besdrankt. ist also\glatter" als(p; )", was
fur die numerishe Implemertierung von Vorteil ist.

Falls die Diagonalisierungder Massematrix M, glatt in der Zeit ist, bewegt
sich die Lesungvon (1.30) innerhalb einer Gre enordnung von O(") um den
Startwert, d.h. (t) = (to) + O("). Diese Gesetzna igk eit, die im nadsten
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Absanitt hergeleitetund naher betrachtet wird, fehrt dazu, dassdie adiaba-
tische Variable nur kleinere Korrekturen der Gre enordnung " um eine glatte
Lesungbesatireibt, wahrenddie ursprengliche Lesungfer * ! 0 immer starker
oszilliert (vergleide hierzu die Abbildungen 1.1 und 1.2).

Alle durchgetihrten Transformationensind linear und kennendurch Standard-

routinen der numerisden linearen Algebra ausgetihrt werden.Der numeriste
Aufwand hierfur halt sich alsoin Grenzen.

e=1 e=0.1 e=0.01
£, 01 0.1 0.1
e
c
o
Z 0\_/\f\ 0 A 0 A
2
g
0.1 0.1 0.1
] 0 1 71 0 11 1
Zeitt Zeitt Zeit t
3 x10°
5x10 5
o—— T~ o
5 5
0.05 0 0.05 0.05 0 0.05
Abbildung 1.2: 4(t) fur " = 1 (links), 0:1 (Mitte) und 0:01 (rechts). Die Ver-

gre erungen (unten) zeigenOszillatonenin (t).

Mit den Transformationensind allerdings keinesfallsalle auftretenden Scwierig-
keiten verstwwunden. Nadch wie vor besdireibt die Di erentialgleichung fur  eine
hochoszillatoristhe Funktion, die numerisd approximiert werdenmuss. Standardin-
tegratoren meissenaud hierfur mit sehr kleinen Sdritt weiten h " arbeiten, so
dassdie Entwicklung von speziellauf dieseArt von Problemenzugeshbnittenen Ver-
fahren unsin Kapitel 2 und 3 noch besthaftigen wird.

Auch die Diagonalisierungewertuell sehr gro er Matrizen, wie sie hier in jedem
Zeitsaritt verlangt wird, ist eine numeris¢ nicht zu vernadlassigendeAufgabe.
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Falls eine vollstandige Diagonalisierungder jeweiligen Matrix nicht durchfehrbar
ist, gereigt esunter Umstanden, den von den Eigernvektoren der wesetlichen Ei-
genwerte aufgespanten Teilraum zu betrachten, was auf ein zu (1.30) ahnliches
Problem fuhrt [19].

1.5 Adiabatisc he Invarianten und Dynamik von
Fastkreuzungen

Der Begri \adiabatisch" erfreut sich in Mathematik, Physik und Chemie gro er
Beliebtheit und hau gen Gebrauds, leider mit zum Teil vellig versdiedenenBe-
deutungen.Im Folgendenwollen wir zunadst klaren, was in dieser Arbeit unter
adiabatist zu verstehenist.

Der Ursprung diesesAdjektivs liegt im Griechischen; es bedeutet \w as nicht ge-
kreuzt werden kann" [11]. Im mathematishbyen Zusammenhangsind damit meist
die Kreuzungenvon Eigerwerten gemeirt, wobei in dieser Arbeit die Eigerwerte

sdnellen Systems(1.24) im Fokus des Interessesstehen. Sie gehenzureck auf die
Diagonalisierungder Massematrix M(t) in (1.15). Kreuzen sie sich nicht, verhal-
ten sich alsoadiabatisd im ursprenglichen SinnedesWortes, gibt eseineminimale
Distanz > 0 derart, dassfur jedesEigenwertpaar ! , und ! | mit k 6 | gilt:

IOBRRGO) 8t 2 [to; tena] UNd !4(t) Const.> O: (1.32)

Trotz dieserForderungkennensid je zwei Eigenwerte dieserMatrix aber noch belie-
big nahekommenund ohneKreuzung wiederauseinandergehen. nimmt dann sehr
kleine Werte an ( 1) und wir spretien von einer vermiedenenKreuzung oder
Fastkreuzungder Eigenwerte. Die Eigerwerte kreuzensich zwar nicht, die Diagonali-
sierungan sich ist aber trotzdem nicht glatt, da die Ableitung der orthogonalenMa-
trix Q(t) gro e Werte annimmt. Q und damit W sind dann von der Gre enordnung
O( 1) und die Besdranktheit der rechten Seite unserer Di eren tialgleichung ist
nicht mehr gewahrleistet, falls  nicht unabhangigvon " bestirankt ist. Wir fordern
deshalbvon unseremSystem,wennwir esals adiabatisd bezeitinen, nicht nur, dass
sich die Eigenwerte nicht kreuzen,sondernaud, dassfur > 0 mit einerKonstanten
C qilt:

1 . (1.33)
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Die Matrizen W (t), W(t) und (t) besitzendann einevon " und unabhengige,
nicht zu gro e Scranke C, d.h.

KWk C; KW(k C; k{tk C  8t2[to: tend]: (1.34)

In Kapitel 1.5.2werdenwir an einemModellproblemdie Problematik und Dynamik
von Fastkreuzungenveranstaulichen und naher untersuden. Zunadst interessiert
unsjedoch der adiabatisde Fall, in demdie Eigenwerte ausreitiend getrenrt bleiben
und die Diagonalisierungglatt ist.

1.5.1 Adiabatisc he Invarian ten

In der adiabatisthen Situation, in der (1.32) und (1.33) gelten,kennenwir folgenden
Satz aufstellenund beweisen:

Satz 1 Unter denVoraussetzunger§l.32) und (1.33) gilt fur (t)

() (to) = O(") (1.35)
gleichmaig auf beschmnkten Zeitintervallen.

Beweis: Wir integrieren beide Seiten der Di erentialgleichung (1.30) von ty bis t
und betrachten den j-ten Eintrag desVektors

Xm Zt i Zt
i) i(to) = exp (i(s)  «(8)) Wik(s) (s)ds  ri(s)ds

k=1 to to

mit
r(s) = Py(S) Lio(S)Po(S)+ S10(S)m(S)+ Ta(S) 't qU(To(S)op(S)+ "T1(S)Qu(S) (8);9) :

Wir sdhiebenim erstenintegral den Term

1= e W j(s)l = (i 6 K

ein, integrieren partiell und erhalten
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Xm

i® () = 1" ~ exp  (§(9) (s % i
% 2 | d - W) «()
L &)y L%
e
ri(s)ds:

to

Unter den Voraussetzungen(1.32) bis (1.34) kennen die ersten beiden Terme fer
] 6 kdurch C " abgeshatzt werden.Fer | = k nutzenwir aus,dassdie Diagonalein-
tragevon W die Gre enordnung O(") haben und erhalten die gleithe Abschatzung.
In r(s) verste&en sich mit Py(s) ebenfalls oszillatorishe Exponeriale, die nadc
partieller Integration analogzum ersten Integral die Gre enordnung " liefern. Des
Weiteren treten Ableitungen von pg, G, L1o, S10, T und U auf, weldhe in der adia-
batischen Situation alle besdrankt sind. 2

DiesesResultat ist ein Analogonzum quarten-adiabatisdbyen Theoremvon Born und

Fock [1], einem Satz aus den Anfangender Quantenmedanik, der besagt,dassdie

Wirkungen j ;j? (die Energiein der j-ten Komponerte geteilt durch die Frequenz
i) uber Zeitent = O(1) annahernd konstart bleiben. Ganz allgemeinnenrt man

Funktionen, die ertlang jeder bestirankten Lesungder Di eren tialgleichung nur um

O(") von ihrem Anfangswert abweichen, adiakatische Invarianten.

Im adiabatisthen Fall ist einesolde adiabatiste Invariante, weshalbwir sieauch

als adiabatiste Variable bezeitinet haben.

Betrachten wir die Funktionen

=757 (=21:m); (1.36)
so sind sie ebenfalls adiabatiste Invarianten: 1;(t) = I;(tp) + O(") fur t  Const.
Dieselnvarianten |; ertsprecen tatsadhlich den Wirkungen (Energie geteilt durch
Frequenz),wenn wir von einem Hamiltonsystem (1.2) ausgehenpei dem die Mas-
sematrix gleich der ldentit at ist und die Stei gkeitsmatrix bereits Diagonalgestalt
hat; denndann gilt

11, L0

0= 207 e a
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Ein wichtiges BeispieldieserForm ist der harmonistie Oszillator; eine Funktion, die
folgenderskalaren Di erentialgleichung zweiter Ordnung geregt:

o+ !.S) q= 0 (1.37)

Dabei ist ! (t) von der O weg bestirankt und hat unabhangig von " besdirankte
Ableitungen.
Die Hamiltonfunktion in den urspreinglichen Koordinaten hat bereits die Form

1 1! (1)?
H(p;qt) = §p2+ 5 .(.2) T

worauf sich die Transformationenerheblidh reduzieren.Die Trennung in sdnelleund
langsameVariablen wird ebensowenig benetigt, wie die erstenvier Transformatio-
nen. Letzten Endesbleibt nur die Reslalierung ubrig und wir erhalten

LW, '@, 1)
> P T S

H(p;q;t) = pq:

Nadch der adiabatishen Transformation (1.26) erhaltenwir (t) als Lesungfolgender
Di erentialgleichung

0 R 1
_ 11(t) @ 0 exp = . !(s)ds A
{0 21(t) exp 2 F\:tol (s)ds 0 ®

und die Wirkung | (t) als adiabatiste Invariante

0= s 2o S

10 q(t)?

1.5.2 Dynamik von Fastkreuzungen

Im nichtadiabatischen Fall, wenndie Bedingungen(1.32) und (1.33) verletzt werden,
kann eszu sogenanten Fastkreuzungerkommen,wahrendderersic die Eigernwerte
der Matrix zu einemZeitpunkt sehrnahekommenund sich danat wiedervoneinan-
der entfernen. Um die E ekte einer soldien Fastkreuzungzu illustrieren, betrachten
wir ein einfadheszweidimensionalesModellproblem.

EsseiM(t) ! dievon > 0abhangige2 2-Matrix
! !

.. (+3P2+ 2 3 (t+2) . t+ 3 _
Ma®) == 3(t+2) (2t+ 332+ 2 2+ - 139
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Die DiagonalisierungM(t) 1= Q(t) ( t)?Q(t)" ist gegelen durch

P
St+3+ 1 t2+ 42 0
(t) = 2 26 T %pt2+42 : (1.39)
I
_cos( (1) sin( (1)
OO = Gin( ) cos( ) ! (1.49)
t = -+ 1 arctan t : (1.41)

4 2 2

Furt 2 [ 1; 1]ist (1.32)erfullt, wobeiwir der Diagonalisierungertnehmenkennen,
dassdie Eigenwerte von M4(t) am Zeitpunkt t = O ihren minimalen Abstand von
11(0) !'5(0)=2 annehmen.

d=1 d=0.1 d=0.01
5 5 5
e 4 4 4
2
z 3 3 3
()
K=y
i 2 2 2
1 1 1
1 (0] 1 1 (0] 1 1 (0] 1
Zeit t Zeit t Zeit t
d=1 d=0.1 d=0.01
25 25 25
20 20 20
o
=]
= 15 15 15
o
>
g 10 10 10
o
=2
5 5 5
A
0 (0] [0}
1 (0] 1 1 (0] 1 1 (0] 1
Zeit t Zeit t Zeit t

Abbildung 1.3: Eigerwerte ! 1(t) und ! 5(t) fur = 1; 0:1 und 0:01 (obere Reihe).
Untere Reihe: kQ(t)k fur dieselten Werte von .

Die obere Reihe in Abbildung 1.3 veransdaulicht, dassdie Eigenwerte fur gro e
Werte von ( = O(1)) immer deutlich getrenrt bleiben. Ist klein, kommt eszu
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einer Fastkreuzungder Eigerwerte. Eine Kreuzung wird dadurch vermieden,dass
die Eigenwerte zur Asymptote des jeweils anderenEigenwvertes eberwediseln. Die
Tatsade, dasstatsadilich keine etite Kreuzung statt ndet, ist in Abbildung 1.3
oben rechts mit blo em Auge nur an Hand desUnterschiedsin der Liniencharakte-
ristik zu erkennen.
In der unteren Reihe von Abbildung 1.3 sehenwir, wie die Norm von Q wehrend
einer soldhen vermiedenenKreuzung pletzlich auf 4l anwadst und direkt danadh
wieder abfallt. Bedingung (1.33) bzw. (1.34) wird also fur kleine Werte von ver-
letzt.
Dies hat deutliche Auswirkungen auf das Verhalten der Lesungder transformierten
Di erentialgleichung (1.30). Ab einem bestimmien Wert von zeigt (t) Sprenge
auf einer O(1)-Skala, die innerhalb einer O( )-Umgebungum t = 0 statt nden.
Abbildung 1.4 zeigt einen solden nichtadiabatischen Ubergangfur " = 0:01. Fur
= 0:1 erkennenwir eine deutliche Unruhe in der Wirkungsvariablenumt 0.
Bei kleinerenWerten von verlasstdie eigerilich adiabatiste Invariante ihre O(")
Umgebung,springt auf ein neuesNiveauund bleibt dort, sobaldsich die Eigenwerte
nach der Fastkreuzungwiedergetrenrt haben. Im Gegensatzu denwinzigen Oszil-
lationen in Abbildung 1.2 sind diesenichtadiabatischen Ubergange auf der gro en
Skala gut sichtbar.

d=1 d=0.1 d=0.01 d=0.001
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 : 0.2
0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
Zeitt Zeitt Zeitt Zeitt

Abbildung 1.4:Nichtadiabatische ®bergange;j 1(t)j>undj »(t)j? fur = 1; 0:1; 0:01
und 0:001;" = 0:01.

Die Dynamik wahrend einer soldhen Fastkreuzunglasstsich am bestenuntersuden,
indem wir nahet = 0 eineandereZeitskala = ;- wahlen.
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Die DiagonalisierungM((t) 1= Q(t) ( t)2Q(t)" der Matrix ergibt dann
P !

o, 343+ 241 0
(h=2 = ~()= . s s P
|
_ ~cos( () sin( () |
QW = QU= Gn( () cost (y 0™
() = Z+%arctan( ):
Wir reskalieren audc die Matrizen
7 _ !
()= T)d=(p=omit “= o
° !
d 1 sin( () cos( () _ |
a9 = 275D cos( () sin((y 2

|
sin( (t)  cos( (1)

BHZ o cos( () sin( (1)

zeder Hohe(4 ) Yint= 0.

Die reslalierte Funktion ~ ) = (t) ist Lesungder Di erentialgleichung

Die Darstellung Q(t) = erklart die stharfe Spit-

i 2_

i 2
T =en 20 woee 250 <) =

wobei die Matrix auf der rechten Seite der Di erentialgleichung mit W( ) die Ab-
leitung £ Q( ) erthalt.
Solange4 2 "undj j=jt=2j 1gilt, ist dieseredte Seitebeshirankt mit Norm
1 und besitzt ebensobestirankte Ableitungen nach . Im Zeitintervall j j 1
(tj 2 ) durchlauft die Funktion ~ ) also Veranderungender Gre enordnung
0(1), falls4 2 " bzw. %p ™. Dies erklart dasauf der gre eren Zeitskala beob-
adhtete Sprungwerhalten der eigertlich adiabatisden Invarianten.
Hier wird sdhon klar, dassjedesnumeriste Verfahren,weldhessteckweisePolynome
als Approximation an W (t) bzw. W ( ) verwendet, Sdrritt weiten = h=2 1 be-
nutzen muss,d.h. h . Allerdings zeigt die Reslalierung auch, dassdie Anzahl der
erforderlichen Zeitsdhritte zum Erreichen einer bestimmten Genauigleit innerhalb
desSprunglereids|[ 2 ; 2 ] unabhangigvon ist.
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Das Auftreten solder nichtadiabatischen Ubergangeist nicht etwa als irrelevanter,
zufallig auftretender Einzelfall zu verstehen,sondernspielt in Physik und Chemie
einegro e Rolle. Ein wichtiges Beispielausder Molekelldynamik ist die Modellierung
pletzlicher Konformit atsanderungernvon Molekellen wie dem Sehfarbsto Rhodopsin

[21, 29].
Die seit 1932 bekannte Landau-Zener-formel [20, 30] bestireibt die Abweichung
der Lesung (t) vom adiabatisdhen Limes fur kleine Werte von " und ! 0 und

gibt Grundlagen zur Berethinung einer Wahrsdeinlichkeit, mit der nichtadiabati-
sthe Ubergange auftreten. Auf Grund der speziellenForm von W und r lasst sich
dieseFormel allerdingsnicht ohneweiteresauf unserModellproblem mbertragen.Im
Fall == 0 und gereigendkleinem” kennenwir auf Grund der Landau-Zener-ermel
allerdings erwarten, dassfur 4 2 < " deutliche &bergangeauftreten.

Hier wird klar, dassdie Begri e einer adiabatisdhen und nichtadiabatischen Situa-
tion keine streng mathematisdien De nitionen sind. Es gibt durchaus Werte von
und ", fur die kleinere \W adler" in den adiabatisden Invarianten auftreten, die
nicht mehr von der Gre enordnung O(") sind, aber audch noch nicht O(1). Wenn
alsoim Folgendenvon der adiabatisden Situation die Redeist, sollen (1.32) und
(1.33) mit soldhen Konstanten erfellt sein, dass(1.35) gilt, d.h. (t) eine adiabati-
sdhe Invariante ist. Die nichtadiabatische Situation bezeitinet eine Situation, in der
nichtadiabatische O(1)-Ubergangein (t) auftreten, wohl wissend, dass zwisthen
adiabatis und nichtadiabatisch eine Grauzoneexistiert.



Kapitel 2

Adiabatisc he Integratoren I:
lineare Phasenappro ximation

In der adiabatisden Situation meissenwir nicht lange nach einem einfaden Inte-
grator fer das oszillatoristhe Problem mit zeitabhangiger Hamiltonfunktion (1.2)
suden. Wir lesendaslangsameGrenzsystem(" ! 0)

B = LooPo St TgB'r qU(B Totp;t)
G = Molpo+L30Cb (2.1)

fur po und g zum Beispielmit dem Stermer-Verlet-Verfahrenund belasserdie adia-
batische Variable konstart auf ihrem Anfangswert. Danad transformierenwir die
erhaltene Lesung zureck und bekommen eine Annaherung an die Lesung des ur-
sprenglichen Problems(1.4).
Der Fehlerin st mber kompakteZeitintervalle wegen(1.35) vonder Gre enordnung
O("). Die Di erenz zwisthenLesungerdeslangsamerGrenzsystemg2.1) und Lesungen
deseigertlichen langsamenSystems(1.29) ist bestrankt durch
Z t
" Su(s)Qu(s) () + TgBTr 3U B Tog(s);s B T(s)Qu(s) (s)ds + O "2
to 7 t
und " L(8)"Qu(s) (s)ds + O "2

to

Durch partielle Integration kennendieselntegraleals O("?)-Termeidenti ziert wer-
den,wasmit Hilfe desGronwall-Lemmasebenfalls einenFehlervon O("?) in po und
(p ergibt.

26
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In denurspreinglichenVariablenp und qvon (1.2) zeigtsich nach Recktransformation
ein Fehlervon O("?) in den Positionenund O(") in den Impulsen.

Fur kleine" alsokein sthlechtes Ergebnisin der adiabatisden Situation, wobei die
Ordnung des Verfahrens(im Fall von Stermer-Verlet Ordnung 2) und damit die
Gre e der Zeitsdritt weite noch in den endgultigen Fehler eingeh.

Um im adiabatisden Fall Approximationen heherer Ordnung zu erhalten, sind al-
lerdings verbessertelntegratoren notwendig. Im nichtadiabatischen Fall kann mit

obigemVerfahrenauf keinenFall gearkeitet werden,da die Sprengein  von diesem
einfaden Integrator nicht einmal erkannt, gesbweige denn aufgebst werden.

Bei der Entwicklung neuerIntegratoren messenzwei Dinge im Auge behalten wer-
den: Vereinfadit man die transformierten Di erentialgleichungen (1.29) und (1.30)
an sidh, indemmankleinereTermebei der Integration nicht berecksidchtigt, sonimmt

man eineVeranderungdesModellsvor, wodurch Potenzenvon" (und 1) alsFehlerin

der Approximation erzeugtwerden. Wendet man auf eine solthherma en veranderte
Di erentialgleichung ein numerishesVerfahrenmit Zeitsaritt weite h an, soeriste-
henin der Approximation Fehlerin Potenzenvon h.

Ziel diesesKapitels ist esalso, die passenderntegratoren fur das jeweilige Modell
zu entwickeln.

Dabei kennenwir uns fur die Behandlungvon (1.30) Anregungenaus den Arb ei-
ten von TobiasJahnke und Christian Lubich holen, die numerisde Integratoren fer
eine Di erentialgleichung ahnlicher Gestalt wie (1.30) entwickeln und untersuden
[16,17,18,19]. Die Struktur von (1.30) unterscheidet sich dennach in ganzsubstan-
tieller Art und Weisevon den dort betrachteten Gleichungen, soist die Kopplungs-
matrix W dort einerein schiefsymmetrisbie Matrix und die Termeder zweiten Zeile
treten dort mberhaupt nicht auf.

Wir gehenzunadst von einem einfaderen Verfahren aus, welthes wir dann nach

und nadch verfeinern.

2.1 Notation

Um die im Folgendenauftretenden Formeln etwas zu verkerzen, fahren wir E()
einals2m 2m-Matrix mit den Eintragene, () de niert durch

exp + fur k 6 |
e() = P 2.2)
0 sonst.
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Weiter de nieren wir durch Wp, (t) den Diagonalarteil von W (t) aus(1.31), wahrend
Wy (t) = W(t) Wp(t) die Eintrage ausserhalbder Diagonalenvon W (t) erthalt;
Wy (1) ist also eine Matrix mit Hauptdiagonale Null, Wp (t) eine Diagonalmatrix,
derenEintragevon der Gre enordnung O(") sind.

Sdireibt man zusatzlich fur die eintragsweise Multiplik ation zweier Matrizen, so
erhalt die transformierte Di erentialgleichung fur  (1.30) folgendeGestalt:

) = E((1)) Wn() )+ Wp(t) (1)
P, LioPo+ S+ T{BTr qU(B Togp + "B T1Q: ;t) (2.3)
Als nadhstessdireibenwir D() und D () als Matrizen mit den Eintragen

( 1

WO = 1w d0 = U YT MEEL ey
D () ist nicht die InversevonD(), aberesgilt D() D () M = M fur jede
Matrix M mit diagM) = OundD() D () W = W+ O(") fur jede Matrix W
mit diag(W) = O(").
Die De nitionen fur E, D und D kennenaud auf beliebigeandere Diagonalma-
trizen oder angevandt werden.Fur die Funktion ( t) aus(1.25) gilt allerdings
weiter

SECC)=E(Y) D) 25)

2.2 Verfahren fer ein vereinfac htes Mo dell

Zunadist werdenwir einenlintegrator 1. Ordnung fur eineleicht vereinfathite Form
der Di erentialgleichung (2.3) konstruieren, der dann mit einem ensprecenden
Verfahrenfur die langsameDi erentialgleichung (1.29) gelopéjelt wird.
Es sei dazu die Sdritt weite h so gewahlt, dass” < h < = " gilt und eine Zeit
tn = to + nh gegelen. Wir integrieren die Gleichung (2.3) von t, bis t,+; und
erhalten
Z
t —t+hlEt+hWt+h+Wt+h
(1) = W)+ 5 E((tey* 5) Waltg+ 5)+ Wolty: + )
h h 21

h
(ther + 7) d 5 F(toe 1+ ?) d (2.6)

1
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mit
r(s) = Pus) Lio(S)po(s) + S10(S)th(s)
+T1(s)'BTr qU B To(s)op(s) + "B T1(s)Qu(s) (s)is :(2.7)
Falls das Potential U quadratisd ist (U(q;t) = %qTG(t)q), vereinfadit sich der
Ausdrudk fur r(s) zu
r(s) = Pi(s) Lio(S)po(S) + Sio(S)d(S)
+Ty(9) BT G(s) B To(s)ap(s) + "B Tu(s)Qu(s) (s)) @ (2.8)

Dies wollen wir aber nicht generellannehmenund messendeshalb (2.7) auf eine
andereWeisegenstig beredqinen. Hierzu ertwickeln wir r (U um B To0p:

rqU BTogp+ "B T1Q1 58 = 1 qU B Totp; S
+"r1 2U B Toth;s B T1Q;
+0Q "2

Gleichung (2.6) wird dann zu
z 1

h
)

h h
E(( tn+%+ ?)) WN(tn+%+ ?)4— WD(tn+%+ 2

Z,

_ h
(1) = ()+5

(thrs + ?h)d g Mt 1 + ?h)d +0 h"2 mit (2.9)

1

Hs) = Pi(S) Lio(S)Po(S) + S1o(S)th(s) + T1(s)"BTr (U B To(s)p(s); s
+"T1(s)'BTr ZU B To(s)p(s);s B Ty(s)Qu(s) (s) : (2.10)

Dies ist aquivalert zum quadratischen Fall; wir messennur den erntsprecienden
Gradienten r 4U(q;t) = G(t)g und die Hessematrixr §U(q; t) = G(t) einsetzen.m
quadratischen Fall tritt allerdings der Modellfehlerin Hehe von O(h"?) nicht auf,
da die dritte Ableitung von U verstwindet.

Aus der letzten Gleichung werdennun die numerishien Verfahrenhergeleitet,indem
wir die Funktionsausvertungenant,,, 1+ h=2 durch numerist bereherbare Gre en
ersetzen.Im erstenVerfahrengestieht dies meist durch Einfrieren der Funktionen
am Intervallmittelpunkt t, L.
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Eine Ausnahmebildet das Integral ( et + h=2), weldhes zunadst linear durch
den Beginn der Taylorreihe appraximiert wird:

(tys+ h=2)  (ty)+ h=2 (1) (2.11)
W(tn+%+ h=2) W(tn+%) (2.12)
(ther + h=2) (ths 1) (t”*l); (t”): (2.13)

Die Matrizen L1g, Sip, To und T; werden ebenfallsin tn+% ausgewertet, genauwie
die langsamenVariablen py und . In W, L und S treten die Ableitungen von
, G und vor allem Q auf, die jeweils durch einen enspredhenden symmetristien
Di erenzenquotierten wie

1
Qltnr 1) Qltawa)  Q(tn) (2.14)
R
appraximiert werden.DasIntegral ( t, . %) = tto”” “ ( s)ds kanndurch die Trapez-
regel
1= - h

( tn+%) ni=zoon =2y 5 (ther=2) + (th 1=2) (2.15)

oder die Simpsonregel

n+l=2 _ n 3=2 h

( tn+%) - + 6 ( tn+1=2) + 4( th 1=2) + ( th 3:2) (2-16)

angerahert werden.

Wir benetigen also bislang zwei Funktionsausvertungen pro Zeitsdritt, eine im
Zeitpunkt tn+%, die zweite in t, 41 .

Die Gradienten von U meissenim nichtquadratischen Fall allerdings ebenfalls be-
rechnet werden.Falls diesenicht analytisch exakt bereherbar sind, bilden wir dazu
den Di erenzenquotierien fur den jeweiligen Eintrag:

n (0]
rqU B T3 Pop(tnerza); thes oo

=

n+l=2
j - j

1 =,
L UB To ™ 2 ((tar=2) + hg);tass =

(2.17)

U BTS+1=2%(tn+1=2);tn+l=2 ;

qUME o mit (2.18)
ij I

n 0
r SU B Tg+l:2Cb(tn+1=2);tn+1=2

=
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_ 1 =
rauntt? P T U B T5™ P(p(tnsr) + he + hg )t =

U B T8 2((tnsr=a) + he)itne =
U B To" (0p(tnsrz2) + hg)itnsa=
+U B T(;]+1:2Cb(tn+l=2);tn+1=2 ;

wobei & und g die jeweiligen Einheitsvektoren bezeitinen. Zur Beredinung dieser
Gre en sind dann naterlich noch zusatzliche Auswertungen des Potentials U not-
wendig.

Sdireiben wir den jeweiligen Zeitsdritt als Hochindex, wird (2.9) zu

h=! +1=2 = Mo
T L R
z7 !

Py( ™2+ h=2 ") LI Fpo(thaze) + Slg Ghltnea=2)

n+l _ n 4

h

[N

+( T{H-J':Z)TBTI’ qUn+1:2 + " (Tfﬂ':Z)TBTI’ éUn+1=2
n+1 + n

2
was wir weiter vereinfahen kennen,indem wir W um den letzten Term von (2.19)
enweitern: W"*1=2 ertspricht dabei der urspreinglichen Gestalt von (1.31), wobei Sy,
ersetztwird durch

BT1n+1=2Q1( n+1=2 L =2 n+l=2) d; (2.19)

Si=Su+ (77?8 r UM =2 1™ (2.20)
Insgesam ergibt sich
h Z 1 1=2 1 M+
"= "+ S E(™) E(h=22 ™MAd witTewpt T
1

z
h L +1 = +1= +]1 = +1 =
5 P M h=2 M) d L ot =) + ST Gb(tas=2)
1
HTHATBTr U2 (2.21)

und esbleiben noch die Integrale eber die oszillatorishen Funktionen E und P; zu
beretinen. Eintragsweisegilt fur i 6 |
Z : h n+1=2 n+1=2
1 _ 412 B Sin > i i
E( h=2 )d = 2
1 i 2£ jn+1=2 in+1 =2

. h - =
= 2sinc M 2 20 (tha=)y (2.22)
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und analogfer P;:
Z 1

Pl( n+1=2+ h:2 n+1=2)d — pl_é eXp # 8+1=2 : eXp T, 8+1=2
1 Z .
. eXp |2_h n+1=2 : exp é—h n+1=2 d
_ 2 i n+l1=2 ., i n+l=2
= é exp = o ; eXp = ¢
Sind*'?2; Sind*? = 2Pi(ths1=) (2.23)
mit
n+1=2 tn+1 =2 . = . . h n+1=2 "
A ( s)ds und Sind"**=?:= diag sinc e

to
Ein solder \adiabatischer" Integrator kann nun kombiniert werdenmit einemsym-
metrischen Splitting (sieheaud Kapitel 2.3) zwisdien den beiden schwadh gelop-
pelten Systemen(1.29) und (2.3). Fur das langsameSystem (1.29) emp ehlt sich
dasStermer-Verlet-Verfahrenauf Grund seinerguten Stabilit atseigenslaften, wobei
im Falle einesnichtquadratischen Potertials U die Gleichung (1.29) wieder verein-
facht wird. Wir setzendas Verfahrenhier ein in Gestalt dessymplektisten Euler-
Verfahrensund desadjungierten symplektisdien Euler-Verfahrens.Die Komposition
der beidenergibt dasStermer-Verlet-Verfahrenund erlaubt ein symmetrishesSplit-
ting der beiden Systeme[9]:
EsseiwiedereineZeit t, = to+ nh gegelen. Wir beginnenmit einemhalben Sdritt
dessymplektisdien Euler-Verfahrensferr p, und o,

=1

- h e
P77 = B 5 Lok T+ Soocf + TGBTr qU(B Toch:thi=)

+" S+ TgBr JUB Tof;thi12)BT1 Q " (2.24)

n+1=2 1..n+1=2

h
= G+ 5 Mo P~ + Looh + "L1oQ1 " :

Dabei werden die Matrizen Lqg, L1, Soo, So1, To, T1 und Mg wieder in thi1= =
tn, + h=2 ausgewertet bzw. die Di erenzenquotienten mit (2.14), (2.17) und (2.18)
appraximiert.

Q, bezeitinet das gemittelte Integral mber die oszillatoriste Funktion Q,(t) aus
(1.28) ertlang desersten Halbsmrittesz,

2 the1 =2

G § o
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wobei die Phase ( t) wieder linear appraximiert und das Integral wie in (2.23)
analytisch beretinet wird:
Z 0

Q, = Qi "+ h=2 ")
1
1 . , - . . _
= F5 e ! M jexp o
Z0
) exp |2_h n+1=2 ; exp é—h n+1=2 d
1 ) , = . . _
= p5 e ! s jexp o
%( n+1=2) 1 [ exp 2_|h n+1=2 :
2|?( n+1:2) 1 | exp |2£ n+l=2 :(2_25)

Ansdhliessendfehren wir einenganzenZeitsdritt in  wie in (2.21) aus,
=2 1—

2
hP, (ths1=2) LioPh 2+ Sioch 2+ Ty BTr (U172 : (2.26)

"= T h E(™) () WU WET ()

Auch hier werdenalle Matrizen in t,.; -, ausgevertet bzw. durch denjeweiligen Dif-
ferenzenquotieten ersetzt.

Der Zeitschritt wird durch einen halben Sdiritt mit dem adjungierten symplekti-
sen Euler-Verfahrenfur py und g vervollstandigt:

h 1=2
> L ooPo

+ " Sor+ TgBTr 2UB Todh™ i thaa2)B T1 QF ™! (2.27)

n+l _ n+1=2

Po Po + Spoft + Ty BTr qU(B To Bt =)

n+1 n+1=2+ D 1,..n+1=2

G = o > My “Po + Lggdh™ + "L1pQ7 "

Die Matrizen werden weiter in t,.;-, ausgewertet, Q; bezeitinet nun aber das
gemittelte Integral von Q,(t) uber den zweiten Halbsdritt:

n+1=2 n+1=2

1 : - : -
Q = p—é iexp + ,olexp =+ o
%( n+1=2) 1 exp |2£ n+1=2 | ,

2;1_"( n+1=2) 1 exp 2_!!'] n+1=2 I (228)
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Der Algorithmus diesesEinsdirittv erfahrenslautet demnad:

Algorithm us

Esseienpg, qr)1, n, " 1:2’ " ’A(tn 1=2)’ A(tn)a ( th 1:2), ( tn)’ M (tn 1:2), M (tn),
U(g 1:2) und U(cg) bzw. die Gradierten von U aus vorigen Sdritten oder den
Startwerten bekanrt.

1. Werte A(th+1=2), A(th+1), M (th+1=2) und M (t,+1) aus.
|

00
2. ZerlegeA = B BT: setzeM = BTMB.
0 A |

. | O
3. ZerlegeA; = C TC 1, de niere C; = 0c setzeM = C/MC; und
beretine K (th+1=2) aus(1.10).

4. ZerlegeM in die Bledke Mg, M1, M1 und M; aus(1.12) und setzeMq =
Moo, M1= M1 M1gMyg'Mos. Beredine K (t,+1-2) aus(1.13).

5. DiagonalisiereM; = Q  2QT und beretine K (tn,1 ) aus(1.16).
!
K K
6. Zerlege}@ = KOO KOl und beredine damit L(t,+1=2), sowvie S(tn+1=2)
10 11

aus(1.19) bzw. (1.20).
7. Berecine "*1=2und "' mit (2.15), sawvie Q, mittels (2.25).

8. Aktualisiere die langsamenVariablen p, und ¢ bis zum ersten Halbsdritt
th+1=2 durch (2.24).

9. Berehine E( "*172), | (ths1=2), W12 und P, durch (2.2), (2.22), (1.31) und

(2.23), ersetzeS;; in W durch S;; aus (2.20) und werte r U, sowie r 2U in

o™ aus.

10. Fehre einenZeitsdritt in  durch mit (2.26).
11. Beretine Q] mittels (2.28) und feihre denzweiten Halbsdritt in ¢y aus(2.27).

12. Werte r U, sawie r 2U in ¢! ausund aktualisiere abshliessendp, um den
zweiten Halbsdritt (2.27).
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13. Fuhre an den geweinsditen Ausgabepunkten eine Recktransformation in die
urspreinglichen Variablendurch; verwendedabei obige Funktionsausvertungen
und Matrixzerlegungen.

Vorsidht ist bei der Diagonalisierungvon M (t) geboten, die nur eindeutig ist bis
auf die Sortierung der Eigerwerte und die Vorzeithen der Eigervektoren. Deshalb
meissenwir darauf achten, dassdie Reihenfolgeder Eigerwerte in jedem Zeitsdritt
dieselle bleibt und durch die Diagonalisierungkeine keinstlichen Vorzeihenvedsel
der Eigervektoren ins Spiel kommen. Insbesonderebei der Beredinung der Di e-
renzenquotieten fur Q fehren solthe unerkannten Vorzeihenvedsel zu erheblichen
Problemenund falsdhen Ergebnissen.

2.3 Splitting-V erfahren

In Absdchnitt 2.2 haben wir einen numerisden Integrator entwickelt, der auf ei-
ner Vereinfadcwung der gegelenen Di erentialgleichungen beruht. Dabei wurde der
Gradient von U an der Stelle B Toqp + "B T;Q; durch eine abgebrahene Taylor-
entwicklung um B Toqp ersetztund ein Modellfehler von O("?) begangen/falls das
Potertial U von hehererals quadratisther Ordnung ist. Unser Interessegilt hochos-
zillatorischen Systemen,also Systemenmit kleinen Werten von ", sodasswir diesen
Modellfehler stehenlassenkennten.

Allerdings erhalten wir ausgehendvon unseremersten Integrator mit nur wenig
Mehraufwand Integratoren, die ohne einen Modellfehler, also auf die vollstandigen
transformierten Di erentialgleichungen, anwendbar sind. Zudem wird hierbei ein
grundlegendesPrinzip der Konstruktion numerisder Verfahren, das bereits ange-
deutete Splitting, verwendet, sodasswir hier zwei solde Integratoren vorstellen.

2.3.1 Das Impuls-V erfahren

Bei einem Splitting-V erfahrenwird die Hamiltonfunktion in zwei Summandenauf-
geteilt, H = H! + H?2. Jeder soldierma en abgesplittete Teil wird fur sich als Ha-
miltonfunktion eineseigenenSubsystemsbetrachtet, derenFlusse' ! und ' 2 dann
zum Verfahrenzusammengesetziverden.

Das dabei entstehendesogenante \Impuls-V erfahren" lautet:
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wobei wir wieder an Zeitsdritt weiten h > " interessiertsind.

Die urspreingliche Idee hinter den Impuls-Verfahrenist ein Splitting der Hamilton-
funktion in einenTeil mit langsamerDynamik, HSI%" und einenTeil mit schneller
Dynamik, H™@S!, Der Fluss deslangsamenSystems' 319 wird dann wie ein Impuls
nur am Anfang und Ende eines Zeitsdritts gesetzt, wahrend mit dem Fluss des
schnellen Systems' 33! einezu wahlendeAnzahl N kleiner Schritte dazwistien ge-
madt werden|[8], Kapitel VIII.

Hier werdenwir den etwas umstandlich auszwertenden,aber in der Dynamik lang-
samenTeil des Potertials U als H? von der Hamiltonfunktion absplitten und im
Mittelteil desVerfahrensden adiabatisden Integrator desvorigen Absdnitts ein-
setzen(vgl. [8], Kapitel XIV).

Wir zerlegenalso

U(B () Tom(t) + "B () To(t)au(t); t) = U(B () Tom(t); ) + R(q(t); 1)

und de nieren R(q(t);t) als Di erenz der beiden Potertiale. Das Splitting der Ha-
miltonfunktion erfolgt nun durch

1 1 1
HYPE;Gt) = SpoMo(t) "o+ opr (Pt Srap (D
+qTLMp+ 3 dSMa+ UBMTom(®:) + E;  (2.29)
H%(p:E;qit) = R(q(t);1): (2.30)
Die Bewegungsgleibungen desersten Subsystemdauten demnad
PBo = LooPo Soo® "SoiQi Ty BTr qU(B Totp;t)
G = Mg'po+ Lot + "L 1oQ1
_ = exp I— W exp I— P, LioPo + Si0th
t=1
mit I
W = I—11 IIS11
0 LI,

Zur Approximation desexakten FlussesdiesesSystemssetzenwir unser adiabati-
shes Verfahren aus Kapitel 2.2 ein, wobei wir keinen Modellfehler mehr begehen
und die Formeln erheblidh vereinfahen kennen:
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_ h =
p8+1 =2 - pg L00p8+1_2 + Sooqr)] + TJBTr qU(B TO Cﬂ;tn+l :2)

2
+ "SpQ; "
+1 = h +]1 = n
0812 = 03"‘5 Molp(r)]lz"'l—goqr)]"' LoQ; "
T BT () W W S )

hPl L10p8+1:2+ Sloql')1+1:2

- h =
p8+1 _ p(r)1+1—2 > L00p8+1_2+ Sooqr)wl + TOTBTr qU(B To 08+1;t”+1:2)
+ IISO]_QI n+1

& = e D L L0r
Die Matrizen werdenwiederin t,.; -, ausgewertet bzw. ertsprechend appraximiert.

Die Bewegungsgleioungen deszweiten Subsystemsergelen sich als

p = 1 qR(gY) |
_ ToBT 1 qU(B Top + "B Taqy;t) 1 qU(B Tomp;t) (2.31)
2TTBTE QU(B Toth + "B Tich; 1) |
g_ =
. =

Auch hier werdenp; und g wiederin ausgedeickt und wir erhalten fer (2.31)

TgBT r qU(B Toop+ "B T1Qs ;1) 1 qU(B Totp;t)
P, T/BTr qU(B Top + "B T1Q; ;t):

Po

Zusammenmit t.= 0, sowvie g = 0 kennenwir die Argumerte der Matrizen in der
Zeit t, bzw. in den Positionen gy einfrieren. P,(t) und Q(t) sind wieder de niert
durch die oszillatoristen Matrixexp onertialfunktionen (1.28). Dabei gilt Q:P; = 0
und damit Q; _= 0, alsoQ; = Const.
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Dies ermeglicht esuns, auch das Argumernt desPotertials U in " einzufrierenund
das zweite Systemdurch den exaktenFluss' {_, zu lesen:

"o (2.32)
h
% = 1o ETJBT r qUB Togf + "B T1Q1 "itn) 1 qU(B Togh;tn)
A gPlTlTBTr qU(B Tocf + "B T1Q1 ";tn): (2.33)

Die hier beretineten Werte liefern zusammenmit ¢ = ¢ die Startwerte fur den
adiabatisdenIntegrator '~, worauf eineerneuteAnwendungvon' 2_, mit den Start-
werten pj*t, g§** und "** folgt:

2.3.2 Das gemittelte Impuls-V erfahren

Eine etwassterendeEigensthaft desimpuls-Verfahrensist die Auswertung der hoch-

oszillatoristhen Funktionen P, und Q; in einemeinzelnenZeitwert t,, wie siein ' ﬁzz

auftritt. Auch wenn t_= 0 gilt, kennenwir uns hier doch etwas mehr Mehe gelen
und dadurch die Akkumulation oszillatorisher Fehlerterme,wie wir sie in Kapitel

2.4und 2.5 beobatiten werden,reduzieren.

Wir verwendenzu diesemZwed dassogenante \molli ed" oder gemittelte Impuls-

Verfahren (vgl. [8], Kapitel XIV).

Es untersdheidet sich von obigemImpuls-Verfahrenaussalie lic h dadurd, dassdie
Matrizen P1(t) und Q4(t) in ' {_, nicht mehr an einem Punkt desIntervalls ausge-
wertet werden, sonderndurch die gemittelten Integrale

Zt+h
P(t) % ) P1(s) ds
t
1 t+h
QO g Qu9ds
t

ersetztwerden.
Diesewerdenwieder naherungsweiseberednet, indem wir die Phase ( s) im Argu-
mert von P; und Q; linear approximieren. Es ergibt sich also:

1 , _
Pi(th) = p—é exp r § exp =+ 3§ Sinc'; Sinc’
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1 . _
Qi(ty) = p—é iexp+ § iexp =+ 3 Sincd'; Sinc'

0 ( s)ds und Sincd := diag sinc - !
to =1
Die Mittelung der oszillatorishen Funktionen P;(t) und Q.(t) entspricht dem Er-

setzendesPotertials U(q; t) durch ein verandertesPotential U(g;t) mit

m

n
]

U(gt) = U(B Top + "B T1Saqu;t);  S(t) = Sinc(t): (2.34)

Mit dem derart veranderten Potential U wird ' 2_, zu

6 = P gTJBT r qU(B Togh + "B T1Q1 "ita) 1 qU(B Toch:tn)
A= gPlTlTBTr qU(B Togf + "B T1Q1 ";tp):
Und wie gewsinsdit gilt:
Z t+h
Pi(t) = SOP.(t) = 5 i Pi(s) ds+ O(h)
2 t+h
Qu(t) = S(H)Qu(t) = N

Qu(s)ds+ O(h):
h

t

DieseMa nahme eliminiert denungewinsditen E ekt von Sdritt weitenresonanzen,
wie wir in den Beweisender Fehlerabsbatzungenvon Kapitel 2.4 sehenwerden.

Wir habennun drei Integratorenmit unterschiedlichen Eigenstaften entwickelt, ba-
sierendauf vershiedenenAnsatzen (Modellvereinfadung durch Weglasserkleiner
Terme bzw. ein Splitting der Hamiltonfunktion). Allen gemeinsamist der Ansatz,
die Phase ( t) linear zu appraximieren. In Kapitel 2.4 werdenwir sehen,dasswir
mit diesemAnsatz einen Fehler von O(h?) + O("h) in den Positionen und O(h)
in den sdnellen Impulsen erhalten, soferndie Eigenverte einen ausrei©iendenAb-
stand zueinanderhaben. Verbesserungekeonnenwir alsoin zwei Punkten anstreben:

eine Erhehung der Ordnung auf zwei aud in allen Impulsen,

eine Sdritt weitensteuerung,mit der wir dasVerhaltenvon durch nichtadia-
batische Ubergangeverfolgenkennen,ohnewuber dasganzeZeitintervall kleine
Sdrritte verwendenzu messen.
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In Kapitel 3.1und 3.2werdenwir unsdem erstenPunkt zuwenden;die Problematik
von Fastkreuzungenwird Thema desKapitels 2.6 sein.

2.4 Fehleranalyse: Resultate

Dastypische Vorgehenin der Fehleranalysevon Verfahrenfer gewohnliche Di eren-
tialgleichungen erfordert zunadhst die Untersudung deslokalen Fehlers,das hei t
desFehlersnach einemSdiritt desVerfahrens.Betragt dieserlokale Fehler O(hP*1)
mit p 2 N, so besitzt ein numerisd stabiles Verfahren einen globalen Fehler von
O(hP). Der globale Fehler, der nach n 2 N Sdritten berednet wird, ist gegember
dem lokalen Fehler um eine h-Potenz reduziert, da sich die lokalen Fehlerim Fort-
sdreiten desVerfahrensakkumulieren.

Die Fehleranalysebesteh hier also aus zwei Teilen: der Abschatzung des lokalen
Fehlersund der Beredinung der Fehlerakkunulation.

Dabei erinnernwir uns zunaeichst an die in Kapitel 1.3formulierten Ziele.Die adiaba-
tischen Integratoren sind zeitsymmetris¢r und benetigen zwei Funktionsausvertun-
genpro Zeitsdritt; die letzten beidenZielesind alsobereitserreicht. Wir wir bereits
vermutet haben, wird die lineare Phasenappraimation allerdings nicht ausreiden,
um in allen Variablen die geweinsdite Genauigleit von global O(h?) zu erreichen. In
weldchen Variablen diesesZiel erreicht wird, werden wir hier als Resultat angeken,
die ertspredhendenBeweise nden sich ausGrendender BUbersiditlic hkeit in Kapitel
2.7und 2.8.

Zunadst formulieren wir die Voraussetzungendie fur alle Lemmata, Satze und
TheoremediesesKapitels Grundlage sind:

V1 Esqilt die EnergiekesdirankungH (p;q;t) Const. fur die Anfangswerte und
die Funktionenin (1.2) sind ausreitiendoft di erenzierbar (C3 mit unabhangig
von " bestirankten Ableitungen).

V2 Die orthogonale Matrix Q(t) aus (1.15) hat besdirankte Ableitungen mit
Q(t) = O( %) und Q(t) = O( ?).

V3 Die Frequenzen! ((t) erfullen fur alle Zeitent 2 [to; teng] die Ungleichungen
e 1)) und ! ¢(t) Const.> 0 8k;l=21;:::;mmit k6 I.

V4 Die Sdritt weite h erfullt " < h < P ™
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In einigen Satzen bzw. allen Theoremenbetrachten wir zudem aussalie lich die
adiabatisde Situation mit 1 < Const.

V4 bedeutet dabei nicht, dassdie Verfahren fur Sdritt weiten h < " keine guten
Resultate liefern bzw. wir nicht in der Lage sind, fur diesenFall eine Fehlerana-
lyse durchzufehren. Im Gegeneil: mit Zeitsdritten unterhalb der Oszillationswel-
lenlange kann das Verfahren die Oszillationen au ®senund damit deutlich kleinere
Fehlerund besserd~ehlerabsbatzungenerreichen. Unserin Kapitel 1.3 formuliertes
Ziel war esaber, Integratoren zu entwickeln, die auch mit Sdritt weiten h > " eine
akzeptableGenauigleit erreichen. Deshalbliegt unsereigerlichesinteressean einer
Fehlerabsbatzung fur diesenSdiritt weitenbereidy und wir bes&ranken uns in der
Fehleranalyseauf eine Argumentation fur " < h< = 7

Satz 2 Unter den VoraussetzungenV1-V4 geltenfur den lokalen Fehler des adia-
batischenVerfahrensmit linearer Phasenappoximation fur ein vereinfachtesModell
(Kapitel 2.2) folgendeAbsclatzungen:

kps  Po(to+ h)k = O h3=3 ; (2.35)
kg (to+ h)k = O h3=2 ; (2.36)
k! (to+hk = Oh%=3: (2.37)
Die durch O symiwlisierten Konstanten hangendalei nicht von ", und h ab, die

Koordinaten bezeichnendie transformierten Koordinaten von (1.29) und (1.30).

Beweis: SieheKapitel 2.7.

Wir haben bei diesemVerfahrenexemplarist dasAuftreten der Potenzenvon im

Nenner verfolgt, um das Verhalten der Verfahren beim Durchlaufen von Fastkreu-
zungenzu untersudien. An Hand der Fehlerabsbatzungenerkennenwir, dasskleine
Werte von , insbesondere < P bzw. < h, die Fehleranalyseund Konvergenz
des Verfahrensderart untergraben kennen, dasswir nur noch bis zur Sprungstelle
von bzw. der Fastkreuzungsstellesine gute Approximation erwarten kennen.

Um trotz kleiner Werte von ein gutes Gesantergebnis zu erzielen, messtenwir

die Sdritt weite h deutlich kleiner wahlen und damit die Potenzenvon im Nenner
kompensieren.Uber das gesante Zeitintervall wird ein soldhesVorgehenzum einen
teuer und stelt zum anderenim Gegensatzzu unseremZiel, Sdritt weiten h > "

verwendenzu kennen.
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Der Parameter ist allerdings nur in dem kleinen Bereich wirksam, in dem der
Sprung statt ndet. Danad weirde das Verfahren auch mit gre eren Sdritt wei-
ten wieder gute Approximationen liefern, so dasswir in Kapitel 2.6 nach einer
Meglichkeit suden werden, aussalie lich im Sprungbereid mit kleinen Sdritten
voran zu gehenund auf dem restlichen Intervall Sdritt weiten h > " zu verwenden.

Aufgrund der Tatsade, dassdie von verursatiten E ekte aussalie lic h auf einem
Intervall derLange wirksam sind, gehenwir beider Untersudung desglobalenFeh-
lersvon der adiabatisden Situation mit 2 < Const. aus.In dieserSituation lasstsich
der globaleFehlerin denursprenglichen Variablenvon (1.6) ausden Abschatzungen
von Satz 2 durch Untersudung der Fehlerakkurnulation und Recktransformation
herleiten:

Theorem 2 Unter denVoraussetzungev1-V4 und X < Const. geltenfur den glo-
balen Fehler desadialatischenVerfahrensmit linearer Phasenappoximation fur ein
vereinfachtesModell (Kapitel 2.2) nachRucktransformationfolgendeAbschatzungen:

kpp  po(tn)k = O h? ; (2.38)
kgg o(tn)k = O h? ; (2.39)
kpi  pu(tn)k = O(h); (2.40)
kat  a(ta)k = O('h); (2.41)

mit von " und h unablangigenKonstanten.

Beweis: SieheKapitel 2.7.

Fer h > " erreithenwir alsotatsadlich zweite Ordnung in den Positionenund lang-
samenimpulsen, nur die sdinellen Impulse sind durch O(h) bestirankt. Durch den
begangenerModellfehler sind Fehlerterme versdiedener Potenzenvon " ertstan-
den, weldhe eine Stagnation der Fehlerkurve ab einem bestimnten Punkt (h < ")
bewirken. Bei einer Untersudung von Sdritt weiten h > " fallt diesnicht weiter ins
Gewidit; wir werdenjedoch sehen,dasssich diesesVerhalten durch Anwendungder
Splitting-V erfahrenin eine dauerhaft fallende Fehlerkurve verandern lasst.

Die Fehleranalyseder Splitting-V erfahrenunterscheidet sich von der vorigen Analy-
sedadurch, dasswir zunadist einendiskreten Adiabatensatzzeigenund von diesem
auszum globalenFehler ubergehen Dabei gelt aud ein, dasswir den globalenFeh-
ler unsereserstenVerfahrensbereits analysiert haben.
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Der diskrete Adiabatensatz ist allerdings aucdh unabhangig von der Untersudung
desFehlersvon Interesse Wann immer ein Systemin Physik, Chemie, Biologie o0.8.
ein bestimntes Verhalten zeigt, ist es naterlich weinsdhensvert, diesesVerhalten
aud im Verhalten desnumeristien Verfahrenswieder zu nden. Man spricht auch
von geometrisbier numerisder Integration [8].

In der Situation dieser Arbeit existiert mit der transformierten Variablen eine
adiabatisthe Invariante, fur die gilt: (t) = (to) + O(") (vgl. Kapitel 1.5). Wir
weinsdien uns also fur die numerisdie Losung ", dassdiesesidh ebenfalls nur in
einem kleinen Wertebereidh um eine Konstante bewegt. Aufgrund von Sdritt wei-
tenresonanzererhalten wir zunadist allerdings nur (vgl. [8], Kap. XIV)

Satz 3 Unter den VoraussetzungervV1-V4 und 1 < Const. gilt nach n Schritten
desIimpuls-Verfahrensfur nh T Const.,

"= %+ 4+ 0("): (2.42)

Dakei ist , eine Summeuber die rechte Seite von (2.33):

X : .
n= h o Puty) Ta(t)"B(G) T QUB(H)Todh + "B () Ta(t)Qu(t) '5t):
j=0
(2.43)
Der Strich am Summenzeicherzeigtan, dassder erste und letzte Summandjeweils
mit dem Faktor % multipliziert werden.
Weiter gilt

X

: _ PN
k .k C mit = On'r};iXT mlzax h exp & «(f) (2.44)

i=0

Beweis: SieheKapitel 2.8.

Die Gre e von in (2.44) wird durch Resonanzerewisden der Sdritt weite h und
den Frequenzenbestimmt, weshalb aud als Resonanzindilator bezeitinet wird
[8]. Typistherweisegilt = O(h), in resonaren Situationen kann allerdingsaudh
Werte der Gre enordnung O(1) annehmen.

In Kapitel 2.5kennenwir dasAuftreten dieserResonanzerdirekt an den Fehlerkur-
ven beobaditen, hier widmen wir uns zunachst dem globalenFehler desVerfahrens:
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Theorem 3 Unter denVoraussetzungew1-V4 und ¢ < Const. gilt nachn Schrit-
ten desimpuls-Verfahrensfur die rucktransformierten Koordinaten

Pp Po(tn) = O h? +0O(")
@ o) = Oh* +0(")
p;  puta) = O()

¢ at) = O("):

Die durch O symmlisierten Konstanten hengen datei nicht von ", n und h ab,
solangenh  Const. gilt.

Beweis: SieheKapitel 2.8.

Dem Problem der Sdritt weitenresonanzerkennen wir durch eine Erhehung der
Ordnung begegnenwas allerdings eine Erhehung des Aufwandesmit sich bringt.
Wie wir in den folgendenFehlerabsbatzungen sehenwerden, erzielenwir bereits
einegro e Verbesserungjndem wir das gemittelte Impulsverfahrenverwenden.Am
Anfang steht wieder ein diskreter Adiabatensatz:

Satz 4 Unter den VoraussetzungeV1-V4 und 2 < Const. gilt nach n Schritten
desgemittelten Impuls-Verfahrensfur nh - T Const.,

n= 04+ O(h)+ O("): (2.45)
Beweis: SieheKapitel 2.8.
Damit haben wir den E ekt von Sdaritt weitenresonanzendurch Elimination des
Resonanzindiktors in demVerfahrenfur und damit im Fehlerder schnellenVa-

riablen reduziert. Auch in denlangsamenVariablen erhalten wir nun O("h) anstatt
O(" ) und fassenzusammen:

Theorem 4 Unter denVoraussetzungew1-V4 und ¢ < Const. gilt nachn Schrit-
ten desgemittelten Impuls-Verfahrensfur die recktransformierten Koordinaten

P Poltn) = O h?
@ @) = O N
Pl pilta) = O(h)
¢ ) = O(h):



Verfahrenmit linearer Phasenappraimation 45

Die durch O symmlisierten Konstanten heangen wieder nicht von ", n und h ab,
solangenh  Const. gilt.

Beweis: SieheKapitel 2.8.

Da diesesVerfahren diesellen Funktionsausvertungen verwendet, wie wir sie auch
fur denerstenintegrator oder dasimpulsverfahrenbenetigen, ersteint esauf Grund
der Fehleranalysesinnvoll, Modellfehler und Sdritt weitenresonanzerdurch die An-
wendung desgemittelten Impuls-Verfahrenszu umgehen.

Im nadsten Kapitel werdenwir alle drei Verfahren auf verstiedeneBeispielean-
wendenund sie dadurch einem Praxistest unterziehen.

2.5 Numerisc he Beispiele

Zunaast betrachten wir ein in der Medhanik sehrgebmudlichesBeispiel, das Pro-
blem von Fermi, Pasta & Ulam [4]. Wir untersudhen hier die in [8], Kapitel 1.4,
betrachtete Modi k ation und wendendie drei Verfahrendesvorigen Absdnitts an.
Im zweiten Teil diesesAbsdnitts verwendenwir die Verfahrendann fer das Fast-
kreuzungsleispiel aus Kapitel 1.5.2,um die Auswirkungen der Fastkreuzungsdyna-
mik auf das Verhalten der adiabatisden Integratoren zu untersuden.

2.5.1 Ein Fermi-P asta-Ulam Problem

Wir betrachten eine Kette von 2m Massepunkten,die abwedselnd mit weichen,
nichtlinearen und harten, linearen Federnverbundensind; die Kette ist an den End-
punkten xiert. Abbildung 2.1 illustriert dieseSituation.

hart ~weidch
linear nichtlinear

Abbildung 2.1: Kette mit alternierendenweiden, nichtlinearen und harten, linearen
Federn.

jeweiligen Massepunkte,p; = g fur deren Gestwindigkeiten.
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Die Bewegungwird durch ein Hamiltonsystem mit Gesantenergie

1 X ()2 X X
HEGD =2 Bt B+ (@ w0 @ )

i=1 i=1 i=0

bestirieben, wobei ! (t) gro ist, also! (t) = (t)=".
Wir fehren neueVariablen ein (vgl. [8], Kapitel I.5), indem wir mit dem Spaltervek-
tor Xoi,1 = 1;:::; m, die skalierte Auslenkungderi-ten steifenFederbezeitinen, mit
X1 derenslkalierte Dehnung oder Kompressionund mit yo; bzw. y;; die jeweiligen
Gestwindigkeiten oder Impulse:

Xoi = (Chi+ O 1) = 2; X1 = (i i 1) 2P 2;

pe p< (2.46)
Yo = (Pai+ P2 1)= 2 yii = (P2 P2 1)= 2

Es ertsteht wieder ein Hamiltonsystem mit Hamiltonfunktion

HOGYID = Y™™ty + ox A + U();

2"2
dabei ist
I I
X i .
x = % y= P = gnam
X1;i Y1
M = 1,, die2m-dimensionaleldertit at,
!
0 0 . . o .
A(t) = ) eine2m 2m-Matrix mit Diagonalmatrix A; und
0 (1A
1 X 1
- 4 ) ) ) 4 4
Ux) = 4 (Xo1  Xg1) + (Xoj+1  Xzie1  Xoi  X1i) + (Xom + Xzm) ™ -

i=1
A(t) ist dabei symmetrisd und positiv de nit, falls (t) 6 O0und A; eineDiagonal-
matrix mit positiven Eintr agenist.
Wir kennenalsounsereVerfahrenausdem vorigen Abschnitt anwenden,wobei eine
Umbenenmng von x in g und y in p den gewohnten Formalisnus liefert. ¢y (= Xo)
spielt wieder die Rolle der langsamenPositionen, ¢ (= X;) die der schnellenund pg
bzw. p; sind die zugelorigen Impulse.
Wir wahlenm = 3," = 0:01, (t) = 1+ 1sint und A; = diag(1; 2; 4); als Startwerte
verwendenwir g(0) = (1;0;0;"; 0;0)" und p(0) = (1;0;0;1;0;0)".
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In Abbildung 2.2 sehenwir den mber t 2 [0;5] gemittelten Fehler, logarithmisch
geplottet gegendie jeweils verwendete Sdritt weite.

Wir kennendabei unterschiedliche, bereitsangespraheneEigensbaften der Verfah-
ren erkennen.

Fehlerin Py Fehlerin d,
10° 10°
105 ‘/./’/./ 105 //////
10° 10° 10" 10° 102 10*
Schrittweite h Schrittweite h
Fehler in P, Fehler in a,
0 0

10° 10° 10* 10 10° 10
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 2.2: Gemittelter Fehler des 1. Verfahrens(durchgezogen),des Impuls-
Verfahrens(gepunktet) und desgemittelten Impuls-Verfahrens(gestrichelt), geplot-
tet gegendie Sdritt weite fur " = 0:01.

In der oberenReihewurde der Fehlerin denlangsamenVariablen py und ¢ geplot-
tet. Klar erkenrbar ist dabei der vom erstenVerfahrenbegangenéModellfehler. Er
bewirkt, dassdie Fehlerkurve fur h < " nicht weiter fallt, sondernbei einemFehler
der Gre enordnung O("?) stagniert. Auch in den scnellen Variablen ist dieseSta-
gnation erkenrbar, allerdingstritt sieauf Grund der Transformationnach erst fur
h < "3%2 auf. Wir erkennenau erdem einenUnterschied in der Gre enordnung O(")
zwisthen p; und g, der durch die Recktransformation und Reslalierung entstanden
ist und uns bereits durch die Fehlerabsbatzungenbegleitet hat.



48 Adiabatische Integratoren |

Der Vergleid der beiden Splitting-V erfahrenzeigt die Auswirkungen desResonanz-
indikators . Wahrend das Impuls-Verfahrenim interessaten Sdiritt weiterbereit
h > " durch sich aufsummierendeOszillationen einenunruhigen Fehlenerlauf zeigt,
bewegt sich der Fehlerdesgemittelten Impuls-Verfahrensertlang einer glatten Kur-
ve.

An den Steigungender doppeltlogarithmisch aufgetragenenFehlerkurven kennen
wir die Ordnung der Verfahrenablesen.Diese Steigungenbewegensic fer alle Va-
riablen in der Gre enordnung von 2, was den Aussagender Theoremeaus Kapitel
2.4 fur po, @ und ¢ entspricht. Die theoretish reduzierte Ordnung der Verfahren
in den sdhnellen Impulsen p; ndet sich fur diesesBeispiel in unseremExperimert
nicht wieder. Die Verfahrenbewahren sich alsozumindestin diesemPraxistest bes-
serals ihre theoretish nachprefbaren Eigensbaften.

Eine weitere interessate Fragestellungist die Eberprefung des Nutzens unseres
theoretishen Aufwandes.Verhalten sich die durch die Transformationenund Inte-
gration erntstandenenVerfahrendeutlich besserals wohlbekannte Algorithmen? Wir
haben einen Test gemadit und das Stermer-Verlet-Verfahrenauf das urspreingliche
Hamiltonsystem (1.2) bzw. (1.4) angevandt. Die logarithmischen Fehlerkurven der
versdiedenenVariablen sind in Abbildung 2.3 dargestellt.

Fehler in Py Fehler in 9
10 10

105//// 10° I

4 3

10* 10° 10 o 10
Schrittweite h Schrittweite h
Fehler in P, Fehler in a,
10° //// 10°
10° 10°
10°* 10° 10° 10°
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 2.3: Gemittelter Fehler des Stermer-Verlet-Verfahrens,geplottet gegen
die Sdritt weite fur " = 0:01.
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Zunadhst fallt auf, dassdas Stermer-Verlet-Verfahrenerst fur h 10 2 zufrieden-
stellendeErgebnissdiefert. Diesliegt insbesonderean den Problemen,die durch die
Sdwierigkeiten in der Approximation der hochoszillatorishen Variablen p; bzw.
¢ ertstehen. Fur h = 10 2 erhalten wir in p; gerademal einen Fehler in der
Gre enordnungvon 10 1. Die adiabatishenIntegratorenliegenda scdonbei O(10 4).
Fur h> 10 3 bzw. h > " liefert das Stermer-Verlet-Verfahrenkein akzeptablesEr-

gebnis.Das Stermer-Verlet-Verfahrenist ein ubiquitaresVerfahrenin Mathematik,

Physik und vor allem Chemieund Biologie, dessergute Langzeiteigendeaften man
seit Jahrzehrten schatzt und nutzt [8]. Allerdings musses,wie die meistenanderen
Verfahrenaud, bei hochoszillatoristien Problemensehrkleine Sdritte verwenden,
um dieseOszillationenaufzulesen.Mit denspeziellauf dieseProblematik zugesbnit-

tenen adiabatisden Integratoren haben wir alsotatsadlich unserZiel erreidit, In-

tegratoren mit Sdritt weiten h > " stabil auf Probleme dieser Art anwenden zu
kennen.

Doch wie verandert sich die Situation, wenn Fastkreuzungerder Eigenfrequenzerins
Spielkommen?Im nadisten Abscnitt werdenwir diesan einemBeispielillustrieren.

2.5.2 Ein Problem mit Fastkreuzung

Wir wollen in diesemKapitel exemplarist die Auswirkungen von Fastkreuzungen
der Eigenfrequenzerauf dasVerhalten der numeristien Lesungenveranstaulichen.
Dazu bedienenwir uns wieder desin Kapitel 1.5.1 verwendeten Modellproblems,
hier in Form von

1 1
H(p;g;t) = épTM(t) p+ ﬁqTA(t)CH U(g;t)
mit
o o 3 2
t+
M (t Id., U(q;t Ound A(t) = ALY =
(t) (t) OundA(t) 0 Ay) 1(t) o+ 3

Dadurch, dassdasPotertial U konstart ist, versdqiwinden die Unterschiede zwisthen
dendrei Verfahrenund wir bestiranken uns auf die Untersudung desersten Ver-
fahrens.Ein Modellfehlertritt nicht auf.

Die langsamenVariablen p, und @ verhalten sich ebenfallsin besondererArt und
Weise:py bleibt konstart, wahrend g, einelineare Bewegungdurchfehrt. Auf Grund
der besonderenwWahl des Beispielsbelasst der adiabatisde Integrator py ebenfalls
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auf dem Startwert und beredinet ¢y mit einem durchsdnittlic hen Fehler von nur
10 13, sodasswir uns hier auf die scnellen Variablen konzerrieren. Wir sind oh-
nediesvor allem am Verhalten des Verfahrensbeim Auftreten von Sprengenin
interessiert,so dasswir mit einem Fokus auf die sdinellen Variablen geradedie in-
teressaten Bewegungenverfolgenkennen.

Abbildung 2.4 zeigt in der oberenReihedenwbert 2 [ 1;1] gemittelten Fehlerin
den sdnellen Impulsen p; und in der unteren Reihe den der sdnellen Positionen
¢;. Dabei werdenvom linken zum rechten Diagramm kleiner werdendeWerte von
verwendet und der jeweilige Fehler logarithmisch gegendie Sdritt weite geplottet.

d=1 d=0.1 d=0.01
(YN
10O 100 100
Q_H
£
% ° 10° 10°
10
10> 10% 10> 10t 10> 10t
Schrittweite h Schrittweite h Schrittweite h
d=1 d=0.1 d=0.01
10O 100 100
O_H
=
o}
5 10° 10° 10°
10
102 10° 102 10! 10> 10
Schrittweite h Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 2.4: Fehler in den sdnellen Variablen, geplottet gegendie Sdritt weite
fur " = 0:01, = 1, 0:1, 0:01.

Wir bemerlken zunadcst wiederdendurch die Recktransformation ertstandenenUn-
terschied zwisden p; und @, in der Gre enordnung von " = 0:01.
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In Kapitel 1.5.2 haben wir diesesBeispiel theoretish untersudit und festgestellt,
dassdie Eigenfrequenzen ; fur = 1 getrenrt bleiben und wir fur das Verfahren
ein Verhalten wie im vorigen Abschnitt erwarten kennen.Dies zeigt die linke Spalte
mit einer konvergertien Fehlerkurve (-geraden).Nimmt kleinere Werte an, verliert

die adiabatisde Invariante ihre charakteristishe Eigenstaft, beginrt zu wadkeln
und zeigt fur 0:05 sdilie lic h einen Sprung auf einer O(1)-Skala. Mit diesem
Sprung bekommenunserelntegratoren Probleme,wenn die Sdritt weite nicht klein
gerug ist, wie wir im mittleren und redhten Teil von Abbildung 2.4 ablesenkennen.
Der lokale Fehlerin , denwir in Abschnitt 2.4, Satz 2 untersudht haben, hat die
Gre enordnung O(h?= 2) + O("h= 3). Wir kennenalsonur dann einenkleinen Feh-
ler und Konvergenzerwarten, wenn wir mit der Sdritt weite h deutlich unter dem
Wert von bleiben. Diesestheoretisde Ergebnisbesttigt sich hier im Experimert.

Fur Sdiritt weiten h > bzw. h erhalten wir weder Konvergenznoch einen
akzeptablenFehler. Erst fur h < konvergiert das Verfahren mit der vertrauten
Ordnung. Das ganzelntervall mit sold kleinen Sdritten zu durchmessennur we-
geneinesSprungesauf einemkleinenTeilintervall, verursatt allerdingshoheKosten
und dauert gegelenenfallsrect lange.

Im nadhsten Absdnitt stellenwir dafer einegeinstigereLesungvor, die auf der Wahl
adaptiver Sdritt weiten im Sprungbereic beruht.

2.6 Schritt weitensteue run g

Bereits mehrfad sind wir der Problematik von Fastkreuzungerder Eigenfrequenzen
j begegnetdie zu Sprengenin der adiabatisthen Variablen fuhren. Wesetlicher
Parameter ist hier die minimale Distanz der Eigenfrequenzengdie in der Diago-
nalisierung mittels Q mit kQk = O( ') zu gro en Termenund Problemenfuhrt.
Der Parameterist allerdingsnur eber denkleinen Zeitbereid der Lange wirksam,
in dem auch der Sprungin auftritt. Wir suden deshalbnad einer Meglichkeit,
nur in diesenisolierten Sprunghkereithen kleine Sdritte macden zu kennenund da-
mit den Fehlerder Verfahrenzu reduzieren,ansonstenaber mit Zeitscritten h > "
voran zu gehen.In [19] bzw. [16] wurden bereits Meglichkeiten zur adaptiven Wahl
von Sdhritt weiten vorgesblagen.
Wir verfolgen hier allerdings einen Ansatz aus [8], Kapitel VIII und XIV, der es
uns ermeglicht, die Zeitsdritt weite reversibel zu kontrollieren. Dies respektiert in
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besondererArt und Weisedie geometristen Eigenstaften des Systems.

Dazu wird eine Transformationt $ in der Zeit vorgenommen,mit g—t = (t).
In Abschnitt 1.5.2 haben wir bereits fur die Untersudiung des Testbeispielseine

Transformation = ZL vorgenommen,alsoc‘,‘—t = 2 . Diesewar ausstllie lic h fur die
-Umgebungder Sprungstellede niert worden. Hier soll einesolde Transformation

nun automatisd durch das Programm gestehen, wenn wir uns der Sprungstelle

nahern. Deshalbde nieren wir

(1) = kW()k*+ 2 :

[
1 Lig Li; Lag+ Ly,
? Lp+L Ly LY
das Sprungwerhalten wesetlichen Anteil Q erthalt, und einemParameter , derin-
terpretiert werdenkann, als dasVerhaltnis von einemnoch zu de nierenden Genau-
igkeitsparameter zur maximal zulassigenSdiritt weite. Um (t) besserdi erenzie-
ren zu kennen,wahlen wir die Frobenius-Norm,kW (t)k = trace(W (t)TW(t)) 2
Ohne den Parameter erntspradce diese Transformation im Sprungbereid genau
der in 1.5.2 angevandten Transformation = ZL im Gegensatzzu der dortigen
schrumpft und wadst hier die Sdritt weite allerdingsmit denvom Systemgestellten
Anforderungen.Der Parameter garartiert unsim Wesetlichen, dassdie Sduritte
immer klein gerug bleiben, um den Sprung nicht ganzlich zu ebersehen.
Zur kerzeren Darstellung des Formalismus fassenwir nun die transformierten Dif-
ferertialgleichungen (1.29) und (1.30) zu y = f (y) zusammenmit y* = (p5;qf; 7).
Die Transformationin der Zeit fehrt zu

mit einer vereinfatiten Matrix W (t) = ; die den fur

_d o odt _1 . o
y ) = gy g =fy O=f) mit z ®=1 (2.47)

y bezeitinet dabei die Di erentiation vony nacd t, y°die nach
Wir di erenzieren die zweite Gleichung von (2.47) nach  und erhalten
2% (t)+ z_(t) (t) = 0,also

(1)

Nad [10] ertwickeln wir den folgendenAlgorithmus, der zunadhst den Fluss von
(2.48) mber einen Halbsdritt =2 appraximiert, dann einen Sdritt mit einemder

2°=G@t) mit G(t) = kKW (t)k?+ 2 “trace W (t)TW(t) : (2.48)
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adiabatischen Integratoren , angevandt auf y° = f (y)=z, madht und mit einem
zweiten Halbsdritt fur z°= G(t) endet:

Zny1=2 = Zn+§G(tn)

hni1=2 = =Znu=
ther = th+ hpaz
AR ()
Znv1 = Zpa=2 t ) G(tn+1):

Der Genauigleitsparameter erntspricht dabei der fur  verwendeten Saritt weite,
n = n , und wir gehenvon Startwerten y(to) = yo bzw. z; = ﬁ aus.
Der Algorithmus kann aufgefasstwerden als Strang-Splitting-Verfahrenfer die Lo-
sung des gekoppelten Systemsy® = %f (y), z°= G(t) und ist symmetrisd, falls |
symmetrisd ist und ebensoreversibel. Auch erhalt diesesVerfahren die Invarian-
te I (t;z) = z (t). Wir mussendie auftretenden Gre en also nur noch beredinen
kennen, um ein adaquatesVerfahren zur adaptiven Sdritt weitensteuerungzu er-
halten.
Fur die adiabatisden Integratoren, die sich hinter (y) verbergen, benetigen wir
Funktionsausvertungen in t,+:; = t, + hpy= und the= = t, + %hnﬂzz; dafer
muss allerdings zunadst h,.1 -, und damit G(t,) beretinet werden. G(t,) enthalt
mit L,(ty) und Lys(t,) ersteund zweite Ableitungen von , Q, G, C und B, die
wir bislangmit Di erenzenquotienten appraximiert haben. Dafur benotigen wir eine
Auswertung in t,.1, weldheswir zu diesemZeitpunkt allerdings noch nicht kennen.
Wir beretnen deshalbzunadchst t,,.1 = t, + h, 1-», werten die Funktionen A, M
und U dort aus, beretinen damit die Di erenzenquotienten in G(t,), sowie hy.q =
und dannty.; = th + hpai= bZW. thig o = th + T hyig .
So benetigen wir drei Funktionsausvertungen pro Zeitsdritt, was immer noch
gunstiger ist, als dasganzeZeitintervall mit kleinen Sdiritten zu durchmessen.
In Abbildung 2.5 haben wir die Loesung (t) desBeispielsausKapitel 1.5.2und die
numerisde Approximation ohne(links) und mit Sdritt weitensteuerung(rechts) fer
"= 0:0lund = 0:02 geplottet. Wir erkennenin der linken Graphik deutlich die
Probleme, die der Integrator ohne Sdritt weitensteuerungnach dem Durchlaufen
einer Sprungstellehat. Der Fehler am Ende liegt in der Gre enordnung von 10 1.
Verwendenwir adaptive Sdritt weiten, so betragt der Fehleram Endzeitpunkt 10 3
und ist in der Grak mit blo em Auge nicht mehr zu erkennen.Ohne die Sdritt-
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weitensteuerungware eine akzeptable Genauigleit hier also nicht erreicht worden.

h_(t) und adiabatischer Integrator Schrittweitensteuerung

0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
Zeitt Zeitt

Abbildung 2.5: (t) (Linie) und numerisdie Approximation (Kreuze) ohneund mit
Sdritt weitensteuerungfer " = 0:01, = 0:02 und Ausgangssiritt weite h = 0:03.

Allerdings ersdeint dasintervall mit Sdritt weitensteuerungbeim groben Hinsehen
dicht besetztmit Funktionsausvertungen.Ob die Sdritt weiten vor allemim Sprung-
bereith verkleinert worden sind, oder ob das ganzelntervall mit kleinen Sdritten
durchmessenwurde, lasstsich so nicht genauerkennen.

Dies kennenwir allerdings aus Abbildung 2.6 ablesen,wo wir die Sdritt weiten feir
dasBeispielausKapitel 1.5.2als Funktion der Zeit darstellen. Die verwendetenPa-
rametersind = 0:01, = 0:1," = 0:0lund = 1,2 2,2 4 2 6 In Abschnitt 1.5.2
haben wir gesehendassbeit = 0 eine Fastkreuzungder Eigenfrequenzerauftritt,
die sich umso starker auswirkt, je kleiner der Parameter im Vergleid zu " wird.
Wie Abbildung 2.6 zeigt, verringert sich die Sdritt weite umso starker, je kleiner
wird. Dies gestient dabei aussalie lic h in dem kleinen zeitlichen Bereidh, in dem
sich das Sprung\erhalten abspielt und wir haben unser Ziel erreict, nur in einem
kleinenTeilintervall kleinereSdritt weiten zu verwenden.Dasrestliche Intervall wird
dann mit der gre eren Ausgangssieritt weite durchmessen.

Betrachten wir den Fehleram Endpunkt t = 1, soerhalten wir in den Positionenin
allen Fallen eine Gre enordnung desFehlersvon nur 4 10 4 bis1 10 °.

Im vorigen Abscnitt haben wir gesehendasswir zum Erreichen einer solden Feh-
lerordnung eine konstarte Sdritt weite von ca.5 10 2 verwendenmeussten.In Ab-
bildung 2.6 kennenwir dagegenablesen,dasswir mit Hilfe der adaptiven Sdritt-
weitensteuerungelber weite Teile desintervalls mit deutlich gre eren Sdritt weiten
arbeiten kennenund somit Redenzeitund -aufwand sparen.
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Fastkreuzung: Schrittweiten als Funktion von t firm= 1e 2

Schrittweite h

Zeitt

Abbildung 2.6: Sdritt weiten als Funktion der Zeit t fur " = 0:0lund = 1,2 2,
2 4,2 5 (dicker werdendeLinien).

2.7 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 2 (1. Ver-
fahren)

In der wblichen numeristien Fehleranalyselegenam Ende die Potenzenvon h die
Ordnung desVerfahrensfest. Bei den BeweisendieseKapitels meissenwir allerdings
nicht nur die Potenzenvon h beadten, wir habenmit " einenweiterenkleinen Para-
meter im Auge zu behalten. Bei Termender Gre enordnung O(h?=") zum Beispiel
kennenwir nicht von h2-Fehlertermenspreden, da fur " < h < = ™ der kleine Pa-
rameter im Nennerh-Potenzenim Zahler\au ressen\ kann. Im Nennerauftretende
Potenzenvon " kennenuns also h-Potenzenkosten.
Beim ersten Verfahren wollen wir zusatzlich verfolgen, wie sich kleine Werte von
, also Fastkreuzungender Eigenfrequenzenauf den lokalen Fehler auswirken. Da-
durch wird die Problematik der Verfahrenim Durchlaufen von nichtadiabatischen
Ubergangenerkenrbar. DiesesSprungwerhalten spielt sich allerdingsin sehrkleinen
Zeitintervallen ab, der Parameter ist also nur mber einen sehr kleinen zeitlichen
Bereidh wirksam, weshalbwir ihn bei der Abschatzung des globalen Fehlers nicht
mehr berecksichtigen werden. Dort gehenwir von der adiabatisden Situation mit
1 < Const. aus. Zur Vereinfadung fassenwir mit C oder O auftretende,von " und
h unabhangigeKonstanten zusammen.
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2.7.1 Lokaler Fehler: Beweis von Satz 2

Die Strategie beim Beweis der Abschatzungen (2.35)-(2.37) verlauft ahnlich wie
bei einem Puzzlespiel.Zunadst zerlegenwir den lokalen Fehlerin handliche Teile,
die wir genau betrachten und abshatzen kennen. Dann setzenwir diese wieder
zusammen bis ein komplettes Bild desFehlerseristanden ist.

1. Schritt:  Vorb ereitungen

Zur Vorbereitung sdhatzenwir einigemehrfad auftretende Matrizen und Termeab,
die uns dann spater jederzeitals \Randteile" unseresPuzzleszur Verfagung stehen
werden.

Dabei erhalten wir unter den gegelenenVoraussetzungerdurch Identi k ation der
Gre enordnung der erthaltenen Matrizen :

Koo(t) = O(1); Kou(t) = O(1); Kuo(t) = O(1); (2.49)
ebensodie Ableitung Kgo(t) = O(1), aber

Kor() =0 * ;Kao()=0O ' undKu()=0 ' Knt)=0 2
(2.50)
Darausergelen sich folgendeSdranken fer die Blodke von L (t) und S(t) bzw. deren
Ableitungen
Loo; Loo; L1o; Soo; S12= O(1); Lio; Seo; Su=0 ' ; (2.51)
L11; So1; S10=0 ' 5 Lat; Ser; S10= 0 2 ; (2.52)

und folglich audh
wit=0 ': w@)=0 2: (2.53)

Aus der Bestirankung der GesantenergieH und der Di erentialgleichung (1.30) fer
haben wir
(t)=0(@1); (=0 1 (2.54)

Wir sdlie en weiter ausden Di erentialgleichungen (1.29) fur po und o
Bt)=0 *+0" ?; et)=0@1)+0" *; (2.55)

und bei jeder weiterer Ableitung von py und ¢ wadst die Gre enordnung dieser
Ableitungenum 1.
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2. Schritt: Der Mo dellfehler

Der begangeneModellfehlerertsteht beim Ersetzenvonr U(B Togp+ "B T1Q1 ;S)
durch r qU(B Totp;s) + "r §U(B Tomp; S)B T1Q: unter dem Integral und betragt
demnat nadh einemSdritt desVerfahrens(s = t;-, + 7“)

||2h YA 1
5 (s) Qu(s) N(s)Qu(s) (s)d

plus TermehehererOrdnung in ". Dabeiist derm 2m m-TensorN (s) de niert
durch N(s) = Ti(s) B(s) r SU(B(S)TO(S)Cb(S);S)B(S)Tl(S).

Die Multiplik ation von links mit Q, und von rechts mit Q, bewirkt, dassjeder der
m  m-Bledke von N(s), hier bezeitinet mit Ny(s), k = 1;:::;2m, mit oszilla-
torischen Exponertialen multipliziert wird. Dabei ertstehen 2m  2m-Bledke der
Gestalt

Q1(s) Nk(s)Qu(s)

1 exp + § Ny(s)exp & $ exp « § Ne(s)exp + $

2 exp - 5 Ni(s)exp - 5§ exp L § Ne(s)exp + §

Integrierenwir hiereber, gewinnenwir in den Eintr agender Nebendiagonalerdurch
die oszillatoristhen Exponertialfunktionen einenFaktor der Gre enordnung O("=h).
Auf der Diagonalenheben sich die Eintr ageder Exponertialfunktionen aber gegen-
einander weg, so dass der lokale Gesantfehler, der durch die Vereinfahung des

--2hz 1 -
7 1O NI j(9d =0 "h (2.56)

3. Schritt: Der Fehler durc h lineare Phasenappro ximation

Bei der linearen Phasenappra@imation wird ( t;—, + h=2) im Argument der kom-
plexen Exponertialfunktion ersetztdurch ( ti;;) + h=2( t;=;), alsodem linearen
Beginn der Taylorreihe. Wir fehren nun fer die Di erenz

E (t+ h=2) E (t)+ h=2(1)

eine neueSdireibweiseein (vgl. [16]).
Dafur bezeitinen wir mit R = diag(r;) das Restgliedder Taylorentwicklung

(t+ )= (tH+ (t)+ *R(t )
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und de nieren damit die matrixwertige Funktion
z 1
F(t; x; R) = D(R(t; X)) E x°R(tx) d: (2.57)
0

Nacd Voraussetzungvl ausKapitel 2.4ist F auf kompaktenIntervallen besdirankt
und bezglich t stetig di erenzierbar. E(t; x; R) bleibt dabei unabhangig von " be-
sdrankt.
Fur x 6 0O gilt:

F(t;x;R) = =3 E(x’R(t;x)  E(0)

und damit fur die Di erenz

E (t+ h=2) E (t)+ h=2(1)
i ?h?
=

E (t)+ h=2(t) F( h=2R):

Der Fehler, der durch die lineare Phasenappraimation in den untersdiedlichen
Teilen desVerfahrensensteht, ist gegelen durch dasIntegral eber dieseDi erenz.

Wir betrachten nun also ganzallgemein Ausdrecke vom Typ
Z

2
E(h=2) G()d
1
mit einer matrixwertigen, stetig di erenzierbaren Funktion G, derenAbleitung un-
abhangigvonh und " auf kompaktenintervallen besdirankt bleibt. Im obigenFall ist
G( )= Z2F(t h=2R). Nunfugenwir im IntegrandendenFaktor D() 2D ()
als\nahrhafte Eins" ein und integrieren partiell:

Z . "
E(h=2) 5D 2D () G()d
- ZE(h2) DO G() = 'E(h2) D G()d:

1

Mit D () = O( 1) und den Bestirankungenvon F(t; h=2;R) erhalten wir fur
dendurch die linearePhasenappraimation ertstehendenFehlertermdie Abschatzung
Z 1
E (t+ h=2) E (t)+ h=2(t) d (2.58)
1
ih2 VA 1

= s E(CD) E(h=2) 2F(t h=2R)d =0 h . (2.59)
1
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4. Schritt: Der Fehler in po und o
(a) Zeigezunachst 1= 9%+ O("= ?) und

Z to+h=2
" Sou(t) + TgBTr ZU(B (1) Top(t); ) Ta(t) Qu(t) (t) dt
to
h =,
=3 Sor- + Tg B(t1=2) "1 2U(B (t12) Toe; t1=2) Ta(t12) Q; °
+0 "?h=2 + O "h?=
Es gilt
L= 04 h E() () W2+ Wi %( t+ 9

hP (ti2) LaoPy~ + St~ + T1 BTr U ;
und wir kennennach den Vorbereitungenaus dem ersten Scritt absheatzen
1+O":2 1- 1+O":2 0+O":2

bzw.
1: O+O":2:

R +he
Zum Bewveis der zweiten Abschatzung schreiben wir das Integral °* h=2

t X (t)dt als
g le (ti+ h=2)d und zerlegendie Di erenz der beidenlangenTermein hand-
lichere Di erenzen. Die erste ertsteht durch das Einfrieren von t;—, + h=2 in der
Zeit t;-, bzw. p(t12+ h=2) in (to) in allen Argumerten bis auf dasder komplexen
Exponertialfunktion, die sich in Q; verstedt.
Der gre te Fehlertek'FEr1 entsteht dabei durch Sp(t1 + h=2) = Sp1(t1=,) + O(h= ?),
was zusammenmit 1Q1 (ti=+ h=2) (ti+ h=2)d = O("=h) einenFehler
der Ordnung O("2h= 2) ergibt.
Die zweite Dierenz ertsteht durch das naherungsweise Beredinen der Ableitun-
gen in Spi(ti=) durch die symmetrishen Di erenzenquotierten bzw. durch die
Annaherung des Gradiernten von U. Der hierbei entstehende Fehler hat die glei-
che Gre enordnung: O("?h= 2).
Zuletzt bleibt der Fehler abzusbatzen, der durch die lineare Phasenappraimation
von in Qy(( t)) enstanden ist. Dabei kennenwir auf den dritten Sdritt dieses
Beweiseszureckgreifen und erhalten



60 Adiabatische Integratoren |

h =
5" Sor * To BT JU(B (i) To: taco) Tu(t12)

Z0
Qi (tim+ h=2)d Q, °=0 "h%=
1

Zusammenmit ' = 9+ O("= 2) kennenwir eine analogeAbsdatzung fur den
zweiten Halbsdritt zeigen:

Z to+h
" Sou(t) + T B(t)'r FU(B (1) Totp(t); ) To(t) Qu(t) (t)dt
to+ h=2
h, .- .
= 5" Sor + ToB(ta2)"r JU(B(t1=2) Tolh; i) Ta(ta=2) Q7 °
+0 "?h=2 + 0 "h?= +0 "3=3:
t0+hll

Fur das Integral t L 10(t) T Qa(t) (t) dt aus dem Verfahrensteil fur ¢ erhalten
wir mit der gleichen Tednik

Z to+ h=2 h 1=
"Lao() Qut) (dt= 5"L3°Qy °+ 0 "*h= + 0 "h’=
to
bzw.
VAN
to*h u T _ hn 1=2~+ 0 N2 — gy 2 w3_ 2 .
L1o()TQu(t) (dt= Z"LI’Q] °+ 0 "*h= +0 'h’= +0 "=7:
to+ h=2

Damit kennenwir den ersten Sdritt in denlangsamenVariablen py und @ folgen-
derma en darstellen:

122, P+ G “u
= P hfyr po 5 ; L1 ! 0:(t) dt
to
+O ||2h: 2 + O uhZ: + O n3: 3
Z
- + g t
O(JJ- = 0((J)+ hfZ pé—Z; CQT%; t1op + " gz(t) dt
to
+O II2h: + O nh2: + O n3: 2
mit
_ + 1 _ _ _ O+ 1
o 2 it = LIRS D 2 &

&

+
+ Ty B(ti2)'r U B(ti2) To % 5 i
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und
0u(t) = Soa(t) + Tg B()Tr GU(B()Toth(t); )To(t) Qu(t) (1);
sawie
fo poo; 08; % tis = Mo(ti) *pa’+ Lgo"g*zq% und
() = Luo(t) Qu(t) (1):
Weiter gilt
P =  fi(po(t); (t);t) "gi(t)+ O "2  (Modellfehler),
@ = fa(po(t); dw(t);t) + "ga(t);

sowie die Abschatzungen
fi;f2; = 01); fufey=001=); o=0(1=); =01=2;

die fur jede weitere Zeitableitung um O( 1) wacdsen.

(b) Wir betrachten die modi zierte Mittelpunktsregel

Yot Y1
2

angevandt auf die Di erentialgleichungy = f (y)+ g(t) mit einerausreihendglatten
Funktion f (y) und g(t) = O(1), g(t) = O(1=), g(t) = O(1= 2?) (vgl. Ex. 7 aus
Kapitel XIV,[8]). Wir zeigenfur denlokalen Fehler

y1 y(t1) = O h’=2:

Dazu vergleithen wir die Taylorentwicklungen

Z,
+ g(t) dt

to

Y1 = Yo+ hf

2
V(t) = (o) + hylto) + y(to) + O hg
h2 h2 h2
= Yo+ hf(yo) + hg(to) + Ef Ayo)f (Yo) + Ef Wo)9(to) + Egﬂo) + 0 h'g
und
h2 h VA t1 VA t1
y1 = Yo+ hf(yo) + Ef Wo)f (Yo) + Ef Ayo) g(t) dt + g(t)dt+ O hg

to to

2 2 3
Yo + hf (yo) + %f Wo)f (Yo) + %f o) 9(to) + hzf Ayo)a(to)

2
+hg(to) + palte) + O e
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Es folgt
y1 y(t1))=0O h%¢ +0 h% % =0 h’=?2

in obigemFall.

(c) Fugenwir (a) und (b) zusammen,so erhalten wir fur den lokalen Fehlerin pgy
und o

Oh=°%+0"2h=2 +0O "h2= + 0 "3=3 (260)
Oh=2 +0"%h= +0 "h?= +0 "3=2 ; (2.61)

kpg  Po(ti)k
kg Op(ta)k

Unter der Voraussetzung' < h kennenwir den lokalen Fehler in den langsamen
Komponerten auf den h3-Term verkeirzen und haben die Abschatzung fur die lang-
samenKomponerien gezeigt.

5. Schritt: Der Fehler in

Der lokale Fehlerin ist gegelen durch die Di erenz

Z

h 1

(to+h) ' = > E(( i+ h=2)) Wn(tiz+ h=2)
1
+Wp(t1o+ h=2) (t;-o+ h=2)d

g E( ™) I(ti) W+ W~ (P+ 0 (262)
h Z1
—= r(t1=2+ h:2)d
2

+hP, (tip) LioPg -+ S10Gp -+ TP BTr (U2 : (2.63)
Dabei ist

r(s) = Pi(s) Lio(S)po(S) + Sio(S)d(S)
+T1(S)'BTr qU B Togp(s) + "B T1(s)Qu(s) (s);s

Wir spalten dieseDi erenz zunadhst auf in die Di erenz der ersten beiden Terme
(2.62) und die Di erenz der letzten beiden Terme (2.63).
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(a) Wir untersuchen zunadist (2.62).

Auch hier fugenwir Zwischerterme ein, so dassleichter abshatzbare Di erenzen
enstehen. Der erste Zwistherterm ertsteht aus dem exaktenIntegral fur (tg + h),
indemwir W (t; + h=2) durch W' ersetzenund (t;—o+ h=2)durch 3 ( *+ 9).
Aus

W(tl:z + h:2) = lez + W(tl:z) = lez + O h= 2

N o

und
Z

(ot h2) = (L) * b (ot h)d =5 '+ O +O(h=)
0

NI =

R
folgt mit  E(( i+ h=2))d = O("=h ) direkt
Z 1
> E(( tiz+ h=2)) Wy(ti=2+ h=2)
1
+Wp (ti2+ h=2) (ti+ h=2)d
YA 1

=y

= E((tim+ h=2) Wi+ WS I, 0g-0m=53.

2 2

Im zweiten Zwischensaritt ersetzenwir die Phase ( t;-, + h=2) durch die lineare
Approximation ( t;-;) + h=2 ( t;-;). Den dabei enstehenden Fehler haben wir
bereitsim 3. Sdritt diesesBeweisesuntersudit und verwendendiesesErgebnishier:

Z, !
h — — 1=2 1=2
1
1 1 0 2_ 2
- o F d =0 h="°:
2

Der letzte Fehlervon (2.62) ertsteht durch die Verwendungder Trapez-bzw. Simp-
sonregelbei der Beretinung desintegrals ( ti=,). Hierfur gilt

(tiz) 2 = Oh*;

und die durch O symbolisierten Konstanten hangendabei wedervon " noch von
sondernausstlie lic h von der Ableitung —ab, die unabhengigvon besdirankt ist.
Wir erhalten

2 E((ti)) E( ') I(t2) W™+ Wp™ ('+ 9 =0h?=?
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Die drei Teile zusammengenommeasrgelen fur die Di erenz (2.62) mit W anstatt
W eine Gre enordnung von O(h?= 2) + O("h= 3).

(b) Die zweite Di erenz (2.63) wird ebenfalls durch Einfegenvon Zwischertermen

in handlichere Teile zerlegt. Dazu vergleidhen wir zunadst
Z 1 Z 1

et h=2)d + D Ktn,+ he2)d ;
2 7

wobei Kt + h=2) durch (2.10) gegelen ist.

DieseDi erenz ertspricht dem Modellfehler, den wir im zweiten Sdritt diesesBe-
weisesbereits untersudit haben und durch O("?h) abshatzen kennen.

Der zweite Zwisthernterm erntsteht ausHt,,+ h=2), indemdasArgumert t;,+ h=2
von Lo, Si0, T1, B, Po, @ und U in ty,-, eingefrorenwird und (t;-» + h=2) durch
2( *+ 9) ersetztwird. MthlIfe der AbschatzungenSip = O( ?), (ti1»+ h=2)=
T+ 9+ 0O(h=)und " Py (ti=+ h=2) d = O("=h) erhaltenwir

h Z 1
2_
h 2 2
*5 P1 (ti+ h=2) Ligpo(ti=2) + Sio I(ti=2)

1
+Ti(t1=2) " BTr qU B Top(t1=2); ti=2
+"T1(t1=2) 'BTr U B Totp(ti=2)itie B Ta(t12)Qu(( tiz + h=2)

1 1 0

= 14

5 d
= 0'h=2 +0 "h%=

Als nachstesuntersudien wir den Fehler, der durch die Approximation von po(ti=»)
und p(t;=2) mit dem symplektishen Euler-Verfahren entsteht. Im 4. Sdiritt die-
ses Beweiseshaben wir den Fehler zum Zeitpunkt t; betrachtet, der durch die
Anwendung des symplektishen Euler und des adjungierten symplektiscen Euler-
Verfahrensaufgetretenist. Der Fehler nach einemhalben Zeitsdhritt mit dem sym-
plektischen Euler-Verfahrenlasstsich genausoanalysierenund betragt
P’ Poltiz) = O W= ; bzw. 7 op(ti) = O h?=

Diese Fehlerterme stehen unter obigem Integral mit Vorfaktor h und werden da-
her noch einmal mit " multipliziert. So ertstehen durch das symplektisde Euler-
Verfahrenkeine gre eren Fehler als die bisher entstandenenund sie werdenin den
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bisherigenDi erenzen subsummiert.

DasPotertial U bzw. seineGradierten werdenin unseremVerfahrenenwederexakt

elbergelen oder durch die jeweiligen Di erenzenquotierten ersetzt. Da U als ausrei-

chend glatt (C3) vorausgesetztworden war, lasstsich der dabei ertstehendeFehler

als O("h) angeken.

Den letzten Sdritt bildet die Untersucdung desdurch die lineare Phasenapprai-

mation und Anneherungdesintegrals ( t;-) enstandenenFehlersin P; und Qq:
Z 1

h
> P, (tim+ h=2) d 2Pi(t1=)
1

h Z1
t2 0 E (Lot h2)d E T 0(ha)  WIT oWET e 0
1

Auch hier kennenwir wieder auf unseregeleistetenVorarbeiten zuredkgreifen und
erhalten fur den ersten Term eine Gre enordnung von O(h?=). Im zweiten Term
verwendenwir W2 We~ = O(") und kennenihn durch O("h?2= ) abshatzen. Der
Fehler durch die verwendete Trapez-bzw. Simpsonregebubsummiertsich dabei.

(c) Fassenwir (a) und (b) zusammenund verwenden" < h, soerhalten wir fer den
lokalen Fehlerin  folgendeAbsdatzung

k! (t)k=0h*=2 +0"h=23 =0 h3=3 (2.64)

und Satz 2 ist bewiesen. 2

2.7.2 Fehlerakkum ulation: Beweis von Theorem 2

Eine wichtige Voraussetzungfur die Untersucung der Stabilitet einesVerfahrens
ist eine Aussageeber dessenLipschitzstetigkeit. Wir untersudien unser Verfahren
alsozunadhst auf dieseEigensdaft, wobei wir die Notation weiter verkeirzen.
Es sei

;

y'= piiof;h ™  und Fnoyttlo oyt

unsererstesVerfahren.
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Esgilt Fn = F2 F2 F}! mit

n+1=2" | n+1=27T . h nT
1

Foooo phigsh™ 1"

+1=2T | np+1=2T nT n+l1=2" . n+1=2" n+1 T
F 2 . pn . Cb . h | p . Cb . h
h . 0 ’ ’ . 0 ’ 1
+1=2T . n+1=2" n+1 T n+1T. n+1T n+1T
FS . pn . . h | . . h
ho- o » G ; N ©' R ® R

Wir zeigennun, dassF;, F? und F? Lipschitzstetig sind mit Konstanten (1+ hL ),
(1 + hL,) und (1 + hL3); damit ist dann audch Fy, als Verkettung dieserVerfahren
Lipschitzstetig mit Konstante 1+ hL, L = L;+ L, + Lz + O(h).

Fur F/ gilt mit zwei Variableny" und y"

n+1=2 n+1=2 _ n

h h
(|+§|-00) Po Bo PO Bo 5500(00 &)

h
ST0BT 1 UBToitha2) 1 U(BTod: thes =)

+0 "2zh (¢ )+ O "2=h (h " h-);

G g = (@ ) oMyt R
+§L-{O (b " hT);

h" h~" = h" h-:
Mit " < h sdlie en wir
KFa(y")  Fa(¥)k (1+hLy)ky" y'k:

Fur F2 mussenwir unser Augenmerkausstilie lich auf  richten und erhalten

h _ _ _
3 E( M) | (thm) WETZ 4+ WO (h 1T gty
h = +1 = +1 =
= T+ S EC™P) H(ta) WTTHWRRTE (WY h)
+0 h2 I:)(r)1+1=2 I3_(r)1+l=2_'_ q;1+1=2 et;1+1=2 :

also
KF2(y") FA(¥Mk (1+ hLy)ky" y'k:

Analog zu F}! verlauft die Abschatzung von F2, so dasswir die Formeln hier im
Einzelnennicht auskihren. Insgesan erhalten wir

kFa(y") Fa(y"k (1+hL)ky" y'k: (2.65)
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Seinun F(y) = p) ;g ;h " die Approximation nach (n k) Schritten des
Verfahrens,weldhes bei dem exakten Wert y(tyx) gestartetist (n  k  1). Esqilt
Fa(y) = Fj”(F&(y)), F(y) = y und damit fur den globalenFehler desVerfahrens:

y'oy(tn) = Fo(y(to) Fpo(y(ta)

Xl

= Foy(t)  Fea (Y(tee))
X

= TR, FRY) Rl ((ten)
k=0

Mit F2,, = |:h Fh{z: i F? und der Lipschitzstetigkeit von Fy, aus(2.65) erhalten
n (k+1)

wir
KF&: FEM(Y(t) Bl (Yt ) kK (1 + hL)™ CDREST (y(te)) Yt )k

Dabei entspricht kl:if+1 (y(ty)) Yy(tk+1)k demlokalenFehler,denwir in Satz2 bereits
abgesbatzt haben. Wir setzendie ertsprechenden Abschatzungen hier ein, wobei
wir den nur lokal wirksamenParameter vernadlassigenund betrachten zunadst

die langsamenKoordinaten py und p:
g |

] : X 1 X1
p(r)] Po(tn) C (1+ hL)n k+1) B3 = Cc h3 (1+ hL)k
Cb OD(tn) k=0 k=0

Wir habendabei " < h verwendetund die Tatsade, dassdie im lokalen Fehler mit
O bezeitineten Konstanten nicht weiter von " abhangen. So verbergensich auch
keine Faktoren 1=" in unsererneuenKonstanten C und wir erhalten zunadst fer
die transformierten Variablen p, und ¢ einen globalen Fehler der Gre enordnung
h2.
Analog zeigenwir

kh " h (t)k Ch?

bzw.
k" (th)k Ch:
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Die Rucktransformation in die Variablenvon (1.6) besdert unsfer die sdinellen
Positionen g den Gewinn einer Potenz von " gegember , wahrend die sdinellen
Momerte pf bei einemFehler der Gre enordnung h verbleiben. Bei denlangsamen
Variablen ergelen sich durch die Reucktransformation keine Veranderungenund die
Abschatzungenvon Theorem 2 sind bewiesen. 2

2.8 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 3 & 4
(Splitting-V  erfahren)

Um den globalen Fehler des Impuls-Verfahrensabsdatzen zu kennen, meissenwir
zunadhst eine Aussagesiber dasVerhaltenvon " maden. Wir widmenuns alsonun
dem erstendiskreten Adiabatensatz (vgl. [8], Kap. XIV).

2.8.1 Beweis von Satz 3

Auch dieser Beweis verlauft uber einen Zwischenséritt. Dazu fehren wir pj, &)
und ~" ein als diejenigenVariablen, die ertstehen, wenn wir mit dem exakten Fluss
des Systemsvon H?! aus (2.29) vorangehenund nicht mit der Approximation, die
durch die Verwendungdes1. Verfahrensdort entstandenist. Im zweiten Subsystem
verwendenwir ohnediesden exakten Fluss als Verfahren.
Den Fehlerzwisthen der Approximation desl. Verfahrensund dem Fluss desersten
Subsystemhaben wir bereits in Kapitel 2.7 abgesbatzt und kennen das Ergebnis
von Theorem?2 hier fur die Dierenz " ~" verwenden.Dabei mussenModellfehler
nicht betrachtet werden, da feur unsergesplittetesSystemkein solther ensteht.
Wir halten zunachst fest,dass~" = | (t,) gilt, wobei (t,) die Di erentialgleichung
X _
Wt o+ !
j=0

i
h = exp = W exp

erfullt mit W(t) aus(1.31) und
r(t) = Pu(t) Lio(t)p5(t) + Sw(t)d(t) :

Wir screiben dabei pj(t) und pj(t) fur die steckweisekonstarten Funktionen, die
die jeweiligen Werte der numerishien Lesungannehmen.
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Weiter gilt
F= hPy(ty) Ta(t)TB(t;)"r qU B(t;)Todh + "B (t))Ta(t))Qu(t) 'st;

I entspricht alsodem Ausdrudk auf der rechten Seitevon (2.33) und | ist derin
t; lokalisierte Dirac-Impuls.

Aus
Z,, Z,,
= p(s)ds und " O= p(s)ds+ O(h) + O(")
to to
folgt direkt
" =0(h)+ O(") (2.66)
und esbleibt die Dierenz ~* -9 zu untersuden.
Mit
tjz h=2 tj7 h=2 7 .
j(s)ds= 1 und j(s)ds= j(s)ds= >
t h=2 tj tj h=2
schreiben wir fer t, = nh,
N9 = (th) w(to)
Z t Z tn

= ep (9 WEexp L(9) w(9ds+  r(eds+

to to
DieselIntegrale haben wir aber bereits untersucit und wir erhalten durch partielle

Integration analogzum kontin uierlichen Adiabatensatz (1.35)
zZ,

exp L (s W(exp L(9 n(s)ds= O(M):;

to

sawie die gleiche Absdchatzung fur Fzg“ r(s)ds.

Mit ch  k k C und " < h ware die erste Abschatzung (2.42) gezeigt; die
Untersudwung von , bedarfallerdings noch etwas Arb eit.

Wir verwendendafer die Tednik der partiellen Summation, ein diskretesAnalogon
zur partiellen Integration. Durch Induktion lasstsich zeigen,dassfur eine Summe

von Produkten gilt
! |
X0 xno w1 X
XicYic = Xj  Ym Xj (Y1 Vi) (2.67)
k=0 j=0 k=0  j=0



70 Adiabatische Integratoren |

Wendenwir dieseFormel nun an auf die Summe , mit x; = Pa(t;) Ti(t;)"B(t;)"
undy; = 1 U B(t;)Tod) + "B () Ta(t;)Qu(t;) I;t; , soerhalten wir

X
knk  Ch  Put)) Tu(t)"B(4)"
j=0
X ! X( T T
+h Pi(tj) Ta(t)) B(t)"  kyka  ykk
k=1 =0
X T T
Ch Pa(t)) Ta(tj) B(Y)
j=0
Dabei habenwir die weitere stetige Di erenzierbarkeit desPotertials U ausgeiitzt,
mit der kyx.1  ykk Ch gilt, savie die Tatsade, dasswir nur bestirankte Zeiten
nh < Const. betrachten.
Mit dieserTednik schreiten wir sukzessie fort (unsernadstesx; ist Py(t;) Ti(tj)",
y; = B(t;)T), wobeiwir die stetige Di erenzierbarkeit von B (t) und Ty(t) verwenden:

xXo
K ok Ch Pi(tj) Ta(t)"

Ch P1(t;)

2.8.2 Beweis von Theorem 3

Der Fehlerder Gre enordnung O( ) in " % impliziert sofort einengleich gro en
globalenFehler " (tn) mittels

"o)= " %+ % ()= 0O()+O();

und ebensoeinenFehlervon O( ) in densdnellenimpulsenpf. Durch die Recktransformation
gewinnenwir in den sdnellen Positionen einen Faktor " und erhalten damit die
Abschatzungenfur pf und .

Fur die langsamenVariablen py und ¢ verwendenwir folgendesL,emma:
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Lemma 7 Essei y(y) = y+hFy(y) ein Einschrittverfahren, wolei F,, Lipschitzste-
tig ist mit LipschitzkonstanteL. Wir vergleichendas Verfahren mit einer gesbrten
Version,

Yosr = n(Yn) und ¥ = n(¥n) + O
wolei beide Verfahren von den gleichenStartwerteny, = ¥, ausgehenDie Di er enz
nach n Schritten ist dann beschenkt durch

hL i
kyn ynk € Orpa}]xl_ d;
j=0
Beweis: Es gilt
X1 X1
Yoo Yn=h o Fuly) Fn(y) +  d;
j=0 j=0
also
Xl
kyn Yok Lh ky;  yjk+
j=0
_ R
mit = max d;

0k n1l ;_
Die Aussagediesés?_emmasfolgt dann durch Anwendung desdiskreten Gronwall-
Lemmas.
2
Ignorierenwir bei unseremSplitting-V erfahrennun alle Terme,die " erthalten und
verfolgennur den Weg der langsamenVariablen, so erhalten wir

+1 = h +1 = +1 = +1 =
Po 2= O Lgol Zpg 124 5801 203 + To BTr qU(B Todf; tn)

2
nt1=2 _ o, N 1,.n+1=2 n+1=2" n
S Mo P "+ Lo~ @
+1= h +1= +1= +1= + +
Pt = poT T S Lo T Sao o™ + TOBTr (U(B Toth™ i)
qr)1+1 - Clr)1+1=2_|_ g Molp8+l:2+ Lgarl:ZT n+1
I
pn+1 '
und bezeitinen dieseApproximation mit Y"1 := 0§+1
DiesesVerfahrenist eine Variante des Stermer-Verlet-Verfahrens,angevandt auf
B = LooPo Swo® TgB'r qU(B To;t) (2.68)

@ = Mg po+ Looth: (2.69)



72 Adiabatische Integratoren |
| !

! !
Po(tn) die exakte LosungdiesesSystemsund y,, := Po die
p(tn %

numerishe Annaherungan die langsamervariablen, die durch dasimpuls-Verfahren

gegelen ist. Wir kennenden globalen Fehler in den langsamenVariablen nun wie
folgt aufteilen

EsseiY (ty) =

kyn y(tn)k  kyn  Yok+ KYn Y (th)k+ KY(ty) y(tn)k

und untersuden die einzelnenDi erenzen.
DasImpuls-Verfahreny, enspricht dabeieinerSterungdesStermer-Verlet-Verfahrens
Yn, angevandt auf (2.68) und 2.69), mit

TgB(ta)Tr 2U B(tn)ToG;tn B (tn) Te(tn)Qu(tn) + Sgy - ZQi(tn)

d, = h"
L1oQu(tn) "

+0 h?"

Mit obigemLemmaund partieller Summation sdlie en wir daraus

Xk
kyn Y.k €™Mt , max d, cet

n 1 =0
Dabei werdenwieder die oszillatoristhhen Matrizen Q. (t;) aufsummiertund von den
glatt di erenzierbaren Matrizen Sp,, LIO, T,, B usw. sukzessie die Di erenzen ge-
bildet.
Die zweite Di erenz kY, Y (t,)k enspricht demglobalenFehlerdesStermer-Verlet-
VefahrensMit denSdiranken an die zweite Ableitung von pg bzw. @, hat dieserFeh-
ler die Gre enordnung O(h?) und wir haben als letztesdie Di erenz KY (t,) y(t,)k

zu untersuden. DieseDi erenz ist von der Form
Z t

Y(ta) y(ta) ="  X(5)Qu(s) (s)ds;

to

wobei X (s) eine stetig di erenzierbare und im adiabatisdhen Fall bestirankte Ma-
trixfunktion ist (X (s) ist zum Beispiel Spi(s), L1y(s) oder der Gradient zweiter
Ordnung von U). Auch die Ableitung von X (s) ist besdirankt.

Mittels partieller Integration wie oben gewinnenwir einePotenzvon " und erhalten

KY(tn)  y(ta)k C"%
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Zusammengesetzergibt sich
kyn y(ta)k= 0O h® +O(" )

und die Aussagedes Theoremsist bewiesen.

2.8.3 Beweis von Satz 4

Fur die verbesserteAussagedes zweiten diskreten Adiabatensatzesgreifen wir auf
den Beweis desersten zureick. In Absdnitt 2.8.1 haben wir zunadist den exakten
Fluss fur das erste Subsystem(2.29) eingetigt und dann die BewegungdesFlusses
in abgesbatzt.

Wir kennenden Beweis hier zunadhst ganz analogfehren, wozu wir nur die oszilla-
torischen Matrizen P4(t;) und Q.(t;) durch die gemittelten Werte P4(t;) und Q4(t;)

ersetzenmeissen.

Dadurch erhalten wir die Abschatzungen (2.42) und (2.43), jeweils mit P4(t;) und

Q4(tj). Mittels sukzessier partieller Summation sdlie en wir zunacst

xXn ) _
k nk h Paty) Ta(t))"B(t;)"r U B(t;)Tooh + B(t)Ta(t;)Qu(t;) ':t;
j:

>§I—‘

Ch  Py(tj) Ta(t))"B(Y;)T
1

Ch Pa(t;) Ta(t))'

Ch  Pyt) :

j=1

Rh
Nun gilt Py(tj) = 5= Py(s)ds+ O(h), alsofer t, = nh  Const.

ti h

xXn VA tn

h  Puty) = Pi(s)ds + O(h) = O(") + O(h):
j=1 to

Anstatt von k ,k C erhalten wir also eine Abschatzungk ,k Ch+ C" und
damit
"= %+ 0(h)+O():
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2.8.4 Beweis von Theorem 4

Analog zum Beweis von Theorem 3 erhalten wir aus " = 9+ O(h) + O(") die
Absdcatzung " (tn) = O(h) bzw. nach Rucktransformation und Reslalierung
pi  Putn) = O(h) und qf  u(tn) = O("h).

Fur die langsamenVariablen gehenwir ebenfalls analogzum Beweis von Theorem
3 vor und erhalten wieder die gleichen Formeln, allerdings mit den Integralen P,
und Q; anstatt der Punktauswertungen P; bzw. Q;. Wir benennenunserenume-
rische Lesungwieder mit y,, die exakte Loesungmit y(t,), die exakte Lesungdes
Systemsohne"-Terme (2.68) bzw. (2.69) mit Y (t,) und deren Approximation mit-
tels Stermer-Verlet mit Y, und erhalten

kyn Yok €M max d

mit

di = "hX (t)Qu(t;) ';
wobei X (t;) wieder fur eine stetig di erenzierbare Matrix mit bestirankter Ablei-
tung steht. Damit kennenwir partiell summierenund erhaltenfer t, = nh  Const.

X« X« X«
max | d; . rlpanx lC"h | X (1) Qu(t;) . rlpanx lC"h | Qu(t;)
j=0 7 . j=0 j=0
c" Qi(s)ds + O("h) = O "2 + O("h):
to

Die Integration am Sdluss bestert uns also einen zusatzlichen Faktor .
Der Fehler des Stermer-Verlet-Verfahrensbleibt bei O(h?) und die Di erenz zwi-
sthen den exakten Lesungenvon ursprenglicher und vereinfaditer Gleichung ist
ebenfalls von gleicher Gre enordnung wie zuvor.

Wir erhaltenmit " < h
ky"  y(t))k= 0O "2 + O("h)+ O h?> =0 h? ;

und haben den globalenFehler fur die langsamenVariablen gezeigt.



Kapitel 3

Adiabatisc he Integratoren |II:
guadratisc he
Phasenappro ximation

3.1 Die adiabatisc he Mittelpunktsregel

Unser Ziel ist hier die Entwicklung einesVerfahrensglobaler zweiter Ordnung in
allen Positionenund Impulsen. Dafer reicht eine lineare Approximation der Phase
( t) nicht mehr aus;auch mit dem Ersetzenvon W (t,+1 >+ h=2) durch W (t,+1-2)
bzw. denensprechendvorgenommenetereinfaciungenin denBledkenvon S und L
kennenwir die hehereOrdnung nicht erreichen. Die Ausdreicke meissenstatt dessen
ersetztwerdendurch:

(thez+ h=2) (then)+ h=2 (ty,1)+ *h°=8 Lthno)
W(tn+%+ h=2) W(tn+%)+ h=2 W(tn+%)

und einer genauerenApproximation an S und L.

Dadurch verkomplizierensich nicht nur die Ausdrecke in (2.6), aud ( t) als Argu-

mert von P; und Q; in (2.7) und die entsprechenden Ausdrecke in der langsamen
Di erentialgleichung meissendurch die genauerenApproximationen ersetzt werden.
Wir legenim FolgendenWert auf die Grundideenund Tedniken, die insbesondere
im Umgang mit den auftretenden Integralen mber oszillatorishe Exponertiale ent-

wickelt wurden. In [22] bestiranken wir uns deshalbmit unserenAusfeahrungen auf

75
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den speziellenFall von Di erentialgleichungen zweiter Ordnung
1
g+ SAMQg=0 3.1

mit einersymmetrist positiv de niten Matrix A(t). Im Hamiltonschen Formalismus
enspricht diesdemFall M (t) Id. und U(q;t) = 0. Wir gehenhier von einer etwas
allgemeinerenSituation aus, in der aussalie lich U(qg;t) = 0 gesetztwird, also

1
212
mit symmetrisd positiv de niten Matrizen M (t) und A(t).

Die Tedniken lassensich analogauf das ganz allgemeineHamiltonsystem (1.2) an-
wenden,aus Grenden der Ubersiditlichkeit werdenwir die expliziten Formeln hier
allerdings nur fur den Spezialfall (3.2) aus®hren.

In diesemFall erhalten wir ausstilie lic h eine sdnelle, transformierte Di erential-
gleichung

HEG) = 2P M) '+ opd A (32)

()= E((C1) W(t.) (1); (3.3)
., L LT L+LT
Z L+LT L LT
L(t) ensteht dabei ausden Transformationen

mit einer Matrix W (t) = , derenDiagonaleNull ist.

L= (97 Q'ay’CH) "M+ DM (1 % (1) )

(3.4)

Die Ubertragung desFormalisimus auf eine Situation, in der W (t) Nichtnullelemene

auf der Diagonalentragt, ndet sich explizit in [22], wo audh die Behandlunginho-

mogenerDi erentialgleichungendiesesTyps erlautert wird.

Wir ertwickeln nun ein Verfahrenmit einemlokalen Fehlervon O(h?), dabei seiwie

zuvor h eine Zeitsdritt weite mit " < h < P und eineZeit t,, = tg + nh xiert.

Die Konstruktion geht von zwei Gleichungen aus, dafer integrieren wir (3.3) von

t, 1 bist,+1 und vont, bist, + h, und erhalten

(th+1) = (tq 1)+hR E((t,+ h) W(({,+ h) (t,+ h)d (3.5)
1
bzw.

(ta+ h) = (ta)+ h " E((ta+ h) W(ta+ h) (th+ h)d: (3.6)
0
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In dieserSituation ersetzenwir den Ausdruk (t, + h) in (3.5) durch die recte
Seitevon (3.6) und den Zwiscdherwert W (t, + h) durch die Taylorentwicklung

W(t,+ h)= W(t,)+ hW(t,)+ O 2h? : (3.7)

Mit (t,+ h)= (t,)+ O( h)und W(t,+ h) = W(t,)+ O( h) in (3.6) erhalten
wir

(the1) = (ta 1)+ PA(ta) (ta) + h®B(tn) (tn) + h*C(tn) (tn) + O(h®)

mit den Matrizen

Z

A(t) = 11E((t+ hyd  W(t); (3.8)
Z

B(t) = 1 E((t+ h)d \(t); (3.9)
z ! Z

an = E((t+ h) WO E((t+ ) WHd d: (310

Dies sind die Grundgleichungen zur Konstruktion desnumeristien Verfahrens,fer
weldheswir nun ausreihiendgenaueAnnaherungemanA(t,), B(t,) und C(t,) benstigen.
Dazu ersetzenwir zunadchst W (t,,) bzw. L(t,) durch W, bzw. L, indem wir die er-
sprehendensymmetrisdien Di erenzenquotierten verwenden:

o (Cltn)  Clta )i Q= 5 (Qltn)  Qty 1) und (3.41)

o= () ()

Cn

Die zugeterigen Ableitungen werdendurch
1
W, = H(Wn+1=2 Wi 1) (3.12)
angerahert, mit
1 1
Qni1=2 = 5 (Qthsa) + Q(tn)) UNd Qniz2 = - (Q(tn+1)  Q(tn))

sawvie den entsprechendenAusdreicken fer Cri1 -5, Cri1=2, n+1=2 UNA _p41 .
Wie bereits angesprahen, geregt eszum Erreichen eineslokalen Fehlersvon O(h?)
nicht, in jedemArgumert von E() dielinearePhasenappraimation zu verwenden.
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Allerdings werdenwir in der Fehleranalyse(Kapitel 3.5) sehen,dasswir aud nicht
eiberall den relativ gro en Aufwand einer quadratisdien Annaherung investieren
meissen. In einer Weiterertwicklung von [22] nahern wir die in B(t,) und C(t,)
auftretendenPhasen wie bisherlinear an und verwendenin A(t,) die quadratisthe
Approximation der Phase:

(ta+ ) (t)+ h(t)+ 5 2 (ta) (3.13)

Die Ableitung ( t,) wird wieder durch einensymmetrisdien Di erenzenquotienten
appraximiert,

L= () (o) (3.14)

und dasiIntegral ( t,) = tto” ( s)dsin der Naherung , rekursiv durch die Simp-
sonregelberedinet

n+l = n 1+g (ther)+4(th)+ (th 1) : (3.15)

Mit diesenApproximationen kennenwir die hochoszillatoriste matrixwertige Funk-
tion E(( t, + h)) ersetzendurch

EAC) = E( .+ h(t)+ 3 %) (316)
= E( ») E(h(tn) E(% 2h2_):  bzw.
En() = E(a+ h(t)=E( ) E(h(t)

und erhalten folgendeDarstellung:
n+l = n 1t h& o+ hzgn nt hZQ n - (3.17)

Dabei werdendie Matrizen A(t,), B(t,), C(tn) aus(3.8){(3.10) folgenderma enap-
proximiert:
Z

1
Bo=  EAO)A Wi (3.18)
z4
By = En()d W, (3.19)
z,* Z
€ = En() Wi En( )d W, d: (3.20)

1 0
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Die oszillatorisden Integrale in (3.18){(3.20) bederfen einer gesondertenBetrach-
tung. In [15 werdenspezielleQuadraturformeln zur Beredinung von hochoszillato-
rischen Integralenvorgestlagen, die allerdings zum Teil viele Funktionsausvertun-
genpro Zeitsdritt benstigen. Wir wollen hier die besondereGestalt obigerIntegrale
ausrutzen und diesedurch sukzessie partielle Integration ertwickeln, wie bereitsin
[16], [17] und [22] angeregt.Es gibt aber aud die Meglichkeit, alle Integrale analy-
tisch zu beredinen.
Wahrend B, und €, analytisch, sozusagemit der Hand am Arm, integriert werden
kennenund im Folgendenaudh auf dieseWeisebehandeltwerden, gibt esaud fur
das kompliziertere Integral in &, eine Meglichkeit, esexakt zu beretinen. Dafer
betrachten wir einenNebendiagonaleitrag der Matrix:

Z, 1
E h(ty)+ > ’h2_, d

Z 1

= exp .'—. h (th)  «(tn) +%2h2 — -y d furk 6 I:
1

1 ki

Fer k = | sind nach De nition die Eintr agevon E und damit auch dasIntegral Null.
Mittels quadratischer Erganzungerhalten wir

Z, 1
1 r 2 kl
2" 1=2 i ) 1
= | sh2 N Mk exp T( 1(tn) k(tn)) -0 Mk
Q 2
exp( t?)dt; furk6 I;
u
wobei die Substitution
r
. I 1=2 1=2
t=1 ( I(tn) k(tn)) —n, —ny + h -, —ny

2"

verwendet wurde. Die neuenintegrationsgrenzeru bzw. v lauten:
r
o 1=2 1=2
u =1 o ((ta) k(ta) = h - und

r__
i 1=2 1=2

v = 0 o (a(tn) k(th)) -, —ny +h -, —ny
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R
Das Integral uv exp( t?) dt kann nun mittels einer komplexwertigen Fehlerfunktion
als Z, p_
exp( t%)dt= —-erf(u;v)

u
dargestellt und beredinet werden. Dabei ist erf(u;v) = s~ Ruv exp( t?)dt wber das
Gau sche Fehlerintegral berederbar.

Wir kennen exp( t2) als Exponertialfunktion mit imaginarem Argument jedoch
audh als Summe von Sinus- und Cosirusfunktionen darstellen und die Integrale
dareber mittels Fresnel-Irtegralen analytisch berednen.

Ob dieserWegnun eleganer ist alsdie im Folgendenausgetihrte, sukzessie partielle
Integration, bleibt dem Gestimadk desLeserseberlassen;analytisch exakt ist der
erste dabei zumindestbis zur Auswertung der Fehlerfunktionen.

Fur den zweiten Weg beginnenwir mit dem Integral in &, und integrieren partiell

E( h(tn)) E(é ’h? ) d (3.21)
1 1 .
= E(h(t)+=2%0°,) =D ((tn)
2 ih _—
Z1 1 ih?2
E( h( tn)+ P 2hz—n) —D (( tn)) " D(—n)d ;
1 2 ih

mit dendurch (2.4) de nierten Matrizen D() und D ().
Dasneuertstandeneoszillatoriste Integral kann ebenfallspartiell integriert werden:
z 1
1 2K2
ECh(t)) E(; "h")d (3.22)
1
— 1 2KL2
_E(h(tn)+§ h—n) mD ((tn)) mD ((tn))
Z, 1
+ = 2n2 _ _
ih?2
—D(—)d ;
dabei bezeitinet X 2 die eintragsweisePotenz,dasheit X 2= X X.
Das letzte Integral ist von der Gre enordnung O(h) und folglich
YA 1

ECh(ty)+ % 2h2_)d =12+ 0(h) mit (3.23)
1
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1+ =J B J J EY (3.24)
1
Ef = E(h(t)+ % ’h® ) ; (3.25)
= 1
1 l
B = E(h(t)+35 %) (3.26)
= 1
J = D ((t): (3.27)

Wir erhalten A,, als O(h?)-Approximation an /&, durch
— A H A — A A Ihz .
An=E(n) Ig Wy mt I3=J3 E J 17 —D(=): (3.28)
Das Integral in B, kennenwir exakt integrieren
Z 1
ECh(ty))d =E(h(t) J J J

1

und mit den ensprechendenAusdrecken

I, = J B J J E (3.29)
EE = E(h(t))j. , sowie (3.30)
E = E(h(t)iL (3.31)
erhalten wir
B.=E( ) |1 W (3.32)

Der Term €, ist komplizierter, da er ein Doppelintegral erthalt und savohl eineMa-
trixm ultiplik ation als auch eintragsweise Multiplik ationen von Matrizen auftreten.
Zunadist integrierenwir dasinnere Integral analytisch,

Z

. En()d =3 (En() En(0) (3.33)

und &, wird zu
Zl
E(n+ h(ty) Wy E(n+ h(ty) J W, d
1
Zl

E(n) E(h(t) Wh E(n) J W, d:
1
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Nach De nition gilt

(EQ  MJY(E(QD) Mz)=(E() +1) (MiMp)

fur alle Diagonalmatrizen und alle Matrizen M, und M, deren Diagonale Null
ist, dabei bezeitinet | die Einheitsmatrix. Diese Gleichheit wenden wir nun an,
integrieren wieder exakt und erhalten

€ = E(,) J EBE+2 W, J W, (3.34)
E( )+ 1 J B W, J W,

Die adiabatisthe Mittelpunktsregel kennenwir alsowie folgt implemertieren.

Algorithm us

Es Seien n: n 1, C(tn)a C(tn 1)! Q(tn)a Q(tn 1)a (tn)a (tn 1)a ns n 1 und
W, 1- ausvorigen Sdiritten gegelen. Gehefur Sdritt n + 1 folgenderma envor:

1. Werte A(t+1) und M (t,+1) ausund zerlegeA(th+1) = C(tn+1) TC(tns1) L.

2. Diagonalisiere
C(tne1) M (tns1) Cltnst) T = Qltnst) ( tne1)?Q(tnet) ™

3. BeredineL, und L+1 -, mit (3.4), sawie (3.11) und darausW, bzw. W, ;1 .
4. Beretcine W,, und —, mit (3.12) und (3.14).

5. Beredine J ; E5 BN 15518 By Eij 11 mit (3.24){(3.31).

6. Beretine A, = E( ) 15 W,.

7. Berehne B, = E( ,) |1 W,.

8. Beredine €, mit (3.34).

9. Aktualisiere p4s1 = , 1+ hA, ,+ h°B, , + h?€, .:

10. Beredine ,i; mit (3.15).

11. Fuhre an den geweinsditen Ausgabepunkten eine Recktransformation in die
urspreinglichen Variablen (p; q) durch.
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Auch wenn diesesVerfahrenrelativ kompliziert in der Notation ist, erfordert esnur

eineFunktionsausvertung von A(t) pro Zeitsdritt. Wie bei denVerfahrenmit linea-

rer Phasenappraimation mussaud hier wieder auf die Reihenfolgeder Eigenverte

in ( t) geatitet und kenstliche Vorzeihenwedsel in den Eigervektoren sind tun-

lichst zu vermeiden.

Da diesesVerfahren ein Zweisdrittv erfahren ist, benetigen wir einen Startsdhritt
o! 1. Dafur verwendenwir

1= o+ hAg o+ h?By o+ h?& o

mit Integration von 0 bis 1 anstatt von -1 bis 1. Um Wy, W,, ;und o mit denen-
spretiendenApproximationen beredinen zu kennen,bemstigen wir zwei zusatzliche
Funktionsausvertungenvon A in t;-, = to+ h=2undt -, = tg h=2.

Mit den Tedniken diesesKapitels erhalten wir relativ sdinell einenweiteren Inte-
grator globaler zweiter Ordnung, der auf einemAnsatz von Magnus beruht. Diesen
werdenwir im nadhsten Abscnitt neher betrachten.

3.2 Das adiabatisc he Magn usverfahren
Magnus [24] stellt die Lesungeiner linearen Di erentialgleichung

(H=N(@® ©

mit einer zeitabhangigenMatrix N (t) dar als Multiplik ation desAnfangswertes mit
einer Exponertialfunktion,

() = exp(M (1)) (to);

wobei M (t) durch die Magnusreihegegelen ist:

Z . 1202
M(t) = tN()d 2 tN()d;N()d
202 2
*2 N()d ;N(C) d  ;N() d
1202 Z
+ N()d ; N()d ;N() d +

12

to to
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Die Klammern [ ; ] bezeitinen dabei den Kommutator [X ; Y]= XY YX.

Die ineinander vershaditelten Terme aus Kommutatoren und Integralen werden
schnell kompliziert, weshalbwir die Reihe fur eine numerishe Beredinung abbre-
chen und die Integrale durch geeigneteQuadraturen ersetzen,siehe zum Beispiel
[14].

Unser Verfahren soll zeitsymmetris¢1 werden, da Verfahren mit dieserEigenstatt
ein bessered_angzeitverhalten zeigen [8]. Deshalb maden wir einen Zeitsdritt

vorwarts, einenreckwarts und mitteln diese,indem wir setzen:

Z, h2zl Z
M, = h N(,+ h)d — N (tn h)d ; N(t, h) d;
1 2 1 1
My = (Mg +M,)=2
savie

nt1 = exXp(Mp) o 1

In unseremFall der Di erentialgleichung (3.3) hat N (t) die Gestalt
N(t) = EC( 1) W();

und wieder meissenwir auf Grund des Auftretens von E(( t)) in N(t) oszillato-
rische Integrale beretinen. Auch hier mediten wir nur eine Funktionsausvertung
pro Zeitsaritt investieren, so dasswir die Tediniken aus dem vorigen Absdnitt
erneut anwenden.Auch werden ( t, + h) und W (t, + h) wiederenspredend li-
near bzw. quadratish approximiert. Mit diesenSubstitutionen erhalten wir Terme,
die zu denenim vorigen Kapitel idertisch bzw. sehr ahnlich sind und besdiranken
unsdeshalbhier auf die Angabe desAlgorithmus feir ein sogenantes \adiabatisches
Magnus-Verfahren":

Algorithm us

1. bis 7. Gehevor wie bei der adiabatisdhen Mittelpunktsregel.
8. Beredne

€ =LE(n) J B+2) [Wy;J W]
+1E( ) J B Wo E(n) J B W,
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9. Berecine M, und 41

hA, + h’B, + h%€;:
exp(Mn) n 1

Mn

n+1

10. bis 11. Gehevor wie bei der adiabatisthen Mittelpunktsregel.

Auch diesesVerfahrenist ein Zweisdarittv erfahren.
Den Startschritt kennenwir wie bei der adiabatisthen Mittelpunktsregel erhalten
oder durch Modi k ation desobigen Magnussdirittes.

Wir haben hier zwei Verfahrenvorgestellt, die im Gegensatzzu den Verfahrenaus
Kapitel 2 Zweisdrittv erfahren sind. Wir benetigen dabei fur jeden neuen Sdritt
die beidenvorherigen Sdiritte. Im vorigen Kapitel musstenwir dafer nur auf den
letzten Sdritt zuredkgreifen, verwendeten allerdings zwei Funktionsausvertungen
pro Zeitsdritt. Hier kommen wir mit einer Funktionsausvertung pro Zeitsadritt
aus. Von der quadratisthen Phasenappraimation und den besserenNaherungen
an die auftretenden Matrizen verspretien wir uns eine Erhehung der Ordnung vor
allemin densdnellenimpulsen. Ob diesaudc erreidit wird, werdenwir im nadisten
Absdnitt sehen.

3.3 Fehleranalyse: Resultate

Wir besdiranken uns aud hier zunachst auf eine Darstellung der Ergebnisseals
Satze bzw. Theoreme und verweisen auf die Kapitel 3.5 und 3.6 fur die Bewei-
se.Wie in Kapitel 2.4 setzt sich die Untersucung der Ordnung von adiabatisther
Mittelpunktsregel und adiabatishhem Magnus-Verfahren zusammenaus einem Satz
eiber die Absdhatzung deslokalen Fehlersund einem folgendenTheorem uber die
Fehlerakkumulation bzw. Stabilit at.

Zunadst wiederholenwir die bereits bekannten Voraussetzungen:

V1 Esgilt die EnergiebestirankungH (p;qg;t) Const. fur die Anfangswerte und
die Funktionenin (1.2) sind ausreitiendoft di erenzierbar (C3 mit unabhangig
von " bestirankten Ableitungen).
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V2 Die orthogonale Matrix Q(t) aus dem zweiten Sdritt des Algorithmus hat
bestirankte Ableitungen mit Q(t) = O( 1) und Q(t) = O( 2.

V3 Die Frequenzen! ((t) erfellen fur alle Zeitent 2 [to; teng] die Ungleichungen
e 1)) und ! ((t) Const.> 0 8k;l=1:::;mmit k6 I.

V4 Die Sdhritt weite h erfullt " < h< P .

In der adiabatiscen Situation gilt zudem < Const.

Wir wollen die Auswirkungen von nichtadiabatischen Ubergangenauf die Genau-
igkeit unsererVerfahrenwieder anhand deserstenlokalen Fehlerbeweisesverfolgen
und gehenansonstendurchweg von der adiabatisden Situation aus, in der 1 <
Const. erfullt ist.

Satz 5 Unter den Voraussetzungenv1-V4 gilt fur denlokalen Fehler der adiakati-
schenMittelpunktsregel

(tn+l) (tn 1) + hAn (tn) + hzgn (tn) + h2€1 (tn) Ch3: 3; (3-35)
mit einer von " unabhangigenKonstanten C.

Beweis: SieheKapitel 3.5.

Eine Fastkreuzungder Eigenwerte mit kleinen Werten von hat alsoaud hier die
Auswirkungen,die wir in Kapitel 2.4 durch einedezidierte VerfolgungdesParamters
im lokalen Fehler bereits festgestellt haben. Die VerbesserungunsererVerfahren
in einer solden Situation mittels adaptiver Sdritt weitensteuerunghaben wir in
Kapitel 2.6 eingehenderlautert.
In der transformierten Variablen haben wir nun eine Potenz von h im Fehler
gegember denVerfahrenmit linearer Phasenappraimation gewonnen.Wie gewohrnt
reduziert sich diesdurch die Fehlerakkunmulation auf h? im globalenFehler und wir
erhalten nach n Sdritten desVerfahrens:
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Theorem 5 Seien ,, p, and ¢, die durch die adiakatische Mittelpunktsregel ge-
gelenen Approximationen an (t,) bzw.die ursprunglichen Koordinaten p(t,) und
q(t,). Unter den Voraussetzungen/1-V4 und 1 < Const. geltenfur den Fehler in
tn = to + nh folgendeSchianken:

k (t,) ok Ch?;
kp(t,) Pk Ch%
ka(t,) ok C"h?:

Die Konstanten C hangendatei nicht von", n und h ab solangenh < Const. gilt.
Beweis: SieheKapitel 3.5.

Fur dasadiabatisthe Magnus-Verfahrenerhaltenwir eineanalogeFehlerabsbeatzung:

Theorem 6 Unter den Voraussetzungervon Theorem 5 gilt fur den Fehler des
adiakatischen Magnus-\érfahrens aus Kapitel 3.2

k (th) ok Ch?
kp(tn)  pnk Ch?;
ka(tn) ok C'hz
Die Konstanten C hangendatei nicht von", n und h ab solangenh < Const. gilt.

Beweis: SieheKapitel 3.6.

Die quadratisthe Ordnung im Fehlervon fehrt alsoaud zu einer quadratisden
Ordnung in den sdinellen Impulsen und wir haben das Ziel erreicht, den Approxi-
mationsfehlerin allen Variablen durch Ch? zu beshiranken.

Im nachsten Abscnitt werdenwir das Verhalten der Verfahren mit quadratischer
Phasenappraimation illustrieren und mit dem Verhalten bekannter Verfahrenver-
gleichen..



88 Adiabatische Integratoren ||

3.4 Numerisc he Beispiele

Zur lllustration desVerhaltens von adiabatisher Mittelpunktsregel und adiabati-
shem Magnus-Verfahren verwendenwir wieder das Fastkreuzungsleispiel aus Ab-
sdnitt 2.5.2bzw. 1.5.2und vergleihien unserebeidenneuenVerfahrenmit anderen
numeristien Integratoren, die hier etwas spezieller gewahlt sind als das Stermer-
Verlet-Verfahrenin Kapitel 2.5:

dasmodi zierte Magnus-Verfahrenklassister vierter Ordnung presettiert von
A. Iserlesin [13] (MMagnus),

das ursprengliche Magnus-Verfahren zweiter Ordnung (Magnus) angevandt

auf
I I ! ! !

p _1 0 (Y p . L® O p
e " (Y O g 0 LMT g

ein Verfahrenvom Gautsdi-Typ, angevandt auf (3.1) mit
h
Gh+t 2C0S — n Ch+ G 1= O:

Im Magnus-Verfahren zweiter Ordnung haben wir die Integrale durch eine Gauss-
Quadratur vierter Ordnung approximert, um der hochoszillatoristhhen Struktur die-
serIntegrale Rednung zu tragen.

Abbildung 3.1 zeigt den durchsdnittlic hen Fehlerin , logarithmisch geplottet ge-
gen die Sdritt weite fur verstiedeneWerte von ". Wir erkennenan der Steigung
der gepunktetenLinie fur kleine Sdritt weiten h < " die vierte Ordnung des modi-
zierten Magnus-Verfahrens,wahrend die adiabatishen Integratoren eberall zweite
Ordnung zeigen.Die Erhehung der Ordnung auf zwei gegemiber den adiabatisten
Integratoren mit linearer Phasenappraimation (Ordnung 1), die wir im vorigen
Absdnitt als theoretisthes Resultat angegelen haben und im nadsten Absdnitt

beweisenwerden, zeigt sich alsoganzklar im numeristcien Experimert.

Im fur uns interessaten Sdritt weiterbereidh h > " zeigendie meisten Verfahren
Sdritt weitenresonanzerfur bestimnte Werte von h. Das Verfahrenvom Gautsdi-

Typ ist ganzklar dasungenauesteson den geplotteten. Allerdings haben wir Stan-
dardintegratoren wie zum Beispieldie Trapezregelhier erst gar nicht eingezeibnet,

gegemiber denenein solthes Gautsdi-Verfahrennoch deutlich im Vorteil ware.
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e=0.01 e= 0.001 e = 0.0001
) ' o = .
10 110° | X 1
— 3 ) .
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Schrittweite h

Abbildung 3.1: Fehlerin , geplottet gegendie Sdritt weite fur " = 0:01," = 0:001
und " = 0:0001; adiabatishe Mittelpunktsregel (durchgezogend.inie) und adia-
batisches Magnus-Verfahren (dicke durchgezogend.inie) verglichen mit MMagnus

(gepunktet), Magnus (gestrichelt) und Gautsdi-Typ (Kreuze); = 1.

Die adiabatisden Integratoren zeigenferr " = 0:01 vergleithbare Genauigleit zu den
Magnus-Integratoren, sind aber signi kant genauerje kleiner " wird.

Da die meistender Vergleitsverfahrenmehr als eine Funktionsausvertung pro Zeit-
sdritt berstigen, plotten wir in Abbildung 3.2 den Fehler der Verfahren logarith-
misch gegendie Anzahl der benetigten Funktionsausvertungen.

Hier wird der Vorteil der adiabatisden Integratoren gegember den anderenVer-
fahren noch deutlicher. Bei gleicher Anzahl von Funktionsausvertungen zeigendie
adiabatise Mittelpunktsregel und dasadiabatisthe Magnus-Verfahrendeutlich ge-
ringere Fehler vor allem fur kleine Werte von ".

Beim Auftreten von Fastkreuzungerwerrden allerdingsaudh dieseVerfahrenkleinere
Sdritt weiten und damit mehr Funktionsausvertungenbenetigen, um die nichtadia-
batischen Ubergangein au esenzu kennen.Die Wahl adaptiver Sdritt weiten wie
in Kapitel 2.6 kann hier Abhilfe sda en.

Die investierte Arbeit zahlt sich also aus: insbesonderemit starken Oszillationen
kommen die adiabatisten Integratoren deutlich besserzuredit als die Vergleids-
verfahren.
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[
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Fehlerin h
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10 10
Funktionsauswertungen

Abbildung 3.2: Fehlerin  geplottet gegendie Anzahl von Funktionsausvertungen
fur die gleithen Verfahrenund Daten wie oben (Abbildung 3.1).

Aber ein gutes Steck Arbeit stedkt noch in dem Beweis der Fehlerabsbatzungen,
der theoretishen Grundlage fur die Bilder diesesAbsdnitts.

3.5 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 5

Analog zu Kapitel 2.7 werdenwir zunadst die Aussagevon Satz 5 eber den loka-
len Fehler beweisenund dann eber Fehlerakkurulation bzw. Stabilitat desVerfah-
rensund Recktransformation zum globalenFehlerin den urspreinglichen Variablen
eibergehen.Wieder haben wir zum einen die Potenzenvon h im Auge zu behal-
ten, zum anderenauf das Auftreten von "-Termenim Nenner zu adten, die uns
h-Potenzenkostenkennen.

Auch den Parameter wollen wir zumindestim Beweis des lokalen Fehlersbeob-
achten und fassenwiedermit C bzw. O versdiiedenenicht naher bezeitinete, aber
von " und h unabhangigeharmloseKonstanten zusammen.

3.5.1 Beweis von Satz 5

Wir zeigendie Abschatzung fer den lokalen Fehler, indem wir die Di erenz (3.35)
wiederin handlichere Teile aufspalten.
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Dazu folgenwir [22] und fehren folgendeNotation ein:

De niere A,, B, und &, jeweils wie in (3.8), (3.9) und (3.10), wobei W (t,)
durch die Approximation W, ersetztwird und W.(t,) durch \A4,.

De niere Ay, B,, und G, jeweils wie in (3.18), (3.19) und (3.20), wobei ,
durch ( t,) und —, durch _(t,) ersetztwird.

Mit dieserNotation kennenwir den lokalen Fehlerin vier Teile zerlegen

(tn+1) (tn 1) + hAn (tn) + hz@n (tn) + hz@ (tn)
= (ten)  (ta 1)+ W (t) + B, (t,) + h°G, (t) (3.36)
+ hA, + h?B, + h?0, (t,) hA,+ h?B,+ h%G, () (3.37)
+ hA,+ h?B, + h?G, (t,) h&,+ h?B, + h?€, (t,) (3.38)
+h&, (t,) hA, (tn): (3.39)
DieseTeile kennennun jedesfur sich mit Hilfe der folgendeninterpretationen ab-

gestatzt werden:

(3.36) ist der Fehler, der durch das Ersetzender Zwischenwerte von W und W
durch (3.7), (3.11) und (3.12) ertsteht bzw. durch dasEinfrieren von (t, + h)in
(tn). Die linearebzw. quadratisthe Approximation der Phase ( t,+ h) verursadt
die Di erenz (3.37), wahrend die Berednung deslIntegrals ( t,) an sich durch die
Simpsonregetlie Ursadhe von (3.38) ist. Die Integralein B, und €, habenwir exakt
integriert, wohingegenwir uns bei &, fur die Tednik der sukzessien partiellen In-

tegration ertscheidenkennen.DiesesVorgehenist verartwortlich fer die Entstehung
der Di erenz (3.39).

1. Schritt: Abschatzung von (3.36)
Mit (3.11) und (3.12) kennenwir leicht folgendeAbsdcatzungenzeigen

KW (t)) Wak Ch2k@Qk = Ch?= 3;
KW(t))  Wok Chk@Qk = Ch= 3
und erhalten
KW(t,+ h) W, hWk Ch?(k@Qk + KWk) = Ch?= 3 sowie
KW(t, + h) Wy,k  ChkWk+ O(h2= 3):
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Weiter gilt
Z

(tht h)  (t))=h  E((ta+ h) W(,+ h) (t.+ h)d
0

und damit unter Verwendungvonj j 1
k (tn+ h) (th))k ChkWk:
Mit diesenAbsdcatzungenkennenwir (3.36) bestiranken durch

Ch3(k@Qk + kWk + KWK kWk + kWk3) = Ch3= 3:

2. Schritt:  Abschatzung von (3.37)

In diesemSdritt betrachten wir zunadhst den Fehler, der durch die lineare Appro-
ximation von  in denIntegralenvon B, und &, ertstandenist. Solche Termehaben
wir bereitsin Sdiritt 3 desBeweisesvon Satz 2 (Kapitel 2.7) untersudit und wir
greifenhier auf die dortige Notation zureick, indem wir sdireiben

E (t+ h) E (H+ h (1

i 2h2
= E (tH)+ h(t) F({ hR);

mit der durch (2.57) de nierten Funktion F, beider R dasRestgliedder Taylorreihe
nadh demlinearen Term ist. Fur dasIntegral eiber dieseDi erenz gilt hier wie dort

Zl

E (t+ h) E (t)+ (t)d (3.40)

2 Z,
= QE((t)) E(h) 2F( h;R)d =0 h. (3.41)

1

Esist also
Zl i 2h2
h> B By, = h?E((ty) E(h(ty) ——F(ta hiR)d W,

1
_ ,ih? ‘1 -t - he
= h* =—E(( t)) 1E( h(t)) “F(t; hiR)d

= 0O h¥=?

fur " < h und W, = O(1= 2).
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Weiter gilt

Z 1 I 2h2 !
> & G = h? E((t) E(h(t)) ——F(t:; R) W,
1

E (to,+ h)d W, d
0

Z

Z, :
+h? E(( ta)) ECh(t)) Wiy
1
z i 2h? |
EC( tn) E h(ty) —F(th; hhR)d W, d:
0

Wir betrachten denerstenTerm, approximieren die Phaseim zweiten Integral linear

und erhaltenmit J = —D (( t,))

Zl i2h2
h*> E(( ta)) E(h(ty)) ——F(t.; hiR) W,
1

I
E((t) 3 E h(t) E@© W, d+0h’=?

Zl ' i2h2
= h*  E((t)) E(h(ty)+]1 —F(ts; MR) W, I W,
1
| |
’ Zl i 2h2 .
h? E(( ty)+ 1 ECh(ty) —F({t., R W, J W,
1
+0 h’=3
= 0O h¥=?

Dabei haben wir wieder unserVorwissenaus (3.41) eingesetzt.
Mit dergleichen Tednik kennenwir aud denzweiten Term abstatzenund erhalten
insgesarh

h> @ G =0hd=3:

Fer die Di erenz h A)n A, bauenwir zunachst dengleichen Formalismus fer die
guadratisthe Phasenappraimation auf, wie wir ihn fer die lineare bereits mehrfach
mit Erfolg verwendet haben.

d

d
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Dazu screibenwir 2h3R(t; h) als Restgliedder Taylorentwicklung nach dem qua-
dratischen Term (3.13), dashei t

(t+ h)= (t)+ h(t)+ % 2h2(t)+ *hR(t; h); und kR(t; h)k Ck°k:

Au erdem de nieren wir wiedereinematrixwertige und nad t stetig di erenzierbare
Funktion F durch
Z 1
F(t;x) = D(R(t; X)) E( x°R(t; x))d = =3 E(x3R(t;x)) E(0)
0

fur x 6 0 und durch den entspredhendenGrenzwert fer x = 0.
F (t; x) ist besdrankt durch

KF (t; x)k = CKR(t; x)k Ck®k: (3.42)

Wir verwendendieseDe nition und erhalten wie oben:

h®, hA,

= hE(( tn)) RllE h(t)+12n2(t,) B°

F(th; h)d  W,:

DiesesIntegral ist exakt dasgleicdhe wie in [16]. Wir integrieren partiell,

i 3hs

R
LE h(t)+ 3 %2 Lt)

F(t,; h)d

i 3h®

1
F(tn; h) _

- R ECh(t)d E 1Lt

i 3hs

R, R
YUECh(t)d & OE L%h2(t,)

F(th; h) d:

Mit der bereits oben verwendetenanalytischen Integration

Z
1E( h( tn))d = mD ( 1:n) E( h( tn)) E( h( tn))
und
4 E §%2(t)  FTF(ty; h)

= LPD((t,)) E 1%n2(t,) ERF(t,; h)

+E 32 (t) M8 (OF(ty; h)
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kennenwir hier feststellen

h? h3
kh®, hAk C—k*kkWk=C—:

Dabei gelt ein, dassdie Ableitungenvon , dieim adiabatishen Fall zwar glatt und
bestirankt sind, beim Auftreten einer FastkreuzungUnstetigkeiten haben kennen.

3. Schritt:  Absc hatzung von (3.38)
Die Fehler der Simpsonregel(3.15) und des symmetrishen Di erenzenquotierten
(3.14) sind
k( tn) nk Ch*k@ k;
k_(t)) -k Ch2k@ k:
Es gilt also
R
A & LE (ta)+ h(ty)+ 3 2h2Lty)
E o+ h(t)+3%0°4d W,

2
O(h2k@ KKWK) :

Dabei habenwir > 1 verwendet.
B, B, und G & erzeugenauf Grund des Vorfaktors h? nur Fehler heherer
Ordnung und wir erhalten die Besdirankung Ch3= 2 fur (3.38).

4. Schritt:  Absc hatzung von (3.39)

Die Integrale mit linearer Phasenappr&imation haben wir analytisch integriert, so
dass, und &, keinenweiterenFehlererzeugenMit Hilfe der Fehlerfunktionenlasst
sich diesfur &, ebenfallsrealisierenund wir kennten den Beweis hier absdliessen.
Der durch die sukzessie partielle Integration enstehendeFehlerist allerdings mit
(3.21), (3.22) und (3.23) schnell abgeshatzt. Zunadst sdreiben wir

R
R, An,=E( ) YE h(ty)+i%?, d

mD ((t)) B hD ((t)) D(—) If Wh:

Aus (3.22) und (3.23) folgt
z 1

E h(t) E
1

>, d =10+0(h=)+0 "=2

NI =
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und damit
“E h(t) E i2n_ d
= =D ((t) EY hD ((ty) D(—) 1%
+0(h2= ) + O("h= 2)
Insgesarh gilt mit " < h

h 2 h?
k€, Ak C - kwWk C-—;

und der lokale Fehlerin st wie geweinscdit durch Ch3= 2 bestirankt.
Fur den Startschritt gilt eine Besdrankung von Ch2. 2

3.5.2 Beweis von Theorem 5

Der Beweis hier verlauft vollstandig analogzu [16], weshalbwir die Darstellung im
Folgendenetwas verkeirzen.
Zunadhst mussdasZweisdirittv erfahrenals Einsdrittv erfahrenin einemRaum dop-
pelter Dimensiondargestellt werden. Wir verwendendafur die Bezeitinungen

| ! |

tess) R 0 I
V(tkss) = ((';k;) L Vi = "kl =
|
A+ hB .+ h§ O
M, = .

0 0

In dieserNotation hat die adiabatisdhe Mittelpunktsregel die Gestalt
Viker = (3 + hM ) v (3.43)
und der lokale Fehlerin der Einsdrittform ulierung wird mit
dsr = J+ hM (t) v(t) V(ta) = O h®

bezeitinet. Dabei ist M (tx) genausode niert wie M , allerdings wird der exakte
Wert ( tx) anstelleder Approximation | in den Ausdrucken Ay, B und & ver-
wendet.
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Hieraus ergibt sich fur den globalen Fehlere, = v, v(t,) nach n Sdrritten des
Verfahrens

€+1 = Vnir V(the)
= J+hM, v, J + hM (t,) v(tn) + dnss
= Jen"'hM nen+dn+1+cn+1

mit c,+1 = h My M (t,) v(tn).
Durch Induktion lasstsich leicht zeigen,dassgilt
X X1 Xl
es1 = J"&+h  J" Myec+  JIM K+ IM Ko (3.44)
k=1 k=2 k=2
In +1 = h M M (t) v(tk) gelt im wesetlichen der Fehler durch die Verwen-
dung der Simpsonregekin, denwir bereitsals , ( t,) = O(h*) kennengelerrt
hatten. Es folgt ¢, = O(h*) und damit ist die Norm der letzten Summein (3.44)
durch Ch® besdirankt.
Fur d, gilt d, = O(h®) und damit
Xﬁ-l
Jn+1 kdk Chz:
k=2
Der Fehler im Startschritt, der mit e, bezeitinet wird, ist ebenfalls durch Ch?
bestirankt und esfolgt fur (3.44) mit M = max kM (k und kJk = 1:

xXo
ke,s1 k  hM keck + Ch?:

k=2
DieseDarstellung ere net uns die Meglichkeit, dasdiskrete Gronwall-Lemma anzu-
wendenund wir sdliessenfur n mit nh  Const.

ke,. k Ch?

Diesentspricht wegenk (t,) .k ke ,k der erstenFehlerabsbeatzung von Theo-
rem 5.

Die weiteren Abschatzungen ergeten sicdh wie gewohnt durch Recktransformation
und Reslalierung, wodurch die Positionen wieder eine Potenz von " gegemiber
und den Impulsen gewinnen. 2
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3.6 Fehleranalyse: Beweis von Theorem 6

Der einzig neueFehler, der beim adiabatisdhen Magnus-Verfahrenim Vergleid zur
adiabatisthen Mittelpunktsregel auftaucht, ist der Fehler durch den Abbruch der
Magnus-Reihe.

Die verwendetenTaylor-Reihen,Di erenzenquotienten, Phasenappraimationen und
Annaherungenan die Integrale bleiben genaudiesellen wie zuvor.

Wir ersparenuns deshalbdaserneute Aufschreiben und Abschatzen dieserDi eren-

zenund konzeririeren uns ausstlie lic h auf den Fehler, der durch den Abbruch der
Magnus-Reiheertsteht.

Wir brechendie Magnus-Reihenadh demerstenKommutator ab, waseinenin der Li-
teratur wohlbekannten lokalenFehlervon O(h®) verursadit, solangedasProdukt von
Sdritt weite und maximaler Frequenzklein bleibt. Allerdings ist dieseAbschatzung
nicht gleidmaig in ".

Unter Einbeziehung von" < h < = ™ bleibt uns aber immer noch ein lokaler Fehler
von O(h?®), da die Resttermeder Reihe mindestensdrei Integrale erthalten. Durch
jedeIntegration der oszillatorisdhen Exponertialfunktionen ertsteht ein Faktor "=h,
wohingegendie Integrandenselbstgleicimaig in " besdirankt sind.

Damit lasst sich der durch den Reihenabbrut verursadite Fehler durch Ch® ab-
schatzen mit einervon " unabhangigenKonstanten C.

Dieserlokale Fehler geht in die gleiche Fehlerakkunulation ein wie die, die wir im
vorigen Absdnitt durchgekihrt haben und wir erhalten das gleidhe Ergebnis fer
beide adiabatiscen Integratoren. 2

P



Kapitel 4

Hamilton-Systeme  mit
lesungsabh angigen hohen
Frequenzen

In diesemKapitel betrachten wir Hamiltonsystememit lesungsabkngigenhohen
Frequenzendasheit wir gehenvon einer Hamiltonfunktion
. — 1 T 1 1

H(p:g) = 5p'M(Q) “p+ U(Q) + 7 V() (4.1)
aus,derenPotertial " 2V (g) nun von den Positioneng(t) abhangt (siehe[8], Kapitel
XIV). DiesesPotertial wirkt auf einige der Lesungskmponerten ein, so dasswir
wiedermehrereSkalenin der BewegungdesSystemsau nden kennen.DieseKlasse
von Problemenwird analytisch aud in [26, 28, 2] untersudt.
Zunaast illustrieren wir das Problemfeld des Kapitels und geben ein Beispiel fur
ein typisches medanisdies Problem dieserKlasse.
Naterlich versuden wir, meglichst viel Theorie aus dem zeitabhangigenFall hier
erneut einzusetzerund beginnendabei mit den Transformationen.

4.1 Problemfeld

Wir betrachten ein Hamiltonsystem mit Hamiltonfunktion (4.1), wobei M (g) eine
symmetrist positiv de nite Massematrixist, die glatt von den Positionenq 2 R"
abhangt. U seiwieder ein glattes Potertial und das bestirankende Potential V (q)

99
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soll die folgendenEigenstaften haben:
Die glatte Funktion V : D  R" ! R nimmt ihren minimalen Wert 0 auf einer
d-dimensionalenMannigfaltigkeit V an, also

V=1fg2D V(g = minV = 0g: (4.2)

Fur alle g2 V qilt daherr V(qg) = 0. Weiter ist dasPotential V in einer Umgebung
von V strikt konvex erntlang aller Richtungen, die nicht tangertial zu V verlaufen,
dasheit esexistiert ein > 0, sodassdie Hessematrixr 2V (q) fur alle g 2 V die
folgendeUngleidung erfullt:

vir 2V(gv  vIM(gVv (4.3)

fur alle v im M (g)-orthogonalen Komple-
mert desTangerialraumes TyV.

Die d-dimensionaleMannigfaltigkeit V wird
durch m = n d unabhangigeBedingungen
lokal bestirieben und V wirkt sich demnad
auf Bewegungenweg von dieser Mannigfal-
tigkeit aus.Wir sehenin nebenstehendeAb-
bildung die lllustration einer soldhen Situati-

on.
Typischervweiseerfellen semiquadratisbe Potertiale der Form

V(o = d A (4.9

mit = (; ) 2 R R™ und einer symmetrist positiv de niten Matrix A(cp)
obige Bedingungenmit V = RY 0.

Ein BeispieldieserKlasseist das Doppelpendel, bei dem zwei (im Allgemeinenm)
Massepunktemit steifen Federnverbundensind.

N|H N

mhors

Abbildung 4.1: doppeltes Federpendel
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ist eindeutig bestimnt durch die Koordinaten des Aufhangepunktesder ersten Fe-
der, die Winkel ' ;, welde die i-te Federin Bezugzur Senkretten einnimmt und
die Auslenkungend; der i-ten Feder. Das bestirankende Potertial lautet in dieser
Situation

1 X

V= > 7
i=1

woraus wir erkennen, dassdie Mannigfaltigkeit V bestirieben werden kann durch
d; = :::= dn = 0. Diesentspricht dem RuhezustanddesSystems,in dem keineder
Federnausgelenktwird. Die Variablen d; besdireiben die Frequenzender Vibratio-
neninnerhalb einersolthen Federlette und hangenhier von denWinkeln' ; ab. Wir
unterscheidendamit die Auslenkungend; als sdnelle Variablenvon den Winkeln' ;
die sich auf einerlangsamererSkala bewegen.

Im Fall des Doppelpendelskennen wir die beteiligten Matrizen direkt angelen.

Dazu verwendenwir |, i = 1;2, fur die Ruhelange der jeweiligen Feder, m; fur
die Massedes jeweiligen Massepunktesund verkerzen mity s := sin(" 1 ' ) bzw.
c:=cos(1 ') dieSdreibweise.Esgilt mit gp= ' und G = 31
2 2
. 1 T 1 1 T .
H(p:a = 5P M(Q “p+ U@+ 55 G Ay
wobei
1
(Mg + mp)(d + 11)2 mp(dy + 11)(dz + I5)c 0 my(d; + 11)s
M (9) my(dy + 11)(dz + I2)c ma(dz + 12)? my(dz + I2)s 0
0 mz(dz + |2)S mi+ mo m-C
m2(d1 + |1)S 0 m->C mo
U(@ = (dp+ l1)(my+ my)gcos 1 (dz2 + [;)mzgcos' »;
!
A = 1 0
0 3

Abbildung 4.2 zeigt die Bewegungeinessolden doppelten Federgendels,wenn wir
die beiden Massepunkte(m; = m, = 1) mit Federnder Ruhelangel; = |, = 1
verbinden. Die obere Federhat dabei die Federlonstarte 1="2, die untere Feder2="?
mit " = 0:01.
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In Abbildung 4.2 sehenwir die Entwicklung der PositionendesSystemsfur ein Zeit-
intervall [0; 10]und kennendie versdiedenenZeitskalen der Bewegungausmaden.

Bewegung des doppelten Federpendels
0.5 T T T

15 N
2+ -

25 1 1 1 1 1

Abbildung 4.2: Positionen der Massepunktedesdoppelten Federpendels;" = 0:01

Im Beispieldesdoppelten Federpendelserhalten wir sogarV (q) = %oaTAql mit einer
konstarten Matrix A; wir wollen unsin diesemKapitel jedoch an denallgemeineren
Fall einesPotertials V (q) = %qIA(op)ql wie in (4.4) halten.

Gegemuber dem eingangsdurch (4.2) und (4.3) bestiriebenen noch allgemeineren
besdrankenden Potertial stellt dies keine Einschrankung dar. Wie das folgende
Lemmaaus[23] zeigt, bestireibt (4.4) sdon die allgemeineSituation in geeigneten
Koordinaten.

Lemma 8 Unter den Bedingungen(4.2) und (4.3) existiert eine glatte lokale Ko-
ordinatentransformationq=(y), sodass

V@ = SyIAGY: fr a= ()

wolei A(yo) eine symmetrisch positiv de nite m  m-Matrix bezeichnetund y =
(Yo;y1) in RY  R™ naheO ist.

Bew eis: Wir wahlen zunacst lokale Koordinaten x = (xo;X;) nahe0in RY R™
mit g= (x), sodassg= (x) 2 V genaudann erfullt ist, wenn x; = 0 gilt.
Fur g= (x) sdreiben wir V(x) = V(q) und sdhlie en aus(4.2)

V(x0;0)= 0 und r ¥(x,;0)= 0O

Weiter folgt aus (4.3), dassA(Xp) = r ﬁl‘p(xo; 0) positiv de nit ist.
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Wir verwendennun eineweitere Koordinatentransformation, die allerdingsnaheder
Identit at ist:
Yo= Xo und y;= (X)Xg:

Den reellenFaktor (x) (der fur x; nahe0 nahean 1 seinsoll) bestimmenwir nun
so, dassgilt

S VIAGOY = P (xix):

Dazu entwickeln wir die rechte Seitein eine Taylorreihe,
1
U (x0ix1) = V(x0:0) + XIr .V (x0:0) + S X[ A(Xo)x1 + 1(X);
und esfolgt
1 2,7 - 9 (% Te 9 (xo 1 1 .
> (X)°X1 A(X0)X1 = YV (X0; 0) + X1 1 «, ¥ (X0;0) + éxlA(XO)Xl*' r(x):

Mit S
(xX)= 1+

2r (X)
X1 A(Xo)X1
ist ein  gefunden,welches auf Grund von r(x) = O(kx;k®) auch die geweinsditen
Eigenstaften (nahe 1 fur x; nahe0) hat. 2

Im Gegensatzzu den Transformationenaus Kapitel 1.4, die alle mit Standardrou-
tinen aus der numerisdien linearen Algebra durchgekihrt werden kennen, ist die
Transformationq = (x) von q nach x = (Xg;X1) mit V(g) = 0, x; = 0 nicht
konstruktiv, falls wir aussalie lich den Ausdrudk fer das Potertial V kennen.Die
Transformation der lokalen Koordinaten von x nad y lasstsich hingegenwie ge-
wohnt numerist bewerkstelligen.

In vielen Situationen kennenwir au erdem die Mannigfaltigkeit VV durch Bedingun-
geng(q) = 0besdireibenund damit x; = g zu einemvollstandigenSatz Koordinaten
erweitern (siehe[8], Kapitel XIV).

In jedem Fall lasst sich die Transformation g = (y) in den Positionskoordina-
ten zu einer kanonisdien Transformation erweitern. Wir setzendazu wie gewohnt
py = Hy)Tp fer die konjugierten Impulse und betrachten im Folgendendie Hamil-
tonfunktion mit semiquadratisbem Potential V:

HEA) = 3P M (@ TP+ U@+l Alw)ar (45)




104 Hamilton-Systememit |lesungsablngigenhohenFrequenzen

M (g) und A(gp) sind dabei symmetriste positiv de nite Matrizen und U(q) ein
ertsprechend glattes Potential. Wir kennen bereits in diesem Stadium zwisden
schnellen und langsamenPositionen untersaheiden. Die sdinellen Positionen g, (t)
sind dabei auf Grund der besdirankten Gesanmenergie H(p;q) < Const. von der
Gre enordnung O("), wahrend gu(t) = O(1) gilt.

Wir be nden uns also bereits in einer Situation, in der sdinelle und langsameVa-
riablen unterschiedenwerdenkennen.Von einerannaherndenSeparationder beiden
Zeitskalen, wie wir siein Kapitel 1.4 mit Hilfe der Transformationenerreicit haben,
ist hier allerdings noch nichts zu sehen.Diesist Ziel desnachsten Absdnitts.

4.2 Transformationen

Die kanonistien Transformationenaus Kapitel 1.4 und die Transformation in die
adiabatisthen Variablen waren bereits im zeitabhangigenFall von gro er Bedeu-
tung fur die numerisde Integration des Systemsund dessenanalytische Untersu-
chung. In diesemAbsanitt maden wir uns dies wieder zu Nutze und \recyclen"
einige der zeitabhangigen Transformationenfur den lesungsablngigenFall, wenn
das Ergebnisauch etwas umstandlicher zu notieren ist.

Theorem 7 Es existieren symplektischeTransformationen(p;qg) ! (p;q), so dass
die Hamiltonfunktion H (p;q) aus (4.5) in den neuen Koordinaten folgendeForm
hat

1 1 1
H(p;g) = épEMo(qo) Yoo + ?pl (D)Lt o o ( D)

1
> P R(Qp+ U(T(A)q) (4.6)
mit einer symmetrischpositiv de niten Matrix Mo(p), einer Diagonalmatrix ( @),

einer Transformationsmatrix T () und einer symmetrischenMatrix R(Q).
Der Ausdruck% p' R(q)p kann geschriebn werden als

%pTR(q)p= "o )k + PLL(Po; )T+ " TP (PP i) + (P 0) (4.7)

mit einem Vektor c, einer Matrix L, einer Funktion , die trilinear in py; p1; ¢ ist
und einem Restterm der Gre enordnung (p;g) = O("?) fur p;; qx = O "2 und
die Situation getrennter Eigenfrequenzen.
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Bemerkung: Da wir von einemSystemmit besdrankter Gesanmenergieausgehen,
gilt hier p;;qn = O "2, alsoist der Kopplungsterm 1 p"R(g)p im Fall getrenrter

Eigenfrequenzervon der Gre enordnung O("). Es ist durch die Transformationen
alsowiedergelungendie Kopplung zwisthhen sdinellenund langsamenvariablen auf

eineGre e von O(") zu reduzieren.

Beweis: Der Beweis diesesTheorems ergibt sich wie in Kapitel 1.4 durch die

sukzessig Konstruktion ertspredhender Transformationen, deren Hintereinander-
auskihrung wieder eine symplektisde Transformation darstellt. DieseKonstruktion

werdenwir in den folgendenLemmata auskihren. 2

Mit der erstenTransformationwird die Stei gk eitsmatrix in die Idertit at mberfeihrt.
Lemma 9 Es existiert eine symplektischeTransformation gp = &y, th = C(ep)6n,
so dassdie Hamiltonfunktion H (p;q) in den neuenKoordinaten folgendeForm hat

1

e+ O(@: (4.8)

1
H(pie) = Sp'M(e) "p+
Bew eis: Wir sdireiben die Choleski-Zerlegungler Stei gk eitsmatrix A(qp) als

A(tp) = C(p) "C(p) *

und transformierendie Positionenwie im Lemmaangegelen. Durch
10 1 !
P _@! &C@a o
P 0 C(ep)T P1

wird dieseTransformation zu einer symplektistien Transformation auf die Impulse
erweitert.
Setzenwir 0 1

qg-@  &C@a C@) 4.
0 C(ep) "

so erhalten wir die angegeleneHamiltonfunktion H mit
M) = '™ e;Cle)er e (4.9)
O(e)

U &; C(e)en 2
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Im nachsten Sdritt werdenwir die Blockmatrizen in der Nebendiagonalerder Mas-
sematrix M eliminierenund gleidhzeitig die Abhangigkeit der neuenMassematrizen
von e, reduzieren.

Lemma 10 Es existiert eine symplektischeTransformation g = ¢ + G(p),
6 = 4, So dassdie Hamiltonfunktion H(p;&) in den neuen Koordinaten folgen-
de Form hat

T

1 1 1
H(p;g = EngO(OD) oo + EpIMl(OD) o+ ﬁoaoa

1
+5PTR(@P+ U(0); (4.10)
wolei R eine glatte matrixwertige Funktion mit R(gy; 0) = O ist.

Bemerkung: Die Gleichung fur e stellt ein implizites Gleichungssystemin ¢, dar,
weldhesgegelenenfallsmit dem Newton-Verfahrengelost werden muss.

Beweis: Wir sdreiben die Massematrix M (&) als
|

w= Mo Mo (4.11)
IvllO Mll
und setzen
G(th) = Moo(th; 0) *Moy(h; O):
Durch
0 ;1 ! !
o _@!t O@E Op P _ g1 P
P G(p)T | P P

wird die im Lemma angegelene Transformation zu einer symplektisthen Transfor-
mation erweitert.
Es qilt

M(ep;6n) = M(p;0)+ M p+ G(op)o;n M (Gp; 0)

und wir setzenM () = M (tp; 0) sowvie M (p; 1) = M o+ G(p)th; . M (p; 0)
mit KNI (qp; cp)k = O(kak) = O(").
Fer den ersten Term der Hamiltonfunktion gilt dann

2P o= 0T GO M(@) "Ep+ 50 HNL(AGAp
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mit N;(qp; 0) = 0. Wir setzen

Mo(%h) = Moo(®h; 0); Mi(th) = M1 MiogMgg Mo (tp; O);
und erhalten

Mo(p) 0
0 M1(cp)

mit N2(p; 0) = 0, da N,(q) eine Summeaus Termendarstellt, die linear bzw. qua-
dratisch in g, sind. Insgesarh ergibt sich obige Hamiltonfunktion mittels

20TGQ M (@) 'Hap= 50T p+ 20 Na(a)p

&(0)"N1(9)G(q) + N2(q); (4.12)
U o+ G(%h)h; C(p + G(Gp)h)th : 2

R(d)
U(a)

Mit der nachsten Transformationwird die MassematrixM () der schnellenVaria-
blen diagonalisiert.

Lemma 11 Es existiert eine symplektischeTransformation gy = ¢, & = Q(¢)4,
Q(®) orthogonal, so dassdie Hamiltonfunktion H (p;q) in den neuenKoordinaten
folgendeForm hat

A = SaMo®) "o+ S0 ( 4P+ o 0
+ 2T R@p+ 0(0): (4.13)

Fur R gilt zwarimmer noch R((; 0) = 0, dasheit R = O(&,), allerdingsausschlie -
lich im Fall getrennter Eigenfrequenzen Bei Fastkreuzungerkann dieser Term gro
werden.

Beweis: Wir diagonalisieren

M1(tb) = Q(cb) ( &) *Q(cp)’ (4.14)

mit der Diagonalmatrix ( o) = diag(! j (¢p)) der Frequenzerund einerorthogonalen
Matrix Q(cp), die glatt von g, abhangt, falls die Frequenzeri ; voneinandergetrenrt
sind.
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Wir transformierendie Positionenwie angegelen und erhalten durch

0 - !
fh _@! SADE A P
b 0 Q)T Py
eine symplektiste Transformation.
Die Matrix @ .
Y(9 = @ Q)& Q&) (4.15)

ist von der Gre enordnung O(¢,), dennach meissenwir diesen Ausdrudk im Au-
ge behalten. Bei Fastkreuzungender Eigerwerte zeigt er ein ahnliches Verhalten
wie Q(t)Q(t) im zeitabhangigenFall, dasheit er wird sehrsdnell sehrgro und
fallt nadh der vermiedenenKreuzung sdnell wiederab. Wir betrachten deshalbdie

assoziierteMatrix | |

_ 0 Xoz . 3 0 Mo 1Y
X(Q = X0 X B YTM,1 YTM, 1Y
10 11 0 0
und setzen I
| Y
A0 = 9
0 Q&)

Dadurch erhalten wir die angegeleneHamiltonfunktion mit

Mo(®) = Mo(t);
RO = Q'R &; Q@& Q)+ X (0); (4.16)
0(a) U &+ G(Gh)Q(®)a;C G+ G(G)QA®M)& Q(G)a: 2

Mit der letzten kanonisthen Transformation reslkalieren wir wieder die sdnellen
Positionenund Impulse.

Lemma 12 Esexistiert eine kanonischeTransformation, = o, & = "2 ( )2,

so dassdie Hamiltonfunktion H (p;@) in den neuenKoordinaten folgendeForm hat
(6 = O(") impliziert g = O "2 ):

H (p: - 1— M 1n + i T + 1

(Pid) = SPEMo(c) Po+ o PT (W)P1+ 5 G ( )y

2 oTR@p+ U(T (@0
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Der Ausdruck 3 p" R(q)p kann geschriebn werden als

1 _ _
QPTR(q)p= "1=26(po; o) Tk + PLL(Pos ) TG+ " TP (PuiP i h) + (P50

mit einem Vektor c, einer Matrix L, einer Funktion , die trilinear in py; p1; ¢ ist
und einem Restterm der Gre enordnung (p;g) = O("?) fur p;; @ = O "2 und
die Situation getrennter Eigenfrequenzen.

Beweis: Wir erweitern die Transformation der Positionen wieder auf die Impulse
mittels ! 0 L1 |

P _g! " a(®mPa ao P

p1 0 "1=2 ()12 P1

Mit T(p) = G(qp)Q(p) ( o)*™? de nieren wir

| "2 T(q)

T@= Toj"™ T = G+ " T(d)h Q) ( G)*7

und erhalten dadurd
0@ =U T(aq:
DabeiistU T(qp; ) g = U T(p; 0)g + O "32 in einerSituation mit getrenrten
Eigenfrequenzen.
Weiter de nieren wir eine Matrix der Gre enordnung O(q;) = O "¥*2 durch

T

(0= 2 (@)2a (@ =

@p
und damit die Recktransformation
! ! !
Bo _ | (a Po
P 0" ¥ () 2 P1

Es gilt nun
1 1 1
5B Mo(@)o = 5 PEMo(e)Po + 5 P"Ra(Q)p
mit der symmetrisdien Matrix
!
0 Mo(m) *( 0)

=0
(™Mo(@) * ( ™Mo() *( 0) ()

Ri(g) =

und Mg = Mo.
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Analog sdlie en wir fur pTR(Q)p

P'R(AP = p'Ra(a)p+ pP'Ra(A)p
mit einer symmetristien Matrix

0 Roo
T T n 1=2 1=2 n 1=2 T 1=2
Roo Roo R 10 R01

R2(0) = = O(a)
im Fall getrenrter FrequenzenDabei bezeitnenR; = Ry o; "*2 ™q die ent-
sprehenden Blodke von R(4), fur die R; (q;0) = 0 gilt, die allerdings durch das
Auftreten der Matrix Y audch gro werdenkennen,wenn eine Fastkreuzungder Ei-
genfrequenzerstatt ndet. Die Matrix R3(q) ist zwar ebenfalls symmetrisd, durch
dasAuftreten negativer Potenzenvon " und die erntsprechendenBlede von R aller-
dings wenigerharmlos als die vorherigen,

ROO O©; nl=2 l=2q1 n 1=2 ROl Q©; nl=2 1=2q1 1=2

R3(q) = n 1=2 1=2R10 Cb . nl=2 1:2q1 n 1 1=2R11 Cb . nl=2 1:2q1 1=2

Mit
R(9) = R1(d) + Rz2(q) + R3(0)
erreichen wir die im Lemma angegelene Hamiltonfunktion H(p;q) und es bleibt
noch der Ausdrudk p' R(q)p zu untersuchen. Auf Grund der negativen Potenzenvon
" ist dabei vor allem der Term p" R3(q)p zu beadten. Die weiteren SummandenR;
und R, liefern nur kleinere Terme, die sich in Rz subsummierenbzw. als Restterm
(p;q) zusammengefasswverdenkennen.Es gilt

1 1 1= - S _ s _
EDTRa(Q)p = épERoooD; =2 P opo+ " Pp; PR ;" PPaw po
1II =, n 1= =, =,
+§ lp':IL' lZR11 Cbi 1=2 12ql 12pl
nl=2 n 1

c(Po; ) " + PrL(Po; ) T+ " P (Pr;Pr s &) = O(")

fur p;, . = O "¥2 und getrenrte EigenfrequenzenDabei ist ¢ ein Vektor, L eine
Matrix und eineFunktion, die trilinear in p;, p; und ¢ ist. Da in dieserSituation
audh = O(qp) = O "2 gilt, schlie en wir

1 1 _
épTRl(q)p+ épTRz(q)p= p1L(Po; )0 + "2 (P1iP1s s &) + (P;O):
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(p; g) ist dabei ein Term, der quadrilinear in p;, p1, ¢ und ¢ ist und den wir
mit "2 zu einem Restterm (p;qg) der Gre enordnung O("?) zusammenfassen
kennen.Die partiellen Ableitungenvon nad p; und ¢, sindvon der Gre enordnung
O "3 | diejenigennad py und gy behalten die ursprengliche Gre e von O("?). 2

Wir lassenalle Haken weg und betrachten die Bewegungsgleioungen destransfor-
mierten Systems

1
B = I g éngO(Cb)pO"'U(Cb;O)

o P (@t (B +fopd  (@417)
@ = Mo(th) "Po+ Go(p;0) (4.18)
! ! ! !
oo _ 1 0 ( %) P, fiupd (4.19)
% (@ 0 G %(p; Q)

mit den Funktionen
[

=t 3PR@PHUT@A U(@i0)
!

Yo _ :

> = Rap

Falls die Eigenfrequenzergetrenrt bleiben und die Diagonalisierungglatt ist mit
bestirankten Ableitungsmatrizen, erhalten wir fo = O("), go = O("), f; = O "1
und g, = O "2 | Mit (4.7) schreiben wir

nl=2

f1 = ¢ Lpi+" a(pupyg) "TTIT qU(p;0)+ O
0 = LT+ " *Rpyipip) + O "5 (4.20)

wobei wir der Ubersiditlichkeit wegendie Argumente in ¢, L und T; weglassenDie
Funktionen a und b sind bilinear in p; und q,.

Nun verlassenwir den kanonistien Rahmen und transformieren die sdnellen Va-
riablen p; und ¢ in die adiabatiste Variable . Dazu betrachten wir die diagonale
Phasenmatrix ( t) ertlang einerLesung p(t); q(t) desSystems(4.17)- (4.19) und



112 Hamilton-Systememit |lesungsablngigenhohenFrequenzen

de nieren sie durch

() O

£0= (M) mt (@)= 0 (@)

Wieder diagonalisiertdie konstarte unitare Matrix  aus(1.23) die fahrendeMatrix

der schnellen Di erentialgleichungen (4.19) und wir erhalten
!

0 ( %) :
= ()
() O
Damit transformierenwir p; und ¢, zu
!
- i pa(t)
M) =" exp - (1) (4.21)
Ch(t)
und wieder zureick mit
! !
P P e exp ! ; (4.22)

G Q1

Fer eine Losungbesdirankter Energiesind sonvohl p(t) alsaud qu(t) in (4.19) von
der Gre enordnung O "2 und folglich gilt fur wieder

()= 0(1):
Die sdnellen Bewegungsgleioungen lassensich in den neuen Variablen sdireiben

als I

_ i f, _ _
—n 1=2 eXp .I_. gi —n 1—2P1f1+ n 1—2ngl

mit den Argumenten (po;"2P; ; p;"2Q: ) in den Funktionen f; und g;. Setzen
wir die Ausdreicke fur f; und g; aus (4.20) ein, so erhalten wir wie in (1.30)

1
B = T g éngo(qo) oo + U(0p; 0)

1
© 2
@ = Mo(m) 'po+ % (4.24)

r PLl@PL +5 QB +fo (429
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i [
W W (po; t) €xp

_ = €exp
I
+ exp |_ a(P, ;P1 ;) (4.25)
b(P1 ; Q1 ;)

P, c(Po; @) + Ta(dp;" Q1 )'r U(mp;0) +1;
mit
I
L(po; ) L(Po;)" L (Po; ) + L(po; p)T
L (Po; &) + L(po; )" L(Po; ) L(Po;p)T

|

NI

und dem Restr(po; "*2P; ;;"*2Q1 ) = O(") sawie den Funktionen

fo(Po; "*2P1 ; p;"¥2Q1 ) und go(po; "2P; ; p;"2Q, ) der Gre enordnung O(")
im Fall getrenrter Eigenfrequenzen.

Die annaherndeSeparationder Zeitskalen ist also zumindestim Fall getrenrter Ei-
genfrequenzerwieder gelungen.Im Gegensatzzum zeitabhangigenFall gelingt sie
allerdings nicht mehr rein mit Standardroutinen der numerisden linearen Algebra,
wir bermetigen gegelenenfallsdas Newton-Verfahren,um die Massematrix zu zerle-
gen.

Die redhten Seitender transformierten Di erentialgleichungen sind aber auch hier
wieder unabhangigvon " bestirankt.

Um den Nutzen der Transformationenzu veranstaulichen, betrachten wir das Bei-
spiel des doppelten Federpendels. Abbildung 4.3 zeigt die ursprengliche Variable
tu(t) und die Realteile der transformierten Variablen ,(t), savie ,(t) fur " = 0:01.

Im Gegensatzzur stark oszillierendenAusgangseariablen qu(t) zeigt (t) langsame
Bewegungenum eine Konstante. Die Amplitude der Bewegungenliegt dabei bei

O("), sodasswir erneut als adiabatisthe Invariante vermuten kennen.

Fur kleinereWerte von " tritt der E ekt der Transformationennoch deutlicher zum

Vorsdein. In Abbildung 4.4 sehenwir die gleichen Variablen fur " = 0:001.Im Ge-
gensatzzu den bestleunigten Oszillationen in den urspreinglichen Variablen wird

die Bewegungin kleiner, langsamerund glatter.
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e=0.01: d (1) h,®, h,®
0.02 0
ooxfl N WINPT A WOVl
0 0.5
i e W |
0.01
0.02 1
0 0.5 1 0 0.5 1
Zeit t Zeit t

Abbildung 4.3: q.(t) (links) sowvie Realteilevon (t) (rechts, gepunktet)
und ,(t) (rechts, durchgezogen);" = 0:01.

«10° ©=0.001: d (b h,(®. h,(®
2 0
1 ’ ‘ ...................................
of | o5
. |
2 1
0 0.5 1 0 0.5 1

Zeit t Zeit t

Abbildung 4.4: q.(t) (links) sowvie Realteilevon 1(t) (rechts, gepunktet)
und ,(t) (rechts, durchgezogen);' = 0:001.

Die Bilder legennahe,dasswir (t) aud im frequenzabm®ngigenFall als adiabati-
sdhe Invariante iderti zieren kennen. Dies ist allerdings nur unter etwas restrikti-
verenBedingungenalsin der zeitabhangigenSituation meglich, wie wir im nadsten
Absdnitt sehenwerden.

4.3 Adiabatisc he Invarianten

Die gro en Analogien zwisden dem zeitabhangigen Fall aus Kapitel 1 und dem
frequenzablngigen Fall hier lassenvermuten und ho en, dass aud hier eine
adiabatisde Invariante darstellt. Um dies zu uberprefen, integrieren wir beide Sei-
ten der Di erentialgleichung fur  (4.25) von tg bis t.

Die erste Zeile ist dabei eine alte Bekannte aus Abschnitt 1.5.1. Wir setzenwieder
voraus, dasswir uns in der adiabatisdhen Situation be nden, in der die Eigenfre-
quenzen! ;(t) = !;(op(t)) getrenrt und von O weg besdirankt bleiben, also eine
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Konstante > O exisitert, sodassfer jedesPaar ! ;(t) und ! (t) mit j 6 k und alle
Zeitent im Integrationsintervall gilt:

Jhi) (o) mit} Const, !;(t) Const. (4.27)

Da die Matrix W der erstenZeile von (4.25) Nullen auf der Hauptdiagonalentr agt,
ergelen sich durch Multiplik ation mit den oszillatoristhen Exponertialen von links
und redits ausstlie lic h oszillatoriste Terme, deren Integral wir wie in Kapitel
1.5.1durch O(") abstatzen kennen.

Genausogehenwir bei der letzten Zeile von (4.25) vor. Wir integrieren partiell und
nutzen aus, dassdas Integral eber P, (t) von der Gre enordnung O(") ist. Die Ab-
leitungenvon po, ¢ und sind bestirankt falls (4.27) gilt. Auch mit dem Restterm
r kennenwir so verfahren, zumal dieservon vornherein durch seinegeringeGre e
bestidt.

Sdwieriger wird esbei der mittleren Zeile von (4.25), weldhe die bilinearen Funk-
tionen a und b erthalt. Ein typischer Term dieserbilinearen Funktionen ist von fol-
genderGestalt: P, R(po; p)P1 bzw. P;R(po; ®)Q1 , mit einem2m 2m 2m
Tensor R(po; ), der von oszillatorishen Exponertialen P; bzw. Q; eingerahnt

wird. Unter dem Integral
|

i a(Py ;P1 ;@)
to " b(P; ;Q1 ;)

tre en alsodrei oszillatoristhe Exponertialfunktionen aufeinanderund wir benetigen
eine weitere Bedingung an die Eigenfrequenzen | (t), wenn wir eine vergleihbare
Absdatzung zu den anderenTermen erreichen wollen. Das Integral mber die oszil-
latorischen Komponerten desIntegrandenkennenwir durch O(") absdatzen und
wir sorgenmit der folgendenNichtresonanzledingung dafer, dassunser Integrand
ausstlie lic h solhhe Komponerten erthalt: gilt fur alle j, k, | und alle meglichen
Kombinationen von Vorzeiden

i) () ()] (4.28)

mit einer positiven Konstanten  unabhangig von ", soist das Integral eber den
mittleren Term unsererDi erentialgleichung von der Gre enordnung O(") und wir
haben gezeigt:
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Satz 6 Unter denVoraussetzungeri4.27) und (4.28) gilt fur (t)
()= (to) + O(") (4.29)
gleichmaig auf beschmnkten Zeitintervallen. 2

Bemerkung: Wenndie Nichtresonanzledingung(4.28) zu der folgendenBedingung
abgesbwadt wird,

Fit)  Dw(t) !y(t) besitzt 8]; k;1 = 1;:::;m und 8t 2 [to; teng]
eine endliche Anzahl hedhstenseinfader Nullstellen, (4.30)

reduziert sich die Aussagedes Satzeszu
(t)= (to)+ O " fur t Const. (4.31)

(siehe[8], Kapitel XIV).

Mit Satz 6 erhalten wir wieder die Wirkungen
i =Ji% (=2L:5m) (4.32)
als adiabatisde Invarianten mit
li(t) = Ij(t)) + O(") fur t  Const. (4.33)

im Fall von (4.29) und I;(t) = 1;(tg) + O "* im Fall von (4.31).
Durch eine Fastkreuzungder Eigenfrequenzeroder eine Verletzung der Nichtreso-
nanzbedingungkennenallerdings auch hier wieder O(1) Sprengein (t) auftreten.
Wir pro tieren dennach von der De nition der Wirkungen bzw. Invarianten, denn
wir kennenmit ihrer Hilfe das Systemder langsamentransformierten Di erential-
gleidhungen (4.23) und (4.24) vereinfaten. Es gilt

1 xn

1
o Pt ( G)p1 + gOI( M= 1j!j(%p)
j=1

und damit

1 xXn
" @ 5PMo(c) 'Po+ U(c:0) it o! (@) + O(") (4.34)
j=1

@ = Mo() 'po+ O("): (4.35)

Po
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Vergleihen wir dieseBewegungsgleioungen mit dem bestirankendenSystem,wel-
ches durch die Hamiltonfunktion Zp"M () 'p+ U(d) auf der Mannigfaltigkeit V

gegelenist, wird die langsameBewegungobigenGleichungen zufolgegesteuertvon
dem zusatzlichen Potential j"‘:l I ! (o), dasvon denWirkungen |; abhangt. Ver-
stiedeneHerleitungen und Diskussioneneinessolden Korrekturp otertials nden

sich in [26, 28, 2].

Die AussagendiesesAbsdnitts galten alle aussalie lic h unter der Voraussetzung,
dasseine adiabatishe Situation vorliegt, in der die Eigenfrequenzendeutlich ge-
trennt bleiben und zusatzlich eineder Nichtresonanztedingungen(4.28) bzw. (4.30)
erfullt ist. Im nadisten Absdnitt werdenwir uns damit auseinandersetzenyas bei
einer Verletzung dieserBedingungengesatielt.

4.4 Dynamik von Fastkreuzungen

Im zeitabhangigen Fall haben wir bereits eingehenddas Verhalten der Lesungen
und einzelnenMatrizen untersudt, weldhesauftritt, wenn der minimale Abstand
der Eigenfrequenzernn einemPunkt ou(t) soklein wird, dass > " gilt. Die redte
Seite der Di erentialgleichung fur  nimmt dabei Werte der Gre enordnung O(1)
an und zeigt einen Sprung ebensoltier Hohe. Betrachten wir aussalie lich die
Di erentialgleichung in , soerhalten wir hier dasgleidhe Ergebnisund beobaditen
dasAuftreten von O(1) Sprengenin denadiabatisten Invarianten ;. Allerdings ist
dieseGleichung geloppelt mit den Di erentialgleichungenfer daslangsameSystem,
eineTatsade, die im frequenzabmngigenFall fur dasAuftreten vellig neuerAspekte
sorgt.
Wir betrachten die ersteZeileder Di erentialgleichung fer aus(4.25)und sdreiben
siewieder als (

E) Wipia) mit E() = OP (1 W Prksl

0 sonst.

Die Matrizen und W hangennun eber die langsamenPositionen gp(t) bzw. die
Impulse po(t) von der Zeit ab. WahrenddieseAbhangigkeit in W zu keinengre eren
Au alligkeiten fuhrt, hat siein  ganz erheblithe Auswirkungen, falls sich die Ei-
genfrequenzerzu nahekommen.Wir verfolgendeshalbexemplarist den Wegleicht
geswrter Positionen ¢p(t) durch  in die adiabatishe Variable mittels Untersu-
chung der erstenZeile von (4.25).
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Eine Sterung der Gre enordnung " in ¢p(t) fehrt zunacdst zu einer geserten Fre-
quenzmatrix 7

~ + " N
mit "~ = O(1) und dieseSterung wirkt sich massivauf das Verhaltenvon aus.
Sogilt

E(Y EOQ = EC) I EQ;

wobei der Faktor E := E("y | nicht etwa klein ist, sonderndie Gre enordnung
0O(1) hat.

Wir bezeitinenmit (t) die LesungderDi erentialgleichung = E() W(po; %)
und mit ~die Loesungdesteilweisegeswrten Systems== E(7 W(po;p) —~ um
die Auswirkungen einer Sterung in den langsamenVariablen auf untersucen zu
kennen.Dabei sollendie Startwerte (to) und ~(tp) dieselken sein.

Betrachten wir das Integral eber die Di erenz zwisthen geserter und ungeserter
Gleichung uber ein Intervall [to; t], in dem eine Fastkreuzungder Eigenfrequenzen
auftritt, soerhaltenwir nadh partieller Integration

Zt
~) (1) = t E(T) E()  W(po(s);d(s)) (s)ds
w h I
= 7 EO DO E Wip(s)ms) (s ot
uZt d
i_tE() g PO E Wp()m() () ds
= Q"= 2

mit der Matrix D de niert durch (2.4).
Gleichesgilt fur die Sprunghehevon an sich

YA t

() (to) = t E()  W(po(s);m(s) (s)ds=0 "=2:
0

Eine O(")-Sterung in den langsamenVariablen sorgt alsoim Fall 2 " fur eine
Sterung in , die genausogro ist wie die Hehe des Sprungs,dem beim Durch-
laufen einer Fastkreuzungsstellaunterzogenwird.
Im Gegenzughangenaber die langsamenVariablen durch das Auftreten von in
denBewegungsgleioungen(4.23) und (4.24) von denneuenWertenvon nad dem
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Sprung ab, so dassein Sprungin , wie er beim Durchlaufen einer Fastkreuzung
auftritt, unweigerlich zu einer Sterung in denlangsamenVariablen fehrt. Diesewie-
derum beein usst die Sprunghehevon in der oben festgestelltenWeise,sodassich
die E ekte unverhersagbaraberlagernund beein ussenkennen.
Insbesonderevirken sich im Fall vermiedenerKreuzungender Eigenfrequenzerauch
kleinste Sterungenin den Startwerten der langsamenVariablen auf das Sprung\er-
halten von aus.

Die Sensitivitat einer Losungauf kleine Sterungender Startwerte im Fall vermiede-
ner Eigenwertkreuzungenist ein E ekt, der zuerstvon Takens[28] entdedkt wurde
und demnad in der Literatur als TakensChaosbezeitinet wird. In [2] wird dieser
E ekt illustriert und eszeigt sich dort, dasswir nach dem Durchlaufen einer ver-
miedenenEigenwvertkreuzung bei geskrten Startwerten zwar keine einzelneexakte
Lesungmehr angelen kennen,essdeint aber eine Art Trichter oder Fader zu ge-
ben, innerhalb dessensich die Lesungendann be nden. Soist das Verhalten der
Lesungennad der Fastkreuzungzwar nicht exakt vorhersagbar,allerdings kennen
wir doch von Fast-Lesungenspredien, die alle innerhalb einesTrichters um die un-
geswrte Lesungliegen.

Wir wollen diesenSadwerhalt an einemeinfadien Testbeispielillustrieren. Dafur sei
ein Hamiltonsystem gegelen mit

T

1 1 1
H(p;0) = 5p3p0+ EpIMl(OD) Yo, + >3 b

o

3
M 1 Goo + Gp1 +
(@) 2(ho + o) + 3

Die Diagonalisierung der Massematrix M1(p) * = Q(o) ( @)?Q(p)" ist mit
kopki = oo + p1 gegelen durch

() = 2

Skapky + 3+ 1 kG 42 0
0 o kgl +3 3

cos((®))  sin( (x)

B = Gn( (@) cos((@)
(p) = Z+%arctan kczbkl
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Wie bei dem Fastkreuzungsleispielaus Kapitel 1.5.2kennenwir durch unterscied-
liche Wahl von" und die minimale Nahe der Eigenfrequenzerbeein ussen.
Abbildung 4.5zeigt die Eigenfrequenzen ; (g(t)) fur " = 0:001und untersdiedliche
Werte von

Die Eigenfrequenzemahern sich wieder bis auf eine zu  proportionale minimale
Distanz an und gehenohne Kreuzung auseinander.

d=1 d=0.1 d=0.01

PN

1t 1t
04 02 0 02 0.4 0.2 0 0.2 04 0.2 0 0.2
Zeit t Zeit t Zeit t

Eigenfrequenzen
N

Abbildung 4.5: Eigenfrequenzervon M () fur " = 0:001und = 1, 0:1, 0:01.

Um uns ein Bild von der angespr@henen Sensi- e=0.001,d=0.01

tivit at der transformierten Variablen auf geserte 2

Startwerte zu madien, betrachten wir zunadst in

nebenstehenderAbbildung die generelleSituation 0 — G,

bei einer vermiedenenKreuzung. Geplottet ist die h,(t)

\exakte" Lesungder transformierten Di erential-

gleichung, und zwar jeweils die erste Komponen- 05 04 03 0.2

te von g und ; fur " = 0:001, = 0:01. Wir zeitt

erkennen, dassdie langsamenPositionen von der

Fastkreuzungnicht unbeein usst bleiben.

Sozeigt die erste Komponerte von ¢ zumindesteinenkleinen\W adler”, wahrend
dem Sprung auf einer Skala von O(1) unterzogenwird.

Wir lesennun ebenfallsdie transformierten Di erentialgleichungen, steren aber den

Anfangswert in den langsamenPositionen um O("). Durchlauft das Systemkeine

vermiedeneKreuzung, sollte diesdasL esungserhaltennicht wesetlich beein ussen.
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Abbildung 4.6 zeigt einesolde Situation. Fur " = 0:001und = 0:1tritt noch keine
ausreithiende Annaherungder Eigenfrequenzerauf, die eine starke Sensitivitat der
Lesungenvon den Startwerten erwarten lasst. Eine Unterscheidungder Linienstruk-
turen ist so nicht meglich, eine Aufspaltung in einen Fadcher oder Trichter ndet
nicht sichtbar statt.

1@ (1)

4 4t
3t 3
27 2

1WwWV\N\/W

0.5 0.4 0.3 0.2 0.5 0.4 0.3 0.2
Zeit t Zeit t

Abbildung 4.6:1; (t) mit ungeserten und um O(") gesbrten Startwerten; " = 0:001,
= 0:1.

Doch die Situation verandert sich, wenn durch kleinereWerte von einevermiedene
Kreuzung zustandekomnt.

1@ 1,()

4 4
37 3
2 2
1t 1

0.5 0.4 0.3 0.5 0.4 0.3 0.2
Zeitt Zeitt

Abbildung 4.7: I;(t) mit ungesbrtem Startwert (dick durchgezogen),mit um "
gesbrtem Startwert (dick gestrichelt) und um O(") zufallig gesbrte Startwerte
(deunn gepunktet); " = 0:001, = 0:01.

Abbildung 4.7 zeigt die ungesbrten Wirkungen fur " = 0:001, = 0:01 mit ei-
ner dicken durchgezogenerLinie und die Wirkungen fur um " gesbrte langsame
Anfangswerte mit einer dicken gestridhelten Linie.
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Stert man den Anfangswert ¢(tp) um eine zufallig gewahlte Zahl zwisdien O und
1 multipliziert mit ", soerhalten wir die angespr@heneAu aderung (\T richter").
Ab dem Punkt, an dem die Fastkreuzungstatt ndet, nimmt jede der geskrten
Lesungeneinen anderenVerlauf, bleibt dabei aber innerhalb desdurch die beiden
dick gezeitineten Linien festgelegtenTrichters.
Das gleithe Phanomen zeigt sich audh fer kleinere Werte von ", wie wir Abbil-
dung 4.8 entnehmen kennen. Hier werdendieselken Funktionen fur " = 0:0001und
= 0:001 geplottet und wir erkennenwieder eine Au aderung der Lesungin eine
Sdar von \F astlesungen”,bei denenlediglich der Startwert der langsamenPositio-
nenum O(") verandert wurde.

L ® L,(t)

S ' ° ]

4 . 4
]

3t 3t

27 27

A

1 AT 1 J

0 : : : 0 ‘ ‘ !

0.5 0.4 0.3 0.2 0.5 0.4 0.3 0.2

Zeit t Zeit t

Abbildung 4.8: I;(t) mit ungesbrtem Startwert (dick durchgezogen),mit um "
geswrtem Startwert (dick gestridhelt) und um O(") zufallig geserte Startwerte
(denn gepunktet); " = 0:0001, = 0:001.

Bei der Entwicklung von Integratoren fur die Situation einer Fastkreuzungwerden
wir also ernt ausdit, wenn wir erwarten, dassdie Lesungmit einer bestimmten Ge-
nauigkeit appraximiert wird. Die Lesungan sidh ist in einersoltden Situation sdwer
zu bestimmen, wenn solth kleine Veranderungender Startwerte zu einer ganzen
Sdar von Lesungskuren fehren. Au erdem fehrt der Sprungin  genauzu solden
Veranderungenin den langsamenVariablen, so dassein Bendel von Lesungeneri-

steht, die ab einemgewisserPunkt alle gleidh wahrsdeinlich sind und im Sinneder
Ruckwartsanalysisden exakten Lesungenzu geserten Startwerten entspredien.
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4.5 Numerisc he Integratoren

Nadh den erkannten Sdwierigkeiten in nichtadiabatischen Situationen gehenwir
zunadhst von der adiabatisden Situation aus, in der (4.27) und (4.28) mit einer
ausreidiend gro en Konstanten gelten.

Ein erstesund sehr einfacdhes Verfahren zur Approximation der Lesungsielt wie
folgt aus:

Lesedie langsamenGrenzgleitungen (" ! 0)

1 xn
b = I g EngO(OD) oo + U(0p; 0) Iir 6! (cp) (4.36)

j=1
@ Mo(%) *Po (4.37)

mit dem Stermer-Verlet-Verfahren,

belassedabei (t) bzw. I;(t) auf dem Anfangswert (to) bzw. I;(to).

Unter der Bedingungeinerbesdirankten Gesantenergieund einerausreid©iendenSe-
paration der Eigenfrequenzerverursatt dieserAnsatz einenModellfehlervon O("),
was wir analogzu den Beweisender vorigen Kapitel zeigenkennen.

Das Stermer-Verlet-Verfahrenist ein Verfahrenzweiter Ordnung, wir erwarten also
fur h > P eine quadratishe Fehlerreduktion und eine Stagnation des Fehlersauf
O(") fur h < P . Fur kleine Werte von ", an denenwir ja vor allem interessiertsind,
kennten wir uns also mit diesemVerfahren und diesemErgebnis zufrieden geben.
Wie in Kapitel 2 gerugt uns dies allerdings nicht.

Im Fall einerauftretendenFastkreuzungvon Eigenfrequenzererkennenwir diesemit
obigem Verfahren nicht einmal. Auch wenn wir esmit keinem noch so guten Ver-
fahrensdia en werden,die LesungdesSystemsin einer solden Situation zu appro-
ximieren, ist esdoch ein Untersdiied, ob wir dieseSituation einfad ignorierenund
mit unseremVerfahrenweiter gehenals sei nichts gewesen,oder ob wir wenigstens
vom Programm darauf aufmerksamgemadtt werden, dasseine solde Fastkreuzung
statt gefundenhat und vielleicht sogareine der meglichen Fast-Losungskuren mit
unseremVerfahrenverfolgenkennen.

Die weiterfuhrende Frage bei der Entwicklung einesVerfahrensmit diesenZielenist
also,weldhe der Terme, die wir obenignoriert habenim Fall einer soldhen Fastkreu-
zung gro werden und uns somit auf dem Weg durch die Fastkreuzungbehil ic h
seinkennen.
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Zur Beartwortung dieserFragesteigenwir noch einmalin die Transformationendes
Absanitts 4.2 ein.

In Lemma 11 diagonalisierenwir die sdnelle Massematrixund esertsteht ein Term
! !

1. : 0 Xo 0 Mo 'Y
—p' X mit X = =
2p (Q)p (q) Xlo Xll YTMOl YTMolY
und
@ !

Y(Q = Q)& Q&) = O(&=):

@

Dieser Ausdrudk beinhaltet die Terme, die hauptverartwortlich sind fur die Ver-
anderungder adiabatisthen Invarianten auf Grund einerFastkreuzungund esgereigt

demnad, denweiteren WegdiesesAusdrudks zu verfolgen.Er wird transformiert zu
!

1. 0 " X o " Pay) P
é p n 1=2 l=2X 10(%. nl=2 l=2ql) n o1 l=2X 11(%. nl=2 l=2ql) 1=2 p
— n 1=2 p'or M 0 lY (Cba nl1=2 1:2Ch) 1=2p1 (438)

1" = nl= = .nl= = =
_|_é lp'{ 12Y(Cb, 1=2 12ql)TMolY(cb1 1=2 12q1) 12pl

O('= )+ 0 "2=?

im Fall beshirankter Gesantenergie.ln Fastkreuzungssituationermit 2 " iderti-
zieren wir den gemistiten Term (4.38) als fuhrendenTerm und sdireiben ihn um,
wobei wir die Haken auf den Buchstaben weglasserund vo = Mo(gp) *po setzen.

:
VY (@ ) P = v a?Q(Ob) o Q) p
T
= T Q@+ vo) Pq Qlm) ps
=0
= qf L(Po; B)p1

mit
Lim) = ()L Qe+ V'@ (@) i (439)

=0
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Mit diesemL stellen wir eine vereinfatite Versionder Di erentialgleichung fer die
adiabatishen Variablen auf,

_=(EQD W) (4.40)

wobei W gegelenist durch (4.26) mit der vereinfatiten Matrix L aus (4.39).

Wir erhalten einenzweiten, verbessertenintegrator, indemwir daslangsameGrenz-
system(4.36) und (4.37) mit dem Stermer-Verlet-Verfahrenlesenund einenadiaba-
tischenlIntegrator mit linearer Phasenappraimation, wie erin Kapitel 2.2vorgestellt
wurde, auf die Di erentialgleichung (4.40) anwenden.

Verwendenwir das Stermer-Verlet-Verfahrenwieder als Kombination aus symplek-
tischem Euler-Verfahren und adjungiertem symplektisthen Euler-Verfahren, so er-
gelen sich folgendeFormeln fur einenZeitsdritt t, ! ty.; mit t, = tg+ nh,

1 xn

) h _ _ '
B2 = g D T M) B QU0 1T g ()
j=1
n+l=2 _ n h ny 1.n+1=2
o) = Cb+§ Mo(d) “Po
_ _ - 1
n+l "+ h E n+1=2 |n+1-2 Wn+1—2 Z( 4N
( ) 2( )
R O B | B Wy n+ly 1,.n+1=2 n+l .
P~ = Po 5 5P roMo(h ™) P "+ 1 6U(gp;0)
!
+ 'jn+lr o' i (™)
j=1
qr)1+1 — qr)1+1=2+g MO(OSH) 1p8+1:2 :
mit E( ") = E(( ™), 1] = sinc & (™) (™) und

W2 = W(ph ™ 7 )™ ™) in der vereinfahiten Form von (4.39).

Durch diesesVerfahren kennenwir zumindest feststellen, wann ein nichtadiabati-
sther Ubergangstatt ndet und ewertuell aud eine Approximation erhalten, die
sich als \exakte" Lesungzu geserten Startwerten interpretieren lasst.
Dieswerdenwir im nachsten Abschnitt testen.
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4.6 Numerisc he Beispiele

In Kapitel 4.4 haben wir bereits ein Beispiel kennengelerrt, an dem wir sowvohl
die Situation getrenrter Eigenfrequenzenals auch dasAuftreten vermiedenerKreu-
zungen untersudien kennen. Auch wenn diesesBeispiel redt einfad ist, da ein
zusatzliches Potential U in der Hamiltonfunktion nicht auftritt, kennen wir doch
wesetliche Eigensbaften unsererVerfahrenan diesemModellproblemillustrieren.

Wir betrachten zunadst die adiabatisthe Situation getrenrter Frequenzen.Durch
die Vereinfadhung der Bewegungsgleioungen haben wir bereits einen Modellfehler
von O(") begangenallerdings sind wir saviesoan hochoszillatorishen Problemen
mit kleinen Werten von " interessiert. So wahlen wir " = 0:0001 und betrachten
zunadhst die FehlerunsererbeidenVerfahrenfur = 0:1( = 1 ergibt ein ahnliches
Bild). Die im erstenKapitel formulierten Ziele verfolgenwir naterlich aud hier und
wollen mit Sdritt weiten h > " gute Resultate erzielen.

Abbildung 4.9 zeigt den gemittelten Fehler in sdinellen und langsamenPositio-
nen geplottet gegendie Sdritt weite. Durch die Reslalierung innerhalb der Reick-
transformation leiden die schnellen Impulse unter dem kleinen ", weshalbwir uns
hier auf eineDarstellung desPositionsfehlerdbestiranken. Bei Verfahren1 sehenwir
klar die 2. Ordnung desStermer-Verlet-Verfahrensbis zu dem Zeitpunkt, an demder
Modellfehler uberwiegt und die Fehlerkurve stagniert. Auch wenn das zweite Ver-
fahren einigen Resonanzerunterworfen ist, kennenwir hier ebenfalls eine mittlere
Steigungvon zwei identi zieren.

Fehler in qd, Fehler in qa,
10*
10°
10° & - 10° -
10 10 10 10

Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 4.9: Gemittelter Fehler in den Positionen fer Verfahren 1 (Linie) und
Verfahren2 (gepunktet); " = 0:0001, = 0:1.
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Fur kleinere Werte von setzt die Fastkreuzungsproblematikein und wir erhalten
sthledhtere Approximationen.

Abbildung 4.10zeigtdie gleichen Fehlerkunenfur = 0:01.Deutlich sichtbar ist das
frehereEinsetzender Stagnationund die Vorteile deszweiten Verfahrensgegember
dem ersten.

Fehler in a, Fehler in a,
10* 10* A
106 106 lllllllllllll S
10" 10°? 10* 10°?
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 4.10: Gemittelter Fehler in den Positionen fur Verfahren1 (Linie) und
Verfahren2 (gepunktet); " = 0:0001, = 0:01.

Verringern wir  weiter, so zeigt sidh, dassdas zweite Verfahren bessermit den
Fastkreuzungenumgehenkann, alswir eserwartet hatten. Abbildung 4.11zeigtden
gemittelten Fehlerin den Positionenfur " = 0:0001und = 0:001.

Fehler in R Fehler in a,
102 107
10* "i:f : 104———-———J\A-§fb/ﬂf\v/
6 6
10 10
10" 10° 10* 10°
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 4.11: Gemittelter Fehlerin den Positionen fur Verfahren 1 (Linie) und
Verfahren2 (gepunktet); " = 0:0001, = 0:001.
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Da wir den Fehler uber das gesante Integrationsintervall gemittelt haben, wirkt
sich dasinadaquate Verhalten von Verfahren1 nach der vermiedenenKreuzung in
der Fehlerkurve nicht sehrstark aus.Wir erhalten keine Konvergenzmehr, aber der
lange Absdhnitt bis zur Sprungstellemit konstarten halt den gemittelten Fehler
auf einem geringenNiveau. So werden wir optisch dareber hinweg getausdit, dass
das erste Verfahren nach der Sprungstelleeinfadh auf dem vorigen Niveau bleibt,
alsoeinenFehler der Gre enordnung O(1) begeh.

Die Frageist nun, ob das zweite Verfahrenin der Lage ist, nach dem Sprung we-
nigstenseine Fast-Losungzu verfolgen. Dazu wendenwir es mit unterschiedlichen
Sdritt weiten auf die Situation " = 0:0001, = 0:001an.In Abbildung 4.12sehenwir
wiederdasbekannte Bild der Wirkungen, beretinet mit denexaktenBewegungsglei-
chungen (dick durchgezogen)mit kleinen Sterungenin den Anfangswerten q (dick
gestridhelt und denn gepunktet) und beretinet mit Verfahren?2 (Kreuze). Die ver-
wendete Sdritt weite h = 0:01 liefert eine Lesungskure, die ziemlich genauauf der
dicken gestrichelten Linie zu liegenkommt. Wennwir audh nicht \die" ursprengliche
Lesungerhalten haben, so doch zumindestein Ergebnis,daswir als exakte Lesung
zuum O(") geswrten Anfangswerten au assen kennen.

I, (1), Stérung und Verfahren 2 |2(t), Storung und Verfahren 2

5 5

§ N——
4 e e a4r RIRERERRRS:
37 3t |
2 B 2+t
1 ki 1 55

[
0 0
0.5 0.4 0.3 0.2 0.5 0.4 0.3 0.2
Zeit t Zeit t

Abbildung 4.12:1; (t) \exakt", mit geserten Anfangswerten und Verfahren2 (Kreu-
ze);" = 0:0001, = 0:001,h = 0:01.

Verkleinernwir die Sdritt weite, ergibt sich ein noch erfreulicheresBild.
Fer h = 0:001zeigt Abbildung 4.13,dassdie Kreuze ziemlich genauauf der Lesung
der exakten Bewegungsgleioungen zu liegenkommen.
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Il(t), Stérung und Verfahren 2

0.5 0.4 0.3 0.2

I2(t), Stérung und Verfahren 2

0.5 0.4 0.3 0.2
Zeit t
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Abbildung 4.13:1; (t) \exakt", mit geserten Anfangswerten und Verfahren2 (Kreu-

ze);" = 0:0001, = 0:001,h = 0:001.

Wo Verfahrenl einfadh geradeausweiter gehenwerde, gelingt esalsodurch Hinzu-
nahmewenigerertscheidenderTerme,dasSprungwerhalteninsofernaufzulesen,dass
wir selbstfer gre ere Sdritt weiten gute Ergebnisseém Sinneder Reckwartsanalysis

erhalten.
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