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EINLEITUNG 1

Einleitung

Die Konstruktion von Mannigfaltigkeiten vorgeschriebener Kriimmung ist ein zen-
trales Thema der Differentialgeometrie. Von besonderem Interesse sind neben Man-
nigfaltigkeiten vorgeschriebener intrinsischer Kriimmung auch Untermannigfaltig-
keiten mit vorgeschriebener extrinsischer Kriitmmung. Ein prominentes Beispiel sind
Minimalflachen. Die Beobachtung, dass die erste Variation des Oberflachenfunk-
tionals fiir solche Flachen verschwindet, fithrt direkt zum Studium von Fldchen mit
verschwindender mittlerer Kriimmung A = 0. Eng verwandt mit diesen Fléchen sind
solche konstanter mittlerer Kriitmmung H = const. Diese treten als kritische Punkte
des isoperimetrischen Problems auf. So verschwindet auf ihnen die erste Variati-
on des Oberflichenfunktionals bei Variation des Fldacheninhalts, wenn zusétzlich als
Nebenbedingung gefordert wird, dass unter den betrachteten Variationen das einge-
schlossene Volumen erhalten bleibt.

Flachen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung haben auch in der Physik bei der
Untersuchung von Anfangsdaten fiir die Einsteinschen Feldgleichungen in der All-
gemeinen Relativitédtstheorie groffe Bedeutung erlangt.

Unter solchen Anfangsdaten versteht man eine dreidimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit M mit einer Riemannschen Metrik g zusammen mit einer symme-
trischen Bilinearform K auf M. Durch Losen der Einsteinschen Feldgleichungen
mit diesen Anfangsdaten erhilt man eine vierdimensionale Lorentzmannigfaltigkeit
(L, h) mit der Lorenzmetrik h, die danach das mathematische Modell fiir eine rela-
tivistische Raumzeit bilden. M ist als raumartige Hyperfliche in L enthalten und
reprasentiert dabei einen ,,Schnitt zur Zeit Null” durch L. Die Daten g und K treten
als von h induzierte Metrik beziehungsweise zweite Fundamentalform von M in L
auf und miissen daher gewisse Kompatibilitdtsbedingungen erfiillen, um eine solche
Losung zu ermoglichen.

Neben kosmologischen Anfangsdaten betrachtet man isolierte gravitierende Syste-
me, in denen von Materie und Gravitation herrithrende Energie in einer kompakten
Region von M konzentriert ist und auferhalb dieser kompakten Region Vakuum
herrscht. Solche Anfangsdaten zeichnen sich dadurch aus, dass sie asymptotisch flach
sind. Dies bedeutet, dass eine kompakte Region existiert, so dass M ausserhalb dieser
kompakten Region diffeomorph zu R? ohne einen Ball ist. Dieser Diffeomorphismus
erlaubt es, g mit der euklidischen Metrik zu vergleichen. Man fordert, dass fiir wach-
senden euklidischen Radius, die Metrik g, zusammen mit ihrem Zusammenhang und
ihrer Kriimmung, gegen die flache euklidische Metrik konvergiert. Auch fiir K er-
geben sich Abfallbedingungen aus der Forderung, dass M asymptotisch zu einem
horizontalen Schnitt durch den Mikowskiraum ist. Diese Bedingungen werden wir
spéater prazisieren.
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Nun kann man in solchen isolierten Systemen, analog wie bei der Newtonschen
Gravitationstheorie, die Frage nach sinvollen Ausdriicken fiir die Gesamtmasse, den
Gesamtimpuls und das Massenzentrum stellen. Die genaue Kenntnis der Asympto-
tik der Auflenregion ermoglicht zunéchst die Definition der physikalischen Grofien
der ADM-Masse mapy und des ADM-Impulses papy durch Flussintegrale im Un-
endlichen [ADM61],

MADM = 7 lim / Z i9ij — ]gu) 1z d,u,

167 r—oo

pADM:—hm/ ZKZV] (tr K)v")dp .

8 r—oo

Dabei ist S, die euklidische Sphére vom Radius » um den Ursprung, v ihre Normale
und dgp das von ¢¢ induzierte Maf}. Die Komponenten von g und K werden dabei
beziiglich eines asymptotisch flachen, rechtwinkligen Koordinatensystems berechnet.

Es ist eine natiirliche Fragestellung, ob diese mathematischen Konstrukte Eigen-
schaften besitzen, die sie fiir die Beschreibung der physikalischen Begriffe von Masse
und Impuls geeignet scheinen lassen. So erwartet man, dass die Masse positiv ist
und den Impuls dominiert. Dies ist nach dem Theorem der positiven Masse, bezie-
hungsweise der positiven Energie richtig, die Ungleichungen m > 0 beziehungsweise
m > |p| gelten, falls die Daten die Energiebedingung p > |J| erfiillen [SY81, Wit81].
Die GréBlen ¢ und J sind durch die Beziehungen

16wy = Scal —|K|? + (tr K)? und 87J =divK — VtrK

gegeben. Dabei ist Scal die Skalarkriimmung von g und Betrag, Spur, Ableitung und
Divergenz werden jeweils beziiglich der Metrik g berechnet. Diese Gréfen 1 und J
kénnen als Energie- beziehungsweise Impulsdichte interpretiert werden. Daher er-
wartet man, dass die Energiedichte die Impulsdichte dominiert, also u > |.J|, analog
zur Beobachtung, dass die Relativitdatstheorie keine Geschwindigkeiten zulafit, die
grofler als die Lichtgeschwindigkeit sind.

Eine Verscharfung der Aussagen der genannten Theoreme ist die Penrose-Ungleich-
ung [Pen73], die besagt, dass die ADM-Masse, die in der asymptotischen Region
gemessen wird, durch den Flacheninhalt eines vorhandenen duflersten Horizonts um
ein schwarzes Loch abgeschétzt ist. Im Falle K = 0 ist ein solcher Horizont eine

Minimalflache ¥ mit H = 0 und die Penrose-Ungleichung besagt, dass
———ai
PM=V 167

gilt. Zwei verschiedene Beweise dieser Ungleichung fiir K = 0 verwenden Famili-
en von Flichen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung. Huisken und Ilmanen [HI97]
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benutzen Flédchen, die sich entlang des inversen mittleren Kriimmungsflusses be-
wegen, wiahrend Bray [Bra97] isoperimetrische Flachen benutzt, die die Gleichung
H = const erfiillen. Beide Beweise beruhen darauf, dass die quasilokale Hawking-
Masse einer Fléache 3,

mH:m 167r—/H2du
(16m)3/2 by

monoton ist, einerseits unter dem inversen mittleren Kriitmmungsfluss und anderer-
seits auf einer Familie von isoperimetrischen Fliachen, jeweils fiir wachsendes ein-
geschlossenes Volumen. Die Hawkingmasse eines Horizonts ist wegen dessen Eigen-
schaft H = 0 gerade die untere Schranke in der Penrose-Ungleichung. Kann man
nun sicherstellen, dass die Hawking-Masse fiir wachsendes eingeschlossenes Volumen
gegen die ADM-Masse konvergiert, erhdlt man daraus die Aussage der Penrose-
Ungleichung. Uber eine Verallgemeinerung dieser Aussage fiir allgemeines K # 0 ist
bisher fast nichts bekannt.

Die Voraussetzung K = 0 ist jedoch eine wesentliche Einschrinkung fiir die physi-
kalischen Systeme, die so beschrieben werden kénnen. Anschaulich gesprochen ent-
spricht diese Bedingung der Zeitsymmetrie der Anfangsdaten. So kénnen zum Bei-
spiel keine Systeme modelliert werden, die Objekte mit einer von Null verschidenen
Anfangsgeschwindigkeit enthalten.

Eine weitere wichtige Anwendung, die Flichen vorgeschriebener mittlerer Kriim-
mung haben, ist die Beschreibung der asymptotischen Region einer asymptotisch
flachen Mannigfaltigkeit, die ein isoliertes gravitierendes System in der Allgemei-
nen Relativitédtstheorie modelliert. Da die Definition der asymptotischen Flachheit
bisher nur mit Hilfe von Koordinaten gelingt, ist die Beschreibung der asymptoti-
schen Region mit Hilfe von geometrischen, also koordinatenunabhéngigen, Objekten
von grofilem Interesse [SY94]. Von Yau wurde vorgeschlagen, dazu Blétterungen aus
Flachen mit jeweils konstanter mittlerer Kriimmung zu verwenden. Huisken und Yau
[HY96] konnten zeigen, dass eine solche Blitterung existiert, wenn man geeignete
Bedingungen an das asymptotische Verhalten der Metrik g stellt. Diese Blétterung
entspricht einer geometrischen Radialkoordinate, so dass die Geometrisierung des
euklidischen Radius gelingt. Ein alternativer Beweis zur Existenz der H = const
Blatterung, mit entsprechenden Voraussetzungen wie bei Huisken und Yau, stammt
von Ye [Ye96).

Die Ergebnisse von Huisken und Yau liefern zusétzlich eine Definition des Massen-
zentrums eines isolierten gravitierenden Systems mit Hilfe dieser Blétterung. Dazu
nutzt man die Beschreibung der asymptotischen Region durch die Geometrie ei-
ner Blatterung aus Flachen mit konstanter mittlerer Kritmmung. Im euklidischen
Raum steht ein klarer Begriff fiir den Schwerpunkt einer Fliche zur Verfiigung,
wihrend in der Situation des physikalischen Raumzeitmodells eine solche Begriffs-
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bildung nicht moglich ist. Schon im Falle der Schwarzschildmetrik mit (M, g, K) =
(R*\ {0},¢° = (1 4+ £)%,0), die ein einzelnes schwarzes Loch der Masse m im
Nullpunkt beschreibt, kann man keinen Punkt in M als Schwerpunkt definieren, da
der Nullpunkt nicht in der betrachteten Mannigfaltigkeit liegt. Mit Hilfe des flachen
Hintergrundes, der in der asymptotisch flachen Region von M zur Verfiigung steht,
kann man den euklidischen Schwerpunkt der H = const-Fldchen betrachten. Huis-
ken und Yau zeigen unter geeigneten Abfallbedingungen an die Metrik, dass dieser
fiir wachsendes eingeschlossenes Volumen der Fldchen gegen einen festen Punkt in
R? konvergiert. Entsprechend dem Begriff der quasilokalen Masse kann also eine
Flache dieser H = const-Blétterung zur Definition eines quasilokalen Massenzen-
trums benutzt werden. Da fiir die Flachen dieser Blédtterung die Hawking-Masse fiir
wachsendes eingeschlossenes Volumen positiv und monoton ist, erhilt man zusétzlich
die quasilokale Masse dieser Bléatterung. Die Konstruktion der H = const-Fléchen
nimmt jedoch keinen Bezug auf K, daher kann etwa der ADM-Impuls der Daten
nicht mit Hilfe einer solchen Blatterung beschrieben werden.

In der vorliegenden Arbeit werden wir eine grofle Klasse von Anfangsdaten mit
K # 0 betrachten, die weiter unten prézisierte asymptotische Bedingungen erfiillen.
Solche Daten sind zum Beispiel geeignet, die Kollision zweier Objekte zu beschrei-
ben. Wir konstruieren und untersuchen eine Blédtterung der asymptotischen Region
aus Fliachen auf denen H + P = const beziehungsweise H — P = const gilt. Dabei ist
entlang einer Flache ¥ mit der Normalen v die Grofie P durch P = tr K — K (v, v)
gegeben. Im allgemeinen Fall K # 0 ist ein scheinbarer Horizont eine Fliche auf
der die Gleichung H + P = 0 gilt. Wir betrachen also eine Verallgemeinerung der
Gleichung H = const, die scheinbare Horizonte als Losungen hat. Damit ist die
Verbindung zur Penrose-Ungleichung gegeben.

Ergebnisse iiber H = const-Fléchen sind hier im Spezialfall K = 0 enthalten. Ver-
schwindet K nicht, so kann man hoffen, aufgrund der zusétzlich verfiigbaren Infor-
mation auch andere als die statischen physikalischen Gréfien wie Masse und Massen-
zentrum mit Hilfe der Geometrie dieser Flédchen zu beschreiben. In der Tat werden
wir bei der Betrachtung der speziellen Daten im vorletzten Kapitel sehen, dass ein
vorhandener linearer Impuls in den Daten dazu fithrt, dass die H + P = const-
Fléchen gegeniiber den H = const-Flédchen in die Richtung des Impulses verschoben
sind. Beschreiben die H = const-Flédchen ein quasilokales Massenzentrum, so kann
man dies so interpretieren, dass die H + P = const-Flachen im Vergleich den qua-
silokalen Impuls beschreiben.

Eine interessante Fragestellung fiir zukiinftige Projekte wére, einen der Hawking-
Masse entsprechenden Begriff zu finden, fiir den die fiir den Beweis eines Analogons
zur Penrose-Ungleichung nétigen Eigenschaften gelten. Die Positivitat der Hawking-
Masse selbst folgt aus unseren Untersuchungen des linearisierten Operators wie bei
Christodoulou und Yau [CY86], allerdings nur in der asymptotischen Region.
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Wir betrachten hier M = R?\ B,(0) und Daten g und K, die asymptotisch zur
konformen Schwarzschildmetrik
S m>4 e
= (14—
g ( * o) 7
ist, wobei ¢g¢ die euklidische Metrik auf R?\ {0} ist. Der Parameter m > 0 ist dabei

die Masse, die frei gewéhlt werden kann. Nun betrachen wir solche g, fiir die ein
m > 0 existiert, so dass fiir ein s > 0

sup (7“|g — gS| + T2|V9 - VS| + 7’3| Ric? — Ric® |) <, (0.1)
R3\B;(0)

Dabei sind V9 beziehungsweise V*° die Levi-Civita Zusammenhiinge von ¢ bezie-
hungsweise g% auf T M, so dass VI9—V* ein (1, 2)-Tensor ist. Desweiteren bezeichnen
Ric? und Ric® die Ricci-Kriimmung von g und ¢°. Fiir K fordern wir das asympto-
tische Verhalten

sup  (r?|K|+ r’|VIK]|) <7, (0.2)
R\ B, (0)
fir s > 0. Dabei wird n = n(m) spéter im Vergleich zu m > 0 klein gew#hlt
werden. Wir betrachten also eine Metrik, die durch eine kleine Stérung aus der
Schwarzschildmetrik entsteht, zusammen mit kleinem Impuls.

Diese Bedingung ist optimal, in dem Sinne, dass nur Bedingungen an geometrische
Groflen gestellt werden, nicht wie oft iblich, an partielle Ableitungen von g oder K.

Diese Asymptotik schliefit ausserdem wesentlich allgemeinere Daten ein, als ver-
gleichbare Arbeiten. So fordern etwa Huisken und Yau [HY96] ein Abfalllverhalten
von ¢ — ¢° wie r~2 mit entsprechenden Bedingungen an Ableitungen bis zur vierten
Ordnung, wihrend wir hier nur Bedingungen an Ableitungen bis zur zweiten Ord-
nung benotigen. Die Monographie von Christodoulou und Klainerman [CK93] geht
ebenfalls von einer Asymptotik aus, in der g — ¢° wie r—%/2 abfillt und K wie r—%/2.
Auch dort werden Bedingungen an Ableitungen bis zur vierten Ordnung von ¢ und
bis zur dritten Ordnung von K gestellt, so dass wir ebenfalls zwei Differenzierbar-
keitsstufen weniger benotigen.

Ein zentrales Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, fiir solche Daten folgenden Satz zu

beweisen.

Theorem 0.1 Zu jeder gegebenen positiven Masse m existiert ein 1y > 0, so dass
falls die Daten (M, g, K) die Bedingungen (0.1) und (0.2) mit n < no erfillen, ein
ho = ho(m, s) und eine differenzierbare Abbildung

F:(0,ho) x S* — M : (h,p) — F(h,p)

existiert, so dass folgende Aussagen erfillt sind.
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1. Die Abbildung F(h,-) : S* — M ist eine Einbettung. Die Fliche ¥, = F(h, S?)
erfillt die Gleichung H + P = h beziiglich den Daten (g, K).

2. Es existiert eine kompakte Menge B C M, so dass F((0,hg),S?) = M \ B.
3. Die Flichen F(h,S?) bilden eine regulire Blitterung.

4. Desweiteren existiert ein € = e(n) mit e(n) — 0, falls n — 0, so dass die
Flichen ¥, die Rundheitsabschditzungen

[ vAPausis [ AP < ol
Xh

Zh
erfiillen.

5. Zusdtzlich gelten sup-Abschdtzungen fir die geometrischen Grioffen H, A und
G auf den Xy, siehe dazu Kapitel 3.

Ein entsprechendes Theorem gilt fiir Blatterungen aus Fléchen, die die Gleichung
H — P = const erfiillen.

Durch Reskalieren der Daten (M, g, K'), kann man die Abhéngigkeit, in der 1y und hg
von m steht, ndher bestimmen. Man betrachte dazu die Abbildung F, : x — ox und
setzte g, == 0 2F*g° und K, := o 'F*K. Ist g asymptotisch zur Schwarzschild-
metrik mit Masse m, so ist g, asymptotisch zur Schwarzschildmetrik mit Masse 1.
Damit zeigt man, dass ng(m) = mne(1) und ho(s, m) = mho(ms, 1) ist.

Zur Konstruktion dieser Fldchen benutzen wir keinen Kriitmmungsfluss wie Huisken
und Yau in [HY96], sondern nutzen, dass die Gleichung H + P = const eine qua-
silineare degeneriert elliptische Gleichung fiir den Positionsvektor ist. Diese losen
wir mit Methoden fiir quasilineare Gleichungen. Der Existenzbeweis ist auf mehrere
Kapitel verteilt, daher geben wir hier einen kurzen Uberblick, wie sich die jeweiligen
Aussagen zusammmensetzen lassen.

Nach dem vorbereitenden Kapitel 1 werden wir in Kapitel 2 erste Rundheitsab-
schéitzungen fiir konvexe Fldchen beweisen, die fast konstante mittlere Kriimmung
haben. Diese Rundheitsabschétzungen ermoglichen es uns, ein neueres Theorem von
De Lellis und Miiller [LMO03] anzuwenden, das besagt, dass die betrachteten Flichen
in der Tat nahe an euklidischen Sphéren liegen.

Dies nutzen wir in Kapitel 3 dazu, unter zusédtzlichen Annahmen an die Fliche die
Positionsabschétzungen aus Proposition 3.1 zu beweisen. Diese Positionsabschétz-
ungen sind gerade stark genug, um die Geometrie der Schwarzschildmetrik auszu-
nutzen. So konnen wir in Proposition 3.4 zeigen, dass einige Terme der Rundheits-
abschétzungen besser sind, als man zuerst erwarten kann. Damit leiten wir in Pro-
position 3.5 verbesserte Rundheitsabschitzungen in der W12-Norm her. Aus diesen
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wiederum gewinnen wir in Proposition 3.6 punktweise Kriimmungsabschétzungen,
mit denen schliellich in Theorem 3.10 die relevanten geometrischen Gréflen auf der
betrachteten Fliache genau bestimmt werden kénnen. Als Korollar 3.11 folgt dann
insbesondere, dass die fiir die Apriori-Abschéitzungen gemachten Annahmen mit
verbesserten Konstanten gelten.

Die Linearisierung des Operators, der einer Fliche die Funktion H 4+ P zuordnet,
wird in Kapitel 4 untersucht. Mit Hilfe der Apriori-Abschétzungen kénnen wir dort
zeigen, dass diese Linearisierung um eine Flache mit H &+ P = const invertierbar ist,
falls diese Fléche weit genug in der asymptotischen Region liegt.

Damit kénnen wir in Kapitel 5 mit Hilfe der Kontinuitatsmethode die zentrierten
Sphéren der Schwarzschildmetrik in H + P = const-Flichen deformieren. Um zu
sehen, dass alle diese Flédchen eine Blédtterung bilden, nutzen wir in Kapitel 6 die
Abschétzungen an den linearisierten Operator.

In Kapitel 7 untersuchen wir spezielle Daten (g, K), die dann zu einer alternati-
ven Definition des linearen Impulses eines isolierten gravitierenden Systems fiihren.
Schliefflich stellen wir im letzten Kapitel 8 einige numerische Experimente vor, die
die Ergebnisse aus Kapitel 7 motivieren und veranschaulichen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei all denjenigen bedanken, deren Mithilfe es mir
ermoglicht hat, diese Arbeit zu erstellen. Zuerst danke ich Professor Huisken fiir die
konstante Betreuung. Bernhard Hein und Bernhard List waren nicht nur so freund-
lich, meine Arbeit als erste von groben Fehlern zu befreien, sondern haben mich
auch wihrend der Entstehungszeit dieser Arbeit immer wieder durch interessante
Gespriche inspiriert. Dank gilt auch allen anderen Mitgliedern des Arbeitsbereichs
Analysis.

Doch nicht nur auf fachlicher Seite hatte ich Hilfe. So sind auch Robert Kuchar,
Christoph Ott, Timo Schairer und Florian Thulmann zu nennen, deren wochentliche
Unterstiitzung in allen Lebenslagen die Entstehung dieser Arbeit begleitet hat. Nicht
mit Worten auszuriicken ist, was meine Frau in dieser Zeit fiir mich getan hat.
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1 Vorbereitungen

1.1 Notation und Konventionen

Sei M eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Metrik auf M be-
zeichnen wir mit ¢ und in Koordinaten mit g;;, die Inverse der Metrik mit g=! =
{g"}. Der Levi-Civita-Zusammenhang von g wird mit V7 bezeichnet, der Riemann-
sche Kriimmungstensor von ¢ mit R, der Ricci-Tensor mit Ric und die Skalar-
kriimmung mit Scal. Die von der Metrik g induzierte Norm auf Tensoren bezeichnen
wir mit | - |9.

Von besonderem Interesse werden Hyperflachen in M sein. Diese bezeichnen wir mit
Y. Die von g auf ¥ induzierte Metrik bezeichnen wir mit 4¢ oder einfach ~, wenn klar
ist, welche induzierende Metrik gemeint ist. Die Normale an > beziiglich ¢ wird mit
19 oder v bezeichnet. Dabei ist nicht wichtig, welche der beiden Normalen gewéhlt
wird. Die zweite Fundamentalform bezeichnen wir mit AY, ihre Spur, die mittlere
Kriimmung, mit HY. Fiir spidtere Verwendung definieren wir noch den spurfreien
Anteil A9 = A9 — %H 949 von AY9. Auch hier lassen wir das Superscript g weg, wenn
klar ist, welche Metrik gemeint ist.

Wie schon zu vermuten wire, laufen Indizes aus lateinischen Buchstaben i, j, k. ...
zwischen 1 und 3. Indizes aus griechischen Buchstaben «, 3,9, ... laufen von 1 bis
2. Wenn nichts anderes angegeben ist, verwenden wir die Einsteinsche Summenkon-
vention, und summieren implizit iiber alle Indizes, die in einem Produkt doppelt
vorkommen.

Wir nehmen im folgenden an, dass M, g, K und alle betrachteten Fldchen von
der Klasse C* sind. Um die Aussage von Theorem 0.1 zu beweisen reicht es aber
offensichtlich, wenn wir annehmen, dass g von der Klasse C? und K von der Klasse
C! ist. Die Apriori-Abschitzungen aus Kapitel 2 und 3 folgen schon fiir Flichen der
Klasse W3P, falls p grofl genug ist.

In den Abschétzungen der folgenden Kapitel bezeichnen wir numerische Konstanten
mit ¢ oder C, bei Konstanten, die von bestimmten Parametern abhéngen, verdeut-
lichen wir dies, indem wir die Abdngigkeiten in Klammer angeben. Eine Konstante
C(p) hingt zum Beispiel von einem vorher gewéhlten p ab. Wir verwenden jedoch
oft die gleiche Bezeichnung fiir verschiedene Konstanten, etwa dann wenn sich die
Konstante in einer Kette von Ungleichungen von Zeile zu Zeile dndert.

1.2 Gleichungen der extrinsischen Geometrie

Ist ¥ C (M, g) eine Hyperfliche mit zweiter Fundamentalform A, und Riemann-
schem Kriimmunstensor Ragys, so gelten zwischen R,3,s und dem Riemannschen
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Kriimmungstensor R;;i; von M die Gaufigleichungen
Raﬂ&s = Raﬁés + AaéAﬂs - AasAﬂé . (11)

Der Anteil von R;j; in Richtung der Normalen v an ¥ lésst sich mit Hilfe der
Codazzi-Gleichungen ausdriicken:

Riaﬂgyi = V(;Aaﬂ - VﬂAm; . (1.2)

Zusammen ergeben beide Gleichungen mit Hilfe der Definition des Riemanntensors
durch Vertauschen kovarianter Ableitungen die Simons-Identitét [Sim68], [SSY75]

A*Ays = V. V3;H+ HAL Ass — |APAop + AL Reges + A Rype
+V§(Ricak Vk) + V”(Rkamu’“) . (13)

Dabei ist zu beachten, dass wir darauf verzichtet haben, die Terme in der letzten
Zeile mit Hilfe der Produktregel auszudifferenzieren. Daher treten einige der Terme
aus der iiblichen Darstellung der Simons-Identitdt hier nicht auf.

1.3 Funktionenriume und Normen

Auf einer Hyperfliche > C M wollen wir verschiedene Funktionenrdume und zu-
gehorige Normen definieren. Setze zunéchst fiir einen glatten (s,¢)-Tensor T' und
l<p<oo

71, oy = [ TP dn
(s;t) )

und definiere Lf, ,(¥) als den Abschluss des Raums der glatten (s, t)-Tensoren be-
ziiglich dieser Norm || - ||Lz(? ()

Sei T ein glatter (s, t)-Tensor auf ¥. Wir definieren fiir einen Holderexponenten 0 <
a < 1 die Hélderhalbnorm [T, , von T in p € X. Sei dazu 2d, der Injektivitdtsradius
von X und sei ¢ € ¥ mit dist(p, ¢) < dy. Betrachte die kiirzeste Geodéte ¢, zwischen
p und ¢, und sei P, die Parallelverschiebung eines Tensors in ¢ entlang ¢, nach p.
Setze

PT(q) —T(p
ey BTO-T0)
dist(p,q)<do ISt(p7 Q)

und definiere die Holdernorm ||7T| ke () eines Tensors entlang ¥ als
s,t

[Tl gre 5y = sup |T| +sup [VT| + - -+ + sup IVFT| + sup[VF T, 0 -
(s,t) » b)) b peEY
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Dabei bezeichne V*T die k-fache kovariante Ableitung von 7. Der Raum C’é’%(E)
ist dann als Abschluss der glatten (s, t)-Tensoren beziiglich dieser Norm definiert.

Desweiteren werden wir die Sobolevraume W(]Z’ZZ)(Z) benstigen. Wir definieren zu-
nichst wieder die zugehorigen Normen. Sei dazu T ein beliebiger glatter (s, t)-Tensor.
Dann sei

p — p
1Ty iy = 1T

beziehungsweise

P e p krp|p
Iyt o= 1Ty + IV i

Die zugehorigen Raume entstehen durch Vervollstdndigen des Raums der glatten
Tensoren beziiglich der entsprechenden Norm.

Wir verzichten spéter auf das Subscript (s,t) bei der Bezeichung der Normen und
Funktionenrdumen, da im Einzelfall klar ist, welche Norm, beziehungsweise welcher
Raum gemeint ist.

An dieser Stelle sollen noch die Einbettungsséitze fiir die Sobolevraume erwéhnt
werden. Diese Einbettungssétze gelten fiir alle kompakten Mannigfaltigkeiten, al-
lerdings hangt die benotigte Konstante von der Geometrie der Mannigfaltigkeit ab.
Wir sind jedoch in der gliicklichen Lage, diese Einbettungssétze nur auf der Stan-
dardsphire (52, v%) im euklidischen Raum zu benétigen, kommen also mit einer
festen Konstanten aus.

Theorem 1.1 Der Raum W(ls’z)(SQ) ist enthalten in allen L, t)(SQ) firp > 1, die
kanonische Finbettung ist stetig und kompakt, also existiert ein c(p), so dass fir alle
glatten (s,t)-Tensoren T gilt, dass

| T || zecs2y < e T |lwrz(s2y -

Der Raum W(ii)(ﬁ) ist enthalten in C(Os’i)(SZ) fiir alle 0 < o < 1, und die kanoni-
sche Einbettung ist stetig und kompakt, also existiert ein ¢, so dass fiir alle glatten
(s,t)-Tensoren T gilt, dass

||T||CO!D‘(SQ) <c HTHWZ!?(SZ) .

1.4 Fliachen im euklidischen Raum

Sei nun fiir diesen Abschnitt M = R? versehen mit der euklidischen Metrik g = ¢°.
Wir werden spéter folgendes Ergebnis von De Lellis und Miiller [LMO03] benutzen,
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um Positionsabschéatzungen fiir die zu konstruierenden Flachen zu bekommen. Die
Sphére in R?® mit Radius R und Zentrum a bezeichnen wir mit Sg(a) = {z € R?:
|r —a| = R}.

Theorem 1.2 Es existiert C, so dass fir alle glatten, kompakten und zusammen-
hingenden Flichen ¥ C R® ohne Rand mit |¥| = 4w gilt, dass

A =1d 125y < CllA 2 - (1.4)

Ist auferdem ||fci||L2(g) < 8, dann ezistiert ein Vektor asx, und eine konforme Para-
metrisierung v : S* — X, so dass

[ — (as +id) [lwez2(s2) < Ol A|p2(x) - (1.5)
Dabei ist id : S? — R? die Standard-Einbettung von S* auf S1(0). O
Bemerkung: De Lellis und Miiller zeigen neben den oben genannten Ungleichun-
gen auch die folgenden, fiir unsere Zwecke wesentlichen, Abschéatzungen. Fiir den
konformen Faktor h? der Abbildung ¢ und die Normale v an X. Sei dazu 7° die

Metrik auf S? und v die induzierte Metrik auf . Dann gilt ¢*y = h?¢°, und h
erfiillt die Abschitzungen [LMO03, 3 und 6.1]

Cl'<h<(C, und (1.6)
1h = 1wz < CllA|| 2 -

Die Differenz der Normalen v an ¥ und der Normalen N an die Sphére S (ayx) erfiillt
folgende Abschétzung [LMO03, 6.3]

IN = vo|lwiogsn < CllA| L2 - (1.7)

Zudem folgt aus der Art und Weise wie der Vektor as, konstruiert wird, dass man
fir ay, den Schwerpunkt von ¥ wihlen kann [LMO03, 6.3],

1
ay, — — / ldg d/ub . O
a7 Js
Bemerkung: Wir werden diese Ungleichungen in skalierungsinvarianter Form be-
notigen, da in unserem Fall nicht notwendigerweise || = 47 gilt. Wir gehen wie

De Lellis und Miiller vor und definieren den euklidischen Flichenradius R, als
R.(X) := /|X|/4m. Dann skalieren wir eine beliebige Fliche ¥ zu ¥ := R;'Y
und verwenden das Theorem von De Lellis und Miiller fiir ¥'. Unter Beachtung
der Skalierungseigenschaften der verwendeten Normen bekommt man dann aus den
Abschatzungen von Theorem 1.2 fiir ¥ die folgenden Abschitzungen fiir 3.
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Sei ¥ C R? eine glatte, kompakte und zusammenhingende Fliche ohne Rand mit
beliebigem R.. Dann ergibt (1.4) fiir X die skalierungsinvariante Abschétzung

1 o
el
Spurbildung ergibt
2 o
’H_E' < Ol Al sy (19)
ellzzs)

Ist auBlerdem ||/i|| r2(x) < 8, so existiert wegen des zweiten Teils von Theorem 1.2
ein Vektor ayx und eine konforme Abbildung v : Sk, (ax) — %, fiir die nach (1.5)
und der Soboleveinbettung W?22(5?%) — (C°(S?) die folgende, skalierungsinvariante
sup-Abschétzung gilt:

Sup [ = idsy an)| < CRe|| All2(s) (1.10)

Hierbei ist idg,, (ay) : Sk.(az) — R? die Standard-Einbettung. Fiir den konformen
Faktor h? von v gilt wegen (1.6) und der Soboleveinbettung W12(S?) — Lr(S?) fiir
alle 1 < p < oo die Abschétzung

11> = sz < CO) R Allags) - (1.11)

Vergleicht man die Normalen N von Sg, (ax) und v von X, so liefert die Abschétz-
ung (1.7) und die Soboleveinbettung, dass

IV © idsy, (a) =V © YllLr(sp, @) < CP)RZP||Al| 2 (1.12)

fiir alle 1 < p < 0. O

1.5 Eine Fliache — viele Metriken

Sei g° die Schwarzschildmetrik auf R3 \ {0}, in rechtwinkligen Koordinaten gelte
also fiir eine Konstante m

S - m
95 = ¢45ij mit ¢=1+ o

wobei § das Kroneckersymbol und r der euklidische Radius auf R? ist. Dann gilt
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Lemma 1.3 Die Ricci-Krimmung Ricf;» von g° ist gegeben durch
. m. _
RICQS;- = §¢ (645 — 3pipj)
wobei p das Radialvektorfeld des R? ist, d.h. p(x) = %. Damit gilt fiir die Skalar-

|z

kriimmung Scal® von ¢°

Scal® = 0. O

Betrachte nun eine asymptotisch flache Mannigfaltigkeit (M, g), es existiere also ei-
ne kompakte Menge B C M, ein R > 0 und ein Diffeomorphismus = : M \ B —
R3\ B,(0), so dass in diesen Koordinaten die Metrik g asymptotisch zu einer Schwarz-
schildmetrik ¢° mit Masse m ist. Um diese Asymptotik zu formulieren definiere fiir
0 > 0 die gewichtete Norm,

lg—9%llc2,  ma\B.(0)) = E@(TH&W — g%+ 77|V = V¥ +r°*°| Ric? — Ric” |).

(1.13)

Dabei ist 7 = |z| der euklidische Radius, V¢ und V* sind die Levi-Civita-Zusammen-
héinge von ¢ beziehungsweise ¢° auf TM und Ric? und Ric® die Ricci-Kriimmung
von g beziehungsweise g°. Wir fordern zunéchst, dass [|g — ¢%| 2 S RA\B,(0)) < 00
Dabei schlieflen wir § = 0 nicht aus.

Da uns nur das asymptotisch flache Ende M\ B interessiert, werden wir im folgenden
die Notation missbrauchen und M an Stelle von M \ B schreiben.

Bezeichne O(||g — gS||03175) eine Konstante, fiir die O(||g — QSHCEH;) < C|lg —

gS||03175(R3\BS(0)) gilt, falls ||g — gSHCEl,a(Ri”\Bs(O)) beschrankt ist. Damit erhilt man
folgende Abschéatzungen.

Lemma 1.4 Fir das Volumenelement dvol die Skalarkriimmung Scal von g gilt

dvol —dvol® = hdvol mit |h| < O(|lg —gS||Cgl_5)r_1_5,
|Scal| < O(lg—g°lle2, )r™.

Beweis: Diese Ungleichungen folgen direkt aus (1.13) und der Definition von d vol
beziegungsweise Scal? = tr Ric? mit Scal® = 0. U

Sei nun ¥ € M = R3\ B,(0) eine Hyperfliche. Seien ¢, 4° und v die von ¢¢,
g° beziehungsweise g dort induzierten Metriken. Seien weiterhin A¢, A% und A die
zugehorigen zweiten Fundamentalformen. Bezeichne H¢, H® und H die mittlere
Kriimmung von ¥ in den jeweiligen Metriken, sowie /Cie, A5 und A die spurfreien
Anteile der zweiten Fundamentalformen. Man erhélt folgende Beziehungen zwischen
diesen geometrischen Groflen.
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Lemma 1.5 Fiir die Normalen v¢, v° und v von ¥ beziiglich ¢¢, ¢° und g gilt
VS — 2
v® —v| <O(lg = ¢°llce, Jr ",
V9 =V <O(lg = ¢°llc2, r 7.

Damit gilt fiir die Flichenelemente du®, du® und du, dass

dp’ = ¢*du® und
A= dp® = hdp mit B < O(llg = gz, )r~".

Fiir die spurfreien Anteile f(ie, /‘is’ A der zweiten Fundamentalformen gilt, dass
jé‘is — ¢—212i67

A— A5 <O(lg = ¢®llc>. )r 2.

1-6

Die mittleren Kriimmungen H¢, H® und H erfiillen

H® = ¢ 2H° + 4¢30,¢ und

|H—H% <O0(|g—9°||lc=. )r 2.

1-6
Beweis: Im Beweis nutzt man zunéchst das wohlbekannte Transformationsverhal-
ten der geometrischen GroBen v, dy und A unter konformen Anderungen der umge-
benden Metrik, um die der euklidischen Metrik zugehérigen Gréfen mit denjenigen
der Schwarzschildmetrik zu vergleichen.

Der Vergleich der geometrischen Gréflen beziiglich ¢° und ¢ ergibt sich aus den
Abschiitzungen an die Normalen. Diese erhalten wir, indem wir v = v¥ + X aus-
driicken und X aus den Gleichungen

g(X,eq) =0 und g(X +v° X +0v%) =1

berechnen. Dabei ist {e,} eine lokale ON-Basis von T'Y beziiglich g. Die Abschétz-
ungen an v — v° und V9 (v — v¥) folgen dann leicht, wenn man das durch die obigen
Gleichungen gegebene Gleichungssystem fiir die Komponenten von X in der Basis

{e1, e2,v} 16st. Man beachte, dass alle partiellen Ableitungen von g — ¢° durch das
Abfallverhalten von V9 — V* kontrolliert sind.

Die restlichen Beziehungen erhélt man dann direkt aus der Definition der zweiten
Fundamentalform und dem Abfallverhalten von g — ¢° und V9 — V7. O

Um gute Integralabschitzungen zu bekommen, zitieren wir folgendes Lemma aus
[HY96, Lemma 5.2].
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Lemma 1.6 Sei g eine Metrik mit Asymptotik wie oben und sei py > 2 gegeben.
Dann ezistiert c(pg) und ro = ro(m,||g — gS||Cgl,s), so dass fiir jede Hyperfliche
Y C R\ B, (0) mit ry, > 19 und jedes p > po gilt

/T_pdugc(po)rigf/Hde.
2 >

Integration und mittlere Kriimmung beziehen sich dabei auf g und r ist der euklidi-
sche Radius.

Beweis: Der Beweis aus [HY96, Lemma 5.2] geht von Flachen ¥ mit konstanter
mittlerer Kriimmung H aus. Er bleibt jedoch fiir beliebiges H korrekt, wenn man
H?|3| im Beweis dort durch [, H* du ersetzt. O

Kombiniert man dies mit Lemma 1.5, so erhélt man

Lemma 1.7 Sei g eine Metrik mit Asymptotik wie oben, dann ezistiert ry = r1(||g—
9°lle2 . 8), so dass fir alle Flichen ¥ C R?\ By, (0) mit ryy > 11 gilt

1A .60y — 1A Z2 (5 9)

O(Hg - 98”03175) min (HA”LQ(EQ + ”]qHL2 Z)HAHL?(E) + /rmln ||f[||L2 > .

Beweis: Fiir die Norm der Differenz der induzierten Metriken v und v° beziiglich
v gilt
v =2l <O(lg = ¢°llc2,_)r

und damit fiir einen beliebigen Tensor T" auf ¥
IT12 = 1T[3s| < Olg = ¢°llc2,_)r " °IT3 .
AuBerdem gilt fiir zwei Tensoren S, T gleichen Typs

1/2 1/2
Lime=isplaus ([ir-span) (2 [ e +ista)
> b} >

Zusammen mit Lemma 1.6 erhalt man
[z [ e
N Y
< [ AR = 1Az o [ AR = LA 1Al — il
N
1/2
2 ([ 1A+ 180 2sdu) ([ 14 dkan)
+OUlg = ¢*Vea, Jrae® ([ 14Pau+ [ 135sde)

—-1-9

IN
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Wiéhlt man 1 = r(|lg — gS||031_5) so grof}, dass fiir alle 2-Tensoren 7' gilt, dass
|T'|,s < 2|T|,, so erhdlt man

(AP s < 4|45 < 8JAP +8|4% — AP < 814 + O(lg - ¢°lle=, ,)r*7.

Damit ergibt sich zusammen mit Lemma 1.6

JLE ey T

< Olg-¢lles, ) (;}ﬁ [ a g | szﬂ)

1/2
+0(lg - ¢llez, )r ;3n6(/H2du> (/ZIAIZdu> .

Wegen Lemma 1.5 gilt auBlerdem

[V = [ LA,
> >

Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 1.8 Sind g, r, und X wie im vorigem Lemma gewdhlt, so gilt

1A z2ey < Cra)llAllz2sg) + Clr1, Co)OUlg = 9°lle, Jrmin NH 225y . O

Zur spateren Verwendung zitieren wir an dieser Stelle noch eine Sobolev-Ungleichung
fiir asymptotisch flache Mannigfaltigkeiten, die etwa in [HY96, Proposition 5.4] zu
finden ist, und auf der wohlbekannten Michaels-Simon-Sobolev Ungleichung im eu-
klidischen Raum beruht [MS73].

Proposition 1.9 Es existiert ein ro = ro(m, ||g—g°|c2 . s) und eine absolute Kon-
stante Cyop, so dass fir alle Flichen ¥ C M\ B,,(0) und alle lipschitzstetigen Funk-
tionen f auf ¥ gilt, dass

1/2
(/ Iflzdu) SCsob/IVf|+|Hf|du.
by by

Mit Hilfe der Hélder-Ungleichung erhdlt man daraus

1/p
( / |f|2pdu) < Coon p? [supp f]/7 / VP dp
> >

fiir alle p > 1. O
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2 Apriori-Abschitzungen I

In diesem Abschnitt beweisen wir Kriimmungsabschétzungen fiir Flachen, die eine
der beiden quasilinearen Gleichungen

H + P = const (2.1)

erfiillen. Dabei ist P = y*9K,5 die Spur von K iiber ¥ und K ist ein 2-Tensor
auf M. Wir wollen die Asymptotik von K beschreiben, indem wir fiir 6 > 0 die
gewichtete Norm

IKllcr, @By = sup (FPF|K|+ 7| VIK]) (2.2)
R3\ B, (0)

einfiihren, und zunéchst fordern, dass [|K||¢c1, < oo, fiir ein s > 0 gilt. In spéteren
Kapiteln werden wir diese Forderung dahingehend verstdarken, dass wir nur noch
| K||c1, < n erlauben, wobei 7 eine kleine Konstante ist, beziehungsweise fordern,

dass [[K||c1, , < oo fiir 6 > 0 gilt.

Wir definieren den minimalen Radius r,,;, := miny, r, wobei r der euklidische Radius
ist. Der Fliachenradius von ¥ wurde als R(X) = /|X|/47 definiert. Wir nehmen an,
dass X folgender Annahme geniigt:

/ wlAPPdp < CF / uwdet Adp  furalle 0<wueC®X), (A)
2 >

mit einer spéter noch festzulegenden Konstanten C > 0. In diesem Paragraphen be-
zeichnen wir mit CP eine Konstante, die nur von C# und anderen, rein numerischen
Konstanten abhéngt. Im folgenden betrachten wir nur solche X fiir die ry;, > s gilt,
alls anderen unteren Schranken, die wir an r;, fordern, hdngen aus diesem Grunde
von s ab.

Bemerkung: Flichen, die diese Annahme erfiillen, sind konvex. Fiir C2-Flichen
folgt daraus, dass sogar die punktweise Ungleichung |A|? < CPdet A gilt, wir
benstigen aber, dass die Bedingung unter W?2P?-Konvergenz erhalten ist, und for-
mulieren sie daher entsprechend.

Die Annahme folgt insbesondere, wenn der kleinste Eigenwert \; der zweiten Fun-
damentalform gleichméflig vergleichbar zur mittleren Kriimmung ist, also eine Ab-
schiatzung der Form 0 < H < C'\ gilt. Es handelt sich hierbei um eine technische
Bedingung, die in diesem Abschnitt zu Kriimmungsabschétzungen fithrt. In Huisken-
Yau [HY96] wird diese Bedingung durch die Stabilitéit ersetzt. Eine dhnliche Proze-
dur wiirde auch in unserer Situation funktionieren, allerdings ist nicht klar, welche
natiirliche Stabilitdtsbedingung fiir Flachen mit H + P = const sinnvoll ist.
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Vom technischen Standpunkt betrachtet ist Bedingung (2.1) stérker als fiir den
Beweis von Proposition 2.2 nétig wéire. Man kdme ebenso mit der schwicheren
Bedingung

/ IVHPdu < C (T;?n/ IAIQduH;?n)
> >

aus, die von (2.1) und (A) impliziert wird.

Das néchste Lemma zeigt, dass wegen des Satzes von GauB-Bonnet auch topologische
Informationen in dieser Annahme enthalten sind.

Lemma 2.1 Ist ¥ eine kompakte, geschlossene Fliche, die (A) erfillt, so ist, fir
Tmin > To(m, ||g — gSHCgl, s) grof8 genug, ¥ diffeomorph zu S?, und es gilt

/HQdugCB. (A7)
s
Beweis: Die Gauss-Kriimmung von ¥ ist gegeben durch

1
G = det A + Ric(v,v) — 5 Scal .

Also ergibt sich aus (A) mit der Testfunktion v = 1 und den Lemmas 1.4 und 1.6,
dass

/H2du§Cf/Gdu+Cf/|Ric|dM§033(2—2g)+05r;1}n/[{2du,
P % % %

falls rpin groB genug ist. Dabei ist g das Geschlecht von X. Fiir grofles ry, gilt also
OS/HQdMSCB(l—Q),
)

woraus sofort g < 1 folgt.

Angenommen es gilte g = 1, so folgte [, H*dy = 0 und damit aus (A), dass

s |fcﬂ2du = 0 gélte. Korollar 1.8 implizierte dann mit Theorem 1.2, dass g = 0
gilte, was ein Widerspruch ist. U

Proposition 2.2 Sei (M,g) und K wie in (1.13) bzw. (2.2). Dann ezistiert ein
ro = ro(m,CP, lg — ¢°llc2 , IIKllcr,, 5), so dass, fir eine kompakte, geschlossene
Fliche %, die ryi > 10, (2.1) und (A) erfillt, gilt

J

o 2 [e]
VI + HAR dp < Cm, O llg = 6z, 1K Tl ik,
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Bevxgeis: Wir beginnen damit, aus der Simons-Identitét eine Integralabschitzung
fiir A herzuleiten, indem wir zunéchst

Ados = Ao + YagAH
berechnen. Kontraktion mit A% ergibt wegen der Spurfreiheit von A
APNA s = AP A ALy
und wegen
21 A|A|A| + 2|V|A|]? = AJA]? = 24P AA 5 + 2| VA|?
gilt daher
|A|AJA| = AP AAqs + VAP — |V]A=2.
AuBerdem hat man
VAP = |VIA|2 > 0, (2.3)
also gilt zusammen mit der Simons-Identitdt (1.3), dass
IAIAJA| > APV, VaH + HA A® Ags — |APA*P Ay
+AP AL Repes + AP A% Ryope
+A%9V 5 (Ricay vF) + APV (Ryapst®) . (2.4)

Integration und partielle Integration des Term |/(i|A|/ci| liefert
JOLR"
s
< / — ANV sH + |APAY Ayy — HAP AL Ags dp
s
- / A0 A8 Reges + A% A% Ripe dpa
2
—/ /‘ia,@ (Vﬁ Ricak I/k) + /Ciaf@V‘s (Rkag(syk) d,u.
>

In der zweiten Zeile berechnet man wie folgt und schétzt dann mit der Konve-
xitdtsannahme aus (A) ab:

/ |APAY Ayy — HAP AY Ag, Ay = / |A[* — H tr A3 dp
b b
= —2/|/(i]2detAdu
b

2 o
< —— [ |AP|AP du.
< —z5 [ VIR
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Um die dritte Zeile zu behandeln, nutzt man die Tatsache, dass in drei Dimensionen
der Riemann-Tensor durch den Ricci-Tensor ausgedriickt werden kann:

. . . . 1
Riji = Ricy, gji — Ricy gjr — Ricjp ga + Ricj gin — 3 Scal (gikgj — 9agjr) (2.5)

und erhalt dann fiir den ersten Term der dritten Zeile

1

/(io‘ﬁAiREﬁa; = ﬁ“ﬁAag (Scal — Ric(v,v)) — éﬁo‘ﬂAag Scal

0o (1
= |AP (5 Scal — Ric(v, 1/)) :
da A orthogonal zum Spuranteil von A ist. Der zweite Term wird zu
o o 1 o
AP A% Rso5. = AP (2AD Ricgs —H Ricag) — 5 Scal |A?
o [e] 1 [e]
2A%P A? Ricgs —5 Scal |A|?.

Setzt man w := Ric(v,-)? und integriert partiell, so erhiilt man aus den Codazzi-
Gleichungen (1.2) mit Hilfe von (2.5) fiir den ersten Term

o 1
—/Aaﬁvangdu:/ <§\VH|2+w(VH)> dy.
b b))

Der letzte Term ergibt mit partieller Integration, wegen Gleichung (2.5) und wegen
der Codazzi-Gleichungen

/ (ﬁ“ﬁVﬂ (Rica ") + A7V (Rkaﬂﬁyk>) dp = —/ 20wl* +w(VH)dp.
P

2

Zusammen gilt dann
1112 2 2| 412
[ IVIAIE + ol AP an 26)
0

1 o [e] o
< / (§|VH|2 +2w(VH) + 2|w|? + |A]* Ric(v, v) — A*PA? RiCﬁg) du.
>

Wegen der Asymptotik der Metrik g gilt, dass |Ric| < C(m,[lg — ¢°lc2,)r™® und
somit auch |w| < C(m,||lg — gS||Cgl)7“*3.

Aus H = const F P folgt VH = FVP, und da P = v K53 = tr K — K(v,v) ist,
gilt

VP = (V/P)" = (VK - VK (v,v) = 2K (A() ,v)" |
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wobei V9 die kovariante Ableitung in der umgebenden Mannigfaltigkeit M und (-)
die tangentiale Projektion auf ¥ bezeichnet. Also ist

IVH]? < C(IVIEP + [APIK?) < |K[ga (r AP +77%)
und
Ww(VH)| < 2lwl* +2]VH]> < C(m, |lg — ¢°llc2)r° + 2[VH]*.

In (2.6) eingesetzt liefert dies, dass
[e] 2 [e]
JIVIAR + ZalAPIAR du (2.7
0
< Clmlg = ¢llen, K ler,) [ (AP +078 4 AP a

Der erste Integrand rechts kann wegen |A[? = |A|? + +H? und (A’) folgendermafien
abgeschétzt werden,

[ AP < 1K et + [ AP .
% by

Den dritten Integranden der rechten Seite von (2.7) schétzt man nun mit dem ge-
rade erhaltenen Term gemeinsam ab, indem man die Schwarzsche Ungleichung mit
Lemma 1.6 kombiniert,

—31 712 2 714 Cég —6
r AP < =5 [ AN dud == ] rdp
> 0 b >
9 o ~
< g A i O €% lg = ol ik
Cy Js

Der erste Term auf der rechten Seite kann nun in (2.7) auf der linken Seite absorbiert
werden.

Setzt man nun alle Abschétzungen in (2.7) ein, erhdlt man
0 2 o _
[ VAR + 2o AR ap < Com €% g = g¥lca . | e, i
2 0
und das ist die Behauptung. 0

Korollar 2.3 Unter der zusdtzlichen Annahme
(CP)"'R(E)™ < |H|
bekommt man aus dieser Proposition eine Abschitzung an die L?-Norm von f(i,

1Al 222y < C(m, CP.l|g = g°llc2,. 1K len ) R(E)roas O

min
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Korollar 2.4 Man bekommt aus der Rechnung in obigem Beweis eine Abschitzung
an die L2-Norm von VA, es gilt

IV All 2wy + 1H Al 2y < Cm, €, llg = ¢°llez 1K lon )i

Beweis: Man ersetzt in obigem Beweis die Ungleichung (2.3) durch Ungleichung
2.8. Diese wurde in anderer Form schon in Schoen und Yau [SY81] fiir den Tensor

A anstelle von A und in Huisken und Yau [HY96] im Fall H = const benutzt, in

dem VA = VA gilt. Man setzt T := |[VA|2 — |[V|A||? und rechnet in einer lokalen
ON-Basis {ey, €2} fiir TS um einem Punkt p € 3. In der folgenden Rechnung wird
auf die Einsteinsche Summenkonvention verzichtet.

[e] [e] o 1 o]
APT = [APIVA] = ZIVIAPP

- Z (/(iaﬁvvfiae)Q - Z (Z ﬁaﬁvvﬁaﬁ> 2

a?ﬁ:’}/:éve v a,,@
1 o [e] o [e] 2
= 3 D (AapVyAse — A5V, Agp)?
a’ﬁ?’y7616

Betrachtet man nur diejenigen Summanden in denen v = « und € = (3 gilt, so erhélt
man

o] 1 [e) (0] o] (0] 1 o] o] o o] 2
APT > 537 (AasVadsy— Ay Vadan = ¢ > (X AusVadss—AssVadas)
a,3,6 g af

Benutzt man nun die Codazzi-Gleichung (1.2) in der Form
Vidus = Vohas + Raags + 5 (105 VsH — 70VsH)

so erhdlt man
AusVadss = AasVshos — L AurioVaH

sowie
As6VaAas = AspRansa + AsgraaVeH — %/“imaﬁvaH.

Also gilt wegen (a — b)* > 1a* — b?, dass
|*’2i|2T > %Z(Z ﬁaﬁvéﬁaﬁ - za: (fciacsvaH + fiaé‘”a))?

y (Z 8usVshos) — IAPAVHP + o)

v

v

EIAFIVIAH2 — [AP(VH + o).
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Daraus bekommt man
17 0
VAP > EIVIAH2 — ([VHP + w]?)
und insgesamt

[e] [e] 1 o 16
VAR = [VIAIP 2 VAP - Z(lwf +[VHP) (23)

Daher erhilt man ein positives Vielfaches des Terms ]Vﬁ]Q in der restlichen Rech-
nung im Beweis von Proposition 2.2 auf der linken Seite, ohne signifikante neue
Storterme auf der rechten Seite zu bekommen. Wegen der zusétzlichen Annahme
gilt H? > $|E|f1 fiir geniigend grofies ry,;,. Damit ist die W%2-Norm von A ab-
geschétzt. O

IO{orollar 2.5 Unter den Annahmen von Proposition 2.2 und Korollar 2.8 ist neben
A auch H in der WY2-Norm kontrolliert. Es gelten also folgende gleichmdfigen
Abschitzungen an die WH2-Norm der vollen zweiten Fundamentalform A,

1A 2s) < C(m, C,llg — g%l I K len,) (1 + rpn R(E))
sowie

IVAl 22y < C(m, CF, llg = g%l ez, 1K Nl )i -
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3 Apriori-Abschitzungen II

In diesem Abschnitt sollen aus den Kriimmungsabschétzungen des vorigen Kapitels
Positionsabschatzungen gewonnen werden. Wir erinnern uns dazu an die Definition
der gewichteten Normen

l9—9°llc2, ,®o\B.0)) = (r'*°lg — g° + r**° |V = V5| + 7| Ric? — Ric® |)
s(0

beziehungsweise

K ler,  m\Ba(0)) = Sup (r* | K| + r*PIVIK]).
R3\B;(0)

Es sollen im Folgenden nur noch solche g und K betrachtet werden, fiir die
lg — 95||03175(R3\Bs(o)) + 1 Kllor, ,ms\B.(0)) < (3.1)

gilt, falls 6 > 0 ist, oder die die Forderung

lg — 9°llc2, B0y + 1K e, movB,0)) <7 (3.2)
fiir ein s > 0 erfiillen. Dabei ist n < 1 eine Konstante, die spéter sehr klein gew#hlt
werden wird.

In diesem Abschnitt soll auflerdem angenommen werden, dass alle Flachen folgende
Annahmen und zusétzlich Gleichung (2.1) erfiillen.

RY)<CPrl.  q< g fir6 >0 oder ¢=1firdé=0, (B1)
(CF) ' RE) T < HEP (B2)
/ w|APdu < CP / udet Adp  firalle 0<wueC®?X), (B3)
s s
1 ) .
m /Zldz d,u ‘ < Re. (B4)

Mit CP bezeichen wir im Folgenden numerische Konstanten, die nur von CZ, C8 und
CP abhingen. Mit o(1) bezeichnen wir Konstanten, die von m und C? abhingen
konnen. Fiir diese Konstanten gilt, falls wir (3.1) annehmen, dass o(1) — 0 fur
S < Tmin — 00, hier kann o(1) zusétzlich von ¢ abhéngen. Unter der Annahme
(3.2) bezeichnen o(1) Konstanten, fiir die gilt, dass zu jedem ¢ > 0 ein 7 und ein ry
existiert, so dass |o(1)| < ¢, falls n < 1o und rp;, > 79. Fiir festes m und beschréinktes
CP konnen ry und 7y unabhiingig von C? gewihlt werden.
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Bemerkung: Die ersten beiden Annahmen erlauben es, die verschiedenen Ra-
diusbegriffe, also den euklidischen Radius r, den geometrischen Radius R(3) und
den durch die Kriimmung gegebenen Radius H~! miteinander zu vergleichen. Dies
ist notwendig, da einerseits die Kriimmungsabschitzungen des vorigen Kapitels ge-
nau dann besser werden, wenn r;, grof} ist, die Abschédtzungen von De Lellis und
Miiller beinhalten andererseits aufgrund der Skalierung Potenzen von R(X). Um
diese beiden Terme gegeneinander auszuspielen, benutzt man (B1). Die Annahme
(B2) dient dazu aus den Abschitzungen an [, H 2| A2 dp aus vorigem Kapitel L2-

Abschétzungen an A zu erhalten.

Die vierte Annahme (B4) besagt, dass 3 zentriert ist, in dem Sinne, dass der eu-
klidische Schwerpunkt so nahe am Nullpunkt liegt, dass im Beweis der néchsten
Proposition der euklidische Nullpunkt innerhalb der Sphéare liegt, die ¥ approxi-
miert.

Im Falle § = 0 in der Asymptotik von g und K muss in (B1) die Potenz ¢ = 1 gew#hlt
werden, da fiir einige Integralabschitzungen, die zum Beweis von Proposition 3.1
notig sind, Lemma 1.6 nicht mehr zur Verfiigung steht. U

Unter diesen Annahmen sind wir in der Lage, aus den ersten Apriori-Abschétzungen
mit Hilfe von Abschnitt 1.4 eine Positionsabschétzung zu gewinnen. Dabei impliziert
(B3) die Abschéitzungen aus Proposition 2.2. Insbesondere erhélt man wegen (B2)
aus Korollar 2.3 mit Hilfe von Korollar 1.8 folgende Rundheitsabschétzung fiir die
Geometrie von X, beziiglich der euklidischen Metrik als umgebender Metrik

149|290y < C(m, CP)Ror2,. (3.3)

Falls 7y > ro(m, CB,s) grofl genug ist, existiert daher wegen Theorem 1.2 ein
Vektor a C R? und eine konforme Parametrisierung ¢ : Sg,(a) — (3,7¢), so dass

sup | —idg, @ | < C(m,CP)Rir.:

Sn, (a) ¢ min
1% = 1| 128, (o)) C(m,CP)R2r,2 (3.4)

<
||NoidSRE(a)_VO¢||L2(SRE(a)) S O(m,OB)R2T_2

e’ min *

gelten. Die Bemerkungen zu Theorem 1.2 besagen, dass a als der euklidische Schwer-
punkt von ¥ gewéhlt werden kann. Die folgende Abschétzung liefert nun eine sehr
viel stérkere Aussage, als was in (B4) gefordert wird.

Proposition 3.1 Sind (g, K) wie in (3.1) oder (3.2) mit m > 0 und 3 erfille (B1)
- (B4), so gilt dass

lal/Re < o(1).

Dabei ist o(1) wie am Beginn des Abschnitts erklirt.
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Beweis: Lemma 1.5 liefert, dass R, < 2R(Y), falls rp;, grofl genug ist. Wegen (B1)
gilt dann, dass R.r; < rfmr} Damit liefert die sup-Abschitzung von (3.4) fiir die
Position, dass

1 1 1
|idSRe(a) | > |¢| — C(m, C'B)7“2q-_2 > — Py > =T > 2rmin,

min — 2 — 2

falls 7y, grofl genug ist. Auerdem gilt auch fiir jede Konvexkombination mit 0 <
A <1, dass

. 1
Aidsy, @ +(1 = Nel = 57 (3.5)

In Anlehnung an [HY96, 5] betrachten wir fiir einen festen Vektor b € R? mit [b|® = 1
folgende, von (2.1) implizierte Identitét

Oz(HiP)/

g°(b, Ve)due:/ng(b, Ve)due:t/Pge(b, ve)dpc. (3.6)
> > >

Jetzt schétzen wir mit Hilfe von (B1) ab,

/ Pge(b,v°)duc| <
s

0(1)/Er25ge(b, v9)dpt < o(1).

Diese Abschéitzung folgt aus Lemma 1.5 und Lemma 1.6 fiir 6 > 0 und im Fall § =0
mit Hilfe von (B1).

Im ersten Term von (3.6) ersetzen wir H durch H°¢ und kénnen den Fehler mit Hilfe

von Lemma 1.5 beschranken

|H — ¢ 2H® — 46 20,:¢0| < ||Qllcz. r727°

1-6

und wie eben abschétzen, ¢ bezeichnet dabei wie vorhin den konformen Faktor der
Schwarzschildmetrik. In (3.6) eingesetzt erhdlt man

o(1). (3.7)

/ (H6™ + 4670,.0) ¢° (b, 1) dyrt| <
>

Benutzt man nun wie in [HY96] die erste Variationsformel beziiglich der euklidischen
Metrik, so ergibt sich

/Hegb by)du—/zdiv;@ ——2/¢ (b, Vo)

Mit Hilfe von ¢g¢(V¢p,b) = g*(D¢,b) — g°(b, v)d,e¢ und |Dg| < C(m)r—2 folgt

o(1). (3.8)

6g°(b, l/e)al,egbd,ue—/Qge(b,ng) dpf| <
> >
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Nun wollen wir ausnutzen, dass 3 nahe bei einer Sphére liegt, wie in (3.4) quantitativ
beschrieben, und die Integrale in (3.8) durch Integrale {iber Sg,(a) ersetzen. Dazu
schétzen wir ab

/ ¢ (b, D) dys° — / ¢ (b, DY) dye
b)) Sgre(a)

<

/ (2 — 1)g°(b, Do o ) dyec| + / ¢(b, (DY) 0 — D) du*
Sk (a) SR (a)

Die Fehlerterme lassen sich mit Hilfe von (3.4) und (3.5) abschétzen. Wir benutzen
aulerdem |Dg¢| < C(m)r=2 und |D?¢| < C(m)R~3 zusammen mit Lemma 1.6.

/ (2 = 1)g° (b, Do 0 ) dis”
Sk, (a)

< W = Ul r2(sp, (@) 119 (b, D o ) || 1255, (a))
< O\ A% g2z Reri)

— min ?

/ 4 (b, (D) o ¢ — D) dyc
SR (a)

< suply —id| (max |D%¢ A1d+(1—)\)¢)]) dp
Spre(a)

Ae[0,1]

< CHAQHLQ(E)ReTi-l

min *

Das zweite Integral lasst sich ebenso ersetzen,

/ge(b,ve)ayegzbdue—/ g°(b, N)Ono du
P Sk (a)

/g (12 — 1)g° (b, 0 ) (Dyeapd) 0 4 dpi

<

H [ g ow - M@)o v

SRe (a)

_|_
\

Opeoyp-n®) 0 P du’
Sk (a)

N)(On¢ ot — Ono) duf

+
o

SRe (a)
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Wie oben schatzt man die Fehlerterme ab

/S ()G 00 Ourond) 0

< 1A = Ul r2(sp, (@) | (Oveop®) © ¥l L2(8p, (a))
< C|| A 2y Rermt

min ’

‘/S ()ge(b,yeo¢—N)(ayeow¢)o'l/jdlf

< v ot = Nllrz(sp, @) I1D¢ © ¥l 1255, ()
< CHABHLQ(E)RQ’I“il

min ?

|/ @ (b, N)(Byeap_n ) 0 du
Sk (a

< v o = Nllra(sp, @) 1D¢ © ¥l 1254, ()
< CHAeHLz(E)ReT’_l

= min ’

‘/S ( )ge<b> N)(On¢ o — On¢) du’

< suply —id| (max ‘D2gb(x\id+(1—)\)¢)‘) du
Sk, (a) A€0,1]

< C||Ae||L2(E)ReT_1

min *

Insgesamt werden die Fehlerterme wegen (3.3) durch C(m,CP)R?r? kontrolliert.

e’ min

Aus (B1) erhélt man, dass R? < 2% gilt. Also folgt insgesamt mit (3.8)

<o(l).

| srwNonedu— [ 2. Do) ape
Sk (a)

Sk, (a)

Setzt man hier b = a/|a] und wihlt Koordinaten ¢ und ¢ auf Sg_(a), so dass
g°(b, N) = cos ¢, so berechnet man

D¢ = N:Re_l(x—a), g°(N, p) :Rer_1+7“_1|a|cos<p,

m
—2—730,
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wobei p = x/r die Radialrichtung des R? ist. Dies in die linke Seite der letzten
Integralabschédtzung eingesetzt, ergibt

<o(1). (3.9)

m/ 3lalr™® cos® ¢ + 2R cos p — |alr> du®
Sre(a)

Aus Annahme (B4) erhédlt man, dass fiir den euklidischen Schwerpunkt ¢y, von X gilt,
dass |cs| < R und da wegen der Bemerkung nach Theorem 1.2 der Vektor a = ¢y,
gewihlt werden kann, gilt auch |a| < R.. Mit Hilfe der einfach herzuleitenden Formel

TR, Retlal
/ r~Fcost pdut = (2R6|a|)_l/ R (r? — R* — |a|?) dr,
Ske(a) |al Re—|al

kann man nun die Integrale aus (3.9) berechnen. Man erhalt
8mmlal/R. < o(1). (3.10)

Mit m > 0 folgt daraus das Ergebnis. O

Korollar 3.2 Fir beliebiges aber festes € > 0 kann die Abschatzung aus Annahme
(B1) durch die verbesserte Abschitzung

(14+8)'R() < rin < (1+6)R(X) (3.11)

ersetzt werden, falls n < ng und rym > 1o ist. Auch Annahme (B/) gilt mit besseren

Konstanten
/ id dp°
)

falls n < ny und rypy, > ro ist.

< eR., (3.12)

Am R?

Beweis: Wihle 1y und rg so, dass der o(1)-Term in Proposition 3.1 kleiner als
wird. Dann liefert die Positionsabschitzung aus (3.4) fir alle p € Sg,_(a)

(1 =e)Re < Re — la| < |idsy, (oy(p)] < [ (p)| + C(m, CF) Rery

gilt. Da die linke Seite unabhéngig von p ist, gilt
(1 —&)Re < rimin + C(m, CP)R?r 2

e’ min

Daraus folgt, falls 7y > 79 groB genug ist, mit Hilfe von (B1) die untere Abschétz-
ung aus (3.11). Die obere Abschitzung aus (3.11) und Abschétzung (3.12) ergeben
sich durch eine &hnliche Rechnung. U
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Korollar 3.3 Man hat in der Annahme (B2) verbesserte Konstanten und zusdtzlich
die obere Abschitzung

(1+)'R(D)" <

g <(1+e)R(E), (B2Y)

falls n < ny und ryy, > ro st

Beweis: Aus Theorem 1.2 und Proposition 2.2 folgt mit vorigem Korollar die
Abschéitzung

[ 1= 2R Py < Cm CPy
>

Lemma 1.5 liefert entlang 32, dass
|H — H¢| < Cr~?

woraus dann auch die Abschitzung

min

/E|H —2/R.*du < C(m, CP)r 2
folgt. Nun ist wegen Gleichung (2.1)
(HEP—-2/R)*Y| = /Z(H + P —2/R,)*du
< 2/2(H —2/R.)*dp + 2/2P2 dp < C(m, CP)yr 2 .

Also bekommt man, da |P| < C(|| K||¢c1,)r?, dass

|H —2/R,| < Cr.2

min

was die Behauptung impliziert. Il

Die Positionsabschidtzung aus Proposition 3.1 kann dazu benutzt werden, die in
Proposition 2.2 gezeigte Schranke an die W12-Norm von A zu verbessern, falls die
Verschiebung |a|/R. klein genug ist. Wir untersuchen dazu die stérenden Terme aus
(2.6) genauer.

In der Schwarzschildmetrik ¢° gilt auf einer zentrierten Sphére S,(0) wegen Lemma
1.3, dass w® = 0, (Ric™)T = mr—3¢ =595 > 0, sowie Ric”(v,v) = —2mr—3¢ =6 < 0.
Wenn wir nun die Positionsabschétzungen mit den Rundheitsabschidtzungen kom-
binieren, erhalten wir Abschétzungen an die analogen Groflen auf ¥ beziiglich der
Metrik g, die besagen, dass letztere zumindest kleiner sind als zunéchst erwartet.
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Proposition 3.4 Ist X wie in Proposition 3.1, so gilt, fiir ruw, > ro(m, CP,s) grof
genug, dass

/ -6 2pdp < o(1)rd + C(m, CP),
>
/ wl?dp < o(D)rph + C(m, CP)r8
>
/ | Ric" _Pf‘% Ric® |2 dp < 0<1)rr:1;ln + C(m, CB)T;?n g
>

/IRiC(V,V)—¢‘4Rics(p,p)l2du < o(D)rp + C(m, CF)rg,
b

wobei p = x/r die Radialrichtung des R?® auf ¥ ist, P(f,z)p Ric® die g°-orthogonale
Projektion des Ricci-Tensors von g° auf den zu ¢~2p orthogonalen Teilraum des
Tangentialraums von M, und o(1) so ist, wie am Anfang des Kapitels erkldirt.

Beweis: Zunéichst liefert Lemma 1.5
v —o¢72p| < |v— 05 + 07| v — pl < o(L)rpd, +2[v° — pl

sowie, dass fiir eine beliebige Funktion f € C'(3) gilt

/Zfdu—/zfdlf

Also gilt

/ v — ¢ ?pl2du < C/ V¢ — p|*dpc + o(1).
= s

< o(Lyroh / fldu.

Jetzt benutze Theorem 1.2 und erhalte zusammen mit Proposition 2.2 und Korollar
3.2 eine konforme Abbildung ¥ : S = Sge(a) — X, so dass folgende Abschétzungen
gelten

sup [t — idg [ge < C(m, CP)rain|| A 12(56¢) »
|V o — N||L2(5,ge) < C(m, C'B)TminHAeHL?(E,gE) ) (3.13)
cl<pr<C.

Dabei ist h? der konforme Faktor von 1. Aus den Positionsabschiitzungen von Propo-
sition 3.1 folgt fiir die Differenz der euklidischen Normalenrichtung N = (x —a)/R¢
an S und der Radialrichtung p = x/r, dass

[N = plge < (IR = rlge + |af)/ R < 2]al/R* < o(1). (3.14)
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Mit Hilfe von (3) erhélt man

[po(x) = plx)]ge < ( sup [Dp(Az — (1 - A)¢($)|ge> [ (2) = ]ge

A€0,1]

< CP| A L2mge) (3.15)

und
/ Ve — P’?e dpt = /h_2|ye oY —po zp\;ed;f
) S

< C/|Veow—po@/)3ed;f. (3.16)
S

Weiter errechnet man

Vo —pog[ <o) = N|+|N—p[+]p—poil,
und erhélt mit Hilfe von (3), (3.14) und (3.15)

/Sll/eow—pw

2
ge+|N_p

zedue < 4/|yeow—N §e+|p—p0¢§edue
S

CEr2 1A + o(1)r2,,
o()r2,, + C(m,CP).

min

<
<
Dies ergibt die erste Ungleichung. Die zweite folgt dann leicht, denn

[l < [ [Rictn) — Ries (7%, )

< || Ric — Ric® H%Q(E) + sgp | Ric® | ||lv — ¢_20H%2(2)

< Cm, CP)rpi (L llv = 67l

min

Sei nun X ein Vektorfeld entlang > und 7' ein beliebiger symmetrischer 2-Tensor
auf M. Betrachte die orthogonale Projektion P§T von T auf das orthogonale Kom-
plement zu X beziiglich g. Fiir zwei Vektoren u, v ist dann

PiT(u,v) = T(u,v) — g(X, X)) (g(X,u)T(X,v) + g(X,v)T(X,u))
+9(X, X)29(X,u)g(X,v)T(X, X) .

Fiir zwei beliebige Tensoren S, T, zwei Vektorfelder XY und zwei Metriken g, h
gilt, falls g(X, X) =1 und A(Y,Y) =1,

|P)%T - P}l}Slg < c (|T - S|g(1 + |Y|g) + (1 + |h|g>|Y|g2;|S|g|g - h|g
+C<|T‘g + ‘S|g’Y’g + ’S’g + |h|§‘Y‘§‘S|g + |h’3’Y’3’S‘g)‘X - Ylg'
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Setzt man jetzt T = Ric, S = Ric®, h = ¢, X = v und Y = ¢2p, so folgt wegen

9% +197%ply < ¢ und
| Ric |, + | Ric® |, < C(m)r™®

sowie wegen

lg — gS]g < 0(1)7“’1 und
| Ric — Ric” |, < o(1)r7?,

dass
|Ric” — P52 Ric | < o(1)r® + C(m)r~|v — ¢72p].

Man erhélt daraus nach Integration
/ | Ric" =P, Rie” 2 du < o(1)rp, + C(m)rd, / v — ¢ p* dp.
b b

Daraus folgt mit Hilfe der ersten Ungleichung die dritte der behaupteten Unglei-
chungen. Die letzte ergibt sich aus einer dhnlichen Rechnung wie die zweite. O

Nun kann man wie angekiindigt die Rundheitsabschétzung aus Proposition 2.2 ver-
bessern.

Proposition 3.5 Seien (g, K) wie in (3.1) oder (3.2). Dann gibt es ein 19 =

ro(m, CB, s) und eine Konstante C(m,CP), so dass fiir alle Flichen > mit H+ P =
const und rmin(X) > ro, die (B1) — (B4) erfiillen, gilt, dass

VLA & BAR du < o)l + Cm Oy
2
Beweis: Wir betrachten wiederum die Simons-Identitdt in der Form (2.6),
[ IVLAE + 2/c8 AR
2

]. o o o
< / (§yvm2 +2w(VH) + 2|w|® + |A]* Ric(v,v) — A*’ A° Ricg 5) dp.
%

und benutzen Proposition 3.4, um die einzelnen Terme abzuschétzen. Es gilt wie im
Beweis zu Proposition 2.2

lw(VH)| < 2|w|* +2|VH]?
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und
IVH[? < o(1)(r*|A]? +77°).

Die resultierenden Terme behandelt man mit Hilfe von Lemma 1.6, Proposition
3.4 und Kenntnis der entsprechenden Terme beziiglich der Schwarzschildmetrik. Da
Ric®(p, p) < 0 ist, gilt etwa,

/ |A|2RIC (v,v)

= [ VAPe Ric . pdnot [ JAP (Ric( ) — 07 Ric () d

(/ 1A du) (/ {Ric(y, V) — 674 Ric(p, p) dﬂ> 1/2

< o()ry2 + C(m,CP)r

IN

mm

Dabei wurde die Sobolevungleichung aus Propositionol.Q zusammen mit Proposition
2.2 und Korollar 3.2 benutzt, um die L*-Norm von A abzuschiitzen

min mm

/ AP du < Clm, CP) ), < Clm, CP)r
>

Da der tangentiale Anteil des Ricci-Tensors in der Schwarzschildmetrik auf zentrier-
ten Sphéren positiv ist, erhéilt man auf &hnliche Weise, dass

/jaﬁgg Ric s dﬂ_/tr (RiCT(,fi(.),,fi(.))) du
b b
> / 2mr =3O AP dp — o(1)r5, — C(m, CP)ryl,
b
und zuletzt
/ |w|2d,u < O( ) m1n + C(m CB) m1r17
was die Behauptung liefert. O

Wir sind nun in der Lage mit der Wh2-Abschitzung aus der vorigen Proposi-
tion eine sup-Abschéitzung an A zu beweisen. Dazu nutzen wir die Stampaccia-
Iterationstechnik.

Proposition 3.6 Ist X wie in Proposition 3.1, dann existiert zu jedem € > 0 eine
Konstante C(e,m,CP?), so dass fiir rpim > ro(m, CP) gilt:

sup |[A] < C(e,m, CP)(o(1)r 2 + r-3+e).
>

min min
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Beweis: Setze im Folgenden u := |/T| sowie uy := max(u — k,0) fiir alle £ > 0. Sei
auferdem A(k) := {x € ¥ : u > 0}. Multipliziere Gleichung (2.4) mit uf fiir ein
p > 1 und integriere. Mit Hilfe von partieller Integration und einem Vorgehen wie
im Beweis von Proposition 2.2, erhélt man

/ pul M| Vul? + ol | Vul? d
Ak)
- o 1
< / pul 'V AP g H b (§|VH]2 + w(VH)) dp
A(k)
+ / —2ufu? det A + ufu® Ric(v, v) — uiﬁaﬂfii Ricgs dp
Ak)

+/ up (W(VH) + 2w]?) + puy (ﬁo‘ﬁ(wavgu +wgvau) d .
A()

Benutzt man die Schwarzschen Ungleichung und absorbiert diejenigen Terme, die
Vu enthalten, auf der linken Seite und nutzt Annahme (B3) aus, dann ergibt sich

/ pul " u| Vul? + ol | Vul? + CEulu? H? dp (3.17)
A(K)

IN

c(p)/ WP | VH? + b [ VH? + b |w]* dp
A(k)

+c(p) / uPu?| Ric | 4+ u? ™~ ulw|? dp.
Ak)
(3.18)

Es gelten die Schranken | Ric| < C(m)r—3, |w|*> < C(m)r~® und mit Hilfe der sup-
Schranke an H aus Korollar 3.2 und 3.3 folgt

IVH> < o(1)(r AP + 775 < o(1)(r 5 +r~*u?).
Damit impliziert (3.17), dass

/ pul M| Vul? + ol | Vul? + CEulu® H? dp (3.19)
A(k)

< C(m,CP) / wr S 4wl ur ™S - wbur 3 Ay
A(K)

Jetzt kann man die Sobolevungleichung aus Proposition 1.9 benutzen und erhélt mit
Hilfe von Proposition 3.5, dass

q/2
/A(k)uqdu < (q)|A(R)] (/Eywy +Hud,u)
< Ofgm, CPAR (D2t + )
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Damit lasst sich die rechte Seite von (3.19) abschétzen. Man erhélt, da Vuy = Vu
und uy, < u auf A(k), dass

/ &+ a udp < Clpym, CP)|AK)| (o(V)r2? + r27)
A(k)

[t < o, Ao ),
A(k)

Zusammengefasst ergibt sich

/ pub | Vul? + o | Vul? + CPubu? H? dp
A(K)

< Clp.m, CP) AR (0o(V)rpa ™ + ).

Mit f := ui/ 1 geigt diese Ungleichung, dass
[ ITIP R s Clpom CONAW o)+ ).
A(k)
Mit Hilfe der Sobolevungleichung aus Proposition 1.9, erhilt man

/ 2 du < Clp,m, CB) AR P(o(1)r20 0 + 1376
A(K)

Da f? = ui” ist, ergibt dies fiir h > k die Iterationsungleichung

h-wrAm) < [ ataus [ wttan
A(R) A(K)

< Clp.m, CO)AR) o) + i *)-

min min

Nach Stampaccia [Sta66, Lemma 4.1] impliziert diese Iterationsungleichung, dass
|A(d)| = 0 fir

& < C(p,m, CF)(o( L)1y * + i )IA(0)]

min min

Es ist |A(0)] < || = 47 R(X)? und aus Korollar 3.2 folgt, dass R/rpuim < C(m,CP).
Also ist

sup |A| < Cp,m, CP)(o(1)ry2, + rpot? @2
>

min + min

und das liefert die Behauptung, falls p im Vergleich zu € grof genug ist. U
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Um nun die folgende entscheidende sup-Abschétzung fiir die Abweichung der Norma-
len von der Radialrichtung zu bekommen, benutzen wir die erste Ungleichung aus
Proposition 3.4 und kombinieren diese mit den sup-Abschitzungen an die Kriim-
mung, die uns mit Hilfe von Korollar 3.2, der Annahme (B2) und der vorigen
Abschétzung zur Verfiigung stehen.

Proposition 3.7 Ist ¥ C M\ B,,(0) wie oben, gilt also insbesondere die Abschiitz-
ung aus Proposition 3./

||V_ pHL2 < grmln—i_Cl
mit € = o(1), sowie die Abschitzung

|A| < 027"

min ’

die aus Proposition 3.6 und Korollar 3.3 folgt, so erhdlt man die sup-Abschdtzung
sup [v — ¢ 2p| < ¢(Cy, Cy) (e + riL )?3

IIllIl)

mit einer von € und Tyin unabhdngigen Konstanten c¢(Cy,Cy), falls € < g klein
genug und Ty, > ro grof$ genug ist.

Beweis: Mit [ := |v — ¢~2p|? folgt aus den obigen Annahmen, dass
|V(V - )| < (CQ +C) T min
und damit

IVfl=9(V(v—¢2p),v—¢%p)| < 3(Co+ c)rph,

falls rq gro genug ist. Angenommen an einem Punkt py € X gelte nun fiir ein
M > 0, dass

Fpo) = 2M (e + ripp)™?

min ?

dann gilt fiir alle p mit dist(po, p) < M (e + 7.5)¥3(3(Ca + €)', dass

f() = f(po) — sup |V f| dist(po, p) = M(e +rf)*?.

Daraus erhilt man mit B := {p € X : [p — po| < M (e +r1)?3(3(Cy + ¢)) " min},
dass

/fdu>/fdu>c ) (ermm+1)
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wobei benutzt wurde, dass |B| > CM?(e + r1.)*?(3(Cy + ¢))~2r2, gilt. Dies folgt

aus der Abschiitzung A > C'~! an den konformen Faktor der Abbildung 1) : Sge(a) —
¥ aus Theorem 1.2 fiir kleine Werte von (e + 7.1 ). Ist M grof8 genug, erhilt man
daraus einen Widerspruch zur Annahme

Iy = ¢ ?pll2) < Cr(ermm + 1)

Korollar 3.8 Man erhdlt auf gleiche Weise auch die sup-Abschitzung

—2/3

sup ‘Ve - p’ < 0(1> + C(m7 C’B)rmin
»
und damit

: e € >
inf g°(v*, p) >

DN | —

gilt, falls n und v\ klein genug sind. Daher lisst sich ¥ global als Graph iiber S

darstellen, es existiert also eine Funktion u € C°°(S?) mit

Y ={u(p)p:pe€ S?cR’}.

Die vorige Abschitzung an v kann benutzt werden, um eine sup-Abschétzung an
Ric(v, v) herzuleiten.

Korollar 3.9 Fiir Flichen ¥ wie in Proposition 3.1 gilt

| Ric(v, v) + 2mr=3| < o(1)r:3 + C(m, C9,CP)r 3723

min min

Beweis: Man nutzt die Positionsabschiitzungen, die Tatsache dass | Ric — Ric® | <
o(1)r?, sowie die sup-Abschiitzung fiir die Abweichung der Normalen von der Radi-
alrichtung, um mit einer &hnlichen Rechnung wie im Beweis der letzten Abschétzung
von Proposition 3.4 vorzugehen. U

Nun sind wir in der Lage, die mittlere Krimmung H und die GauB-Kriimmung
G von X genau zu berechnen. Dazu benutzt man die Rundheitsabschétzungen in
der L% beziechungsweise sup-Norm aus den Propositionen 3.5 und 3.6, sowie die
Positionsabschétzungen und Theorem 1.2.
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Theorem 3.10 Sei X eine Fliche wie in Proposition 3.1. Sei R, der euklidische
Fliachenradius von ¥, es gelte also R, = \/|%|¢/4n. Sei weiter

— - 52 3 2
o und H=¢7?—— ik

h=1 .
o=1"2r R (Re)2

Dann ezistiert ein ro = ro(m,CP,s) und eine Konstante C(m,CP), so dass fiir
Tmin > To gilt, dass

sup |H — H| < o(1)r22 + C(m, CB)yr 2723
2

min min
und

1_ _3_
sup |det A — 2 H?| < o(1)ry, + Clm, C¥)ri ™.
>

Die Gausskriimmung G = det A — Ric(v,v) + 3 Scal erfiillt dann

1 2m
—_ ZH?_
G 4 R3

e

< o(1)r3 + C(m,CB)yr 3723

— min min

sup
b

Beweis: Wir benutzen wieder Theorem 1.2, Korollar 1.8 und die Rundheitsab-

schitzungen aus Proposition 3.5, und finden so einen Vektor a € R3, eine Sphire
Sge(a) und eine konforme Abbildung 1 : Sge(a) — X, so dass

/ |H® —2/R°|*du < o(1)r 2 + C(m, CP)r ¢ (3.20)
2

min min
sowie

sup [¢ — idgpe (o) | < o(1) + C(m, CP)r ! (3.21)

min
Sge(a)

erfiillt ist. Nun definiere S := Sge(0) als die zentrierte Vergleichssphére und setze
7:R?* — R?: 2 — x + a. Definiere damit die Abbildung £ : S — ¥ : z — (7(z)).
Dies ist eine konforme Abbildung beziiglich der Metriken auf S und %, die durch die
euklidische Metrik induziert sind. Der konforme Faktor von ¢ ist dann durch h? o 7
gegeben.

Aus den obigen Abschiitzungen, zusammen mit der Positionsabschitzung an |a| aus
Proposition 3.1, erhédlt man dass

sup |€ — idg | < o(1)rmi + C(m, CP)
s
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und damit

sup [r — R = sup||§(2)] — [2]| < o(1)rain + C(m, C7).
) S

Hieraus folgt insbesondere, dass
|rmin - R6| < 0(1)7ﬂmin -+ C(m, CB> .

Nun schatzt man ab

mll’l

O suplr — B[ < o(1)r=L + C(m, CF)r-
>

sup [¢ — ¢| < sup
X Tzrmin/2

Damit gilt auch

mln + C(m CB) mll’l :

sup [¢ % — ¢~ +sup ¢~ — 67| < o(1)r,
) b
Sei nun x € S und v° die euklidische Normale an Y. Dann gilt

|Dp¢ () — Dyeea)@(é(z))]
< [Dpay@(@) = Dy 9(€(2))] + [ Dpa) 9(€(2)) — Dpe(ay @(€())|
Dy P(§(2)) — Dyee(ay @(€())]
< |Ddllz = &(@)| + [Do|| Dpl|lx — £(x)] + |Dol|po & — v o]
< o(1)r 2 + C(m,CPyr 2723

mln

mln :

Die L?-Norm von H — H schitzen wir ab, indem wir Lemma 1.5 benutzen, um H
durch H¢ zu ersetzen und indem wir die L?-Abschitzung an H¢ wie folgt einsetzen.

Dabei gehen wir vorsichtiger vor als im Beweis von Korollar 3.3.

JALEER

/ 672H + 46 Dyed — 22/ Re + 20 m/ B2 Ayt + o(1)r

< o / 67 24D, + 2m/ B2 + 2m/ R |6~ — 672 du

+o [P = 2R 4107 = 6P/ R dpt o1
< ¢ / = 2/R.[2dp+ o(1)r=2 + C(m, CB)r=3-23
< o(L)rgh + C(m, CPyro i

-3

Hlll’l



APRIORI-ABSCHATZUNGEN 11 41

Da auf ¥ die Gleichung H + P = const gilt, folgt

(H+P— AR5 = /(HiP— )2 dpee
b

IN

2/}H>-ﬁyd¢%+g/}ﬂdﬂe
P %

< o)y + C(m, CFyr 274

Weil die Asymptotik von K impliziert, dass |P| < o(1)r,2 ist, gilt

sup |H — H| < o(1)r 2 + C(m, CB)T_2_2/3 :
s

Benutzen wir die Rundheitsabschéitzungen aus Proposition 3.6, so erhalten wir fiir
die zweite Fundamentalform auf X

‘A— %Hld’ <

1 _
A—§HMWHH—H|
< o(1)rg2 + C(m,C9, CPyr 2%

und damit

1 -
det A — ~ H?
¢ A

min min

=4 ‘A - %Hld‘ < o(1)rh + C(m, CPyroi ™.

Die Gauss-Kriimmung G auf ¥ ist durch G = det A — Ric(v, v) 4 1 Scal gegeben.
Aus Korollar 3.9 folgt, dass

< o(1)r3 + C(m,C9,CPyr 5723

— min min

2
Ric(v,v) + Rn;

-3

was wegen | Scal| < o(1)r_> und den obigen Abschitzungen impliziert, dass

L1 = S| S oD+ Clm, CPyr i

e

‘ 1_ 2m

O

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zuletzt zu einem Korollar zusammen.

Korollar 3.11 Ist m > 0 fest und (M, g, K) wie in (3.1). Zu gegebenen Daten
e > 0,CP emistiert ein 1o = ro(e,m, CB,s), so dass folgende Aussage gilt.
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Ist 3 eine Fliche, die (2.1), die Annahmen (B1)-(B4) und rym > 1o erfillt, so
gelten folgende Abschdtzungen

sup |[H — H| < er?
S

1~
sup [det A — ~H?| < er 2,
> 4
Lo -3 3
sup |G — ZH —2mR;7| < ergn-
2

Desweiteren gelten die Annahmen (B1) — (B4) mit verbesserten Konstanten.
(14 &) 'R(2) < 7min < (14 €)7min
(1+e)'R(X)™ < H=r
|A]? < (1 +¢)2det A

1
W / ldz d[te S SR(E)
b))

< (1+2)R(X)™

Sind (M, g, K) mit m > 0 wie in (3.2), so existiert zu gegebenen Daten e > 0,CP ein
ro = ro(e,m,CP . s) und ein ng = no(e, m, CP), so dass falls in (3.2) die Bedingung
n < mno gilt, die obigen Aussagen ebenfalls richtig sind.
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4 Die Linearisierung des Operators H + P

Wir wollen in diesem Kapitel die Linearisierung des Operators H + P untersuchen,
der einer Fléche die Funktion H + P zuordnet. Im néichsten Kapitel werden wir dann
den Satz tiber implizite Funktionen benutzen, um die Existenz der H + P = const-
Flachen zu zeigen. Wir beginnen mit der Berechnung des linearisierten Operators.
Sei dazu eine kompakte, geschlossene Fliche ¥ C M gegeben. Betrachte um X
Gauflsche Normalkoordinaten y : ¥ X (—¢,e) — M, so dass

t

, 0
y(+,0) =idy und 8_?; = vy

wobei ¥y = y(X,1).

Definiere nun fiir eine Funktion f € C*°(X) mit |f| < e den Graphen von f iiber ¥
als

graph(f) :== {y(p, f(p)) : p € B}.

Weiter definiere den Operator H : C°(X) — C*°(X) als den Operator, der einer
Funktion f die mittlere Kriimmung H(f) des Graphen von f iiber 3 zuordnet. Sei
auferdem P : C*(X) — C*°(X) derjenige Operator, der einer Funktion f die Grofle
P = tr#2phf) [ ausgewertet auf dem Graphen von f, zuordnet.

Wir berechnen nun die Linearisierungen von ‘H und P um f = 0. Dazu benétigen
wir folgendes Lemma:

Lemma 4.1 Sei X C M eine Hyperfiiche und F : ¥ X (—¢,e) — M eine Variation
von X, mit F(-,0) = idy. Ist F' normal an X, gilt also = fv fiir eine Funktion

felC®(x), so gilt

or |

dH

— 1 =-=A"f—f(JAP? +Ric(v,v)) ,

dt |,

dv 5

% o =-V f7

dpP

— | =1 (VY™ K — V) K(v,v)) + 2K (V> f,v)
t=0

Dabei ist A die zweite Fundamentalform, H die mittlere Kriimmung und v die Nor-
male von Y. Die kovariante Ableitung der umgebenden Mannigfaltigkeit wird mit
VM bezeichnet, die kovariante Ableitung auf X mit V> oder einfach V.

Beweis: Die ersten beiden Gleichungen sind wohlbekannt und werden zum Beispiel
in [Bra97, Appendix A] bewiesen. Die letzte Evolutionsgleichung ergibt sich dann
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sofort aus
dP d
%—E(trK—K(V,I/>) D

Damit sind die Linearisierungen L’ und L” gegeben durch
L"f = —Af— f(JAP + Ric(v,v))
LPf = f(VVtrK-V)K(v,v))+2K(V>f,v).
Fiir die Linearisierung des Operators H £ P erhilt man dann
L"*Pf = —Af—f (JAP? + Ric(v,v) £ V) K(v,v) F V) tr K) £2K (V> f,v). (4.1)

Um den Operator L™*? genauer zu untersuchen, multiplizieren wir (4.1) mit f und
integrieren partiell.

Proposition 4.2 Ist f € C*(X), so gilt

[wetran = [19p- 2 (snoe a0 + gty £ 4) o
—f? G(H + P)? + % (HF K(v,v))* — %(trK)Z - G> dp .

Dabei ist sind die Griffen p und J durch die Constraint-Gleichungen
167 = Scal —| K|? + (tr K)?

und
8rJ = VM tr K — divM K

gegeben und (KT)° bezeichnet den spurfreien Anteil der tangentialen Projektion von
K auf 3, d.h. (KT)o5 = Kap — 27 Kesap. Desweiteren bezeichnet G die Gauf-
krimmung von .

Beweis: Sei p € X ein fester Punkt. Rechne im Folgenden in einer lokalen, an ¥
angepassten ON-Basis {e1,e2,e3 = v} von TM um p, die so gewéhlt ist, dass in p
die Gleichung VX es = —A,gv gilt. Wir beginnen mit der Gauss-Gleichung (1.1)

Ra,@ée = Ra,@ée + Aa6A,6’e - AcxeA,B(S
und bilden die Spur zunéchst iiber o und 6 und dann iiber § und e. Wir erhalten

’YaéRaﬁée = Ricﬁe _R3636 + HAﬁe - AgAae
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und dann
2G = Scal —2 Ric(v,v) + H* — |A%.
Also ist

|A]* + Ric(v,v) = = (Scal +H? + |A]*) — G

N | —

Mit der Definition von p erhélt man
1
|A]? + Ric(v,v) = 87 + 5 (K3 — (tr K)? + H* + |A]") - G. (4.3)

Betrachtet man jetzt den Term 2 [, fK (V> f,v)dpu, so erhilt man mit Hilfe parti-
eller Integration

2 /E fE(VZf,v)du
_ /E VE (f)K (ea,v) dp (4.4)
_ _/Ef2 (Ve K (60, ) + K (Ve 0, ) + K0, Vo)) dpt
— _/2f2 (Ve K(eq,v) — HK(v,v) + K" - A) dp
— _/Eﬂ (divM K(v) — V' K(v,v) — HK (v,v) + K" - A) dp

= —/ fAA-8rJw) + V¥ tr K — VMK (v,v) — HK(v,v) + KT - A)dp.
!
Kombiniert man Gleichungen (4.1) mit (4.2) und setzt dies in die Gleichung

/fLHin d,u
b
— / IVfI? = 2 (JAP? + Ric(v,v) FV, tr K £ V, K (v,v)) £2fK (V> f,v) du
b
ein, erhdlt man die Behauptung. U

Nun kann man mit Hilfe der Apriori-Abschéitzungen aus dem vorigen Kapitel eine
erste Aussage iiber die Positivitit des Operators L"**” machen.
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Proposition 4.3 Ist m > 0 gegeben und (M, g, K) wie in (3.1), so existiert ein
ro = ro(m,CP,s) und ein p, > 0, so dass fiir alle Flichen ¥, die (2.1) und die
Annahmen (B1) — (B4) sowie Tyin > 1o erfillen und fir alle f € C>®(X) mit
Js fdu =0 gilt, dass

i /E Frdp < /E FLPF

Ist m > 0 gegeben und (M, g, K) wie in (3.2), so existiert ein ng = no(m,C?),
ein ro = ro(m,CB,s) und ein uy > 0, so dass, falls (3.2) mit n < no gilt, fir alle
Flichen %, die (2.1) und die Annahmen (B1) — (B3) sowie 1y > 1o erfillen und
alle f € C°(X) mit [ fdp =0 gilt, dass

n /E 2y < /E PPy

In beiden Fillen gentigt uy der Abschditzung

5 — o(DR + Cm, CP) R,

wobei o(1) wie am Anfang von Kapitel 3 erklirt ist.

1 =

Beweis: Es ist wohlbekannt, dass eine untere Schranke an die GauBlkriimmung
G > C auf einer Flédche zu einer unteren Schranke Ay > 2C' fiir den ersten Eigenwert
des Laplace-Beltrami-Operators A fiihrt, siehe dazu zum Beispiel [Sak96, Chapter
VI, Theorem 4.1]. Es gilt daher

Al/fzd,ug/\Vﬂzd,u fiir alle f mit /fdu:O.
2 ) s

Theorem 3.10 liefert diese Schranke, so dass

1~ 4
N R”; — o(1)R3 + C(m, CP)R3%3.
Also erhélt man aus der Asymptotik von K und Proposition 4.2, dass
/ fLH:i:Pf d,u
by

> [Ou = AP = T G- o)) £
P
> (%ﬁQ +4mR;* — o(1)R.* — C(m, CB)R632/3) / fAdu
by
- <2mRe3 - %HQ —o(1)R;® — C(m, CB)R632/3) / fAdu
P

> (6mR.° —o(1)R.® — C(m, CPYR;37%/%) / frdu.
>

e
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Ist o(1) klein genug und R, grofl genug, so ist
o()R;® + C(m,CP)R3"*3 < 6mR_3,

und die Behauptung folgt. O

Nun kann man die Losungen u von L7*%y = const genauer untersuchen und zeigen,
dass diese Funktionen fast konstant sind.

Proposition 4.4 Seien die Voraussetzungen von Proposition 4.3 erfillt. Sei weiter
w eine Losung der linearen Gleichung L™*Pu = f und es gelte

7\ 2 1,
Jr=pran<tia

mit der Konstanten py aus Proposition 4.3 und dem Mittelwert f = || fz fdu
von f und u von u. Dann gilt

sup [u — a| < (o(1) + C(m,CP)R;**) .
o

Beweis: Sei ohne Einschrinkung v so normalisiert, dass @ = 1. Dann ist zunéchst
L™ P(u—1) = f+ (JA? + Ric(v,v) £ VY K(v,v) F V) tr K) .

Multipliziert man dies mit (z — 1) und integriert, erhdlt man wegen Proposition 4.3
i [0 < [ - )=
) >

= /Z(u—l)fdu
+/(u—1) (|A]? + Ric(v,v) £ VY K(v,v) F VY tr K) dpu.
>

Der erste Term lésst sich mit Hilfe der Voraussetzungen abschétzen

Jw=vran = [w=10-pan

< (/Ew— 1)2du)1/2 (/E(f—f)Qd/L)m
% (/E(U—I)Qdy)l/Z .

IN
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Nun ist wegen Theorem 3.10

|f(i|2 + %|H2 — H?| + | Ric(v,v) + 2mR_?|
< o(1)R;3+ C(m,CB)R;37%3,
wobei R, und H definiert sind wie in Theorem 3.10. Dies liefert zusammen mit
/(u— DH?*dp =0
)

und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

/(u —1) (JA]? + Ric(v,v) £ V) K(v,v) F V) tr K) du‘
>

o 1 _
< /!u—lHA!Qdu+—/Iu—lHHQ—HQ\du
> 2 >

—l—/|u—1||Ric(y,u)+2mRe_3|du+/|u—1|]VMK|du
2 2

1/2
< (o(1)R.?+ C(m, CB)RG’2’2/3) </ (u—1)* du) :
b
Setzt man beides in die obige Ungleichung ein, ergibt sich
[ 0= 02 < i (DR + Clom, COR)
b

Standard-Abschétzungen aus der Theorie linearer, elliptischer partieller Differenti-
algleichungen [GT98] liefern daher

suplu — 1] < " (o(1)RZ? + C(m, CP)RT*P)
)
und mit Hilfe der Abschétzung an pq aus Proposition 4.3 folgt die Behauptung. [J

Korollar 4.5 Ist o(1) klein genug und f wie in der vorigen Proposition, so wechselt
eine Losung von Lu = f ihr Vorzeichen nicht.

Korollar 4.6 Sei u eine Lisung der linearen Gleichung L"*Pu = f, und gelte

/E(u BRGAE % (/Z(u - E)Qdu> :

mat der Konstanten py aus Proposition 4.3. Dann gilt

sup [u — | < o(1) + C(m, C®)R:*a.
>
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Eine Folge aus diesem Korollar ist die Invertierbarkeit des Operators L**7

neten Banachraumen mit einer unteren Schranke an die Inverse.

in geeig-

Proposition 4.7 Ist 1y, > ro(m,CP,s) grof genug und ny = no(m,CP) klein
genug, so hat der Operator L"*P keinen C>°-Kern und ist damit als Operator

L'HiP . CQ,a(z) N CO,a(z)
invertierbar. Der inverse Operator
KH:I:’P . CO,a(E) _ 02’a(2)
existiert und ist stetig. Es gilt die Schranke
+ R;
K" £l 2y < 3_72 1l 22 -

Beweis: Wir nehmen an, es gébe eine Funktion u mit [jul[z2x) = 1 und

sup
”v”L2(2):1

3am
/vLudu' < Nk (4.5)
)

Aus Proposition 4.3 folgt, dass u # 0 gelten miisste. Wir gehen daher ohne Ein-
schrdnkung von @ > 0 aus. Wihle zunéchst in (4.5) v = u — . Dies ergibt

/E(u—ﬂ)Ludu‘ < ;_’g </Z(“—ﬂ)2du)m |

Damit sind die Voraussetzungen von Korollar 4.6 erfiillt. Falls o(1) klein genug ist,
erhalt man, dass

1
Eﬂ <u<2u. (4.6)
Aus der Bedingung ||ul|r2sy) = 1 folgt dann @ > 1272 und aus der Holder-
Ungleichung folgt @ < |%|~'/2. Benutzt man jetzt in (4.5) die Testfunktion v = 1,
erhélt man

3Im _
/ELud,u‘ < R—§|z}| < CO(m,CP)R; . (4.7)
Andererseits berechnet man

/Ludp:—/u(|A\2—|—RiC(1/,u)ivyK(y,I/)¢Vﬂ4trK):F2K(Vu,u)d,u.
s s
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(4.8)

Integriert man den letzten Term partiell und rechnet in einer lokalen ON-Basis
{e1,es} von TS mit V¥ ez = —A,gv, so ergibt sich

/E K(Vu,v)dy = /E (Voo t) K (ea,v) dp

= —/u(Vg/a[K(ea,y)—HK(I/,V)—l—KT-A)du.
>

In (4.8) eingesetzt ergibt sich zusammen mit (4.6) und (4.7)

/u\A[Qdu‘ < /Ludu‘+0(m)R63]Z]ﬂ
2 2
3m ., _ 3w
< Il O RC s
< C(m)R;‘'a.

Zusammen mit (4.6) berechnet man weiter

/HQdu < 2/ \A]Qdu§4/ AP du < C(m)R!
by p) U

und das ist fiir grofies R, ein Widerspruch zu (B2). Also ist der Operator L**?

als Abbildung von C**(X) — C%*(X) injektiv und, da es sich um einen linearen
elliptischen Operator handelt, nach der Fredholm-Alternative auch surjektiv. Somit
existiert eine stetige Inverse K : C%*(X) — C%%(X) [GT98, Kapitel 5] mit den
angegebenen Schranken. U

Insgesamt erhilt man folgendes Theorem.

Theorem 4.8 Ist m > 0 und (M, g, K) wie in (3.1), so existiert ro = ro(m, CB,s)
so dass folgende Aussage gilt.

Ist X eine Fliche, fir die (2.1), die Bedingungen (B1)—(B4) und rmi (%) > ro erfillt
sind, so ist die Linearisierung L™ des Operators H £+ P als Operator

L'HiP: CZ,a(E) N CO,a(z)
fiir jedes 0 < a < 1 invertierbar. Der inverse Operator

LHi/Pim; . CO,a(z) N 02,04(2)
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ist stetig und erfullt fir beliebiges 0 < o < 1 die Abschdtzung
HEP R3
IL™ snufllezacmy < Cla, D)o 2| fllozacs) -

Ist m > 0 und (M, g, K) wie in (5.2), so existiert ein rq = ro(m,CP,s) und ein
no = no(m,CP), so dass, falls in (3.2) n < ny ist, die vorige Aussage ebenfalls
richtig ist.

Beweis: Die Abschiitzung in der Holder-Norm C?%(X) folgt aus Standardabschiitz-
ungen der Theorie linearer elliptischer Operatoren wegen der L2-Abschiitzung aus
Proposition 4.7, da mit Hilfe der Apriori-Abschétzungen aus Korollar 3.11 die Gauss-
Kriimmung G und damit der Injektivitatsradius in der richtig skalierenden Weise
kontrolliert sind. O

Bemerkung: Die Konstante C'(a, ) konnte noch von der Fliche ¥ abhéngen. Die
Schauderabschétzngen liefern jedoch, sofern man geeignete Koordinaten wahlt, dass
C(a, X) in der Tat gleichméBig fiir alle 3 gewihlt werden kann.

Entsprechende Abschiitzungen in den Rdumen W*P(%) findet man zum Beispiel in
[CK93, Chapter 2].

R}
12 flaots < C@.D)3E Nl )
m
Die dort vorkommenden Konstanten héngen nur von ky;, := |E|*1 miny, G und

Emax := |27 maxs, G ab. Diese beiden GroBen sind aber durch Korollar 3.11 offen-
sichtlich kontrolliert. Die Konstante C(2,p) aus obiger Abschétzung ist daher fiir
festes p gleichméfig fiir alle Fldchen, die unsere Annahmen erfiillen.
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5 Existenz von Fliachen mit H + P = const

Nun werden wir mit Hilfe der vorigen Kapitel die Existenz von Flachen mit H+ P =
const zeigen.

Wir verfolgen dazu folgende Strategie. Fiir festes m > 0 setze
9o =1 —0)g° +0g und K° :=0K.

Die Daten (g, K) werden also mit den Referenzdaten (g°,0) verbunden. Dann erfiil-
len g, und K, die gleichen Abschétzungen (3.1) oder (3.2) wie g und K. Insbesondere
gelten die Theoreme 3.10 und 4.8 mit den gleichen Konstanten auch fiir (M, g,, K,).
Beginnend bei o = 0, also mit gy = ¢° und K, = 0, losen wir fiir eine vorgegebene
Konstante h die Gleichung

H+P=h.

Dies ist ohne Probleme méglich, da in der Schwarzschildmetrik ¢° eine zentrierte
Sphére mit dem Radius r die konstante mittlere Kriimmung

o= (1-3) " (2-2)

hat und diese Funktion fiir » > 71 (m) invertierbar ist. Wegen Ky = 0 ist P = 0. Es
existiert also ein hy(m), so dass fiir h < h; das Problem fiir o = 0 16sbar ist.

Um diese Losung der Gleichung so zu deformieren, dass man fiir alle o € [0, 1] eine
Flache mit H + P = h bekommt, definieren wir zunéchst zwei Klassen von Fléachen.
Dazu benétigen wir die Apriori-Abschitzungen und Uberlegungen aus den vorigen
Kapiteln.

Sei m > 0 fest gewihlt, also eine feste Hintergrundmetrik g% = g, gegeben. Wiihle
in den Annahmen (B1)—(B4) die Konstanten so, dass

R(E) S 8Tmin7 (Cl)

%R(E)l <H+P, (C2)

/u|A|2du§8/udetAdu fiir alle 0<ueC™)), (C3)
5 >

1 1
_ 1 € <L —
L /Zldg duf < (1 8) R, (C4)

und bestimme dann die Grolen rg so grofl und 79 so klein, dass aus Korollar 3.11
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folgt, dass die Annahmen (C1)—(C4) schon mit besseren Konstanten gelten:

R(Y) < 47y, (D1)

iR(E)l <H+P, (D2)

/ w|A*dp < 4/ u det Adp fiir alle 0<ueC®). (D3)
5 2

1 . 1

W/zlldg d,LL S <]_ Z) Re (D4)
Wihle ausserdem ry so groB und 7y so klein, dass unter den Annahmen (D1) —
(D4) Theorem 4.8 gilt und der linearisierte Operator H + P aus Kapitel 4 auf
H 4+ P = const-Flidchen invertierbar ist. Sei ferner ry und 79 so, dass unter den
Annahmen (D1)-(D4) aus Korollar 3.8 folgt, dass ¥ ein Graph iiber S? ist und
gc(ve, p) > % auf X gilt. Schliellich seien r und 7y so, dass Korollar 3.11 fiir Fléchen,
die (C1) — (C4) erfiillen, liefert, dass

1
7 7min < (HEP) ™' <dryn,. (5.1)

Seien (M, g, K') Daten mit
lg = 9°llc2, + IKlcr, <o
Nun definiere die erste Klasse von Flachen:

Si(o) :={X Cc M : ¥ ist diffeomorph zu S,
erfiillt (C1)—(C4) beziiglich g,

und 7y > 70} -
Die zweite Klasse ist die etwas kleinere Menge

Sy(0) :={X C M : X ist diffeomorph zu S,
erfiillt (D1)—(D4) beziiglich g,
und 7y, > 219}

Wiéhle 0 < hy < hy, so dass die zentrierten Sphéren S, (h)(0) mit mittlerer Kriim-
mung H = h < hy in 8(0) liegen. Wéhle hg < min{hy, ha, 275"} Sei

k:[0,1] — (0,hg) x [0,1] : t — (R(t),0(t))
eine stetige, stiickweise glatte Kurve, wobei o(0) = 0. Wir definieren I, C [0, 1] als
I, :={t €[0,1] : 3X(t) € Sa(o(t)) mit H + P = h(t) beziiglich (go(), Ko@)}

Nach der Wahl von hg ist I, nicht leer, da 0 € I, ist.
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Proposition 5.1 I, st offen.

Beweis: Ohne Einschrankung sei k glatt. Sei ty € I,. Dann existiert eine Fliache
¥ = X(tg) mit ¥ € Sy(o(ty)) und H £+ P = h(ty) beziiglich der Daten (go (1), Koty))-
Zu zeigen ist, dass es ein kleines Intervall (to — d,%y + d) C I gibt. Betrachte dazu
um ¥ GaufBlsche Normalkoordinaten y : ¥ x (—¢,¢) — M. Sei

B:={feC*(2): sup |f] < e}

die Menge der zuldssigen Funktionen. Der Graph einer Funktion f € B ist wie in
Kapitel 4 definiert als

graph(f) :== {y(p, f(p)) : p € B}.

Definiere den Operator
£:Bx[0,1] = COS) : (f,1) = H £ P(f,1) — h(t),

so dass H+P(f,t) die Grofle H + P ausgewertet auf graph(f) beziiglich der Daten
(M, o), Ko@) ist. Dieser Operator ist differenzierbar und nach Voraussetzung gilt
E(O, to) =0.

Das Differential von £ beziiglich der ersten Variable ist der Operator L"*” aus Ka-
pitel 4 und nach Theorem 4.8 und den Voraussetzungen dieses Kapitels invertierbar.
Der Satz iiber implizite Funktionen liefert daher ein Intervall (¢ — d,¢ + §) und eine
differenzierbare Funktion ¢ : (tg — d,ty +8) — C**(X), so dass L(£(t),t) = 0 fiir alle
t mit |t — to| < 6.

Zu jedem solchen t existiert also eine Flidche X(t) mit H £ P = h(t) beziiglich der
Daten (g, (t), K,(t)). Da X(tg) € Sa2(o(tg)) war, kann aus Stetigkeitsgriinden 6 > 0
gegebenenfalls so verkleinert werden, dass fiir ¢ € (tg — 0, %y + 0) die Fliachen 3(#) in
Si(o(t)) liegen. Dann folgt aus den Annahmen (C1)—(C4) und der Wahl von ry und
no, dass (D1)—(D4) gelten. AuBerdem erhdlt man nach Wahl von kg

1 1
Tmin > Z(Hip)il > z__Lhal > 21y .

Also gilt X(t) € Sy(o(t)) fiir alle t € (tg — 0,19 + 0). O
Proposition 5.2 I, ist abgeschlossen.

Beweis: Sei wieder ohne Einschrinkung  glatt. Sei {¢,,} eine Folge in I,;, so dass
lim,, .. t, = t. Dann exisitiert zu jedem ¢, eine Fliache 3(t,), auf der H &+ P =
h(t,) beziiglich der Daten (g, (), Ko@) gilt. Nun benutzen wir die Abschétzung an
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g°(v, p) aus Korollar 3.8 um zu schliefien, dass die Fldchen ¥(¢,) global als Graphen
iiber der Sphire S? C R? dargestellt werden kénnen,

S(tn) = {un(p)p: p € S*}.

Die Positionsabschitzungen aus Proposition 3.1, die gleichméBigen Abschétzungen
an ¢°(v, p) aus Korollar 3.8 und die gleichméBigen Kriimmungsabschitzungen aus
Proposition 3.6 liefern gleichmiiBige C2-Abschiitzungen an die Funktionenfolge (u,,).
Aus den W12-Abschitzungen an die Kriimmung erhilt man mit Hilfe der C?-
Abschiitzungen auflerdem gleichméBige 1W32-Abschitzungen fiir die (u,,).

Daher kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass die Folge der (u,,) im Raum
W?2P(S?) fiir ein beliebiges 1 < p gegen eine Funktion u € WP konvergiert. Aufier-
dem konnen wir weiter annehmen, dass die (u,) in C*(S?) fiir ein 0 < o < 1 gegen
u konvergieren.

Da (go(tn): Kow,)) in jedem C*(M), k > 0 gegen (go(), K1) konvergieren, gilt auf
dem Graphen ¥ von u eine schwache Form der quasilinearen elliptischen Gleichung

H+ P =h(t)

beziiglich der Daten (g, (), Ko )). Die Koeffizienten dieser Gleichung sind holderste-
tig, da u € C1@ ist.

Die Regularititstheorie fiir lineare elliptische Gleichungen mit C%*-Koeffizienten
[GT98, Kapitel 8] liefert dann, dass u und damit ¥ glatt ist. Aulerdem gelten auf
¥ aus Stetigkeitsgriinden die Annahmen (D1) und (D4) wegen der Konvergenz in
C1*(S?) und die Annahmen (D2) und (D3) wegen der zusétzlichen Konvergenz in
W?2P(5?), falls p grofl genug ist.

Damit ist 3 die klassische Losung von H £ P = h(t) fiir die Daten (gy(), Ko@) und
liegt in Sy(o(t)). Also ist t € I. O

Nun folgt, dass I, = [0, 1] ist und insgesamt folgender Existenzsatz gilt:

Theorem 5.3 Sei eine asymptotisch flache Mannigfaltigkeit (M, g°) mit m > 0 ge-
geben. Erfillen die Daten (g, K) die Bedingung (3.1), so existiert ein hg = ho(m, s),
so dass zu jeder Kurve r : [0,1] — (0,hg) x [0,1] eine glatte Familie von Fldchen
Y. (t) existiert. Die Flichen X, (t) erfillen die Gleichung H £ P = const beziiglich
der Daten (go1), Ko)). Alle diese Flichen 3,.(t) lassen sich als Graphen von Funk-
tionen u,(t) iber der Sphire S* darstellen. Fir o > 0 ist die Abbildung u, : [0,1] —
C?(8?) : t — u,(t) stetig.

Erfillen die Daten (g, K) nur die Bedingung (3.2), so existiert ein hg = ho(m, s)
und ein ny = no(m), so dass obige Aussage ebenfalls richtig ist, falls in (3.2) n < ng
gilt.



56 EXISTENZ VON FLACHEN MIT H &+ P = const

Fiir spétere Verwendung zeigen wir noch ein Eindeutigkeitsresultat.

Theorem 5.4 Sei (M, g%) mit m > 0 gegeben. Dann existiert ro = ro(m, s), hg =
ho(m, s) und wie im vorigen Theorem gegebenenfalls ein ny = no(m) so, dass falls
fiir die Daten (g, K) die Asymptotik (3.1) oder die Asymptotik (3.2) mitn < ny gilt,
folgende Aussage richtig ist.

Seien ko, k1 1 [0,1] — (0, hg) x [0,1] zwei stickweise glatte Kurven mit gleichem
Anfangs- und Endpunkt ko(0) = £1(0) und ko(1) = k1(1). Dann sind die in Theorem
5.3 konstruierten Flichen ¥,,(1) und X, (1) gleich.

Beweis: Der Beweis ist ein Standardargument, das die lokale Eindeutigkeit aus
dem Satz iiber implizite Funktionen mit der Tatsache kombiniert, dass (0, ko) x [0, 1]
einfach zusammenhéingend ist. Daher konnen zwei verschiedene Wege mit gleichen
Anfangs- und Endpunkten stetig ineinander deformiert werden. Der Vollstéandigkeit
halber fithren wir den Beweis hier trotzdem.

Betrachte dazu die Homotopie
K :[0,1] x [0,1] — (0, hg) x [0,1] : (s,t) — (1 — $)Ko(t) + sk1(t)

zwischen k(0,-) = ko und x(1,-) = k; in (0, hg) X [0, 1]. Bezeichne rs = k(s,-) und
die Komponenten von ks mit rs(t) = (hs(t),os(t)). Aus Theorem 5.3 folgt, dass
entlang jeder Kurve r, eine Familie von Flachen Y,(t) := ¥, (,.)(t) existiert, so dass
auf ¥4 () die Gleichung H + P = h4(t) beziiglich der Daten (ggs( 1 Ko, 1)) gilt, wobei
die 3,(¢) die Graphen glatter Funktionen u,(t) € C*(S?) sind.

Indem man wie im Beweis von Theorem 5.3 den Satz iiber implizite Funktionen um
einen Punkt x(5,%) € (0, hg) x [0,¢] und um die Fliche ¥5(f) anwendet, erhédlt man
eine Umgebung Us; C (0, hg) x [0, 1] von k(8,1), eine Umgebung V;; C C*(S?) von
us 7 und eine stetige Abbildung &7 @ Us; — Vi, so dass der Graph von & z(h, o)
beziiglich der Daten (g,, K,) die Glelchung H + P = h erfiillt, falls (h,0) € Usz
Jede Funktion v € V;, die diese Gleichung erfiillt, ist von dieser Gestalt.

Wir zeigen nun, dass zu jedem festen s € [0,1] ein § = J(5) existiert, so dass fiir
|s — 5| < & die Flache 34(1) unabhéngig von s ist, also ¥4(1) = ¥3(1). Da endlich
viele solche §-Umgebungen das ganze Intervall [0, 1] iiberdecken, folgt daraus schon
Yo(1) = X4(1).

Um die Behauptung zu beweisen, wahlen wir endlich viele Umgebungen Us,, mit
i=1,...,N, die k5([0, 1]) tiberdecken. Ohne Einschrénkung sei t; < to < ... < tx.
Nun kénnen wir Parameter 7;, ¢ = 0,...N wéhlen, so dass 79 = 0 € Us;, und
7 € Usy, NUsppr, @ = 1,...,N — 1 und 7y = 1. Da die Kurven «,(-) fiir s — 5
gleichméBig gegen k() konvergieren, existiert ein § > 0, so dass fiir alle |s — §| < §
gilt, dass ks([1;-1, 7)) C Usy,, i =1,..., N.
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Sei s fest gewihlt mit |s — §| < 0. Definiere fiir i = 0,..., N die Wege

Ks(2t) 0<t<z
Bi : [0,1] = (0, ho) x [0,1] s t = ¢ (1=2t47;)ks(T) + (2t —T3)ks(T3) F <t < TZT“
Ks(2t — 1) ntl <t <1

Der Weg f3; lauft also entlang rs bis zur Stelle k3(7;), dann auf der konvexen Verbin-
dung zu k4(7;) und von dort entlang ks bis zum gemeinsamen Endpunkt. Bezeichne
Y;(t) diejenige Familie von Flichen, die man durch Anwendung des Existenzsatzes
auf (; erhélt.

Da die Wege 3; und (3,_; auf dem Intervall [O, s 1} iibereinstimmen, ist offen-

bar ¥;(%%) = Xi—1(%2). Nun liegen die beiden Kurvenstiicke £, [Fist 7] und

0; |[ Tt i) nach Konstruktion ganz in Us,;, und haben gleichen Anfangs- und End-
2 72

punkt. Auf den zugehorigen Flachen Ei_l(”TH) beziehungsweise ZZ(T’TH) gilt daher

H + P = hy(7;) beziiglich der Daten (go,(r,), Kos,(r,)). Die Eindeutigkeitsaussage im
Satz iiber implizite Funktionen impliziert daher, dass diese beiden Flachen gleich
sind. Da (3;_1 und [3; auf dem restlichen Intervall [TTH, 1] ebenfalls iibereinstimmen,
gilt ¥;(1) = 2;-1(1). Also folgt die Behauptung induktiv, da bis auf Umparametri-

sierung By = ks und Oy = kg gilt. ]
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6 Die Blitterung

In diesem kurzen Kapitel soll gezeigt werden, dass die vorhin konstruierten H =+
P = const- Flachen eine Blétterung bilden, die die gesamte asymptotische Region
M \ B auBerhalb eines kompakten Bereichs B blittern. Dazu benutzen wir die
Eindeutigkeitsaussage fiir verschiedene Pfade im Parametergebiet zusammen mit
den Abschitzungen an den linearisierten Operator L™*” aus Kapitel 4.

Theorem 6.1 Sei m > 0 gegeben und ny und hy wie im vorigen Kapitel, so dass
fiir Daten (M, g, K) mit der Asymptotik (3.2) mit n < ny der Existenzsatz Theorem
5.8 und der Findeutigkeitsatz 5.4 gilt. Verkleinere hg und eventuell ng bei Bedarf so,
dass auch Korollar 4.5 gilt. Dann bilden die Flichen > mit H + P = const, die im
vorigen Kapitel konstruiert wurden, eine Bldtterung. Fiir kleines H £ P haben diese
Flichen beliebig groffen Radius.

Desweiteren existiert eine differenzierbare Abbildung
F 5% % (0,ho) x [0,1] = M

mit F(S? h,0) = X4, so dass die Flichen ¥y, beziglich den Daten (g,, K,) die
Gleichung H £ P = h erfiillen. Diese Blatterung entsteht also durch Deformation
eines Stiicks der H = const Blitterung von (R3\ {0}, ¢°) durch zentrierte Sphdren.

Beweis: Sei 0 < h < hg und &y, : [0, 1] — (0, hg) x [0, 1] definiert als xp(t) = (h,t),
dann bekommt man durch Deformation der zentrierten Sphiire, die beziiglich ¢° die
konstante mittlere Kriimmung h besitzt entlang xy, eine Familie von Fléchen >, ; mit
H + P = h. Wegen der Positionsabschétzungen aus vorigem Kapitel, insbesondere
der Abschétzung (5.1)

h_l S 47Amin(zhﬂf) )

erhélt man Flichen mit beliebig grofem ;. Aus dieser Konstruktion bekommt man
die Abbildung F, indem man F(S? h,0) = %, , setzt, wobei die Parameterisierung
der X5, als Graphen iiber der S? realisiert wird wie in Kapitel 5 beschrieben. Dies
impliziert, dass F beziiglich der Variablen p € 5% und ¢ € [0, 1] differenzierbar ist.

Um zu zeigen, dass diese Flidchen eine Blatterung bilden, wéhlen wir eine andere
Kurve zu einem bestimmten Parameter (h, 1). Sei dazu h; € (0, hy) fest. Die Kurve
kp, ergibt eine feste Referenzfliche ¥j;,. Nun betrachte fiir hy < hy; die Kurven
Ay ¢ [0,1] — (0,hg) x [0,1] mit Ap(t) = ((1 —t)hy + the,1). Die Konkatenation
von Kp, mit Ap, liefert eine Familie von Flichen X ; mit h € [hg, hi] sowie eine

differenzierbare Abbildung

F:S*x [hy, hy] — M : (p,t) — F(p,t),
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so dass F/(S% h) =%}, . Aus Theorem 5.4 folgt, dass X}, | = ¥ =: Xj,. Mit dieser
Argumentation folgt dann die Differenzierbarkeit von F in der Variablen h € (0, hy).
Ist v, die Normale an >, so ist die Lapse-Funktion «y, der Familie F' definiert als
ap =g (I/h, %). Da H + P = const entlang YJ;, ist und daher der tangentiale Anteil
von % fiir die Evolution von H £ P entlang der Familie keine Rolle spielt, gilt

d
hi = hy = —-(H + P) = L™ oy,
mit dem Operator L™*7 aus Kapitel 4. Korollar 4.5 liefert dann, dass die Funktionen
ay, keine Nullstellen haben. Fiir beliebige hy und hy haben die Fldchen ¥, und X,
also positiven Abstand voneinander. Die Familie der 3J;, bildet daher eine Blatterung.
O
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7 Spezielle Daten

In diesem Abschnitt wollen wir die H +£ P = const Flachen fiir spezielle Daten
g und K genauer untersuchen. Dazu bedienen wir uns bestimmter asymptotischer
Entwicklungen aus York [Yor78| sowie Corvino und Schoen [CS03].

7.1 Lineares Moment

Entsprechend den vorherigen Konventionen sei ¢g° die konform flache Schwarzschild-
Metrik und p die Radialrichtung des flachen R?. Sei aufierdem ein fester Vektor
p € R? gegeben. Definiere

T 3 e
g=9¢° wnd K= (p@p+p@p=—2p.p)(e° —p@p)) .

Dabei ist (-,-) das euklidische Skalarprodukt. Der so definierte Tensor K Y% ist
beziiglich ¢g¢ und ¢ spurfrei. AuBerdem ist der ADM-Impuls [ADM61], der definiert
ist als

papm(e) = lim i/S (K(e,v) —tr K{e,v))du®,

r—oo 81

gerade durch p gegeben.

Die von York vorgeschlagene Asymptotik fiir Daten (g, K) mit Masse m und Impuls
p ist nun gerade

g=9"+0@r?) und K=K™r4+0@(?),

so dass fiir die folgenden Rechnungen ¢ und K bis auf Terme niederer Ordnung
durch ¢° und KY°'* gegeben sind.

Man beachte, dass die Daten (M, g°, K Y°™%) keine physikalischen Anfangsdaten fiir
die Evolution der Einstein-Gleichungen sind. In der ersten Constraint-Gleichung

87 = R—|K|*+ (tr K)?

ist dann ndmlich ¢ < 0, was jeder physikalisch sinnvollen Energiebedingung wider-
spricht. Es existieren jedoch Losungen (g, K') der Constraint-Gleichungen mit dieser
Asymptotik.

Diese explizite Darstellung der Daten (g°, KY'%) erméglicht es, die Positionsab-
schiatzungen aus Kapitel 3 zu verfeinern. Man erhélt
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Proposition 7.1 Ist |p| << m klein genug und 3 eine Fliche, auf der H + P =
const, die Annahmen (B1) — (B4) und rw > 1o gilt, so existiert ein Vektor a € R3
und eine Sphire S := Sge(a) sowie eine beziiglich den von der euklidischen Metrik
induzierten Metriken auf S und X konforme Abbildung i : S — X, so dass folgende
Abschdtzungen gelten

Y g
-, P
-
sup ¢ —ids| < CR;',
S

a/R. F CR;*,

IA

sup [v° — R, ' (rp—a)| < CR;!
>

mit V = |p|/m. Fir0 <V <1 ist dabei

|-V

0 —<1

= v =
sowte

1—\/1—V2_1

Y _§V+O(v3) fir YV —0.

Bemerkung: In dieser Situation sind fiir kleines p offensichtlich alle Voraussetzun-
gen erfiillt, die fiir den Existenzbeweis aus Kapitel 5 notwendig sind. Man erhélt also
auferhalb eines gewissen Radius eine Blatterung aus Fldchen mit H + P = const.
Die obigen Abschétzungen zeigen, dass diese Flédchen beziiglich des Massezentrums
verschobene Sphéren sind. Daher ist klar, dass die Abschédtzungen an die Normale,
die zur Kontrolle des linearisierten Operator L™*” notwendig sind, nicht prinzipiell
verbessert werden kénnen.

Ferner sieht man, dass eine Kleinheitsbedingung an K notwendig ist, um eine
Blatterung zu bekommen, da die Verschiebung der Sphéren sonst zu grof§ wird. [

Beweis: Zunéchst geht man wie in Kapitel 2 vor, um die Rundheitsabschitzungen
||Ae||L2(E) < CR™

zu erhalten. Dies liefert wie im Beweis von Proposition 3.1 eine Sphére S := Sge(a)
und eine konforme Abbildung v : S — 3, die folgenden Abschéitzungen geniigt

sup [v —idg | < C,
[0t =Nz < C, (7.1)
1h* =12y < C,
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mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Proposition 3.1, ¢ bezeichnet also die
euklidische Normale an ¥, N die euklidische Normale an S und A den konformen
Faktor von 1.

Man berechnet wie im Beweis von Proposition 3.1
0= / H b, v°) dpet + / Pb,v*) dp® (7.2)
b b

fiir einen festen Vektor b € R? mit |b| = 1. Nun zerlegt man p in zwei Komponenten,
eine davon in Richtung von a und die andere orthogonal dazu,

p=(p,a)a+(p,q)q

mit @ = & und ¢ L @ sowie [g] = 1. Nun wihlen wir als Testvektoren die beiden
normierten Komponenten von p. Berechne zunéchst mit b = a wie in Proposition

3.1, dass

/ H{a,v®) du® + 87TmM <CR;'.
5 R

e

Nun untersuche den Term
/ Pla,v°)du. (7.3)
by

Zuniichst ersetzt man P durch —KY°™(y, v) und erhilt aus den Abschiitzungen 7.1
und aus Lemma 1.5 wie im Beweis von Proposition 3.1, dass

/KYork v,v)(b, v* /Klm (N,N){a, N)du*| < CR.".

Nun berechnet man fiir das einfachere Integral iiber S zunéchst, dass

3

KY(N,N) = o5 (200, N)(N, p) = (p.p)(1 = (N, p))?)
= o) (B 2w+ B 2w+ B )
—l—%(p,a) (%ﬁ — % + 2£e<a, N) + T—13<a,N>2)

Wihlt man jetzt Kugelkoordinaten ¢ € (0,7/2) und 9 € [0,2n] so, dass cosp =



SPEZIELLE DATEN 63

(@, N) und sin ¢ sin = (g, N), erhélt man daraus

KYork<N7 N)
(.3) 3R, cos N 3la| cos? ¢ N 3la|R?  3la| = 3R3cosyp
—= a _—
b 273 r3 275 273 215

3|al?R, cos 3|al?R, cos® 3|a| R? cos? 3|al? cos?
Ry P Toody | SelfEcote 3o oot

7o 2rd 7o 7o

3lal*R. cos? psin psin N 3|a| R? cos ¢ sin p sin 9

+m@( (7.4)

3R.sinpsintd  3|alcoswsinpsing  3R3sin ¢@sind
N @ ;. 3lajcospsing 4 3B sing ‘
2r3 r3 rd

rd rd

Da in (7.3) oben mit (a, N) = cos ¢ multipliziert wird, berechnet man

/ KY'™8(N, N){(a, N) du*
S
~ 3Rc.cos?p  3la|cos®p  3la|R?  3la] 3R3cos®p
-y [ (Metate  Selcod Gl 3l 3o
g 2r r 2r 2r 2r
3|al?R, cos? 3|al?R, cos* 3|a| R? cos® 3lal? cos®
+|| 90+\| <P+|\e 90+|| 2\ aue.
rd 2rd rd rd

Der zweite Term aus (7.4) mit Vorfaktor (p,g) kommt mit dieser Testfunktion nicht
vor, da die Funktion sin? auf S L2-orthogonal zu allen Funktionen ist, die nur von
¢ abhédngen. Dann kann man das Integral mit der in Proposition 3.1 angegebenen
Formel berechnen und erhalt

la]* + R?

/5 KY'™™(N, N)(a, N) du® = 4w (p, a) R

also insgesamt fiir den Testvektor b = a in (7.2)

‘—87rmM Fdr <p,

a\ |a]* + R
R,

|/ RZ

Benutzt man nun als Testvektor b = ¢, erhdlt man zunéchst

< CR;*'. (7.5)

< CR.",

[ramac

da auch hier die Funktion sin¥ als Faktor auftritt. Doch nun ist der erste Term in
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(7.4) orthogonal zur Testfunktion, und der zweite Term liefert einen Beitrag

/[(York(]\]7 N)((j, N> due
S

~ 3lal?R. cos? psin® psin® 9 3|a|R? cos psin® @ sin® ¥
= (p.Q) g pe + =

3R, sin® psin?®¥  3lalcos psin? psin®¥  3R3sin? psin? Y
N @ ;. 3lajcos psin® 4 3Bsin’ o dpe
2r3 r3 rd

Berechnet man nun diese Integrale in den gegebenen Kugelkoordinaten mit Hilfe der
Formel

/ r~*sin? ¢ sin® 9 cos! o du®
Sre(a)

Re+al 2 P2 2\1+2 2 _ p2 2\1
_ 7TR6<2|CL|R6)Z/ ((T Re |a| ) . (T Re |a| ) ) d?”,

lal Re—lal (2lalRe)? rkt rk-t

die in unserem Falle |a| < R, gilt, so findet man, dass

_ . A 5R3 — 2|a*R, — 3|al?
[ RN o N g = (g =R e = L
S

> R?
Damit erhélt man die Ungleichung
|47 5R3 — 2|a|*R, — 3|al? _
|<p7 q>| ? R3 < CRe ! : (76)

Nun wissen wir, dass 7 := |a|/R. < 1, falls p klein genug ist. Damit folgt aus (7.6),
dass |(p,q)| < CR;!. Da

[(p.a) = Ipll = (v, )| < CR*
ergibt sich mit Hilfe von (7.5)
|—2m7 F [p|(1 +7%)| < CR! (7.7)

und damit die behauptete Abschétzung

1 —Vi®

N <CmYHR . O

TF
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Bemerkung: Mit Hilfe dieser fortgesetzten Verschiebung der Fliachen ¥ (h) bei
abnehmendem H + P = h lédsst sich umgekehrt der Impuls p ermitteln, indem
man in den asymptotisch flachen Koordinaten den Schwerpunkt zuerst mit Hilfe
der flachen Metrik ¢¢ und dann mit der Metrik g° ermittelt. Man erhilt nach einer
Rechnung &hnlich der vorigen mit

C¢(h) = |Ee\_1/ xdp® und

S(h)
C(h) = 3 / zdu,
S(h)
dass
lim C°(h) — C(h) = 2m7g
hli)I(l) = §m7‘q .

Dabei ist 7 der Betrag des Verschiebungsvektors und § € R? ein Einheitsvektor der
die Verschiebungsrichtung beschreibt. Die Konvergenzrate ist dabei

C(h) —C(h) — gmﬂj < —Chlnh.

Der lineare Impuls p lasst sich dann aus 7 und ¢ berechnen, indem man in (7.7)
beobachtet, dass

B 2mT
BEEE—R

+p

Welches Vorzeichen in dieser Beziehung gilt, entspricht dem Vorzeichen in der Glei-
chung H + P = const, die die Blatterung bestimmt auf der man rechnet. 0

Bemerkung: Corvino und Schoen [CS03] beschreiben asymptotisch flache An-
fangsdaten (M, g, K') mit Hilfe der Form

4 e

g=u'g und 7w =u*(LX). (7.8)

Dabei ist £X der Operator
LX = Lxg® — dive(X) ¢°

mit der Lie-Ableitung Lxg° der flachen Metrik ¢g¢. Der Tensor 7 wird mit Hilfe der
Formel 7 = K — (tr K)g aus K gebildet. Die skalare Funktion u und das Vektorfeld
X geniigen dann in asymptotisch flachen Koordinaten der Asymptotik

—2P¢

_ m -2 i _
u(r) =1+ o +O0(r ) und X .

+O0(r™?) (7.9)
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Errechnet man daraus die Gestalt von 7 in héchster Ordnung, bekommt man

9
T=SP@ptpp- (p.p)g°) +O(r™)

Dabei ist (-,-) das euklidische Skalarprodukt und p wie in den vorigen Kapiteln die
Radialrichtung p = x/r. Die ADM-Masse ist durch den Parameter m gegeben, der
ADM-Impuls durch p. Fiir den Tensor K erhélt man die Form

2 e
KCS:p(p®p+p®p—<p,p>g ).

Im Gegensatz zur York-Form ist dies nicht spurfrei.

Diese Daten liegen in der Menge der Losungen (g, K) der Constraint-Gleichungen
mit der Asymptotik

Gg=¢"+0(r") und K =0(r?)

beziiglich geeigneten gewichteten Sobolev-Normen dicht, so dass diese Asymptotik
eine gewisse Universalitit besitzt [CS03, Theorem 1]. Auch mit diesen Daten kann
man eine Rechnung wie oben durchfiihren. Man erhélt mit den Bezeichungen aus
Proposition 7.1 eine Verschiebung

1—4/1—18y2
a/R. F P pl <CR

3 p
=V

Die Asymtotik dieses Ausdrucks ist

1—4/1—18y2
& :%v+0(v3) fir V-0

8y

Wir kéonnen daran ebenfalls den linearen Impuls p ablesen und eine entsprechende
Formel wie in voriger Bemerkung angeben,

15mT

tp= T g
P51 ®

wobei wir die Bezeichungen von dort verwenden.

Diese Asymptotische Verschiebung ist aus zweierlei Griinden nicht zufriedenstellend.
Einerseits stimmt sie nicht mit der Asymptotik von York fiir spurfreie Daten iiberein.
Andererseits sind nur Daten mit 0 < V < }—g zugelassen, wohingegen aus physika-
lischen Griinden der zuldssige Bereich zumindest das Intervall V € [0, 1] umfassen
sollte. O
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Bemerkung: Sowohl die von Corvino und Schoen vorgeschlagene Asymptotik als
auch die von York vorgeschlagene Asymptitotik erlauben Beispiele von Daten mit
der jeweiligen Asymptotik, die die Vakuum-Constraint-Gleichungen erfiillen.

Daraus folgt, dass die Norm, in der Corvino und Schoen die Dichtheit der Daten mit
deren Asymptotik beweisen konnen, zwar ausreichend ist, ADM-Masse und ADM-
Impuls zu erhalten, jedoch nicht stark genug ist, die Feinstruktur der H = P = const
Blatterung zu reproduzieren. 0

7.2 Drehmoment

Fiir Daten (M, g, K), die Drehmoment enthalten, wurde von York die Asymptotik
an 3
K™ =5 (J(p)@p+p®J(p,))
vorgeschlagen. Die antisymmetrische 2-Form J ist dabei die Drehmoment-2-Form.

Die Rate, mit der dieser Tensor abfillt, ist um eine Potenz hoher als bei linearem
Moment.

Fiir eine zentrierte Sphére S,.(0) gilt unabhéngig von J, wegen seiner Antisymmetrie,
dass P = tr K*& — ¢~*K™8(p, p) = 0, also sind die zentrierten Sphéren beziiglich
(¢°, K*¢) Losungen der Gleichung H 4+ P = const.

Mit der Schwarzschildmetrik als Hintergrundmetrik ist die so konstruierte Blétter-
ung also unabhéngig vom Drehmomentparameter J in K*'¢. Man bekommt daher
keinen Ausdruck fiir das Drehmoment allein aus der Geometrie der Blatterung, wenn
man nur die von uns gestellten Bedingungen an die Asymptotik der Metrik hat.

Wieder ist jedoch die Bemerkung angebracht, dass diese Daten (g, K*¢) zwar kei-
ner Energiebedingung geniigen, trotzdem aber Lésungen der Constraint-Gleichungen
mit dieser Asymptotik existieren.

7.3 Zeitsymmetrische Daten

Lost man fiir eine Metrik g die Gleichung H = const, so entspricht dies formal zeit-
symmetrischen Daten mit K = 0. Zunéchst ergeben die vorigen Existenzaussagen,
dass unter der Bedingung

lg = 9%llc=, <
eine Blatterung aus Fldchen konstanter mittlerer Kriimmung des asymptotischen

Bereichs existiert, falls n klein genug ist. Hat man dariiberhinaus die bessere Asym-
ptotik

lg = 9%llc2, , < o0
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fiir § > 0, so erhélt man, dass die Translation |a|/ R, asymptotisch verschwindet. Fiir
d = 1 ergibt sich, wie Huisken und Yau in [HY96], aus den Positionsabschétzungen,
dass diese Flachen asymptotisch zentriert sein miissen, also eine gleichméflige Ab-
schétzung |a| < C(m). Diese Tatsachen folgen aus den Apriori-Abschétzungen aus
Kapitel 3 sogar fiir den allgemeineren Fall, dass die Daten (g, K'), den asymptoti-
schen Bedingungen (3.1) fiir 6 > 0 beziehungsweise § = 1 geniigen.

Trotzdem verallgemeinert diese Arbeit nicht die Eindeutigkeitsaussage von Huisken
und Yau [HY96, Kapitel 5], da dort die Eindeutigkeit von stabilen CMC-Flichen ge-
zeigt wird, deren mittlere Krimmung H 7 > r;, mit p > % erfiillt. Dies entspréache
in der Bedingung (B1) einer Potenz ¢ < 2. Dagegen konnen wir diese Eindeutigkeits-
aussage nur unter der Bedingung (3.1) und (3.2) mit p > 2 beweisen und brauchen
zusitzlich Bedingung (B4). Dagegen benotigen wir nur erste und zweite Ableitungen
der Metrik, nicht jedoch Ableitungen bis zu vierter Ordnung, wie sie in [HY96] notig
sind.

Stabilitéit bedeutet dabei, dass der Operator L* positiv ist fiir Funktionen f €
C>(¥) mit [, fdpu =0 und fiihrt zur Stabilitéitsungleichung

/f2 (JA]? + Ric(v,v)) du < / IVfI?du.
2 >

Die Beweisidee ist, die Abschétzungen an fci, die in [HY96, Kapitel 5] aus der Stabi-
litdt gewonnen werden, genauso nachzumachen. Dies fiihrt, ohne jedoch Bedingung
(A) zu benutzen, auf dieselbe Abschitzung, die wir in Proposition 2.2 gezeigt haben.
Dann kann man wie in Kapitel 3 das Theorem von De Lellis und Miiller verwenden,
womit unter den Annahmen H ™7 > ry;, mit g > % Positionsabschétzungen folgen.
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8 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt werden Resultate aus numerischen Rechnungen vorgestellt. Sie
sollen zur Veranschaulichung der Blatterung dienen, falls die Daten ein Schwarzes
Loch mit linearem Impuls beschreiben, wie sie am Anfang des vorigen Kapitels be-
handelt wurden. Wir miissen leider den Beweis schuldig bleiben, dass das verwendete
Verfahren konvergiert und mit der Tatsache argumentieren, dass bei den gerechne-
ten Beispielen in der Tat Konvergenz gegen Fliachen vorliegt, die die Abschéitzungen
aus vorigem Kapitel erfiillen.

8.1 Der Algorithmus

Der verwendete Algorithmus beruht auf einer Modifikation des Programms des Au-
tors, das in [Met04] vorgestellt wird. Der Algorithmus nutzt die Tatsache, dass
Flachen ¥ = 01, die ein Gebiet 2 C M beranden und vorgeschriebene mittlere
Kriimmung H + Hy = A haben, ein Variationsproblem l6sen. Dabei ist Hy : M — R
eine skalare Funktion, die nur vom Ort abhingt. Eine Fliache X ist dann kritischer
Punkt des Funktionals

J(Z):/E1dﬂ+/gﬂodml, (8.1)

wenn nur solche Variationen von Y zugelassen werden, die das eingeschlossene Vo-
lumen [, dvol erhalten.

In unserem Fall héngt die vorgeschriebene mittlere Kriimmung P zusétzlich vom
Tangentialraum von ¥ beziehungsweise von der Normalen an ¥ ab. Um dieses Pro-
blem zu behandeln, nutzen wir eine einfache Fixpunktiteration. Dazu starten wir
mit einer Flidche Yy, berechnen v und verschieben v entlang eines vorgegebenen,
transversalen Vektorfeldes p parallel und erhalten ein lokal um ¥, definiertes, festes
Vektorfeld 1y. Damit berechnen wir die Funktion Py := tr K — K(1p,1p), die nun
ebenfalls um ¥y definiert ist und nur vom Ort abhéngt. Um X, betrachtet man die
Graphen skalerer Funktionen, die durch Verschiebung von Punkten auf ¥, entlang
der gegebenen Richtung p entstehen. Man 16st dann das Variationsproblem (8.1) in
der Klasse der Graphen iiber ¥ unter der Nebenbedingung, dass das eingeschlosse-
ne Volumen konstant bleibt, mit der Funktion Hy = F, und erhélt eine Flache ;.
Durch Wiederholung der Prozedur ergibt sich eine Folge von Flachen Yy, 3, ...,
die hoffentlich gegen die gewiinschte Losung ¥, mit H + P = A konvergiert. Die
resultierende Fliache ¥, zusammen mit dem zugehorigen H = P = A sind durch das
anfangs von Yy eingeschlossene Volumen bestimmt.

Die auftretenden Variationsprobleme mit Nebenbedingungen werden mit Hilfe ei-
ner finite Element Diskretisierung [Cia87], einer penalisierten Lagrange-Methode
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[F1e80, Fle81] und dem Verfahren der konjugierten Gradienten gelost. Um die Kon-
vergenz des letzteren Verfahrens zu beschleunigen, haben wir uns zudem der Vor-
konditionierung mit Hilfe hierarchischer Basen bedient [BDY88, Yse86, Yse92], da
es sich bei obigem Problem um eine quasilineare elliptischen Gleichung handelt.

8.2 Die Ergebnisse — York-Asymptotik

Betrachte die Daten (R?\ {0}, g, K) mit

1\*
9ij = <1+2_7“) 0ij

Kij = 55 ips + pipi = 2{p. p)(0i5 = pip;))

also die Schwarschildmetrik mit Masse m = 1 zusammen mit dem Yorkschen Impul-
stensor mit Impuls p. Die folgenden Resultate beziehen sich auf Impulse der Form
pF = %mel, mit £ =0,...,10 und dem Vektor e; der Standardbasis des R3.

In jedem Fall haben wir die Iteration mit einer zentrierten euklidischen Sphére
mit Radius 5 gestartet und den oben beschriebenen Algorithmus durchgefiihrt. Der
Radius der berechneten Flachen wurde pro Schritt um % erhoht. In Abbildung 1 ist
jeder zehnte der berechneten Fldchen fiir die Werte £ = 2,4,6 und 8 dargestellt,
und zwar entlang der x;zo-Ebene aufgeschnitten. Die verwendete Triangulierung
hatte 4098 Punkte. Der geometrische Radius der gezeigten Flédchen beziiglich der
euklidischen Metrik ist in Tabelle 1 festgehalten.

Ein interessantes Experiment ist es, die asymptotische Verschiebung der Flichen
a/R. zu berechnen, die in vorigem Kapitel theoretisch ermittelt wurde. Dazu be-
rechnen wir 7 = |a|/ R, auf den jeweils dulersten Flichen, die mit dem numerischen
Verfahren ermittelt wurden. Fiir den Wert a benutzen wir eine numerisch ermit-
telte Version des euklidischen Schwerpunkts der Fliache und fiir R, eine numerisch
ermittelte Version des geometrischen Radius. Die resultierenden Werte von 7 sind
fiir verschidene Auflosungen der Diskretisierung zusammen mit der aus vorigem Ka-
pitel ermittelten Kurve in Abbildung 2 eingezeichnet, auf der z-Achse der Graphik
sind die Werte %m abgetragen. Die verwendeten Auflosungen sind dabei 258, 1026
beziehungsweise 4098 Punkte auf der Fléache. Der Graphik entnimmt man, dass man
auch bei geringen Radien R, ~ 25m die Verschiebung relativ genau ermitteln kann.

Die Ausreisser bei p = %mel und p = me; erkldren sich durch die sehr grofle

Verschiebung der Fliachen, die dazu fithrt, dass die Flachen nahe an das Zentrum
reichen. Daher fiihrt die Darstellung der diskreten Flachen als Graphen iiber der
zentrierten Sphére zu sehr grofien Aufléosungsunterschieden in der Triangulierung,
wie es Abbildung 3 verdeutlicht. Da das Verfahren in beiden Féllen abbricht, bevor
ein Radius von etwa 25 erreicht wird, diese beiden Werte kleineren Radien ~ 10.
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(SN

m

(c)p=2m (d)p=

Abbildung 1: Die Blatterung aus verschobenen Flachen fiir verschiedene lineare Im-
pulse in der York-Asymptotik, die innerste Fliche entsteht durch Start des Algo-
rithmus mit einer euklidischen Sphére von Radius 5.
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Vorhersage
258 Punkte
1026 Punkte
0.8 4098 Punkte
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Translation |a|/R

0.4 -

0.2

0 0.2 0.4 0.6
Impuls |pl/m

0.8

Abbildung 2: Die Verschiebung der
H + P = const-Fléachen beziiglich des
Zentrums fiir die York-Asymptotik fiir

den Kriimmungstensor K.

NUMERISCHE EXPERIMENTE

Abbildung 3: Die maximale Auflésung
einer diskretisierten Fléche reduziert
sich bei Verschiebung.

Tabelle 1: Die geometrischen Radien der gezeigten H + P = const-Flédchen in der
York-Asymptotik beziiglich der euklidischen Metrik.

Impuls  0.2m

0.4m

0.6m

0.8m

Radius 5.0109
7.0957
9.1657
11.225
13.275
15.319
17.357
19.391
21.422
23.450
25.475

5.0207
7.0994
9.1599
11.207
13.244
15.274
17.297
19.315
21.329
23.340
25.348

5.0383
7.1063
9.1496
11.175
13.187
15.188
17.181
19.168
21.149
23.125
25.098

5.0661
7.1189
9.1341
11.122
13.087
15.036
16.970
18.892
20.803
22.706
24.601
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