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6! -,,.&! 2% /#-'! 3%,/, $%# 82-: 5%%',;

0!23! 5%%', &-#7!/ !1.+:+ #+.& #!1.+#!,

x∗

x
=

(
c∗

c

)−σ

DIF

6! .,! 1/A(i) /% '!2%/! /0! -&%.2/ %$ :- %# 2!!'!' "!# .2+/ %$ /-,7 i; +$ "!#$%#&!' +2

/0! 0%&! !3%2%&(; -2' -2-:%5%.,:( $%# /0! $%#!+52 !3%2%&() ?.! /% !@/!#2-: !3%2%&+!, %$

,3-:!; -, -#5.!' +2 /0! +2/#%'.3/+%2; A(i) '!"!2', %2 /0! !2/+#! -&%.2/ %$ /-,7 i "!#$%#&!'

'%&!,/+3-::(; 40+30 4! '!2%/!  ( X(i)) *%::%4+25 =#%,,&-2 J K%,,+<L-2, !#5 DHMEM F; 4!

&%'!: ,3-:! !3%2%&+!, +2 3%2,/-2/ !:-,/+3+/( $%#&; ,.30 /0-/ A(i) = A [X(i)] := [X(i)]θ; 4+/0

0 < θ < 1) N( -2-:%5(; A∗(i) = [X∗(i)]θ) O%/! /0-/ /0!,! ,3-:! !3%2%&+!,; 40+:! +-&+!(./

 

 !"# $##%&'# $ (')*")"+*' "(,%'(-' ./ $ #"()*' 01&2# 31"-"() 3.*"-4 .( 5!' .6'1$** 31"-' "(7'8 ./ 6$1"'5"'#9

:!"-! "&3*"'# $ #%;-"'(5*4 *$1)' (%&+'1 ./ 01&# $(7 5!%# #%;-"'(5*4 *$1)' '(7.:&'(5# M + M∗
<

!

=>%$5".(# ?@A /.**.: /1.& #'55"() px− cx− sf = x[σ/(σ− 1)− 1]c− sf = 0<  !"# 1'3*$-'# 5!' B'1.C31.05
-.(7"5".( /.%(7 "( -.(6'(5".($* &.7'*# ./ &.(.3.*"#5"- -.&3'5"5".(<

P



 !  "# $%& !" #"$ %&$%#! '%("#! )"*#$+( '"+!%+,- $.%( /+% '( )!'(* 0# ,)"1%2 3.% %&$%+#/4

#/$*+% "5 ,)/4% %)"#"60%, 0# 1+"!*)$0"# $/,7, 0, )"#,0,$%#$ 80$. $.% /,,*61$0"# "5 1%+5%)$

)"61%$0$0"# 05 $.% 0#,$0$*$0"#/4 %#90+"#6%#$ 6%/#, $./$ 0#!090!*/4 $/,7, /+% 1%+5"+6%! /$

/+6, 4%#:$. $.+"*:. 6/+7%$ $+/#,/)$0"#,2

;% !" #"$ /,,*6% /#( )",$ /,(66%$+( '%$8%%# "+:/#0</$0"#/4 6"!%, "5 $/,7 1%+5"+6/#)%

/, ,*). '*$ 8% +%=*0+% /#( %=*040'+0*6 $" '% 1+""5 /:/0#,$ >+6,? $%61$/$0"# $" )/1$*+%

%#$0+% @$/,7 6/+7%$,A '( "B%+0#: )"#$+/)$%! $/,7 1%+5"+6/#)% $" /44 >+6, %0$.%+ !"6%,$0)/44(

"+ 8"+4!80!%2 ;.%# )"#$%614/$0#: ,*). @!%90/$0"#A >+6, /+% /,,*6%! $" 1*+,*% C%+$+/#!

1+0)% ,%$$0#: ,$+/$%:0%, 8.0). 8% ,./44 !%,)+0'% 0# 6"+% !%$/04 '%4"82 D%#)% $.% $+/!0#:

%=*040'+0/ !%+09%! '%4"8 /+% #"$ 1%+5%)$ )"61%$0$0"# %=*040'+0/ /, 0# $.% )/#"#0)/4 6"!%4

"5 %&$%+#/4 ,)/4% %)"#"60%,2 E, 8% ,./44 ,%% 5"+ $.0, +%/,"# $.%( /4," 0#9"49% 6*). 4%,,

0#!%$%+60#/)( "5 $.% $+/!% 1/$$%+#2

 !

;% #"8 !%>#% c̃(w) /, $.% *#0$ )",$ 5*#)$0"# 5"+ / >#/4 :""! $./$ /+0,%, 5"+ / >+6 .%/!F

=*/+$%+%! 0# $.% ."6% )"*#$+( 05 $+/!% 0, 1",,0'4% "#4( 5"+ $'(* +!!,- /#! /#/4":"*,4( 5"+

c̃∗(w∗)2 ;% *,% z(i) $" !%#"$% $.% /6"*#$ "5 $/,7 i $./$ #%%!, $" '% 1%+5"+6%! 1%+ *#0$ "5

/ >#/4 :""!2 G"+ ,06140)0$( 8% /,,*6% $./$ z(i) 0, *#05"+6 /)+",, $.% %#$0+% +/#:% "5 i ,*).

$./$ [z(i)]1−θ = z2 H"+%"9%+ 8% /,,*6% $./$ $.% %#$0+% /6"*#$ "5 /44 $/,7, +%=*0+%! 1%+ *#0$

"5 $.% >#/4 :""! 0, "5 6%/,*+% I 6%/#0#:

∫ 1
0 z!i = 12 3.0, 4%/!, $"

c̃(w) = w/A(nx) /#! c̃∗(w∗) = w∗/A(n∗x∗) JKL

M09%# $.%,% /,,*61$0"#, w/A(nx) /#! w∗/A(n∗x∗) 6/( /4," '% 0#$%+1+%$%! /, $.% )",$ "5

1%+5"+60#: / *#0$ "5 /#( $/,7 +%,1%)$09%4( 0# $.% ."6% /#! $.% 5"+%0:# %)"#"6(2

3.% 4/'"+ 6/+7%$ %=*040'+0*6 5"+ 1+"!*)$0"# 8"+7%+, +%=*0+%,

L =
nx

A [X(i)]
= (nx)1−θ

/#! L∗ =
n∗x∗

A [X∗(i)]
= (n∗x∗)1−θ

JNL

8.%+%'( $.% ,%)"#! %=*/40$( 0# %/). 40#% 5"44"8, 5+"6 $.% /'"9% /,,*61$0"# "5 %&$%+#/4 ,)/4%

 !

 !! "#$%%&'( ) *$%%+,-'(%.!#/ 01232'4 5$# ' /!(!#'6 7#!'7&!(7 $5 7#'8+(/ !9:+6+.#+' ;+7< !=7!#('6 %>'6!

!>$($&+!% '(8 ?!#7#'(8 @#+>! >$&@!7+7+$(A

IO



 !"#"$% &'

  

()""&%#* +) ,"- %*# ./* -/+ /& "0- #0$1-/%- 2 w∗ = 12 . "3+/%# +) ,"- %*#

$/#/* -%/4 ./* 5- $%0$ /&

s∗

w∗
= s∗ =

L∗

M∗ (σ − 1)
678

9%: # w∗ = 12 +) )"$ ./* %& *": -# ; 3< !"$$";%+< $/-= + !4 /-%#* 6>82 .)%!) 4 /;&

+" w = (x/x∗)−1/σ(xn)θ(x∗n∗)−θ = (x/x∗)θ−1/σ(n/n∗)θ
' ?/=%#* %#+" /!!"0#+  @0%4%3-%0$ ,"-

5-";0!+%"# ."-= -&2 x/x∗ = (L/L∗)1/(1−θ) (n∗/n)2 /#; 0&%#* n∗/n = M∗/M 2 . /--%: /+

w =

(
M

M∗

)1/σ (
L

L∗

) (θσ−1)/[(1−θ)σ]

6A8

B03&+%+0+%#* 3/!= *%: & s = w(nx)1−θ
/

M(σ − 1)2 /#; . +)0& "3+/%#

s =
M∗−1/σM1/σ−1L∗−(θσ−1)/[(1−θ)σ]L(σ−1)/[(1−θ)σ]

σ − 1
6C8

/#; +) $/#/* -%/4 ./* 5- $%0$ %# +) )"$  !"#"$< %& *%: # 3<

s

w
=

L

M(σ − 1)
6D8

?)%& .%44 3 "0- $ /&0- ", .%+)%#E!"0#+-< %# @0/4%+< %# +) &03& @0 #+ /#/4<&%&' F# /;;%+%"#2

. 4""= /+ !-"&&E!"0#+-< %# @0/4%+< %# + -$& ", %#!"$ 5 - ) /; %# +) )"$ 2 - 4/+%: +" +) 

,"- %*#  !"#"$<' ?)%& $ /&0- $/< 3 .-%++ # /&

R :=
sθM + wθL

s∗θM∗ + w∗θL∗

=
M∗ + L∗

M + L
· (M/M∗)1/σ (L/L∗)

σ−1
(1−θ)σ

6GH8

.) - θM = M/(M + L) %& +) &)/- ", $/#/* -& %# +) )"$  !"#"$<2 /#;  @0%:/4 #+4< ,"-

/44 "+) - &)/- &'

 !"# #$#%&' I) # 4""=%#* /+ &%J  K !+&2 . :/-< +) ": -/44 5"504/+%"# ", "# !"0#+-<

=  5%#* +) "+) - !"0#+-<L& 5"504/+%"# !"#&+/#+' M $ $3 - +)/+ +) +." +<5 & ", 4/3"-

/- %# ;%K - #+ 5"&%+%"#& .%+) - &5 !+ +"  !"#"$% & ", &!/4 ' ?) &!/4  K !+ ,-"$ +) NO ;

  

 ! "# $%&'($# )*&!' $*"+!"+, *-! !'(! !'%#% #.(/% %.*+*0"%# !* +*! !&(+#/(!% "+!* #.(/% %.*+*0"%# *+ !'%

1+(/ ,**2# /%3%/4 5"+(/ ,**2# $&*2-.%&# 2* +*! (.! -+2%& !'% 6%/"%7 !'(! "+.&%(#"+, !'%"& *-!$-! /*)%&# 0(&,"+(/

.*#! *+ (..*-+! *7 ( /(&,%& !(#8 $%&7*&0(+.%4 9'%: !(8% 0(&,"+(/ .*#! c (+2 c∗ (# ,"3%+ $(&(0%!&".(//:4

GG



 !"!#$%&!' &"()* &+ &"*$%"!' *, -% + (%,.)/&"# -"!' #,,.+0 12&'$ *2$ +/!'$ $/,", &$+ &"

(%,.)/*&," *!+3+ !%$ $4*$%"!' *, -% + &" (%,.)/*&," ,5 /$%*!&" *!+3+6 72&+ 5)".! $"*!'

!+8  $*%8 ",*1&*2+*!".&"#0 *2$ 9$"$-* 5%, ! 9!'!"/$. &"/%$!+$ &" ! /,)"*%8:+ '!9,% 5,%/$

*%&/3'$+ .,1" &" $;)!' (%,(,%*&,"+ *, 9,*2 *8($+ ,5 '!9,%6 72&+ &+ +$$" 5,% *2$ 2, $ !".

5,%$&#" $/,", 8 5%, <=> !". <?>0 %$+($/*&@$'86 72$  !"!#$%&!' 1!#$ (%$ &) &+ &".$($".$"*

,5 /,)"*%8 +&A$ !". .$($".+ ,"'8 ," %$'!*&@$ $".,1 $"*+6 B /%,++ /,)"*%8 /, (!%&+," ,5

&"/, $+ '$!.+ *, ! +& &'!%'8 /'$!% /)* %$+)'*6 C$**&"# %$'!*&@$ /2!"#$+ M̂ := .M/M = L̂ :=

.L/L0 1$ 2!@$

R̂

M̂

∣∣∣∣∣
L̂=M̂

= −
θ

σ(1− θ)
+

θ

1− θ
> 0 <DD>

72$ -%+* *$% &+ ! "$#!*&@$ *$% + ,5 *%!.$ $E$/*6 F@$" *2,)#2 9,*2 5!/*,%+ #%,1 !* *2$ +! $

%!*$0 ,)*()* ,5 $!/2 @!%&$*8 &"/%$!+$+ .)$ *, *2$ $/,", &$+ ,5 +/!'$6 72$ 2&#2$% ,)*()* &+

!9+,%9$. 98 /,"+) $%+ ,"'8 &5 !//, (!"&$. 98 ! .$/'&"$ &" *2$ %$'!*&@$ (%&/$ ,5 *2$ ., $+*&/

@!%&$*&$+6 72$ +$/,". *$% &+ *2$ .&%$/* $E$/* ," (%,.)/*&@&*80 12&/2 &+ /'$!%'8 (,+&*&@$ !".

'!%#$% *2!" *2$ -%+* *$% 6 72$ 2, $ $/,", 8 *2$%$5,%$ )"! 9&#),)+'8 #!&"+ 5%, 9!'!"/$.

#%,1*2 ,5 *2$ '!9,% 5,%/$6

 !"#!$%&%!' ()(*&+ G,"+&.$%&"# !" )"9!'!"/$. #%,1*2 ,5 *2$ '!9,% 5,%/$ 1$ +$$ *2!*

*2$  !"!#$%&!' 1!#$ (%$ &) .$/%$!+$+ 1&*2 !" &"/%$!+$ &" *2$ $".,1 $"* ,5  !"!#$%+

ŝ/w = −M̂ 6 72$ &"*)&*&," &+ +*%!&#2*5,%1!%.6 H,%$  !"!#$%+ %!&+$ *2$ ") 9$% ,5 2, $ -% +

!* *2$ $4($"+$ ,5 ',1$% -% ,)*()*6 B" &"/%$!+$. +/!%/&*8 ,5 $!/2 2, $ @!%&$*80 %$'!*&@$ *,

5,%$&#" @!%&$*&$+0 & ('&$+ *2!* $!/2 2, $ -% /2!%#$+ ! 2&#2$% (%&/$ !".0 *2)+0 (!8+ ! 2&#2$%

1!#$ *, &*+ (%,.)/*&," 1,%3$%+6 7, +)  !%&A$0 ! '!%#$% $".,1 $"* ,5  !"!#$%+ 2!+ ! "$#!*&@$

,1"I$E$/* !". ! (,+&*&@$ /%,++I$E$/* ," 1!#$+6 J8 /, ('$*$ !"!',#80 1$ 2!@$ ŝ/w = L̂6 K"

*2$ ,*2$% 2!".0 12&'$ (%,.)/*&," 1,%3$%+ /'$!%'8 ',+$ %$'!*&@$ *,  !"!#$%+0 *2$8  &#2* +*&''

#!&" &" !9+,')*$ *$% +0 &5 +/!'$ $/,", &$+ !%$ +)L/&$"*'8 +*%,"# !". +)9+*&*)*!9&'&*8 9$*1$$"

@!%&$*&$+ &+ +)L/&$"*'8 2&#2M +$$ <N>6

7)%"&"# *, /%,++I/,)"*%8 &"$;)!'&*80 1$ -". !" ! 9&#),)+ %$+)'*O

R̂

M̂
=

1

σ
− θM <DP>

DP



 !"#$ $%#& '()$*+!# ,-) -$'.#$* !+* (.+/.+0 )%-1$+ #2$%-!"3 !)/2!$* % &!3&$- /-!#$ (4 '()$*5

+!# 6%-!$+!$*0 '$/$"'!"3 (" +&$ $2%*+!#!+7 (4 *.8*+!+.+!("9 :&!* #("*+!+.+$* % +$-)* (4 +-%'$

!)/-(6$)$"+ ;&!#& ;(-1* %3%!"*+ +&$ 4(-$!3" $#("()79 <+ +&$ *%)$ +!)$0 $%#& )%"%3$- "(;

$)/2(7* 2$** ;(-1$-*0 ;&!#& -$'.#$* &$- *%2%-7 !" +$-)* (4 % -$*!'.%2 #2%!)9 :&!* ;(-1* %3%!"*+

'()$*+!# !"#()$ /$- &$%'0 !" 2!"$ ;!+& +&$ *&%-$ (4 )%"%3$-* !" +&$ '()$*+!# 2%8(- 4(-#$9 <

*!)!2%- %)8!3.!+7 %-!*$* 4(- % #&%"3$ !" /-('.#+!("52%8(- $"'(;)$"+9 =$ (8+%!"

R̂

L̂
= −

1

σ(1− θ)
+

θ

1− θ
+ θM >?@A

:&$ ,-*+ +$-) %3%!" !"'!#%+$* % +$-)* (4 +-%'$ $B$#+0 ;&!#& !* "$3%+!6$ '.$ +( &!3&$- (.+/.+

/$- ,-)0 %"' ;&!#& !* -$!"4(-#$' 87 % &!3&$- /-('.#+!6!+7 '.$ +( $C+$-"%2 *#%2$ $#("()!$*9 :&$

"$3%+!6$ $B$#+ (" +&$ +$-)* (4 +-%'$ !* "(; )(-$ /-("(."#$' +&%" !" +&$ #%*$ (4 *7))$+-!#

#&%"3$*0 *!"#$ +&$ ".)8$- (4 6%-!$+!$* -$)%!"* #("*+%"+9 :&$ *$#("' +$-) #%/+.-$* +&$ !"#()$

$B$#+ '$-!6$' 4-() &!3&$- /-('.#+!6!+70 ;&!#& '()!"%+$* +&$ +$-)* (4 +-%'$0 /-(6!'$' +&$

'$3-$$ (4 -$+.-"* +( *#%2$ !* *.D#!$"+27 2%-3$E θ > 1/σ9 :&$ ,"%2 +$-) !* -$%'!27 !"+$-/-$+$'

%* +&$ $B$#+ (" )%"%3$-*F *%2%-7 ;&!#& "(; !* /(*!+!6$0 *!"#$ $%#& )%"%3$- $)/2(7* )(-$

/-('.#+!(" ;(-1$-*9 =$ *.))%-!G$ +&$*$ ,"'!"3* !" +;( /-(/(*!+!("* %* 4(22(;*E

 !"#"$%&%"' ( >*7))$+-!# $"'(;)$"+ #&%"3$*A)  !"#$%&'( &#)%'*(&#+ &# (&,'- .&$/ $/' 0*1!%

2!%)' )!34!(&$&!# "#)/*#+'5- '64'%&'#)' * %&(' &# $/'&% &#)!3' 4'% )*4&$* %'0*$&7' $! $/' %'($

!2 $/' .!%058 9 #'+*$&7' $'%3( !2 $%*5' ':')$ &( 5!3&#*$'5 1; * 4!(&$&7' 4%!5")$&7&$; ':')$

2%!3 '6$'%#*0 ')!#!3&'( !2 ()*0' &# 4%!5")$&!#<0*1!%8

 !"#"$%&%"' * >%*7))$+-!# $"'(;)$"+ #&%"3$*A) 9# *(;33'$%&) '#5!.3'#$ &#)%'*(' *5<

5&$&!#*00; '#$*&0( * 0*1!% 2!%)' )!34!(&$&!# ':')$8 =$ &( 4!(&$&7' &2 3*#*+'%( )*# '340!; *

/&+/'% #"31'% !2 4%!5")$&!# .!%>'%( *#5 #'+*$&7' &# $/' !44!(&$' )*('- ./'%'1; $/' ($%'#+$/

!2 $/' )!34!(&$&!# ':')$ 5'4'#5( !# $/' &#&$&*0 5'+%'' !2 *(;33'$%;8 *? @!% *# &#)%'*(' &#

4%!5")$&!#<0*1!%- $/' $'%3( !2 $%*5' ':')$ &( #'+*$&7' *#5 #''5 #!$ 1' 5!3&#*$'5 1; * 4!(&$&7'

4%!5")$&7&$; ':')$8 1? @!% *# &#)%'*(' &# 3*#*+'%&*0 0*1!%- $/' $'%3( !2 $%*5' ':')$ &( 4!(&$&7'8

A/' 4%!5")$&7&$; ':')$ 7*#&(/'(8 =# '&$/'% )*(' $/' !7'%*00 ':')$ &( *31&+"!"(8

<22 (4 +&$*$ %'0*$&7' .*+' $B$#+* )%7 8$ !"+$-/-$+$' %* %'0*$&7' .'02*%' $B$#+* 4(- +&$

-$*/$#+!6$ 3-(./ (4 ;(-1$-*0 /-(6!'$' +&%+ +-%'$ !" ,"%2 3(('* !* 4-$$ %"' #(*+2$**0 %* %**.)$'9

?@



 !"#$%&'# (" )!*+ ,!$"*'(&# *+&" -./ (0&"*(,.1 -'(,&# 2!' 3".1 4!!0#5 ."0 *+&/ .1#! 2.,& *+&

#.%& 0&4'&& !2 6.'(&*/7 8!9&6&'5 !"& "&&0# *! )& ,.$*(!$# 9+&" ,!"#(0&'("4 .)#!1$*& 1&6&1# !2

 !"# 9.4&#7 :9! .00(*(!".1 ,+.""&1# "&&0 *! )& *.;&" ("*! .,,!$"* 2!' '&.1 9.4&#7 :+& 3'#*

(# . ,+."4& (" 6.'(&*/ *+.* 2!11!9# 2'!% ."/ ,+."4& (" . ,!$"*'/<# &"0!9%&"* !2 %.".4&'#=

#&& *+& %.".4&'(.1 1.)!' %.';&* &>$(1()'($% ,!"0(*(!" ?@A .)!6&7 B(*+ C1!6& 2!' 6.'(&*/D5

#$,+ ,+."4&# .'& !2 0('&,* '&1&6.",& 2!' '&.1 9.4&#7 :+& #&,!"0 ,+.""&1 '$"# *+'!$4+ 3".1

4!!0# -'(,&#5 9+(,+ .'& '&1.*&0 *! %.'4(".1 ,!#* *+'!$4+ . ,!"#*."* %.';$-7 E'!% ?FA ."0

?GA5 %.'4(".1 ,!#*# (" *+& +!%& ."0 *+& 2!'&(4" &,!"!%/ .'& '&1.*&0 *! &"0!9%&"* ,+."4&#

.,,!'0("4 *!

̂̃c = ŵ − θL̂/(1− θ) ."0

̂̃c∗ = −θL̂∗/(1− θ) ?@FA

H.#&0 !" *+&#& ,!"#(0&'.*(!"#5 (* (# '&1.*(6&1/ #*'.(4+*2!'9.'0 *! &I*&"0 *+& .)!6& .".1/#(#

*! '&.1 9.4&#7 E!' ("#*.",&5 $#("4 *! 0&"!*& *+& &I.,* -'(,& ("0&I 0$.1 *! !$' ?#/%%&*'(,A

J(I(*KL*(41(*M -'&2&'&",&#5 P :=
(
Mp1−σ + M∗p∗1−σ

)1/(1−σ)
5 ."0 wr := w/P *! 0&"!*& *+&

'&.1 -'!0$,*(!" 9.4&5 9& !)*.("

ŵr =
1

σ

(
1 +

γ

σ − 1

)
M̂ +

1

σ (1− θ)

(
θσ − 1 +

γ

σ

)
L̂ ?@GA

H/ ,!%-1&*& .".1!4/5 &"0!9%&"* ,+."4&# &"*.(1 . ,+."4& (" '&.1 %.".4&' (",!%& .,,!'0("4

*!

ŝr =
1

σ

(
1− σ +

γ

σ − 1

)
M̂ +

1

1− θ
(σ − 1 + γ) L̂ ?@NA

O" *+&#& &>$.*(!"#5 *+& *&'% γ := M (p/P )1−σ > 0 (# &>$.1 *! *+& #+.'& !2 . 0!%&#*(,

%.".4&'<# (",!%& *+.* (# #-&"* !" 0!%&#*(, 6.'(&*(&#7 B& ,!",1$0& *+.* *+& &P&,* !" *+& !9"

'&%$"&'.*(!" .'& 4&"&'.11/ $".%)(4$!$#5 9+(1& *+& ,'!## &P&,*# .'& .19./# $".%)(4$!$#1/

-!#(*(6&7 E!' &I.%-1&5 . -'!0$,*(!" 9!';&' 9(11 &I-&'(&",& . 9&12.'& (",'&.#& 4(6&" ." (",'&.#&

(" L (2 ."0 !"1/ (2 6.'(&*(&# .'& ,1!#& &"!$4+ #$)#*(*$*&#5 %&."("4 *+.* *+& *&'%# !2 *'.0& &P&,*

2'!% . 1.'4&' 0!%&#*(, 9!'; 2!',& (# 1!95 9+(1& *+& 0&4'&& !2 #,.1& &,!"!%(&# (# #$Q,(&"*1/
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 !"#$  $! %&!"$'( )* '+$ ,)!-. /&!0$'1

 !"#$% &' (")$*+,&)' ,#-.-

2* -"*$ ,"'+ '+$ -"'$!&'3!$4 ,$ &553/$ '+&'  $!6)!/"*7 & #$!'&"* '&50 i )3'5".$ '+$ #)3*'!( )6

& 8!/95 +$&.:3&!'$! !$:3"!$5 &* &.."'")*&- &/)3*' )6 -&;)! ;( & 6&#')! βt(i)1 <+$ &.."'")*&-

-&;)! !$:3"!$. "5 -&;)! 6!)/ '+$ #)3*'!( ,+$!$ '+$ '&50 "5 -)#&'$.4 *)' ,+$!$ '+$ +$&.:3&!'$!

"5 -)#&'$.1 =&'3!&--(4 ,$ +&%$ βt(i) ≥ 14 &*. ,$ )!.$! '&505 &##)!."*7 ') '+$ $&5$ ,"'+ ,+"#+

'+$( #&* ;$ ."5-)#&'$.4 ,+$*#$ t′(i) > 01 >"'+ '+"5 5 $#"8#&'")*4 '&505 "*.$?$. &' '+$ ;)'')/

$*. )6 '+$ "*'$!%&- [0, 1] &!$ *&'3!&- @8!5' #&*.".&'$5A 6)! #)*#$*'!&'$.  $!6)!/&*#$ "* $"'+$!

'+$ +)/$ )! '+$ 6)!$"7* $#)*)/(1

B$' Q(H) :=
∫
i∈H z(i).i .$*)'$ '+$ B$;$573$ /$&53!$ )6 '&505 #)*#$*'!&'$. "* '+$ +)/$

$#)*)/( &*. &*&-)7)35-( 6)! '&505 #)*#$*'!&'$. "* '+$ 6)!$"7* #)3*'!( F 1 <&505  $!6)!/$.

.)/$5'"#&--( ;( 8!/5 "* ;)'+ #)3*'!"$5 &!$ .$*)'$. ;( B1 <+$ #)*."'")*5 '+&' 7)%$!* '+$5$

'+!$$ 5$'5 ,"-- ;$ .$5#!";$. "* /)!$ .$'&"- ;$-),1 <+"5 &--),5 35 !$,!"'$ '+$ /&!7"*&- #)5' 6)!

& 8*&- 7)). "* '+$ +)/$ &*. 6)!$"7* $#)*)/"$54 !$5 $#'"%$-(4 &5

c =
wQ(H)

(nx + n∗x∗)θ
+

w∗T (F)

(nx + n∗x∗)θ
+

wQ(B)

(nx)θ
CDEF

&*. c∗ =
wT (H)

(nx + n∗x∗)θ
+

w∗Q(F)

(nx + n∗x∗)θ
+

w∗Q(B)

(n∗x∗)θ
CDGF

2* '+$5$ $? !$55")*5 T (·) .$*)'$5 '+$ B$;$573$H/$&53!$ )6 '&505 &37/$*'$. ;( '+$ #)5' )6

'!&.$4 53#+ '+&' T (F) := Q(F)+
∫
i∈F β [1− t(i)] z(i).i1 2* ,+&' 6)--),5 ,$ 5+&-- )##&5")*&--(

35$ t(F) := T (F) −Q(F)1 I* I*&-)7)35 $? !$55")* +)-.5 6)! '+$ 5$' )6 +)/$H#)*#$*'!&'$.

'&505 H1 <+$ 63-- $/ -)(/$*' #)*."'")*5 6)!  !).3#'")* -&;)! #&* *), ;$ ,!"''$* &5

L =
nxQ(H)

(nx + n∗x∗)θ
+

n∗x∗T (H)

(nx + n∗x∗)θ
+

nxQ(B)

(nx)θ
CDJF

&*. L∗ =
nxT (F)

(nx + n∗x∗)θ
+

n∗x∗Q(F)

(nx + n∗x∗)θ
+

n∗x∗Q(B)

(n∗x∗)θ
CKLF

=)'$ '+&' )3! 5#&-"*7 &553/ '")*5 "/ -( Q(H)+Q(F)+Q(B) = 14 ,+"#+ &--),5 35 ') !$,!"'$
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 !" #$%&'($) *+, "-.$ '+(, $,

c =
w

a

[
1 + (α− 1)Q(H) +

(
w∗α

w
− 1

)
Q(F) +

w∗α

w
t(F)

]
/012

$(3 c∗ =
w∗

a∗

[
1 + (α∗ − 1) Q(H) +

(
wα∗

w∗
− 1

)
Q(H) +

wα∗

w∗
t(H)

]
/002

4(  !"," "56%",,'+(,7 8" 3"9("3  !" )$:+% %"-.'%"#"( *+";*'"( , a := (nx)θ
7 a∗ := (n∗x∗)θ

7

$(3 A := (nx + n∗x∗)θ
8!"%"$,  !" %")$ '<" 6%+3.* '<' = +> 6"%>+%#'(& (+(?*+(*"( %$ "3

 $,@, 8' ! %",6"*  + *+(*"( %$ "3  $,@, $, α := a/A ≤ 1 $(3 α∗ := a∗/A ≤ 1A

B!"  "%#, '(  !" ,-.$%" :%$*@" , $%" ,$<'(&, >$* +%,  !$ %"6%","(  !" *+, $3<$( $&" >%+#

 $,@  %$3"A C+ "  !$ 8' !+.  $,@  %$3" 8" !$<" c = w/a $(3 c∗ = w∗/a∗A D+%"+<"%7 >%+#

 !" .(3"%)='(& $,,.#6 '+(  !$ t′ > 0 8" !$<" 1 + Q(F)/t(F) < wα∗/w∗
7 $(3 $( $($)+&+.,

*+(3' '+( !+)3, >+%  $,@, *+(*"( %$ "3 '(  !" !+#" "*+(+#=A B!', *+(3' '+( #"$(,  !$ $

*+.( %=E, $<"%$&" %")$ '<" $3<$( $&" +<"% $ ," +>  $,@, *+(*"( %$ "3  !"%" ', $)8$=, )$%&"%

 !$(  !" %")$ '<" $3<$( $&" $  !" *. +F  $,@A G"(*"  !" :%$*@" "3 ,$<'(&, >$* +%, $%" '(3""3

,#$))"%  !$( 1A B!"= *+%%",6+(3  +  !"  !"#$%&'('&) *+*%& '( H%+,,#$( I J+,,'?G$(,:"%&

/0KKL2A

4( $ ,'#')$% >$,!'+(7 8" #$= 8%' "  !" >.)) "#6)+=#"( *+(3' '+(, $,

L =
nx

a

[
1 + (α− 1) Q(H) + α

θ−1
θ α∗

1
θ [Q(H) + t(H)]−Q(F)

]
/0M2

$(3 L∗ =
n∗x∗

a∗

[
1 + (α∗ − 1) Q(F) + α∗

θ−1
θ α

1
θ [Q(F) + t(F)]−Q(H)

]
/0N2

C+ "  !$ 8' !+.  $,@  %$3" 8" !$<" L = nx/a = (nx)1−θ
$(3 L∗ = n∗x∗/a∗ = (n∗x∗)1−θ

A

4 ', %")$ '<")= +:<'+.,  !$  !" :%$*@" "3  "%#, $:+<" %"6%","(  !" ,$<'(&, '( 6%+3.* '+(

)$:+%  !$ 3"%'<" >%+# ,6"*'$)'O'(& '(  $,@  %$3"A B!.,7  !"  "%# (α− 1) Q(H) ≤ 0 %"6%","( ,

 !" ,*$)" "F"* >%+# ,6"*'$)'O$ '+( +<"%  !" ," +>  $,@, *+(*"( %$ "3 3+#", '*$))=A B!"  "%#

α
θ−1

θ α∗
1
θ [Q(H) + t(H)] 3"(+ ",  !" 3+#", '* %",+.%*" .," >+% !+#"E,  $,@ "56+% ,  + >+%"'&(7

%")$ '<"  +  !" $:,+%6 '+( +> 3+#", '* 6%+3.* '+( )$:+% "#:+3'"3 '(  !$ ,$#" #"$,.%" +>

 $,@,H7 '> 6%+3.*"3 3+#", '*$))= $(3 >+% 3+#", '* .," +()=A B!" 9($)  "%#  !"( %"6%","( ,  !"

6%+3.* '+( )$:+%  !$ 8+.)3 :" %"-.'%"3 '( +%3"%  + 6"%>+%# 3+#", '*$))= /$(3 >+% 3+#", '*

.," +()=2  !" #"$,.%" +>  $,@,  !$ $%" '( >$* +F,!+%"3  +  !" >+%"'&( "*+(+#=A B!.,7  !"
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 !"#$%&%' &%!() ("*  % +,&%!-!%&%' ") &.% ","/012%) &0 3."& 4!0))(", 5 60))+78",) %!1

9:;;<= .">% #"//%' &.%  !""#$ %&%'( 0? 0@).0!+,1A B? &.+) &%!( +) )("//%! &.", 0,% &.% /" 0!

)2--/* %@%#& +) -0)+&+>%A C.+) #0,'+&+0, #",  % !%3!+&&%, ?0! &.% .0(% %#0,0(* ")

Q(F) > (α− 1) Q(H) + α
θ−1

θ α∗
1
θ [Q(H) + t(H)] 9:D=

",' %E2+>"/%,&/* ?0! &.% ?0!%+1, %#0,0(*A F -0)+&+>% /" 0! )2--/* %@%#& ?0! &.% .0(% %#0,0(*

+) /+$%/* &0 0##2!G +? +& +) !%/"&+>%/* )("// #0(-"!%' &0 &.% ?0!%+1, %#0,0(* ",' +? 0@).0!+,1

#0)&) "!% !%/"&+>%/* /03A H0&% &."& 3.%, &.%!% "!% ,0 &")$) #0,#%,&!"&%' +, &.% .0(% %#0,0(*

&.% !+1.&7.",' )+'% 0? &.% " 0>% %E2"&+0, !%'2#%) &0 I%!0G 3.+#. +(-/+%) " -0)+&+>% )2--/*

%@%#&A B, )%#&+0, JA: 3% )."// '%!+>% #0,'+&+0,) 2,'%! 3.+#. )2#. " 0,%73"* &")$ &!"'% -"&&%!,

%(%!1%) ") " 2,+E2% %E2+/+ !+2( 3+&. ")*((%&!+# !%/"&+>% %,'03(%,&) 0? &.% &30 #02,&!+%)

3+&. (","1%!) ",' -!0'2#&+0, /" 0!A

 !" #$%&'()*+ ,)'- *.%/0 (*0/')1* *&2$,3*&'+

 !"#$!%&'() *(+ +,-'*(" .,/*-'$%0 K.%, #0,)+'%!+,1 &.% /0#"&+0, 0? &")$ -%!?0!(",#%G

" L!( ?"#%) &30 '%#+)+0,)A C.% L!)& +) 3.%&.%! &0 /0#"&% " &")$ +, &.% .0(% 0! &.% ?0!%+1,

%#0,0(*A C.% )%#0,' +) 3.%&.%! &0 0-%!"&% &.% &")$ 0,/* ?0! +&) 03, +,&%!,"/ ,%%' 0! &0

"+( "& -%!?0!(+,1 &.% &")$ 0, " /"!1%! )#"/% &.!021. 02&)02!#+,1 #0,&!"#&) 3+&. 0&.%! L!()A

M2#. 02&)02!#+,1 !%/"&+0,).+-)G +, &2!,G !"+)% &30 +))2%)A N+!)&G )+,#% L!() -!0'2#% '+@%!%,&

>"!+%&+%)G &")$) ("*  % )-%#+L# &0 >"!+%&+%) ",'G &.2)G !%/"&+0,).+-7)-%#+L#A F) %(-.")+I%'

 * F,&!O) 9:;;P= ",' F,&!O) 5 8%/-(", 9:;;J=G &.+) ("* 1%,%!"&% " .0/'72- -!0 /%(G +?

#0(-/%&% ",' %,?0!#%" /% #0,&!"#&) #",,0&  % 3!+&&%,A N0! &.% )"$% 0? )+(-/+#+&*G 3% !2/%

&.+) 02&A C.% )%#0,' +))2% !%/"&%) &0 -!+#+,1A K% "))2(% &."& L!() #0,)+'%! #!%"&+,1 ",'

#"-&2!+,1 Q&")$ ("!$%&)R ?0! " 3.0/% #02,&!*G 0! +,'%%' &.% %,&+!% 30!/'G &.!021. S%!&!",'

-!+#% #0(-%&+&+0,A B, &.+) (0'%/G #"-&2!+,1 " &")$ ("!$%& (%",) 0@%!+,1 &")$ -!+#%) &."&

2,'%!#2& &.% #0)&) 0? Q+, .02)%R -!0>+)+0, 0? &")$) &."& L!() +, " 1+>%, #02,&!* 0! 30!/'3+'%G

!%)-%#&+>%/*G ?"#% +, )0(% !%?%!%,#% #")% 0? &")$ /0#"&+0,)A

 !

 !

 !"# "$%" &'( $!)*#+ ,!#* (!" -#%( "$%" "$# "%*. '* /!0%"#, '( "$# $#%,1)%2"#2 0!)("234 5" -#%(* "$%" %

62- !7#2%"#* "$# "%*. !(/3 8!2 '"* !9( (##,4
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 !" #$%&'$()* #$ ' ('%) +,)") '-- ."/% -!('&) ' ()"&'#$ &'%0 i #$ &,) ,!/) )(!$!/1* '$1

!$) ."/ /#2,& (!$%#3)" ' 3)4#'$& %&"'&)21 !5 -!('&#$2 &,#% &'%0 #$ &,) 5!")#2$ )(!$!/1 '$3

!6)"#$2 &! 7)"5!"/ &,#% &'%0 5!" '-- 5!")#2$ ."/% 4#' !8&%!8"(#$2 (!$&"'(&%9 :"!%%/'$ ; <!%%#=

>'$%?)"2 @ABCB?D ('-- &,#%  !"# $%&'#('!) 5"!/ ,!/) (!$()$&"'&#!$9 E5 &,) ."/ ('7&8")% &,)

)$&#") 5!")#2$ /'"0)& 5!" &'%0 i* #& ,'% ' (!%& )F8'- &! w∗/A(n∗x∗)9 G! 3! %!* #& ,'% &!

(,'"2) 5!")#2$ ."/% ' 7"#() H8%& '$ ε ?)-!+ βt(i)w/A (nx + n∗x∗)* +,#(, #% +,'& &,)1 7'1

5!" &,#% &'%0 #$ &,) ")5)")$() ('%) !5 ,!/) (!$()$&"'&#!$9 G,) 3)4#'$& 5!"2!)% 2-!?'- %('-)*

?8& ,'% &,) '34'$&'2) !5 '4!#3#$2 &,) (!%& !5 !6%,!"#$2 +,)$ %)"4#$2 !&,)" 5!")#2$ ."/%9

I) 3).$) I '% &,) 4'-8) !5 i +,#(, /'"0% #$3#6)")$() ?)&+))$ ,!/) (!$()$&"'&#!$ '$3 -!('-

3)4#'&#!$ &!+'"3% ('&)"#$2 5!" *!+%',) -+./9 J (!/7-)&)-1 '$'-!2!8% (!$3#&#!$ 3)&)"/#$)% '$

#$3#6)")$() 4'-8) I∗ 5!" #$3#6)")$() ?)&+))$ 5!")#2$ (!$()$&"'&#!$ '$3 -!('- 3)4#'&#!$ &!+'"3%

!8&%!8"(#$2 ")-'&#!$%,#7% +#&, 0!.% -+./9 G,)%) K(8&!6=4'-8)%L '") #/7-#(#&-1 3)&)"/#$)3 ?1

&,) (!$3#&#!$%

βt(I) =
w∗/A(n∗x∗)

w/A(nx + n∗x∗)
'$3 βt(I∗) =

w/A(nx)

w∗/A(nx + n∗x∗)
@AMD

J 7'&&)"$ !5 &'%0 -!('&#!$% #% '$ )F8#-#?"#8/ !$-1 #5 %8(, -!('- 3)4#'&#!$ %&"'&)2#)% '")

8$7"!.&'?-)9 NF8#-#?"#8/ &,8% ")F8#")% &,'& &'%0% i > max(I, I∗) ?) -!('&)3 '& &,) ")%7)(&#4)

."/%O ,)'3F8'"&)" -!('&#!$9  #"/% 0$!+ &,'& #& 3!)% $!& 7'1 &! (!$()$&"'&) &,)%) &'%0% #$ '$1

!5 &,) &+! (!8$&"#)%* ,)$() ' 3)4#'$& %&"'&)21 #% "8-)3 !8& ?1 3).$#&#!$9 E$ !&,)" +!"3%* %8(,

&'%0% '") #//8$) '2'#$%& (!$()$&"'&#!$9 P!$4)"%)-1* 5!" &'%0% i < min(I, I∗) )F8#-#?"#8/

#% (!$%#%&)$& +#&, (!$()$&"'&#!$ #$ )#&,)" &,) ,!/) !" &,) 5!")#2$ (!8$&"19 N#&,)" &17) !5

(!$()$&"'&#!$ #% #//8$) &! -!('- 3)4#'&#!$9 G,8%* (!$%#3)"#$2 !$-1 -!('- 3)4#'&#!$ %&"'&)2#)%

#& %))/% &,'& 5!" &,)%) &'%0% &,) )F8#-#?"#8/ 7'&&)"$ !5 &'%0 &"'3) #% $!& 8$#F8)-1 3)&)"/#$)39

E5 I∗ < I* &,)$ (!$()$&"'&#!$ !5 &'%0% i ∈ [I∗, I] #$ &,) ,!/) )(!$!/1 #% #//8$) &! -!('-

3)4#'&#!$* +,#-) 5!")#2$ (!$()$&"'&#!$ #%$O&9 P!$4)"%)-1 5!" &'%0% i ∈ [I, I∗] #5 I < I∗ ."/%

5'() ' (-)'" #$()$&#4) &! -!('&) %8(, &'%0% #$ &,) 5!")#2$ )(!$!/19

 !

>!+)4)"* ."/% /'1 '-%! (!$%#3)" 3)4#'&#!$ %&"'&)2#)% !$ ' -'"2)" %('-)* %8(, &,'& &,)

 !

 ! "# "$$%&%'()! *+%!+%$ !+"# &,-(!",) "# -+,#%) (# ( .%'"(!",) #!$(!%/01 "2%21 3).%$ !+% 45(&#%6 7%&"%5 !+(! (&&

,!+%$ 8$9# #!"&& &,-(!% !+%#% !(#:# (! +,9%1 ,$ -+,#%) ") !+% 7%&"%5 !+(! (&& 8$9# (-! (&":%2
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 !"#$%& '() &(#!* &+ $&&($,& &$*-  !)$% .(+) &/!  !"#$ %&$'(0 1(+**)$% 2 3+**#45$%*6!(7

89:;:6< ,$== &/#* )'&*+' ( ,#+"#&!0 >$*- =+,$&#+%* &/$& $(! #))?%! &+ =+,$=  !"#$&#+% #% 6+&/

,+?%&(#!* )$@ *&#== 6! +A!% &+ 7=+6$=  !"#$&#+%0 B+%*# !( $% !C?#=#6(#?) D/!(! $== '()* =+,$&!

&/!#( ,$A$,#&@ +. A!(.+()#%7 &$*- i < min(I∗, I) #% &/! -&. !,+%+)@0 >/! ,+*& +. +6&$#%#%7

&/#* &$*- #* &/!% !C?$= &+ w/A(nx+n∗x∗) .+( /+)! '()* $% βt(i)w/A(nx+n∗x∗) .+( .+(!#7%

'()*0 E+D ,+%*# !( $ ( ,#+!" /$. *!&&#%7 ?A &$*-4i ,$A$,#&@ #% &/! 0&$ #)! !,+%+)@ $% &(@#%7

&+ )$-! $ A(+'& 6@ *!==#%7 &/#* &$*- .+( F?*& $% ε 6!=+D &/!#( (!*A!,&#"! A(+ ?,&#+% ,+*& &+ &/!

&D+ &@A!* +. '()*0 G& /$* A(+ ?,&#+% ,+*&* !C?$= &+ w∗/A(nx + n∗x∗) A=?* +H*/+(#%7 ,+*&* +.

*!("#%7 /+)! '()*0 >+ ,$A&?(! &/! !%&#(! D+(= )$(-!& .+( &$*- iI &/!  !"#$%& D+?= /$"! &+

,/$(7! .+(!#7% '()* $& $ A(#,! βt(i)w/A(nx + n∗x∗)− εI D/#=! ,/$(7#%7 w/A(nx + n∗x∗)− ε

&+ /+)! '()*0

1#"!% &/#* A(#,#%7 *&($&!7@I &/! A(+'& +6&$#%! .(+) *?,/ 7=+6$=  !"#$&#+% .(+) $ ,+%,!%4

&($&#+% +. $%@ &$*- i < min(I∗, I) #% &/! /+)! !,+%+)@ !)!(7!* $*

πd(i) :=
w [nx + βt(i)n∗x∗]− w∗ [n∗x∗ + βt(i)nx]

A(nx + n∗x∗)
89J<

>+ A(+,!! I D! %+D  !'%! $ &$*- J &/$& @#!= * $ K!(+ A(+'& .+( &/!  !"#$%& '()I D/#,/ )!$%*

πd(J) = 00 >/#* ,+% #&#+% ,$% 6! D(#&&!% $*

βt(J) (wn∗x∗ − w∗nx) = w∗n∗x∗ − wnx 89L<

+( βt(J) =
w∗n∗x∗ − wnx

wn∗x∗ − w∗nx
89M<

 !"#$#%&#"' ()**+&, -. *)/0 *&)1+2 N?AA+*! &/!(! #* $ *+=?&#+% &+ 89M< D#&/ J ∈ ]0, 1[0

N?AA+*!I )+(!+"!(I &/$& J < min(I, I∗)0 >/!%I &/! (#7/&4/$% *# ! +. 89M< )?*& /$"! !C?$=

*#7%* .+( &/!  !%+)#%$&+( $% &/! %?)!($&+(0 G. #& #* %!7$&#"!I !**!%&#$==@ )!$%#%7 &/$& &/!

/+)! !,+%+)@ #* =$(7!( &/$% &/! .+(!#7% !,+%+)@I &/!% #& )?*& 6! &(?! &/$& πd(i) > 0 .+(

i < J I $% ,+%"!(*!=@ .+( i > J 0 G% &/! +AA+*#&! ,$*! +. $ *)$==!( /+)! !,+%+)@I &/!  !"#$%&O*

A(+'& #* A+*#&#"! .+( i > J $% %!7$&#"! .+( i < J 0

P!& ?* =++- $& &/! '(*& +. &/!*! ,$*!* D/!(! &/! /+)! !,+%+)@ #* (!=$&#"!=@ =$(7!0 Q6"#+?*=@I

.+( &$*-* i > J $% i < min(I, I∗)I )!!&#%7 D+(= 4D# !  !)$% .+( &/! &$*- .(+) ,+%,!%&($&#%7

;M



 !! " # "$%& $' %() (*+) )"*'*+& $, $++-') %* .!*/ ! 0)1$ %$*'2 3() , +) $, '*% %4-) 5*4

% ,6, i < J 2 7-% !)% -,  ,,-+) %( % 84+, " ' 4)!*" %) %()$4 *9' #4*0-"%$*' " # "$%&  % '*

"*,%2 3()':  '&  %%)+#% /& %() 0)1$ '% 9$%(  5*4)$.' #4*0-"%$*' / ,) %* "( 4.) 5*4)$.' 84+,

 #4$")  /*1) %()$4 *9' % ,6 "*,% w∗/A(nx + n∗x∗) 9*-!0 /) 5-%$!): ,$'") %(),) 84+, 9*-!0

%()' /) #4*+#%)0 %* 4)!*" %) %*  5*4)$.' #4*0-"%$*' / ,)2 3() $+#*4% '% #*$'% %* /) 4 $'

+$'0 ()4) $, %( % %(),) 84+, 9*-!0 5-!!& /)')8% 54*+ ,$;)  01 '% .): ,$'") /&  ,,-+#%$*'

%( %  01 '% .) $, )<%)4' ! %* %() 84+2 =*',)>-)'%!&: %() 0)1$ '%?, #*,$%$1) #4*8% 9*-!0 %()'

4)!& *' "( 4.$'. (*+) 84+,  #4$")  /*1) βt(i)w∗/A(nx+n∗x∗)2 7-%  . $': ,-"(  '  %%)+#%

9*-!0 /) 54-,%4 %)0 /& (*+) 84+, ,($5%$'. %()$4 #4*0-"%$*' / ,) 5*4 % ,6 i %* %() ,+ !!)4

5*4)$.' )"*'*+&2 @)'"): .!*/ ! 0)1$ %$*' 54*+ "**40$' %)0 0*+),%$" "*'")'%4 %$*' *5 % ,6,

i < J $' %() )'0 0*), '*% !) 0 %*  '& *-%,*-4"$'.2

 !

A( % $% 0*),: $',%) 0: $, %$) 0*9' %()

!*" %$*' *5 % ,6, i < J %* %() ,+ !!)4 *5 %() %9* "*-'%4$),: 9($"( $' *-4  4.-+)'% $, %()

5*4)$.' )"*'*+&:  '0 *5 % ,6, i > J  '0 i < min(I, I∗) $' %() (*+) )"*'*+&2 B% $, 4)! %$1)!&

*/1$*-, %( %  #)45)"%!&  ' !*.*-, 4) ,*'$'. !) 0, %* "*'")'%4 %$*' *5  !! % ,6, i > J  '0

i < min(I, I∗) $' %() 5*4)$.' )"*'*+&: #4*1$0)0 %( % $% $, %() ! 4.)4 *5 %() %9* )"*'*+$),2 B5

$',%) 0 J > min(I, I∗) %()  /*1)  4.-+)'% ,%$!!  ##!$), 5*4 % ,6, i < min(I, I∗) < J : 9($!)

%() !*" %$*' *5 % ,6, $' %() 4 '.) /)%9))' I  '0 I∗ $, #$'')0 0*9' /& %()  4.-+)'% *5 !*" !

0)1$ %$*' *'!&:  '0 5*4 % ,6, i > max(I, I∗) 0)")'%4 !$;)0 !*" %$*' $, %() *'!& )>-$!$/4$-+

*-%"*+):  , 9) ( 1) ,))'  /*1)2

C*!!*9$'. D4*,,+ ' E F*,,$G@ ',/)4. HIJKJ/L: 9)  4) '*9  /!) %* 5-!!& 0),"4$/) %()

# %%)4' *5 % ,6 %4 0) /)%9))' %9* "*-'%4$), %( % 0$M)4 *'!& $' ,$;)2 A) ( 1) 81) 0$M)4)'%

#*,,$/$!$%$), ,)# 4 %)0 /& 9()%()4 I > I∗ *4 I∗ < I  '0 /& 9()%()4 *4 '*% J < min(I, I∗)2 B'

 !! *5 %(),) " ,),: % ,6, 9$%( !*9 *M,(*4$'. "*,%,  4) "*'")'%4 %)0 $' %() !*9G9 .) "*-'%4&:

9($"( $,  !,* %() ,+ !!)4 *5 %() %9* "*-'%4$),2 3 ,6, 9$%( $'%)4+)0$ %) *M,(*4$'. "*,%,  4)

 !

 !"# $"#%&'#()* +,-( .!!/' $"!/0%#"' -"# &,/&1#"#,2 3#24##, &,56!0'# $"!%0"#7#,2 !8 2-'9' -,/ !02'!0"%5

&,.* 302 26# (!%-2&!, !8 2-'9 %-$-%&2) &' 0,-73&.0!0': ;, -(2#",-2&<# ,-""-2&<# 8!" '0%6 -, #=0&(&3"&07 &' 26-2

#> -,2# -(( +"7' -"# #,2&%#/* &,/#$#,/#,2() !8 #-%6 !26#"* &,2! '0%6 - /#<&-2&!, '2"-2#.): ?02 3) /#+,&2&!,

!8 /#<&-2&!,* &8 -(( +"7' 3#6-<# -(&9#* '0%6 - '2"-2#.) &' &7$!''&3(#: @-<&,. 8!((!4#/ 46-2 26#) &,/&<&/0-(()

$#"%#&<# -' - /#<&-2&!, '2"-2#.)* +"7' 4&(( #> $!'2 +,/ !02 26-2 A&, 6!0'#B 2-'9 $#"8!"7-,%# &' 26# 3#'2 26-2

26#) %-, /!: C!2# -('! 26-2 4&26 - %!,2&,007 !8 2-'9'* #-%6 &,/&<&/0-( 2-'9 $#"8!"7-,%# 4&(( -(4-)' 3# A'7-((B

"#(-2&<# 2! 26# "#'!0"%# 3-'# !8 -,) !,# !8 26# 24! #%!,!7&#': D, - %-'# 4&26 302 24! 2-'9' 4# %!0(/ ,!2 "0(#

!02 26-2 - /#<&-2&!, '2"-2#.) &' ,#.-2#/ 3#%-0'# -, #%!,!7) /!#' ,!2 6-<# #,!0.6 "#'!0"%#'E '## F"!''7-,

G H!''&5@-,'3#". IJKLK-M 8!" - 26!"!0.6 /&'%0''&!, !8 26&' &''0#:

IJ



 !" #"$%&$#' (" $)# *&%+#%  !,"$%-. /"' $&010 &$ $)# ,22#% #"' !3 $)# 0 &*# !3 !40)!%("+  !0$0

&%# 2#%3!%5#' (" & '# #"$%&*(6#' 7&-8 7($) #& ) 9%5 *! &$("+ ($0 $&01  &2& ($- (" ($0 )#&':

;,&%$#%0  !,"$%-. <!7#=#%8 "!$# $)&$ #& ) !3 $)#0# 0#$0 !3 $&010 5(+)$ ># #52$-. ?%!005&" @

A!00(:<&"0>#%+ BCDED>F 0)!7 $)&$ (" 0, ) &" #;,(*(>%(,5 7&+#0 &"' &++%#+&$# !,$2,$ &*7&-0

+! )&"' (" )&"'. G" !$)#% 7!%'08 $)# )(+):7&+#  !,"$%- 7(** &*7&-0 )&=# & )(+)#% &++%#+&$#

!,$2,$ $)&" $)# *!7:7&+#  !,"$%-. G"$,($(=#*-8 3!% 5!0$ 2&%&5#$#% =&*,#08 $)#  !,"$%- $)&$

(0 #"'!7#' 7($) & )(+)#% &5!,"$ !3 >!$) 3& $!%0 !3 2%!', $(!" 7(** !>$&(" & )(+)#% &++%#+&$#

!,$2,$. <!7#=#%8 7($) *!7 !40)!%("+  !0$0 &"' $)# $7!  !,"$%(#0 >#("+ 0,H (#"$*- #;,&*8

$)%## #;,(*(>%(& &%# 2!00(>*#I J)# 0# !"' #;,(*(>%(,5 )&0 $)# 05&**#%  !,"$%- & )(#=("+ &

 !" #$ &++%#+&$# !,$2,$ &"' $)#%#3!%# &  !" #$ 7&+# 3!% 2%!', $(!" 7!%1#%0. G" $)# $)(%'

#;,(*(>%(,5 >!$)  !,"$%(#0 )&=# &" #;,&* &++%#+&$# !,$2,$ &0 7#** &0 #;,&* 7&+#08 &"' $)#

2&$$#%" !3 $&01 $%&'#  &""!$ ># '#$#%5("#'.

 !" #$%& '($)* +,'- ),.*(*/' */)0+1*/' 2(020(',0/%

?%!005&" @ A!00(:<&"0>#%+ BCDEDF 3! ,0 !"  !,"$%- 0(6# #4# $08 &00,5("+ %&''#($& ("

$#)*(!+# #"'!75#"$0. /" (52!%$&"$ 2,%2!0# !3 $)(0 2&2#% (0 $! #K2*!%# *%&''#($& (" $#)*(!+#

#"'!75#"$0 7($) 2%!', $(!" &"' 5&"&+#%(&* *&>!%. L# &" )!% !,%  !52&%(0!"0 (" $7! 7&-0.

M(%0$8 7($)!,$ *!00 !3 +#"#%&*($- 7# &00,5# L/M = 1 &0 7#** &0 M∗ = 18 0! $)&$ &0-55#$%-

(0 '%(=#" >- & =&%(&$(!" (" L∗
. N>=(!,0*-8 0, ) & =&%(&$(!" &*0! (52*(#0 & =&%(&$(!" (" 0(6#.

G" !%'#% $! 0)&%2#" !,% 3! ,0 !" %#*&$(=# #"'!75#"$ '(4#%#" #08 7# $)#%#3!%# *#$ L &"' M

=&%- (" #;,&* 2%!2!%$(!"0 $! "#,$%&*(6# 0(6# #4# $0 '#%(=("+ 3%!5 =&%(&$(!"0 (" L∗
. O(6# #4# $0

&%#8 (" $,%"8 '%(=#" >- nx &"' n∗x∗
8 )#" # 7# (52!0# $)#  !"'($(!" nx = n∗x∗

. J)(0 5,0$

># ("$#%2%#$#' &0 & P%# &*(>%&$(!"  !"'($(!"Q 7)( ) #"'!+#"!,0*- '#$#%5("#0 $)# 0(6# !3 $)#

'!5#0$( # !"!5- 0! &0 $! "#,$%&*(6# $)# 0(6# #4# $ '#%(=("+ 3%!5 =&%(&$(!"0 (" L∗
. ?(=#"

$)#0# &" )!%("+ &00,52$(!"08 $)# %#*&$(=# #"'!75#"$ &0-55#$%- 5&- ># 5#&0,%#' >- L∗/L.

J)# %#*&$(!"0)(2 >#$7##" #"'!75#"$ &0-55#$%- &"' $&01 $%&'# &0 7#** &0 7&+#0  &" >#

0,55&%(6#' >- $)# 3!**!7("+ 2%!2!0($(!".

 !"#"$%&%"' ( B$&01 $%&'# 7($) '(4#%#"$ #"'!75#"$ 2%!2!%$(!"0F) ,- ( # (./ 0/12($!#% -#*3

(1$# 4!5#$#2( #24/.'#2( 6$/6/$(!/2%7 L∗/M∗ 6= L/M  !"# $% !&'()*+, ,"#(-.,"+ ),/,)' !0,

!"12(0,# !' #,'10$&,# !&(/, '*12 +2!+ ,3+,0"!) '1!), ,4,1+' !0, ",*+0!)$5,# !10('' 1(*"+0$,' 

 !



 !"#  !"$" %$"  !$""  &'"( )* "+,-.-/$-%0 1%2 3*  !" "#4)56"# 4-7"$"#8" -( %/)9" % 8"$ %-#

 !$"(!).4 ."9".: L∗/L > Λ:  !"#  !" "+,-.-/$-,6 *"% ,$"( )#";5%&  %(<  $%4": 5- ! % 8)#8"#;

 $% -)# )* .)5;8)(  %(<( -#  !" 8),# $& 5- !  !" .%$="$ "#4)56"# )* '$)4,8 -)# .%/)$ $".% -9"

 ) 6%#%="$-%. .%/)$0 1/2 3* L∗/L = Λ:  !"# '$)4,8 -)# 5%="( %$" "+,%.->"4 -#  !" $"(,. -#=

"+,-.-/$-,6 w∗ = w: %#4  !"  %(<  $%4" '%  "$# -( 4" "$6-#"4 %( %/)9"0 182 3* L∗/L < Λ:

 !"# %  %(<  $%4" "+,-.-/$-,6 *"% ,$"( "+,%.->% -)# )* '$)4,8 -)# 5%="(: w∗ = w: 5!"$"/&  !"

'%  "$# )*  %(<  $%4" -( -#4" "$6-#% ": %( -(  !" 6%#%="$-%. 5%=" $% " -# "- !"$ 8),# $&0

 ! "#$$% &'() "#$"$)(&($* +, -#)& .$$/(*0 1& 1* !23(.(+#(34 5'!#! &'! .!6!. $% $7)'$#(*0

() 8!#$9 I = I∗ = 09 :3! &$ 1 '(0' !*$30' 61.3! $% β; <* &'() !23(.(+#(349 !(&'!# &,"! $%

&1)/ =$*=!*&#1&($* () *!01&!: +, &'! "#$-&1+(.(&, $% .$=1. :!6(1&($*> )!! ?@AB;  (&'$3& .$))

$% 0!*!#1.(&,9 5! 1))34! &'1& &'! #!.1&(6! !*:$54!*& :(7!#!*=! () )3=' &'1& L∗/M∗ > L/M ;

C!*$&(*0 &'! !23(.(+#(34 510!) (* 1 *$D$7)'$#(*0D!23(.(+#(34 +, w∗
0 1*: w09 #!)"!=&(6!.,9 5!

/*$5 %#$4 1+$6! &'1& &'() (4".(!) w∗
0 < w0 (* &'! (*(&(1. 8!#$D$7)'$#(*0D!23(.(+#(34; E$5

)3""$)! &'1& β %1..) (* 1 =$*&(*3$3) %1)'($*9 !6!*&31.., )3#"1))(*0 1 =#(&(=1. .!6!. β̃0 5'!#!

&1)/ =$*=!*&#1&($* (* &'! .1+$#D1+3*:1*& %$#!(0* =$3*&#, +!=$4!) (443*! &$ .$=1. :!6(1&($*;

F(6!* &'1& nx = n∗x∗
1*: w0/w∗

0 > 19 &'() .!6!. $% β () :!-*!: +, β̃0t(0) = (w0/w∗
0) 2θ
>

)!! ?@AB; G) β %1..) 41#0(*1.., +!.$5 β̃09 =$*=!*&#1&($* $% &1)/) i =.$)! &$ 8!#$ )&1#&) &$ )!&

(*; H1#& $% &'! %$#!(0* "#$:3=&($* 5$#/ %$#=! *$5 5$#/) %$# 41*10!#) (* &'! '$4! !=$*$4,9

5'(.! &'! $""$)(&! () *$& &#3! %$# "#$:3=&($* 5$#/!#) (* &'! '$4! !=$*$4,; I'#$30' )=1.!

!=$*$4(!) (* &1)/ "!#%$#41*=! 1*: :3! &$ 1::(&($*1. :!41*: %$# %$#!(0* .1+$# &'! 510! #1&!

%$# %$#!(0* "#$:3=&($* 5$#/!#)9 #!.1&(6! &$ '$4! "#$:3=&($* 5$#/!#)9 )&1#&) &$ #()!; J$5!6!#9

%$# β .$5!# &'1*9 +3& )3K=(!*&., =.$)! &$ β̃0 &'! 510! (*!231.(&, w/w∗ > 1 5(.. +! 3"'!.:;

I$ )!! 5'!&'!# 1* (*=("(!*& &1)/ =$*=!*&#1&($* (* &'! %$#!(0* !=$*$4, () &'! $*., "$))(+(.D

(&,9 5! *!!: &$ ='!=/ "$))(+(.(&(!) $% :!6(1&($*; L#$4 &'! .$=1. :!6(1&($* =$*:(&($* ?@AB 5! )!!

&'1& I > I∗ %$# w > w∗
1*: 6(=! 6!#)19 0(6!* &'1& nx = n∗x∗

9 1) 1))34!:; M$$/(*0 1& 0.$+1.

:!6(1&($*9 =$*:(&($* ?@NB9 &$0!&'!# 5(&' nx = n∗x∗
9 (4".(!) &'1& :!6(1&(*0 %#$4 =$*=!*&#1&($*

$% &1)/ i (* &'! '$4! !=$*$4, ,(!.:) 1 "$)(&(6! !O"!=&!: "#$-& (%

βt(i) (w − w∗) > − (w − w∗) ?PQB

@@



 !"#$%&'() #* w > w∗
) +,-. /'$!0' 1-"#0+#$. #& 23$4+0!'- *$3 +,- -.+#3- 30./- $* +0&5&6 7$.8

"-3&-'() *$3 w < w∗
) .$ /'$!0' 1-"#0+#$. *3$9 :$.:-.+30+#$. 0+ ,$9- #& 23$4+0!'- *$3 0.( +0&56

;$390''() <#+, nx = n∗x∗
+,- 3#/,+8,0.1 &#1- $* -=%0+#$. >?@A 3-1%:-& +$ −1) 0.1 +,-3-*$3-

.$ &$'%+#$. -B#&+& *$3 J ∈ ]0, 1[6 C,#& #92'#-&) +,0+ +,- /'$!0' 1-"#0+#$. :$.1#+#$. 0'<0(& '-01&

+$ :$.:-.+30+#$. #. +,- '$<8<0/- :$%.+3( *$3 +,- <,$'- &-+ $* +0&5&6 C$/-+,-3 <#+, +,- '$:0'

1-"#0+#$. :$.1#+#$.& 0!$"-) +,#& 9-0.& +,0+ *$3 w > w∗
:$.:-.+30+#$. $* 0'' +0&5& i ≤ I∗ #.

+,- *$3-#/. -:$.$9( #& +,- $.'( *-0&#!'- -=%#'#!3#%96 C,#& 23$"-& 203+ >0A $* +,- 23$2$&#+#$.)

0'+,$%/, <- &+#'' ,0"- +$ 1-+-39#.- +,- +,3-&,$'1 '-"-' *$3 +,- -.1$<9-.+ 1#D-3-.:-6

E#+,$%+ '$&& $* /-.-30'#+() <- .$< 0&&%9- +,0+ z(i) = 1) 9-0.#./ +,0+ 0'' +0&5& 03-

-=%0''( #92$3+0.+ #. +,- 23$1%:+#$. 23$:-&& $* 0.( 4.0' /$$16 F-4.#./ τ(I) := β
∫ I
0 t(i)1i)

0  !"#$%&8$D&,$3#./ -=%#'#!3#%9 <#+, w > w∗
0.1 +0&5 :$.:-.+30+#$. #. +,- '0!$380!%.10.+

*$3-#/. -:$.$9( #& 1-&:3#!-1 !( +,- :$.1#+#$.&

L = (1− I∗)(nx)1−θ
>GHA

L∗ = (1− I∗)(n∗x∗)1−θ + (nx + n∗x∗)1−θ [I∗ + τ(I∗)] >G?A

βt(I∗) =
w

w∗
2θ

>GGA

2'%& +,- :$.1#+#$.& *$3 4.0' /$$1& 9035-+ :'-03#./ 0.1 *%'' -92'$(9-.+ $* 90.0/-3& #. -#+,-3

:$%.+3(I &-- &-:+#$. G 0!$"-6 C,- 43&+ +<$ '#.-& &+0+- +,- +<$ '0!$3 9035-+ -=%#'#!3#%9 :$.1#8

+#$.&) <,-3-0& +,- +,#31 '#.- #92'#:#+'( 1-+-39#.-& +,- :%+8$D "0'%- I∗) <,#:, &-2030+-& +0&5&

<,-3- :$.:-.+30+#$. #. +,- 23$1%:+#$. '0!$3 0!%.10.+ :$%.+3( #& #99%.- +$ '$:0' 1-"#0+#$.

>i < I∗A *3$9 +,- 3-&+6 C,- &-:$.1 +-39 #. +,- *$3-#/. '0!$3 9035-+ -=%#'#!3#%9 :02+%3-&

1-90.1 *$3 *$3-#/. 23$1%:+#$. '0!$3 +,0+ 1-3#"-& *3$9 +0&5& 2-3*$39-1 #. 0 :$.:-.+30+-1 <0(

#. +,- *$3-#/. -:$.$9(6

JB2'$#+#./ nx = n∗x∗
) +,-&- -=%0+#$.& 90( -=%#"0'-.+'( !- -B23-&&-1 0&K

L∗

L
= 1 +

Ĩ∗(w/w∗, β) + τ
[
Ĩ∗(w/w∗, β)

]

1− Ĩ∗(w/w∗, β)
21−θ

>GLA

<,-3- Ĩ∗(w/w∗, β) := t−1
[
(w/w∗)(2θ/β)

]
#& +,- &$'%+#$. +$ >GGA) -B23-&&-1 0& 0 *%.:+#$.

$* +,- 3-'0+#"- 23$1%:+#$. <0/- 0.1 +,- :$&+ $* $D&,$3#./6  !"#$%&'() +,#& *%.:+#$. #& <-''

?G



 !"#! $#%& '$( )*%+!, Ĩ∗(·) ∈ [0, 1]- ! .$/! /0*/ Ĩ∗(·) 1, 1#2(!*,1#3 1# w/w∗
*#  !2(!*,1#3

1# β- 40! (130/ 0*# ,1 ! $' 5678 31)!,  !9*# '$( '$(!13# :($ +2/1$# %*;$(< (!%*/1)! /$

 $9!,/12 :($ +2/1$# %*;$(- = 0130!( (!%*/1)! >*3! $' 0$9! :($ +2/1$# %*;$( 1#2(!*,!, Ĩ∗(·)<

/0! !?/!#,1)! 9*(31# $' $#!@>*& $A,0$(1#3< >1/0 2$#2!#/(*/1$# $' /*,B, i ≤ Ĩ∗(·) 1# /0! '$(!13#

!2$#$9&< /0+, 1#2(!*,1#3 (!%*/1)!  !9*# '$( '$(!13# :($ +2/1$# %*;$(-

=#& )*%+! $' β < β̃0  !/!(91#!, * 2!(/*1# 9!*,+(! $' $#!@>*& /*,B /(* ! /0($+30 /0!

$A,0$(1#3 2$# 1/1$# 5668 *;$)!- 401, 9!*,+(! /0!# *%,$  !/!(91#!, * 2!(/*1# *9$+#/ $'

'$(!13# :($ +2/1$# %*;$( +,! '$( /*,B, 2$#2!#/(*/! /0!(!< 1#2%+,1)! $' %*;$( (!C+1(!  +! /$

$A,0$(1#3 2$,/< τ(·)- 401, 1, '$+# 1# /0! ,!2$# /!(9 $# /0! (130/@0*# ,1 ! $' 5678< !?:(!,,! 

(!%*/1)! /$  !9*# '$( 0$9! :($ +2/1$# %*;$( >0120< ;& 2$#,/(+2/1$# $' $+( *(3+9!#/< 1,

 !9*# '$( #$#@2$#2!#/(*/! 5%$2*%8 /*,B, $#%&< *%>*&, *,,+91#3 !C+*% 2$+#/(& ,1D!-

E# $( !( /$  !/!(91#! /0! /0(!,0$% %!)!% Λ $' /0! *;$)! :($:$,1/1$#< 1/ :($)!, +,!'+%

/$ 1#/($ +2! /0! #$/1$# $' * 2$+#/(&F,  !"#$%& '"()$*#!(+ &%,(" -$''&.- 401, 1,  !"#! *,

/0! 2$+#/(&F, /$/*% %*;$( !# $>9!#/ 91#+, /0! %*;$( !9:%$&! 1# :!('$(91#3 /*,B, /$>*( ,

:($ +2/1$# +# !( /0! $/0!( 2$+#/(&F, 0!* C+*(/!(,-

 "

=# !C+1%1;(1+9 $' /&:! 5*8 *(1,!, 1'

)1(/+*% %*;$( ,+::%& >1/0 '$(!13# /*,B 2$#2!#/(*/1$# +: /$ I∗ = Ĩ∗(1, β)  $!, #$/ %!*)! !#$+30

)1(/+*% %*;$( ,+::%& /$ 9!!/  !9*# ;& /0! '$(!13# 2$+#/(&F, $># 0!* C+*(/!(, 59*#*3!(,8-

401, 1, *#$/0!( >*& $' ,*&1#3 /0*/ L∗/L > Λ >0!(!

Λ := 1 +
Ĩ∗(1, β) + τ

[
Ĩ∗(1, β)

]

1− Ĩ∗(1, β)
21−θ

56G8

1, /0! (!%*/1)!  !9*# /0*/ 1, 1# +2! ;& $#!@>*& /*,B /(* ! +: /$ /0! %$2*%  !)1*/1$# /0(!,0$% 

I∗ >1/0 !C+*%1D! :($ +2/1$# >*3!,- # E# $/0!( >$( ,< 1' /0!(! 1, '$(!13# 2$#2!#/(*/1$# $' /*,B,
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? @*9 ,)(-#3 & 60&* =%> /+ & L∗/L = Λ7 A( *+#- %)&3 &$#( ,0- 9 *+ *0-: *&03 60** &( #-
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σ = 27 θ = 0.87 f = 1
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2/3$4$/3$/% 5*&'*61$!+ L∗
*/3 V OL = F

σ = 27 θ = 0.87 f = 1
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