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❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐s
✉s❡❞✳ ❆s ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ♣♦❧②✲❤②❞r♦①②✲
st❡❛r✐❝ ❛❝✐❞ ✭P❍❙❆✮ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ♣❧❡①✐❣❧❛s ♣❛rt✐❝❧❡s ✭P▼▼❆✮ ❞✐s♣❡rs❡❞
✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✈❡♥ts✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ P▼▼❆✲P❍❙❆ ❝♦❧❧♦✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
❣r❛✈✐t②✱ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ✈❛r✐❡❞✳ P❛r✲
t✐❝❧❡s st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ DiIC18 ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❛♥
❍❛r❞ ❙♣❤❡r❡✭❍❙✮✳ ❚❤❡ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ✜rst ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ✐♥ s✐③❡✱ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭❘■✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ str❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s♦❧✈❡♥ts ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ✢✉✐❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❣✭r✮ ♦r st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❙✭q✮✮✳ ❆❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s st✉❞✐❡❞✳

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ❍❙✲❧✐❦❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❈♦♥❢♦❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦✛❡rs ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠❡❧t ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❞✐✈❡r❣❡ ❜②
s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❖♥❡ ♦❢
♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✲ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
❛♥②✳ ❉✐r❡❝t ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦✛❡rs t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣
❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✢✉✐❞✲t♦✲❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ❛❧❧
♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇
✉s t♦ ❡①tr❛❝t ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧✱ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ❛❧❧ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛❧ t♦
❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ❍❙✲❧✐❦❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ✉♥❞❡r
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①❛♠✐♥❡❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣
❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s✲
❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ❝♦❧✲
❧♦✐❞❛❧ ❍❙ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛✲

✈✐✐



✈✐✐✐ ❆❇❙❚❘❆❈❚

t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❧✐❡s ✐♥ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✭❈◆❚✮✳ ◆♦
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛♥❣❡
❛♥❞ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ✉♥t❡♥❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ♠❡❧t✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♥❡❛r❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝❧✉st❡rs
❢♦r♠ ❛s ♣r❡❝✉rs♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ t❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②✲
s✐s s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦✈❡rs② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ♦r str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❞✉r✐♥❣
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳✱ ♠✐❝r♦♥✲s✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉s♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ❧✐q✉✐❞s✱ s❤❛r❡ ♠❛♥②
♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r♠ ❝r②s✲
t❛❧s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛t♦♠✐❝
s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s t♦ ❛❞❞r❡ss ♥♦✈❡❧
❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❤②s✐❝s ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛②✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜r♦✇♥✲
✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞
❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❋♦r
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✱ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✈✐❡✇♣♦✐♥t
✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ✐♥❡rt ❝♦♥t✐♥✉✉♠
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♦❢
❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❚❤✉s✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ t♦
st✉❞② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s str✉❝t✉r✐♥❣ ♦r ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡①❝✐t✐♥❣ ❛s♣❡❝t ✐s t❤❛t ♦❢t❡♥ s✐♠♣❧❡ ✢✉✐❞ ❧✐❦❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ✐s t✉♥❡✲❛❜❧❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✱ ❣✐✈✐♥❣
♠♦r❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✈❛r✐♦✉s ♣❤❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛❝r♦
❛t♦♠s ✇✐t❤ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
s❧♦✇ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②s✲
t❡♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳
❈♦❧❧♦✐❞s ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇✐t❤ t❤❡ s✉s♣❡♥❞✐♥❣
♠❡❞✐✉♠✱ ♣♦s✐♥❣ ✐❞❡❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s❀ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❜❛r♦♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ❛♥❞ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② P❡rr✐♥ ✐♥ ✶✾✶✵ ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦
❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ❛♥❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❆✈♦❣❛❞r♦ ♥✉♠❜❡r ❬✶✺✶❪✳
P❡rr✐♥ ❛♥❞ ❤✐s ❝♦✲✇♦r❦❡rs ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❣❛♠❜♦❣❡ ❛♥❞
♠❛st✐❝ ✐♥ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ❛♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
✢✉✐❞s ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r ✉s ✐s t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❝♦❧❧♦✐❞s ✐♥ s❤❡❞❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱
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♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❬✶✻✶❪ ❬✷✶✸❪✳

✶✳✶ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s

❖♥❡ ❤❛s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❝♦❧❧♦✐❞s ❛s ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❛♥❞ st✉❞②
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ✭✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❝r❡❡♥❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣
st❡r✐❝ ♦r ❝♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s✬ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❣r❛✈✐t② ❛♥❞
r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s✱ s♦♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜r✐❡✢②
❜❡❧♦✇✳

✶✳✶✳✶ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❆ttr❛❝t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✐s t❤❡ ✈❛♥
❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r❝❡s ♦r ▲♦♥❞♦♥ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❛t
✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦❧❧♦✐❞s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s
❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♠❛❧❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥s r✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t✇♦ ✭❝♦❧❧♦✐❞❛❧✮ s♣❤❡r❡s ✇✐t❤ r❛❞✐✉s ❘ ✐s

Uvdw(r) = −HR

12r
, ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ❍ ✐s ❍❛♠❛❦❡r ❝♦♥st❛♥t ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ❍❛♠❛❦❡r ❝♦♥st❛♥t ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣②
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵ kB❚✳ ❚❤❡ ❍❛♠❛❦❡r ❝♦♥st❛♥t✬s ✈❛❧✉❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡✐r ♣♦❧❛r✐③✲
❛❜✐❧✐t②✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ s✉s♣❡♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✲
✐t②✱ t❤❡♥ ❍❂✵✳ ■t ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜②
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t
✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡✐r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❣r♦✇s ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡✐r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s r❛♣✐❞❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② kB❚✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t s✉❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠✐♥❣ ✐♥t♦ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❧♦s❡ ❝♦♥t❛❝t✳
❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ st❡r✐❝ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❧❧ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞✱
❛♥❞ s♦❧✈❡♥t s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❛s t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐❣♥♦r❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
✇♦r❦✳

✶✳✶✳✷ ❙t❡r✐❝ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❜② ❝♦❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤
❛ ❧❛②❡r ♦❢ ♣♦❧②♠❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣♦❧②♠❡rs
❤❛✈❡ ♦♥❡ ❡♥❞ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✜❣✶✳✶✭❜✮✮ ❛♥❞✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❛♠♦✉♥ts t♦ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞✳ ❖♥❝❡ t✇♦ ❝♦❧❧♦✐❞s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡✐r st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ♣♦❧②♠❡r ❤❛✐rs ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣♦❧②♠❡r
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r✳ ❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞

❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❧❛②❡r✳

❤❛✐rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡♥tr♦♣✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❤❛✐rs ❛r❡
❛rr❛♥❣❡❞✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡❧❛st✐❝✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❝❡s
❢♦r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ st❡r✐❝ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
❚❤❡ ❤❛✐rs s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
♣♦❧②♠❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❛tt❛❝❤❡❞ ❛♥❞ ✜r♠❧② ❛♥❝❤♦r❡❞✳ ❚❤❡ ❤❛✐rs s❤♦✉❧❞
❜❡ s♦❧✉❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s♦❧✈❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤❛✐rs✳ ❚❤❡ ❋❧♦r②✲❍✉❣❣✐♥s t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②♠❡rs ❛♥❞ s♦❧✈❡♥ts ❬✶✾✽❪ ❬✻✹❪ ❬✾✵❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤❛✐rs s❤♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✺nm t♦ ♣r❡✈❡♥t ✢♦❝❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✾✽❪ ❬✷✶✶❪✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ st❡r✲
✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝t ❛s ♥❡❛r❧② ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✭❍❙✮ ❬✶✻✶❪ ❬✶✻✽❪✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✐❞❡❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡✶✳✹ ❛♥❞ t❤❡✐r
♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s s❦❡t❝❤❡❞✳

✶✳✶✳✸ ❈❤❛r❣❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ✐♦♥✐③❛❜❧❡ ❣r♦✉♣s ♦♥ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡✱ ❞✐ss♦❝✐✲
❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s✉s♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ♣♦❧❛r s♦❧✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♦♥s
♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐✛✉s❡ ❛✇❛② ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❜✉t t❡♥❞ t♦ r❡♠❛✐♥
♥❡❛r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉❡ t♦ ❈♦✉❧♦♠❜ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❡♥
❛ttr❛❝t ❝♦✉♥t❡r ✐♦♥s✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧
t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡r❥❛❣✉✐♥✱
▲❛♥❞❛✉✱ ❱❡r✇❡②✱ ❛♥❞ ❖✈❡r❜❡❡❦ ✭❉▲❱❖✮ t❤❡♦r②✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s UvdW ❛♥❞ UY uk✱ ❛s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
♣r♦❞✉❝❡s ❛ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ UDLV O ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❣✐✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

UDLV O = UvdW + UY uk ✭✶✳✷✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❆❞❞✐♥❣ s❛❧t t♦ ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❈♦✉❧✉♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ■t
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❉▲❱❖ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡

❞✐st❛♥❝❡ ✬r✬ ❬✷✹❪✳

✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ❝❤❛r❣❡❞✱ ♣♦❧②♠❡r✲
❝♦❛t❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳

✶✳✷ P▼▼❆✲P❍❙❆ ❛s ❛ ❍❛r❞ ❙♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛s ❛
❈❤❛r❣❡❞ ❙♣❤❡r❡

P▼▼❆ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦❧❧♦✐❞s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚❤❡s❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♠❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ P▼▼❆ st❡♠
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜r✉s❤❡s ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❡♠ ❛r❡
♣♦❧②❤②❞r♦①② st❡❛r✐❝ ❛❝✐❞ ✭P❍❙❆✮✳ ❚❤❡s❡ ❜r✉s❤❡s ♣r❡✈❡♥t ❝♦❛❣✉❧❛t✐♦♥ ❜② st❡r✐❝
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
st✉❞✐❡s✱ ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞②❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ P▼▼❆
✐s 1.19 gcm−3 ❛♥❞ ❤❛s ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✹✾✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤❡❞
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ P▼▼❆✱ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ s♦❧✈❡♥ts ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✳
▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♠✐①t✉r❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇✲r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ❧✐❦❡ ❞❡❝❛❧✐♥ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤✲r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧✐❦❡ ❝②❝❧♦❤❡①②❧ ❜r♦✲
♠✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ ♠✐①t✉r❡s ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ P▼▼❆ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉s♣❡♥❞❡❞ ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ P▼▼❆✲
P❍❙❆ s♣❤❡r❡s ✉s❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✸



✶✳✸✳ ❍❆❘❉ ❙P❍❊❘❊ ❙❨❙❚❊▼ ✭❍❙✮ ✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ s♣❤❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❬✶✶✹❪

✶✳✸ ❍❛r❞ ❙♣❤❡r❡ s②st❡♠ ✭❍❙✮

❚❤❡ ❍❛r❞✲❙♣❤❡r❡ s②st❡♠ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s②st❡♠s ♠✐♠✐❝❦❡❞
❜② t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ✢✉✐❞s ❛♥❞ s♦❧✐❞s✳ ❙t❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♣♦❧②♠❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❤❡♠✲
✐❝❛❧❧② ❜♦♥❞❡❞ ♦r ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♣♦❧②♠❡rs ❢♦r♠ ❛♥
❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ■♥ t❤❡
s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ♣♦❧②♠❡rs ❛r❡ ❛❧❦②❧ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❯✭r✮
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣✉❧s✐✈❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ≤ ✷❘ ❛♥❞ ③❡r♦ ❢♦r ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❃ ✷❘✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠♣❧② ❛s ✐♠♣❡♥❡tr❛❜❧❡
s♣❤❡r❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣♦✈❡r♥s t❤❡✐r ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥❧② ❜② ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ♦❢ ❍❙
✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡♥tr♦♣② ❙✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡
❧♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋r❡❡③✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡
❡♥tr♦♣② ❧♦st ❜② t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ s♣❛t✐❛❧ ♦r❞❡r ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥
♦✛s❡t ❜② t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❍❙ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
ϕ✱ ✇❤❡r❡ ϕ❂ VSphere/Vtotal r❡❧❛t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❧❧ s♣❤❡r❡s VSphere t♦ t❤❡ t♦t❛❧
✈♦❧✉♠❡ Vtotal✳ ❆ ❞✐s♦r❞❡r✲♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❆❧❞❡r ❛♥❞ ❝♦✲
✇♦r❦❡rs ❬✺❪✳ ❆ ❞❡❝❛❞❡ ❧❛t❡r✱ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❍♦♦✈❡r ❛♥❞ ❘❡❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ϕf❂✵✳✹✾✹ ❛♥❞ ϕm❂ ✵✳✺✹✺ ❬✽✾❪✳ ❚❤✐s ✇❛s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② P✉s❡② ❛♥❞ ❱❛♥ ▼❡❣❡♥ ❬✶✺✽❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s✱
❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ϕg❂ ✵✳✺✻✺ ✲ ✵✳✺✼ ✇❛s ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✭✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳

P❛rt✐❝❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s P▼▼❆✲P❍❙❆ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r 1.4 ➭m✳ ■♥ t❤✐s
st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡✳ ❆♥❞r❡✇ ❙❝❤♦✜❡❧❞ s②♥t❤❡s✐③❡❞ t❤❡ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ P▼▼❆
♣❛rt✐❝❧❡s ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✮ ❬✶✻✺❪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇❡r❡ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ DiIC18✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r
✐❞❡❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ δ ✐s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢

t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❧❛②❡r✳

✇❡r❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛s ❛ ❞❡❝❛❧✐♥ st♦❝❦ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✭♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✐s♦♠❡rs✮✳ ❉❡t❛✐❧❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡♥ts ✉s❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

✶✳✸✳✶ ❍❙✲P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠

❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐s✱ ❛r❣✉❛❜❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐❝ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ s②st❡♠
✭❡✐t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r q✉❛♥t✉♠✮✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s♣❤❡r❡s
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❡①❝❡♣t ❛t ❝♦♥t❛❝t ✇❤❡♥ t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳ ❍❛r❞
s♣❤❡r❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✢✉✐❞s ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② tr❡❛t✐♥❣ ❛♥② ✭✜♥✐t❡✮ ❛ttr❛❝t✐♦♥s ❛s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ♣♦ss❡ss t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣
❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❆❧s♦✱
❛s ♥♦ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❦❡s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t②✱ ♦r ♠♦r❡ ♦❢t❡♥✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

ϕ = (4/3)πR3ρ ✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ ❘ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s✳ ■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ r❡❛❧ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥✲
t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ ❛ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐♣♦❧❡s ✐♥ ♥❡❛r❜② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❇② ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❣r❛❢t✐♥❣ ❛
t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❤❛✐rs t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s
❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ s❝r❡❡♥❡❞ ♦✉t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❜r✉s❤❡s ❜❡❣✐♥ t♦ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡ ❛♥❞ ♠✉st ♣❛② ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤
❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦st ❢♦r ❧♦s✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ s✉❝❤ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r P▼▼❆✲P❍❙❆ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✭✻✶✹ nm ❞✐❛♠❡t❡r s♣❤❡r❡s✮✳
❆rr♦✇s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢r❡❡③✐♥❣✱ ♠❡❧t✐♥❣✱ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✭❇❡r♥❛❧ ❣❧❛ss✮ ❬✶✺✽❪
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❜r✐❞❣❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡ st❛❜❧❡ ✢✉✐❞
♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❛t ϕ ❂ ✵✳✻✹✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝❡♥t❡r

❝✉❜✐❝ ❝❧♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ϕ ❂ ✵✳✼✹ ❬✶✻✹❪✳

❆❧♠♦st s✐♥❣❧❡✲s✐③❡❞ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧❧②✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❈❛r♥❛❤❛♥ ❛♥❞ ❙t❛r❧✐♥❣ ❬✸✸❪ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞
♣♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ❍❛❧❧ ❬✼✸❪ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ t❤❡s❡ ❧❛r❣❡❧② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❍♦♦✈❡r ❛♥❞ ❘❡❡
❬✽❪ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② P❤❛♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬✶✺✸❪✳ ❈♦❡①✐st❡♥❝❡
✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✢❛t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ϕ ❞♦❡s
♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ Π ❛s t❤❡ ❝r②st❛❧ ❢♦r♠s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡ss✉r❡
❜✉t ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐t r❡♣❧❛❝❡s✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s②s✲
t❡♠✳ ✭❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❝r②st❛❧ ♣r❡s❡♥t Π ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❛①✐s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱
❛s t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ tr✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ r❡❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳✮ ❆t ❧♦✇ ϕ✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡r❣♦❞✐❝ ❛♥❞
❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡❀ t❤❡② ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❧♦st ♦✈❡r ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ✢✉✐❞✳ ❆t ❧❛r❣❡r ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡ ✐s t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ✢✉✐❞ ❛♥❞
❝r②st❛❧✳ ❖✈❡r t❤✐s r❛♥❣❡✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ r❡♠❛✐♥
✜①❡❞ ❛t ✵✳✹✾✹ ✭❢r❡❡③✐♥❣✮ ❛♥❞ ✵✳✺✹✺ ✭♠❡❧t✐♥❣✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
ϕ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❝r②st❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ✢✉✐❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ s♠❛❧❧
✭❁✶mm✮ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ s❡❞✐♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡
♣❤❛s❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r✳ ❆s ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡
♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ϕ❃✵✳✺✹✺✱ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ❛❧♦♥❡ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❧♦s✲
❡st ♣❛❝❦✐♥❣ ❢♦r s♣❤❡r❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ϕcp❂ π

√

(2)/6≈ ✵✳✼✹ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛rr❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣❛❝❦✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠
❝❧♦s❡✲♣❛❝❦❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ϕrcp≈✵✳✻✹✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡♥✲
❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛t ϕ❂ϕgt❂ ✵✳✺✽✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧s ❝❡❛s❡s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛rr❡st ♦❢ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❋❧✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡s ✭❧❡❢t✮ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡
❈❛r♥❛❤❛♥ ❛♥❞ ❙t❛r❧✐♥❣ ✭❈✲❙✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ P❛❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❬✶✵❪✳ ❚❤❡
s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡s ✭r✐❣❤t✮ ❛r❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✜t t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❬✼✸❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❡❧❧
t❤❡♦r② ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❬✶✷✱ ✶✸❪✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ❛r♦✉♥❞ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❛♥❣❡♥t✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✵✳✹✾✹

❛♥❞ ✵✳✺✹✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❤❛r❞ s♣❤❡r❡
s②st❡♠ ✇❛s ❞✐s♣✉t❡❞✳ ▼❛♥② ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❛ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧② ❢♦r♠
✇✐t❤♦✉t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■ts st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡♥tr♦♣② ✐♥✈♦❧✈❡❞✿ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✳ ❆ ❝r②st❛❧
♣❤❛s❡ ❤❛s ❧♦✇❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥tr♦♣② t❤❛♥ ❛ ✢✉✐❞✱ ❜✉t ❛s ✐♥ ❛ ❝r②st❛❧✱ t❤❡
s♣❤❡r❡s ❤❛✈❡ ❡①tr❛ r♦♦♠ ❧♦❝❛❧❧② t♦ ♠♦✈❡❀ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥tr♦♣②
♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢
♦r❞❡r❡❞ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡✲♣❛❝❦❡❞ ✈❛❧✉❡s q✉♦t❡❞
❛❜♦✈❡✿ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ❤❛s ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛❝❦✐♥❣ ❛t ϕ≈✵✳✻✹✱ ✇❤❡r❡❛s
♦r❞❡r❡❞ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ϕ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ✈✐❜r❛t❡✱ ❛s
♠❛①✐♠✉♠ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✉♥t✐❧ ϕ ≈✵✳✼✹✳

❚❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡✶✳✼ s❤♦✇s ♣❧♦ts ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s
❢♦r t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❈❛r♥❛❤❛♥ ❛♥❞ ❙t❛r❧✐♥❣ ✭❈✲❙✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❬✸✸❪✱ ✇❤✐❝❤
❞✐✈❡r❣❡s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❛t ϕ ❂ ✶✳ ❆ P❛❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✭t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ♥❛♠❡ ❢♦r
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❨✉st❡ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✷✷✻❪✱ ✇❤✐❝❤
❞✐✈❡r❣❡s✱ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②✱ ♥❡❛r t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥✳ ❖t❤❡r ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❬✶✷✼❪✮✳ ❋♦r t❤❡ s♦❧✐❞✱ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ P❛❞❡ ✜t t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜② ❍❛❧❧ ❬✼✸❪ ❛♥❞ t❤❡
❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❡❧❧ t❤❡♦r② ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❬✷✼❪ ❬✶✽✹❪✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞
❜r❛♥❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞ ❝❡❧❧ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❛♥❣❡♥t
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛t ϕ ❂ ✵✳✹✾✹ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛t ϕ❂ ✵✳✺✹✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❞✐s❝s ✭❧❡❢t✮❀ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝s ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❊r✐❝ ❲❡❡❦s✬ ✇❡❜ ♣❛❣❡✿

❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❤②s✐❝s✳❡♠♦r②✳❡❞✉✴ ✇❡❡❦s✴✐❞❧✴❣♦❢r✳❤t♠❧

✶✳✸✳✷ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s

❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ♠♦✈❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✉❡ t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❀ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❧② t❤♦s❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣✱ ✐♥ t❤✐s
✇❛②✱ ❛ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝✲
t♦r ❛♥❞ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✬
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ s②st❡♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s st❛❜✐❧✐t②✱
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❤❡♦❧♦❣②✳

❆ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐q✉✐❞ st❛t❡ t❤❡♦r② ♠❡t❤♦❞s t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♠✐❝r♦ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❧✐q✲
✉✐❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡ ✭❖✳❩✳✮
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❣✭r✮✱ ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❙✭q✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❣✭r✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡
r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r❞❢✮ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
❛t s♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛♥② ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ✐♥✲
❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ ✐t ✇❤❡r❡❛s✱ ❢r♦♠ ✈✐❞❡♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳

✶✳✸✳✸ P❛✐r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✭r✮

P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♣❤❡r❡s ✐s
t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r
❣✭r✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡❧❧s ✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P✭r✮ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t
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❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r ❛♥❞ r ✰ ❞r ❢r♦♠ ❛♥② r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋♦r ❛♥
✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ P (r)✹πr2❞r ❂ ρN❣✭r✮✹πr2❞r ✇❤❡r❡ ρN ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t②✳

■❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❣❛s✱
t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ r❀ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡❛❦❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡
✐s ♥♦ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ❢♦r ❧✐q✉✐❞s ♦r ❛♠♦r♣❤♦✉s s②st❡♠s ❧✐❦❡ ❣❧❛ss❡s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱
❣✭r✮ ✇✐❧❧ ❞❡❝❛② t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ♣r♦✜❧❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ✇✐❧❧ tr❛♥s♣✐r❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡❛❦s ❛t s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠
❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❞✐s❝s✳

❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞✐♥❣ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ❣✭r✮ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r✲❝❡♥t❡r s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡❀ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡ ✐s ③❡r♦
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣❡❛❦ ❛t r ❂ ✷❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❖t❤❡r
♣❡❛❦s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t❤✐r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✱
❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡r✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❧♦st ❛❢t❡r ✸✲✹ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ s②st❡♠✬s r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❣✭r✮
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥✿

ρg(r) =
1

N

N
∑

i=l

N
∑

j ̸=i,j=1

δ[r − rij ] ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ rij ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐
❛♥❞ ❥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐❞❡❛❧ s♣❤❡r❡s✱ ❣✭r✮ ✐s s❤❛r♣❧② tr✉♥❝❛t❡❞ ❛t r ❂ ✷❘❀ ❢♦r ❞❛t❛
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❛❧ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ ❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬
❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✱ ❛ ❧♦✇ r t❛✐❧ ✐s ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❞✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐❞❡❛❧ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ ❣✭r✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✬s
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥❀ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢❡❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❝♦♠❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞✱ t❤❡②
✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉s❤❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❞✐st❛♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❞✐❛♠❡t❡r✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ ❣✭r✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r ❃ ✷❘❀ ✇❤❡♥ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❡❛❦ ♦❢ ❣✭r✮ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r r✳
❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ s②s✲
t❡♠s✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❢♦r ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
✢✉✐❞✮✱ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❢♦r ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❧✐q✉✐❞s ❛♥❞ ♦t❤❡r
❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❣✭r✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ♦t❤❡r tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
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t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✶✳✸✳✹ ❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✭❖❩✮

❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
✭❖✳❩✳✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❖r♥st❡✐♥ ❛♥❞ ❩❡r♥✐❦❡ ✐♥ ✶✾✶✹✳

❚❤❡ ❖✳❩✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H(r12) = c(r12) + ρ

∫

dr3c(r13)h(r23) ✭✶✳✺✮

■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝✭r✮✱ ❛s ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥
❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✭r✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❤✭r✮❂❣✭r✮✲✶✱ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r❂r12 ❛♣❛rt✳ ❊q ✶✳✺ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡❝✉r✲
s✐✈❡❧② s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❤✭r12✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❜♦✉t ❝✭r✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❛ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❯✭r✮✱ t❤❡ ❖✳❩✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❤✭r✮✳ ❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

h(r) = c(r) + ρ

∫

c(|r⃗ − r⃗′|)h(r′)d3r′ ✭✶✳✻✮

✶✳✸✳✺ ❱❛r✐♦✉s ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❈❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❤✭r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✭r✮❀ t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥s✿ t❤❡ t♦t❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤✭r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✭r✮✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ✧❝❧♦s✉r❡✧ ♠❡❛♥s t❤❛t
✐t ❝❧♦s❡s ♦r ✧❝♦♠♣❧❡t❡s✧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✭r✮ ❛♥❞
❝✭r✮✳ ❉✐❛❣r❛♠♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❝✭r✮✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❖✳❩✳ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ❧❡❛❞ t♦ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❣✭r✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❞❡♥s❡ ❧✐q✉✐❞s✬ ❢✉❧❧ r✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❣✭r✮ ❛♥❞ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞✲❝♦r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛rt ✐♥
❯✭r✮✱ ❛♥② ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤✭r✮

h(r < σ) = −1, i.e.g(r < σ) = 0 ✭✶✳✼✮

✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t✇♦ s♣❤❡r❡s ♦❢ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ❞✐❛♠❡t❡r σ ❝❛♥♥♦t ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧t

c(r) = −βu(r) ✭✶✳✽✮

❢♦r r → ∞ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

✶✳✸✳✺✳✵✳✶ P❨ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(r) = h(r)+1 ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲ ❩❡r♥✐❦❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

h(r) = c(r) + ρN

∫

V

c|r⃗ − r⃗′|h(r′)d3r′ ✭✶✳✾✮



✶✳✸✳ ❍❆❘❉ ❙P❍❊❘❊ ❙❨❙❚❊▼ ✭❍❙✮ ✶✸

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❱✳ ❚❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡
✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②
❜② ❤✭r0✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✜♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✿ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝ ✭r✮ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡
✜♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳
❚❤❡ P❡r❝✉s✲ ❨❡✈✐❝❦ ✭P❨✮ ❝❧♦s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❬✶✵✷❪✳

cPY (r) = g(r)(1− exp[βU(r)]) ✭✶✳✶✵✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ P❨ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ gPY ✭r✮✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ P❨ ✜♥❛❧
r❡❧❛t✐♦♥ ❬✾✺❪✳ ❱❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ P❨
✢✉✐❞ ❬✾✺❪ ❬✶✹✼❪ ❬✻✼❪✳

✶✳✸✳✻ ❙t❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r

❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❙✭q✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐s ❢♦r♠❛❧❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣✭r✮✳ ■♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r q ̸=✵
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

S(q) = 1 + 4πρN

∫ ∞

r=0

r2(g(r)− 1)
sin qr

qr
dr ✭✶✳✶✶✮

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ❧❡❢t✱ t❤❡ P❨ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡
✢✉✐❞ ❛r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ P❨ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❍❙ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❇❡❢♦r❡
t❤❛t✱ ❣✭r✮ ✐s ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♠♣❡♥❡tr❛❜❧❡✳ ❆t ❣r❡❛t❡r
❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s ❛ ❞❛♠♣❡♥❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞r♦♣s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
♦♥❡✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♣❡❛❦s✬ ❤❡✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♦♥s ♣❡rs✐st ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♣❡r✐♦❞s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s
❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ dHS ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡❛❦s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t②
t♦ s♠❛❧❧❡r ❞✐st❛♥❝❡s✱ s♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r q✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r r✐s❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❞❛♠♣✲
❡♥❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥❀ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ str✐✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡
✜rst ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡
❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✈✐❛ q≈ 2π

dNN
✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛❝❦✐♥❣

❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ♥❛rr♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲
✐♠❛ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r q ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛r❡❛✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t q →✵ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②
❙✭q→✵✮ ❂KT /K

0
T ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② K0

T ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r s♠❛❧❧ q
s✐♥❝❡ t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠ ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ t❤❛♥
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛t ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s q→✵ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱
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❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ P❨
t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❣✭r✮ ♦r ❙✭q✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ ✇✐t❤ ❍❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ✭❛✮ P❨✲❣✭r✮ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ϕ❂ ✵✳✶ t♦ ✵✳✺ ❢♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✭❜✮ P❨✲str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳

❆t ❧♦✇ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭≤ ✵✳✹✮✱ t❤❡ P❨ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❣r❡❡
✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ P❨ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡❛s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❍❙ s②st❡♠✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❛r t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭ϕF ❂ ✵✳✹✾✹✮✱ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐s❝r❡♣✲
❛♥❝✐❡s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❨ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❬✷✵✾❪ ❬✶✵✼❪ ❬✶✵✻❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ P❨
♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡
✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t♦♦ ✇❡❛❦❧② ❞❛♠♣❡❞✳
❚❤❡ s❧♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ P❨ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛t t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡
❜♦✉♥❞❛r② ϕ≈ ✵✳✹✾ ✐s ✸✳✵✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✳✽✺✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❛♥s❡♥✬s ❛♥❞ ❱❡r❧❡t ❤❛r❞
s♣❤❡r✐❝❛❧ ✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ✈♦❧✲
✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭ϕ❃ ✵✳✹✺✮❀ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮ ❛♥❞ ❙✭q✮ ✇❛s
♦❜s❡r✈❡❞ ❬✷✵✸❪ ❬✶✸✾❪ ❬✻✶❪✳

✶✳✹ ❉✐✛✉s✐♦♥

❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛ss t❤❛♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♦❧✈❡♥t
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ r❡❧❛①❡s ♦♥ ❛ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡❝❛② ♦♥ ❛ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡
♦♥❧② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r s✐③❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✬
❞✐✛✉s✐✈❡✭❇r♦✇♥✐❛♥✮ ♠♦t✐♦♥ ❬✶✹✸❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t❁✭∆❘✮2❃ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r σ ❛t ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

< (∆R)2 >= 6D0t ✭✶✳✶✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❚❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✺ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠
s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✼ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱

t❤❡ ❝♦✉rs❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❬✶✶✹❪✳

✇❤❡r❡ D0 ✐s t❤❡ ❙t♦❦❡s✲❊✐♥st❡✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳✱

D0 =
kBT

3πησ
✭✶✳✶✸✮

✇✐t❤ kB ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t✱ ❚ ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ η t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✈✐s❝♦s✐t②✳
P❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛✉s❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤✐s ❞✐✛✉s✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍❡r❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ D0 ❛♥❞
❧♦♥❣ t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Ds

L✳

✶✳✹✳✶ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ r❡❣✐♠❡

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ❞✐✛✉s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲t✐♠❡ r❡❣✐♠❡ ✭t≪ τB✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s✳ ■♥ t❤✐s t✐♠❡ r❛♥❣❡✱ t❤❡
s②st❡♠✬s str✉❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s ❛❧♠♦st ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦ str✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♣r♦❝❡ss❡s ♠✉st t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ s❡❧❢✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❆ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥
sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦✈❡♠❡♥t✱

W (t) = 6DK
s t ✭✶✳✶✹✮

❢♦r t << τB ✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r DK

s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❤♦rt✲t✐♠❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲t✐♠❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❤②❞r♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✈✐❛ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ DK

s ✭q✮ ❂D0❍✭q✮✴❙✭q✮✳
❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ▲✐♦♥❜❡r❣❡r ❛♥❞ ❘✉ss❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✢✉✐❞ ❬✶✷✶❪✿

DK
s (ϕ) = D0(1−

ϕ

0.67
)(1− ϕ

3.7
) ✭✶✳✶✺✮
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✶✳✹✳✷ ▲♦♥❣✲t✐♠❡ r❡❣✐♠❡

■♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ r❡❣✐♠❡ ✭τB ≪ t✮✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
s♦ ❣r❡❛t t❤❛t str✉❝t✉r❛❧ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

W (t) = 6DL
s t ✭✶✳✶✻✮

❢♦r t >> τB ✳ DL
s ✐s t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ DL

s ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍❙ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛

DL
s (ϕ) = D0(1−

ϕ

0.58
)2.58 ✭✶✳✶✼✮

❣✐✈❡♥ ❜② ❍❛r❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✼✾❪✳
❋✐❣✉r❡✶✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✺

❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✼ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ DL
s

✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ DK
s ✳ ❲✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ❂ ✵✳✸✱ DK

s

✭ϕ❂ ✵✳✸✮ ✐s ✵✳✺D0✱ ❛♥❞ DL
s ✭ϕ❂ ✵✳✸✮ ✐s ✵✳✶✺D0✳ ❋♦r ❞❡♥s❡r ♣❛❝❦✐♥❣ ✭ϕ❂ ✵✳✺✮

DK
s ✭ϕ❂ ✵✳✺✮✐s ✵✳✷D0 ❛♥❞ DL

s ✭ϕ❂ ✵✳✺✮ ✐s ✵✳✵✵✻D0✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❬✶✶✹❪✳

✶✳✺ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② δ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ R̄ ❂ 1

N

∑N
i=1Ri✳

❋♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ r❛❞✐✐ Ri✱ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② r❡❛❞s

δ =
1

R

√

√

√

√

1

N − 1

N
∑

i=1

(Ri − R̄)2 ✭✶✳✶✽✮

❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐③❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥✱
tr✐❛♥❣✉❧❛r✱ ✢❛t✱ ♦r ❜✐♥❛r②✳ ❙❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t✐❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛s ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
P✉s❡② ❛♥❞ ✈❛♥ ▼❡❣❡♥ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✭♥❡❛r❧②✮
❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❤❛✈❡ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ δ❂✺%✳ ❘✉❧❡s t♦ ♠❛♣ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞✲
s♣❤❡r❡ ♠✐①t✉r❡s t♦ ❛ ♠♦♥♦❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s②st❡♠ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞
❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss r❡❣✐♠❡ ❬✶✼✸❪✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠
❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s❛♠♣❧❡s ❬✶✺✹❪ ❬✶✾❪ ❬✶✾✷❪ ❬✺✾❪ ❬✶✼✻❪ ❬✶✺✾❪✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s t❤❛t ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s
❢r❛❝t✐♦♥❛t✐♦♥ ❬✺✾❪ ❬✻✵❪ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✳ ❋♦r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t✐❡s δ ❃ ✵✱ t❤❡
❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥ts s❤✐❢t t♦ ❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ✐s
♦♥❧② st❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② δt✳ ❘❡♣♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧
♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✐♥❝❧✉❞❡ δt ≈ ✺% ❬✷✷✼❪✱ δt ❂ ✺✳✼% ❬✶✵✹❪ ❬✷✺❪✱ δt≈✻% ❬✻✵❪ ❛♥❞
δt≈✼% ❬✺✾❪✳ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ P▼▼❆ s♣❤❡r❡s ❤❛✈✐♥❣ ♣♦❧②❞✐s♣❡r✲
s✐t✐❡s ♦❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ δ ❂ ✺% ❬✶✸✻❪ ❛♥❞ δ≈ ✽% ❬✾✶❪✳ ■♥ ✶✾✽✼✱ P✉s❡② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❬✶✻✵❪✱ ♥❛♠❡❧②
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦❧②❞✐s♣❡r✲
s✐t② δ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ϕ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❛s♦❧♦ ❛♥❞ ❙♦❧❧✐❝❤ ❬✾✵✱ ✾✸❪✳ ❋♦r
δ ❂ ✵✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❈r②st❛❧s ✭❈✮ ❛r❡ ♦♥❧② st❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②
δt✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛✉❣❤t❡r s✐③❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r②st❛❧s ❝♦❡①✐st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✢✉✐❞ ✭❋✮✳

δt = (
0.74

ϕ
)

1

3 − 1 ✭✶✳✶✾✮

❍✐s ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛ ❝r②st❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤♦s❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥✬s ♠❡❧t✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✵✵❪✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✮ ❛♥❞
P✉s❡②✬s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✾✮✱ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳

✶✳✻ ❈❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡s ✭❈❙✮

❈❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡s ❤❛✈❡ ✈❛st ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❬✷✷❪✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢♦r ♠❡t❛❧s ❛♥❞ ❛❧❧♦②s ❬✽✺❪✳
❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❈❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s ❡①❤✐❜✐t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢
♦r❞❡r✲❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✸✺❪ ❬✶✾✵❪ ❬✶✶✽❪ ❬✹✶❪✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s✳ ❈❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡
❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ❈♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡✲
st❛❜✐❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛q✉❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣♦❧②st②r❡♥❡ s♣❤❡r❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ ✐♦♥✐③❛❜❧❡ ❣r♦✉♣s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦st❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡ ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦❧❛r s♦❧✈❡♥t✳
■t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ P▼▼❆ ❝♦❧❧♦✐❞s ❝❛rr②
❛ ❝❤❛r❣❡ ✇❤❡♥ s✉s♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✈❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❝②❝❧♦❤❡①②❧ ❜r♦♠✐❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ st❡r♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ❧❛②❡r ❬✶✷✽❪✳

✭❈❍❇✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❣❧♦❜✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❤❛s❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ■♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠✱ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❧✐❦❡✲❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥s ❛t ✐♥✜♥✐t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❢r❡❡ ✐♦♥s ✬✐✬ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♦♥✲♣❛✐rs ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ ❛♥❞ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❛❧ts✳ ❚❤❡s❡ ❢r❡❡ ✐♦♥s ❣❛t❤❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✳

❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ●♦✉②✲❈❤❛♣♠❛♥✲❙t❡r♥
♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✳ ❆t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞s♦r❜❡❞ ✭t❡♠♣♦r❛r✐❧②✮ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝❡
str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙t❡r♥ ❧❛②❡r✳
■♦♥s ✇✐t❤ ❝❡♥t❡rs ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙t❡r♥ ❧❛②❡r ❢♦r♠ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❧❛②❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✳ ❚❤❡ ❉❡❜②❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
K−1 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛❝✲
t♦r✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r s❝r❡❡♥s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
r❡♣✉❧s✐♦♥ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❜②❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ K−1 ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❞❡❝❛②s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐✲
t✐✈❡ ✐♦♥s ✭♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲✐♦♥s✮ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❧❧♦✐❞ ❝❛✉s❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ❛ ✜r♠❧② ❛tt❛❝❤❡❞ ❧❛②❡r
❛r♦✉♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❀ t❤✐s ❧❛②❡r ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲✐♦♥s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
❙t❡r♥ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❧❧♦✐❞ st✐❧❧ ❛ttr❛❝ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s✱ ❜✉t ♥♦✇
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t❤❡② ❛r❡ r❡♣❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙t❡r♥ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ tr②✐♥❣ t♦
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞✳ ❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❞✐✛✉s❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱
❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❛❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥✬s ❝♦✉♥t❡r✲✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
❧❛❝❦ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦❧❧♦✐❞ r❡♣❡❧s t❤❡♠✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦✲✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❝❤❛r❣❡ ❛s t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡
❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s s❝r❡❡♥ ♦✉t t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞ ✉♥t✐❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s ❛❣❛✐♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙t❡r♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❧❛②❡r ❛r❡ ✇❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❧❛②❡r ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛ ❧❛②❡r ♦❢
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ r❡♠❛✐♥s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤✐s
❧❛②❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ✭s❤❡❛r ♣❧❛♥❡✮✳ ❚❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙t❡r♥
❧❛②❡r ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ❧❛②❡r ♠❡❡t✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ③❡t❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

✶✳✻✳✶ P❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ✵✳✵✾✶ ♣♦❧②❜❛❧❧s ✐♥ ✵✳✾✲♠❡t❤❛♥♦❧✲ ✵✳✶✲✇❛t❡r s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ϕ✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ CHCl✳ ❙♦❧✐❞ sq✉❛r❡s✱ ❜❝❝ ❝r②st❛❧❀
♦♣❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❢❝❝ ❝r②st❛❧❀ ♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✱ ❢❝❝✰❜❝❝ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡❀ ❝❧♦s❡❞ ❝✐r❝❧❡s✱ ❣❧❛ss❀ ♦♣❡♥
❝✐r❝❧❡s✱ ❧✐q✉✐❞✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✧❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡✧ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡

❢❝❝✲❧✐q✉✐❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥t✲❝❤❛r❣❡ ❨✉❦❛✇❛ s②st❡♠ ❬✶✾✵❪✳

❆t ❧♦✇ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡❞
s♣❤❡r❡s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❧♦✇ ❛s 10−3 ✇✐t❤
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❬✼✶❪ ❬✼✷❪✿ ✭✐✮ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♣❤❛s❡ ❝❛♥
❞✐✛r❛❝t ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ✈✐❛ ❇r❛❣❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣ ❜r✐❧❧✐❛♥t ♦♣❛❧❡s❝❡♥❝❡✳ ✭✐✐✮ ❚❤❡
❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ❜② ❞✐❧✉t✐♥❣ ♦r ❛❞❞✐♥❣
❡①❝❡ss ❡❧❡❝tr♦❧②t❡s✳ ✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✲❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♠❡ ✐s ♥❛rr♦✇✳
❙✉❝❤ ❛ ❞✐s♦r❞❡r✲♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

♠♦❞❡❧ ❬✶✻✺❪ ❬✼✶❪ ❬✶✺✺❪ ❬✷✵✼❪ ❬✶✺✺❪✳ ❆t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❉❡❜②❡
❧❡♥❣t❤ K−1 ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

K−1 ≈
( (ez)2nb

ϵrϵ0kbT

)(−1/2)

✭✶✳✷✵✮

■❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♦♥s ✐s ③❂✶ ❛♥❞ nb ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐ts ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❛♥❞
❜❡❤❛✈❡s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧ ✉♥❧❡ss ✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡✐r
❡❧❡❝tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡rs ✐♥t❡r❛❝t ✭❋✐❣ ✶✳✶✹✮✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡
r❛❞✐✉s R∗ ❂ ❘✰K−1 ❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ϕ∗ ❂ ♥✭ 43π✮R

∗3

❂ ϕ✭✶✰K−1

R )3✱ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ϕ∗
f

❂ ✵✳✹✾✹ ❛♥❞ ϕ∗
m ❂ ✵✳✺✹✺✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ❬✽❪ ❬✼✶❪ ❬✶✺✺❪✳

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍❛❝❤✐s✉ ❡t ❛❧✳ ❬✼✶❪ ❢♦r ❛q✉❡♦✉s ♣♦❧②st②r❡♥❡
✭P❙✮ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✐s t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ ♦r❞❡r ❞✐s♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ P▼▼❆ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❖r❞❡r✲❞✐s♦r❞❡r ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ✭s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❘❂✺✵ ♥♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ✇❛t❡r✱ ❇❂✵✳✼ ♥♠✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✬s ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❬✼✶❪✳

❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ♦✈❡rs✐♠✲
♣❧✐✜❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
✐♥t♦ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❝❧♦s❡✲♣❛❝❦❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❈❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s ❝r②st❛❧❧✐③❡ ✐♥t♦ ❜♦❞②✲
❝❡♥t❡r❡❞✲❝✉❜✐❝ ✭❇❈❈✮ ❝r②st❛❧s ❛t ❧♦✇ ns ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ P✳❙✳ s♣❤❡r❡s✱ ❞✐❛♠❡t❡r ✾✶ nm✱ s✉s✲
♣❡♥❞❡❞ ✐♥ ✾✵✪ ♠❡t❤❛♥♦❧✲✶✵✪ ✇❛t❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✾✵❪✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ s✉r❢❛❝❡
❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✺✵✵❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❋❈❈✲❇❈❈✲✢✉✐❞ tr✐♣❧❡ ♣♦✐♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛♥ ❛❝✐❞
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ns✱ ❍❈❧ ❂ 200 ➭ M ✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ❂ ✵✳✶✼✳
▼♦♥♦✈♦✉❦❛s ❛♥❞ ●❛st ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❋❈❈✲❇❈❈✲✢✉✐❞ tr✐♣❧❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ns✱ ❍❈❧ ❂
2.65 ➭ M ❛♥❞ ϕ ❂ ✵✳✵✽✸ ❢♦r ❛q✉❡♦✉s s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ P❙ s♣❤❡r❡s ♦❢ ✻✻✳✼ ± ✵✳✺nm
✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✶✷✵✵±✹✵❡ ♣❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸✸❪✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s♣❤❡r❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞❝♦r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳✶✳✶✺✮ ❬✾✷❪✳ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤✐❣❤ ❝♦♥t❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❡✳❣✳✱ ϵkBT ❃ ✷✵✮✱ ❇❈❈ ❝r②st❛❧s ❢♦r♠
✐♥ t❤❡ ❧♦✇ s❛❧t✱ ✇❡❛❦ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✭ 1

Kσ ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺ ✐♥ ❋✐❣✳✶✳✶✺ ✮✱ ✇❤✐❧❡ ❋❈❈
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❝r②st❛❧s ❢♦r♠ ❢♦r ❤✐❣❤ s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❇❈❈✱ ❇❈❈✱ ❛♥❞
❋❈❈ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ϕ ❁ ✵✳✺ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢
♣♦✐♥t ❨✉❦❛✇❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❲✐❣♥❡r ❝r②st❛❧s ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❬✶✷✵❪✱ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡s ❝r②st❛❧❧✐③❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❇❈❈
t♦ ❋❈❈ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡♥t❤❛❧♣②✲❞r✐✈❡♥ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✼✹❪ ❬✺✺❪✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✳✶✺ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞❝♦r❡ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❋❈❈ ❢♦r ϕ❃✵✳✺✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr♦♣②✲❞r✐✈❡♥
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r t❤❡
❤❛r❞❝♦r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❨✉❦❛✇❛ s②st❡♠ ❛r❡ ✈❡r② ♥❛rr♦✇✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❞❡♥s✐t②
❥✉♠♣ ❢♦r t❤❡ ❝♦❡①✐st✐♥❣ ♣❤❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❍❙✲❨✉❦❛✇❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❨✉❦❛✇❛ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s U(dHS) ❂ 8kBT ✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ1 ❂
✶✴✭κσ✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ η ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ❍❙ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❤❡r❡ ❛s σ ❂

dHS ✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✷❪✳

✶✳✻✳✷ ▼❡❛♥✲s♣❤❡r✐❝❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▼❙❆✮

❚❤❡ ❡①❛❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ ❝✭r✮ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡❛♥✲s♣❤❡r✐❝❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❧✐q✉✐❞ st❛t❡ t❤❡♦r② ❜② ▲❡❜♦✇✐t③ ❛♥❞ P❡r❝✉s
✭✶✾✻✻✮✳ ■♥ ▼❙❆✱ ❝✭r✮ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❜② t❤❡ ❝❧♦s✉r❡
r❡❧❛t✐♦♥

c(r) ≈ βu(r) ✭✶✳✷✶✮

❢♦r ❛❧❧ ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❞✐st❛♥❝❡s r ❃ σ

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❊qs✳✶✳✼ ❛♥❞ ✶✳✷✶✱ t❤❡ ❖✳❩✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✻ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❣✭r✮ ❢♦r r ❃ σ ❛♥❞ ❝✭r✮ ❢♦r r ❁ σ✳ ❚❤❡ ♠♦st ❛t✲
tr❛❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❆ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ✐s t❤❛t ❛♥❛❧②t✐❝
s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛s❡✱ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧
♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞ ❛♥❞ st✐❝❦② ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇❡❧❧
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♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❨✉❦❛✇❛✲t②♣❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐♣♦❧❛r ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ♠♦❧t❡♥ s❛❧ts✱ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦❧❧♦✐❞ s❝✐❡♥❝❡✳ ◆♦ ❛♥✲
❛❧②t✐❝ ▼❙❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ▼❙❆
✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✐t ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t
♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❣✭r✮ ❝❧♦s❡ t♦ ❝♦♥t❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐✲
❧✉t❡ s②st❡♠s ♦❢ str♦♥❣❧② r❡♣❡❧❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆t ✈❡r② ❧♦✇ ❞❡♥s✐t②✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ϕ✱ t❤❡ ▼❙❆ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t

g(r) = 1 + c(r) +O(ϕ) ≈ 1− βu(r) +O(ϕ), r > σ, ✭✶✳✷✷✮

✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣✭r✮ ❢♦r β✉✭r✮ ❃ ✶✳

✶✳✻✳✸ ❘❡s❝❛❧❡❞ ▼❙❆ ✭❘▼❙❆✮ ❛♥❞ P❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❘▼❙❆ ✭P❇❘▼❙❆✮✿

❋♦r ✢✉✐❞s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤❡r❡ str♦♥❣ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s
♠❛s❦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤❛r❞ ❝♦r❡✱ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ▼❙❆ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ ❣✭r✮✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥t ✐s t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ▼❙❆ ❬✼✻❪✳ ■t
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✉❝❤ s②st❡♠s✬ ❣✭r✮ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ✈✐rt✉❛❧❧②
♥❡✈❡r ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ σ

′

❃ σ✱ s♦ t❤❛t ❣✭r✮ ≈ ✵ ❢♦r r
❁ σ

′

✳
■♥ ❘▼❙❆✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢

♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❞✐❛♠❡t❡r σ
′

❃ σ✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞✱ ❢♦r
r ❃σ

′

✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉✭r✮ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✭❞❡♥s✐t②✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ σ

′

✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❣✭r✮ ❛t r
❂ σ

′

✱ ❜② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t ❣✭r ❂ σ
′

❀ ρ✱ ϕ
′

✮ ❂ ✵✱ ✇✐t❤ ❣✭r✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ▼❙❆ ❢♦r ❛
❧❛r❣❡r r❡s❝❛❧❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ϕ

′

❂ ϕ✭σ
′

✴σ✮3 ❃ ϕ✳ ❚❤❡ ❘▼❙❆✲❣✭r✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡
s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s s②st❡♠✬s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ϕ

′

✱ ✐s s♦ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ϕ t❤❛t ❡q✳✶✳✷✷ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s✳

❖♥❝❡ ❩ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❘▼❙❆
s♦❧✉t✐♦♥ r❡♠❛r❦❛❜❧② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣✭r✮ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❘▼❙❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①✲
t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s②st❡♠s ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② r❡♣❡❧❧✐♥❣ ❨✉❦❛✇❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡
r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s s♦ str♦♥❣
t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥②✇❛② s♦ t❤❛t ❛♥ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✉t st✐❧❧ ❤❛s ❛♥
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st❛t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❘▼❙❆ ✐s t❤❛t ✐t
t❡♥❞s t♦ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡❛❦s ♦❢ ❣✭r✮ ❛♥❞ ❙✭q✮ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ Zeff ♦r t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② t♦ ❣❡t ❣♦♦❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❬✼✹❪✳ ❆s ❛
❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❙♥♦♦❦ ❛♥❞ ❍❛②t❡r ❬✶✾✶❪ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❉▲❱❖ ♣❛✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ♠✐❝r♦ ✐♦♥s ✭❝♦✉♥t❡r ✐♦♥s ❛♥❞ s❛❧t ✐♦♥s✮
❛❝t✉❛❧❧② ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❝r♦✲✐♦♥s ✭❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✶✲ϕ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣ t♦

Z∗
eff = Zeff/(1− ϕ) ✭✶✳✷✸✮
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❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ♥❛♠❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❘▼❙❆ ✭P❇✲❘▼❙❆✮✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦ ✐♦♥s✳ ❍❡✐♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽✷❪
❢♦✉♥❞ t❤❛t ❡✈❡♥ P❇✲❘▼❙❆ st✐❧❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡❛❦s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❣✉❡
t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ϕ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r κ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ P❇ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✭❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ κ✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ κ✳ ❚♦ t❤✐s
❡♥❞ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞✐❢② κ ❛❣❛✐♥ ❛s κmod❂κ

√
1− ϕ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✶✴κ✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛❧s♦
❛✛❡❝t❡❞ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ κ✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ P❇❘▼❙❆ ✭▼P❇✲❘▼❙❆✮ s❝❤❡♠❡
♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ▼❙❆ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ q✉✐t❡ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❘♦❣❡rs✲❨♦✉♥❣
s❝❤❡♠❡ ✭❘❨✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ ❍◆❈ ❛♥❞ P❨ ❝❧♦s✉r❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣♦s❡s
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡
✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✿ ▼P❇✲❘▼❙❆ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❦✐♥❦ ❛t t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❞✐❛♠❡t❡r σ′

✇❤✐❝❤ ✐s s♠♦♦t❤❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❘❨ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ▼P❇✲❘▼❙❆ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❡s✲
t✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡❛❦ ♦❢ ❣✭r✮ ❛t ❤✐❣❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛❧s♦ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡❛❦ ♦❢ ❙✭q✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▼P❇✲❘▼❙❆ ✐s
s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❘❨ s❝❤❡♠❡ ❬✼✹❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡❛❦ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❢♦r ▼❈❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ▼P❇✲❘▼❙❆ ✐s t❤✉s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆♥♦t❤❡r ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱
s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❧♦t ❢❛st❡r t❤❛♥ ❞♦✐♥❣ ❛ s❝❛♥ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❘❨ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐s ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ ❤❛✈✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞
P❇✲❘▼❙❆ s♦❢t✇❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▼✳ ❍❡✐♥❡♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✼✹❪✳

✶✳✼ ❈r②st❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥

◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ ❜♦t❤ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞
s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐s ♦❢t❡♥ r❛r❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①❛♠✐♥❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ P❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❛ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ✢✉✐❞✱ ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧ t♦ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r ♣❤②s✐❝s✳ ❆s ❛ t❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t②✱ s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ♣r❡ss✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✲
✈♦r❛❜❧❡✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛t
❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✜rst✲♦r❞❡r tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ✐❢ ❛ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② s❤♦✇s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s❡❝✲
♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② s❤♦✇s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❈♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s ♦❢t❡♥
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✹✾❪✱ ❤♦❧♦❣r❛♣❤② ❬✶✶✺❪✱ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❳✲r❛② s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ❬✷✵✻❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s②♥t❤❡s✐s✱ s♦❧✈❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞s ❛❧❧♦✇s ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✲
t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
s②st❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥✈❡s✲
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t✐❣❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s ✐❞❡❛❧ ❢♦r ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞s ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❙✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭▼✳❉✳✮
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♠❜r❡❧❧❛ s❛♠♣❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❯❙❙✮ ❬✷✵✶❪✱ ❢♦r✇❛r❞ ✢✉① s❛♠♣❧✐♥❣
✭❋❋❙✮ ❬✼❪✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❚P❙✮ ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ❍❛r❧❛♥❞ ❛♥❞ ✈❛♥ ▼❡❣❡♥ ❬✼✽❪ ❛♥❞ ❙✐♥♥
❡t ❛❧✳ ❬✶✽✾❪✱ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❆✉❡r ❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧ ❬✶✷❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❛❣r❡❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ tr② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✶✳✼✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❚❤❡♦❛r②✭❈◆❚✮

❈❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❈◆❚✮ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st t❤❡♦r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳
❙♠❛❧❧ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛✲
t✐♦♥s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐ q✉✐❝❦❧② ♠❡❧t ❛✇❛②❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s
s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞✱ t❤❡s❡ ♥✉❝❧❡✐ ❝❛♥ ❣r♦✇ ♦✉t✳ ❈◆❚ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ✐s ❛ s✉r❢❛❝❡✲❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦st ❛♥❞ ❛ ❜✉❧❦✲❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❧❛②s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥
❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ♦✉t ❡①❝❡❡❞s t❤❡
❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡❧t✐♥❣ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❲✐t❤ ❈◆❚✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡rs ❝❛♥ ❜❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r❡❢❛❝t♦r ✐s ❦♥♦✇♥✱
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❜❛rr✐❡rs✳

■♥ ❈◆❚✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❛ s✉r❢❛❝❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❝♦st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞
❛ ❜✉❧❦ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✐ts ✈♦❧✉♠❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❈◆❚✱ t❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜✉❧❦ ✢✉✐❞ ❛♥❞
❛ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ r❛❞✐✉s ❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆G(R) = 4πγ R2 − 4

3
|∆µ|ρsR3 ✭✶✳✷✹✮

✇❤❡r❡ |∆µ| ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞
♣❤❛s❡s✱ ρs ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✱ ❛♥❞ γ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r
∆●✭❘✮∗ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐✉s r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✾✼❪✳
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❚❤✐s ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r✳
❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

R∗ = 2γ/|∆µ|ρs ✭✶✳✷✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t ✐s

∆G(R)crit = 16πγ3/3ρ2s|∆µ|2 ✭✶✳✷✻✮

✶✳✼✳✷ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥

❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦r❡st❛❧❧❡❞ ❞✉❡ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦♥
s❡❡❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ✐❢ t❤❡
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❡❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞✱ γfs✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❡❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧✱ γcs
❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆G(R)het = Acs(γcs − γfs) +Acfγcf − Vcnc∆µ ✭✶✳✷✼✮

✇❤❡r❡ γcf ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧✱Acs ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ s❡❡❞✱ Acf ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞
Vc ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

■❢ γcs✲γfs ❃ γcf ✱ t❤❡ t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s
❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥
❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✱ γcs✲γfs ❁ ✲γcf t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✈❛♥✐s❤❡s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ s❡❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✇❡ts
t❤❡ s❡❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❢♦r♠s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡✱
✲✶❁γcs−γfs

γcf
❁✶✱

❧❡❛❞s t♦ ♣❛rt✐❛❧ ✇❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥s ❡①❡rt
♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s t❤❛t t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡s❡
❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ s❡❡❞✱ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ ❝r②st❛❧
❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ✳ ❋♦r ❛ ✢❛t s❡❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ θ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

cosθ =
γcs − γfs

γcf
✭✶✳✷✽✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ∆G(R)het ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ θ✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡
s❛♠❡ ❛s ∆G(R)hem ✉♣ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❛❧♦♥❡✿

∆G(R)het = ∆G(R)hemf(θ) ✭✶✳✷✾✮

✇❤❡r❡ f(θ) ❂ ✭✶✴✹✮✭✷✰cosθ✮✭✶✲cosθ✮2✳ ❲❤✐❧❡ θ ✐s r♦✉t✐♥❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✱
❡✳❣✳✱ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣❧❡ts ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ θ ❢r♦♠ s♠❛❧❧
❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ♦♥ ❛ s❡❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ s❡❡❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✉s
✐s ✐rr❡❣✉❧❛r✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ θ✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❝❡❡❞ ❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②
❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈◆❚❀ ♣r❡❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ♥♦t ❛s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ss✉♠❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ st✉❞✐❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐✳
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✶✳✼✳✸ ❍♦✇ t♦ s✉♣♣r❡ss ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ s✉❜str❛t❡s ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ s✉❜str❛t❡s ❝❛♥✲
♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❈◆❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ str✉❝t✉r❡❞ s✉❜✲
str❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs ❬✽✹❪ ❬✽✸❪ ❬✺✼❪ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❬✷✷✸❪ ❬✺✶❪ ❬✸✵❪✳ ■♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ s✉❜✲
str❛t❡s✳

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ s✉❜str❛t❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛②❡rs ✉♥❞❡r t❤❡ ✢✉✐❞✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❬✽✸❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ✇❛s str✉❝t✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✭✶✶✶✮ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛♥ ❋❈❈ ❝r②st❛❧✱ ❛ ❤❡①❛❣♦✲
♥❛❧ ❧❛②❡r ✇❛s ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇❡tt❡❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳
❉✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ✭✶✵✵✮ ✲ ♦r ✭✶✶✵✮✲t❤❡ ❋❈❈ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ r❤♦♠❜✐❝ str✉❝✲
t✉r❡s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❡tt✐♥❣ ❬✺✼❪✳ ❇② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡
t❤r♦✉❣❤ ❛ str✉❝t✉r❡❞ s✉❜str❛t❡✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠♦♥♦❝r②st❛❧s ❛r❡ ❣r♦✇♥ ❬✷✵✹❪ ❬✽✽❪✱
❛♥❞ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡s ❢♦r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❦❡♣t st❛❜❧❡ ❬✷✷✸❪ ❬✽✼❪✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ❧❛tt✐❝❡ gSub ❛♥❞ ❛ ❝♦❡①✐st✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❝r②st❛❧ gFCC ❛s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❇❧✉❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❝r②st❛❧❧✐♥❡
♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♣✐♥❦ ♣❛rt✐❝❧❡s s②♠❜♦❧✐③❡ ✢✉✐❞✲♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▲❡❢t✿ ❝♦♠♠❡♥✲
s✉r❛❜❧❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡

s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝r②st❛❧ ❬✶✶✹❪

m =
gsub
gFCC

✭✶✳✸✵✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✬♠✬ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r t❤❡ ✉♥❞✐st♦rt❡❞
❝❛s❡ ✭♠ ❂ ✶✮✱ ❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙✉❜str❛t❡ ✐s
t❤♦r♦✉❣❤❧② ✇❡tt❡❞✳ ❉♦r♦s③ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛♥ ❛❧t❡r❡❞ ❝r②st❛❧✲
❧✐③❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞
❜② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❡tt✐♥❣ ❬✺✶❪✳

✶✳✽ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❑✐♥❡t✐❝s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t✳ ❆s ❛
r✉❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ✭◆❘❉✮ ❏ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤❡
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♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✇t❤✲❝❛♣❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡✐ ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✉♥✐t ❞❡✜♥❡s ✐t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ✐s ✈✐❛ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ st❛t✐st✐❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❢r❡❡ ❡♥t❤❛❧♣②✿

J = J0exp(
−∆Gcrit

KBT
) ✭✶✳✸✶✮

❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r❡❢❛❝t♦r J0❂νρn❩ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρn✱
♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ♣❡r ✉♥✐t
✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❢❛❝t♦r ❩✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s
t♦ ❝r♦ss t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❛♥❞ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ❝r②st❛❧ ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ν ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛tt❛❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♥✉❝❧❡✉s✱ ❞r✐✈✐♥❣ ✐ts ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r❡❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋♦r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❍❙ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❛✱
t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r❡❢❛❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✷✶✼❪

J0 ∝ (2a)−5Ds
Lϕ

−1/3
crystalϕ

−5/3
fluidγ

1/2
fc ✭✶✳✸✷✮

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t Ds

L✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥

γ∗ = γfc
2R2

KBT
✭✶✳✸✸✮

❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

µ∗ =
µ

KBT
✭✶✳✸✹✮

r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r

γ∗
crit =

γcrit
KBT

=
4

27

π3(γ∗)3

(ϕcrystal∆µ∗)2
✭✶✳✸✺✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿

J∗ =
J(2R)5

Ds
L

✭✶✳✸✻✮

❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐③❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❛♥❞
♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✶✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡✇ ❉✐r❡❝t✐♦♥

❍❛✈❡ ✇❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢✉❧❧②❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ❛ q✉❛❧✐✜❡❞
②❡s ❢♦r ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s②st❡♠✱ t❤❛t ♦❢ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡r s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ✇✐t❤✐♥
❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❬✶✹✺❪ ❬✶✷❪ ❬✶✻❪✱ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ s❡♥s✐✲
t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❛t❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❤❛r❞ ✇❛❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❬✶✶❪ ❛♥❞ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐♥
❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✇✐t❤ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s s❤♦✉❧❞ ❢r❡❡③❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ♥♦
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✐♥ ♣r♦t❡✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠✳ ❊✈❡♥ ❢♦r ❧②s♦③②♠❡✱ t❤❡ ♠♦st
st✉❞✐❡❞ ♣r♦t❡✐♥✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❞❡❜❛t❡ ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❬✶✽✺❪ ❬✷✸✷❪ ❬✷✵✽❪ ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s
✐s ♦❜s❝✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧②s♦③②♠❡ ❞✐♠❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❛t❡ ❬✷✽❪✱ ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡ s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t ♥♦
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❬✸✻❪ ❬✸✼❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❉♦❣✐❝ ❛♥❞
❋r❛❞❡♥ ❬✸❪ ❬✼✺❪ ✐♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧♦♥❣ ✈✐r❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛❞❞❡❞ s♦❧✉❜❧❡ ♣♦❧②♠❡r✳

▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r st✉❞✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡s st✉❞✐❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② r❡♣❡❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡st♦r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ✐s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ❦❡② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞s ❢♦r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮ st✉❞②
❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✬♣❛rt✐❝❧❡s✬ ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛t ❝♦♥✲
✈❡♥✐❡♥t t✐♠❡s❝❛❧❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❞❥✉st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s ✭s✐③❡✱
s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣r❛t✐♥❣✱
❡❧❡❝tr✐❝✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❜② ❣r❛✈✐t②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❦✲
✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ❛❧♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢r♦♥t✐❡rs✿ ✭✐✮ ❈❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✱
❞❡♠❛♥❞✐♥❣ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦r ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r②❀ ✭✐✐✮ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s❀ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s♦❢t♥❡ss ♦❢ ♥❡❛r✲❤❛r❞ s♣❤❡r❡s❀ ✭✐✐✐✮ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❞r♦♣❧❡t ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐❝s ❢♦r
❡♠✉❧s✐♦♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❧♦♥❣✲
t❡r♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❀ ✭✐✈✮ ❜r✐❞❣❡ t♦ ❝❧♦s❡ ✜❡❧❞s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❧t✐♥❣✱ ❝r②st❛❧✲❝r②st❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s❀
✭✈✮ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥✐❝
❝r②st❛❧s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❡♥s♦rs✳

❋✉t✉r❡ ♣r♦❣r❡ss ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❛t❡s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ✐♠❛❣❡❞✱ ❛s ●❛ss❡r ❡t✳❛❧✳ ❬✻✾❪ ❞✐❞✱
❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✱ ❝❛r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
t❛❦❡♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛❞❞✐♥❣ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡♠ ✈✐❛ ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧t❡rs t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❞❡♠♦♥✲
str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s ❤❛r❞❡r✳

✶✳✶✵ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ t❤❡s✐s ❛✐♠s t♦ ❛❞❞r❡ss ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❍❙
s②st❡♠ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡
♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❡❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐♥ r❛t❡
❞❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ❛♥❞ s♦❧✈❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱
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✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦
❣❡t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❡rr♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✲
✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠
❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st✉❞② ❛♥❞
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 106 ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❧s♦✱ t❡♠✲
♣♦r❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣ ❱✐s✉❛❧ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s✭❱▼❉✮
❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ■t ❛❧s♦
❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ❣❡t r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❛s♦♥s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❆❧s♦✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❝❧✉s✲
t❡r ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ ❛❧❧ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ▼❛✐♥❧② ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✲
✐❝s ✐s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✽ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠
❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞

❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❛♥❞
s♦❧✈❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦✈❡rs t❤❡ s②s✲
t❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ✜rst ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ s✐③❡✱ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭❘■✮✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❜✉♦②❛♥❝② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞
✇❡ ❛❧s♦ str❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s♦❧✈❡♥ts✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥s✬ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣ t❤❡
s✐❞❡✇❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠

❚❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♣♦❧②✲♠❡t❤②❧✲♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡
✭P▼▼❆✮ s♣❤❡r❡s st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❣r❛❢t✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ s❤♦rt ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s
♦♥t♦ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s str❡t❝❤ ♦✉t ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s
❛❣❛✐♥st ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s♦❧✈❡♥t❀ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥t❡r✲
❛❝t ❛s ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ t❤❡ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❝q✉✐r❡ ❝❤❛r❣❡s ✇❤✐❝❤ s♦❢t❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❀ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❝❛♥
❜❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s❛❧t t♦ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡✲❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❤❛r❞✲
s♣❤❡r❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✳

✷✳✷ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡♥ts

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✳✹➭m ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♣♦❧②✲
❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ ✺✳✻%✱ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❣r❛❢t❡❞ ❧❛②❡r ♦❢ P❍❙❆
✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs ✐s ❛❜♦✉t ✺✲20 nm✱ ❛ t✐♥② ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✉❡ t♦ ♣♦❧②♠❡r ❧❛②❡rs ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② st❡❡♣✱ ❣✐✈✐♥❣
r✐s❡ t♦ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ✭❙❝❤♦♦❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✮ ❜② ❉r✳ ❆♥❞r❡✇ ❇✳ ❙❝❤♦✜❡❧❞✳ ❚❤❡②

✸✶
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❛r❡ ♥♦✇ ❛❧♠♦st ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s
❣♦❡s ✈✐❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✶✶✵❪✱❬✷✻❪✱❬✸✷❪✱❬✺✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ st❛❜✐❧✐③✐♥❣
t❤❡ P❍❙❆ ❧❛②❡r ❝r❡❛t❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛rr✐❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ✢♦❝❝✉✲
❧❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛
str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❣❛✐♥st t❤❡
✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❲❤❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r✱ t❤❡②
t❡♥❞ t♦ st✐❝❦ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧✬s ❢♦r❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
P❍❙❆ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭✈✐♦❧❡t✮ ✐s 1.388 ➭m ❛♥❞ t❤❡ P❍❙❆ ❤❛✐r✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✐s

❛❜♦✉t 20 nm ❬✷✶❪✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥ts✿ ❈❉▲✭❈✐s✲❉❡❝❛❧✐♥❡✮✱ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢
❈❉▲ ❛♥❞ t❡tr❛❧✐♥❡✭❚❊❚✮✱ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ❈❉▲ ❛♥❞ ❚❈❊✭❚❡tr❛❈❤❧♦r♦❊t❤②❧❡♥❡✮✱
❛♥❞ ❈❉▲ ❛♥❞ ❈❍❇ ✭❈②❝❧♦❤❡①②❧❜r♦♠✐❞❡✮✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❚❇❆❇ ✭❚❡tr❛❇✉t②✲
❧❆♠♠♦♥✐✉♠❇r♦♠✐❞❡✮✳ ❆ ✇❡❧❧✲❛❞❥✉st❡❞ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❚❈❊ ❛♥❞ ❈❉▲ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥❡❛r❧② r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❆♥♦t❤❡r s❡t ♦❢
s♦❧✈❡♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❉▲✳ ■t ✐s s♣❡❝✉✲
❧❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ P▼▼❆✲P❍❙❆ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✉s✱ P▼▼❆✲P❍❙❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥
❈❍❇ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡s✳
❯s✉❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❛❞❞s t❤❡ s❛❧t ❚❇❆❇ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡♥t s♦ t❤❛t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡
❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② s❝r❡❡♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♣♣❡❛r ❛s ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❬✷✷✺❪✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❈❉▲ ✉♥t✐❧ ✉s❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✢✉♦✲
r❡s❝❡♥t ❞②❡ DiIC18✭✶✱✶✬✲❞✐♦❝t❛❞❡❝②❧✲✸✱✸✱✸✬✱✸✬✲t❡tr❛♠❡t❤②❧✐♥❞♦❝❛r❜♦❝②❛♥✐♥❡ ♣❡r✲
❝❤❧♦r❛t❡✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤✐s ❞②❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❊✈❡r② ❞②❡ ❤❛s ❛
s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ s♣❡❝tr❛ s♦ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❲❤❡♥ ❡①❝✐t❡❞✱ t❤❡ ❞②❡ ❛❜s♦r❜s
♣❤♦t♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❤✉tt❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s q✉✐❝❦❧② r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
❡♠✐t ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ❛❧✇❛②s ♦❢ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❙P✽ ❛♥❞ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐t ✐♥ st❡♣s ♦❢ ✶✵♥♠✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ λ ❂✹✽✽ ♥♠ ✱ t❤❡
❞❡t❡❝t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✺✸✵ t♦ ✼✵✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡♣♦rts t❤❛t t❤❡ ❞②❡ ❢❛❞❡s s❧♦✇❧②✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
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♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❬✸✷❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ DiIC18✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts s❤♦✇ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❦♥♦✇♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❈❉▲ ✴
❚❈❊ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✹✽✽ ♥♠✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✶✶✹❪✳

✷✳✸ ❙♦❧✈❡♥ts ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ✐s ❣♦♦❞
♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠✉st ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♥❡❛r❧② ❍❙ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✈❡♥
✉♥❞❡r ❣r❛✈✐t② ♠❛t❝❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞✱ t❤❡ s♦❧✈❡♥t
♠✉st ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r P❍❙❆ ❧❛②❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦
t❤❛t ✐t ♠❛t❝❤❡s ♥❡❛r❧② t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❈❉▲ ✐s
♣r❡❢❡rr❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ✇✐❞❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s♦❧✈❡♥t s❤♦✉❧❞
♥♦t ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ s❧♦✇ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡✳ Pr❡❢❡r❛❜❧② ✐t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛r♠❧❡ss✳ ❲❤✐❧❡ ❈❉▲ ✐s ❛ ♥♦♥♣♦❧❛r s♦❧✈❡♥t ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱
❈❍❇ (C6H11Br) ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❈❍❇ ✐s ❜r♦♠✐♥❛t❡❞ ❝②❝❧♦❤❡①❛♥❡ t❤❛t ❤❛s
s♦♠❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ ❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ H+ ❛♥❞ Br− ✐♦♥s✳ ❈❤❛r❣❡s ❛r❡
❣❡t ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✱ ✐♥t❡r♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
❛♥② s♦✉r❝❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♦r s❡t t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② s♦♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❧✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❤❡❛t✐♥❣❀ ❡✈❡♥
♠♦r❡✱ ❡①t❡♥❞❡❞ st♦r❛❣❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❬✶✻✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣✉r✐✜❡❞ ❈❍❇ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♠♦♥t❤s
❛❣♦✳ ❚❤❡ ❈❉▲ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✳ ❋♦r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
♠❛t❝❤❡s✱ ❚❈❊ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❈❍❇✱ ❞✐✛❡r❡♥t s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 1 ➭mol t♦ 3.8mmol ♦❢ ❚❇❆❇ ✐s ✉s❡❞✳

✷✳✹ ❙t♦r❛❣❡ ❛♥❞ P✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡♥ts

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❉❡❝❛❧✐♥❡ ✭❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤ ✾✾✳✾✪ ♣✉r❡✮ ❢♦r
st♦r❛❣❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ❢♦r ②❡❛rs✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✜rst ✇❛s❤❡❞ ✇✐t❤ ❈❉▲✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ st♦❝❦ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s ❣❡♥t❧② s♣✉♥ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝❡♥tr✐❢✉❣❡ ❛t
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❋✐rst ❜♦tt❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❈❍❇ ❜r♦✉❣❤t ❢r♦♠ s✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ s✉❜✲
❥❡❝t❡❞ t♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ②❡❧❧♦✇✐s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦tt❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❈❍❇
❛❢t❡r t❤❡ ✜❧t❡r ♣r♦❝❡ss✳ ❊✈❡♥ ❛❢t❡r st♦r✐♥❣ ✐t ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦

❤❛✈❡ ❛ ❜r♦✇♥✐s❤ ❝♦❧♦r✳

✸✵✵ r♣♠ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s❡❞✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♥❛t❛♥t ✐s t❤❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
♣✐♣❡tt❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ✜❧t❡r❡❞ ❈❉▲✭0.2 ➭m ✜❧t❡r✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s ❛r❡ r❡✲❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✈❡ss❡❧ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ✇❤❡❡❧✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦✉r t✐♠❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
r❡♣❧❛❝❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ s✉♣❡r♥❛t❛♥t ✐s ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛ s❧✐❣❤t ❤❛③❡ ✐s
st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❧♦✇❧② s❡❞✐♠❡♥t✐♥❣
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s✳

❆s ❈❍❇ ✭✾✾✳✾✺ % ♣✉r✐t②✱ ❙✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤✮ t❡♥❞s t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡✱ ❛♥② s♦✉r❝❡
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♦r s❡t t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■t ♠❛② ❤❛✈❡
❛ ✈❡r② ❧✐❣❤t ②❡❧❧♦✇✐s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜r♦♠✐❞❡ ✐♦♥s ✐♥
❡①❝❡ss✳ ❚❤❡♥ ❈❍❇ ♠✉st ❜❡ ♣✉r✐✜❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❬✷✷✺❪❬✶✻✼❪✳ ❚♦ r❡♠♦✈❡
Br2 ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❈❍❇ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❤②❞r♦❝❤❧♦r✐❝
❛❝✐❞ ✭✸✼ ✪ ❍❈▲✮ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢✉♥♥❡❧✳ ❆❢t❡r ❛ ❣♦♦❞ ♠✐①✐♥❣✱ t❤❡
❧♦✇ ❞❡♥s❡ ❧✐q✉✐❞ ✇✐❧❧ s❡tt❧❡ ❞♦✇♥✱ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✢❛s❦✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✱
t❤❡ ❈❍❇ ✐s r❡✇❛s❤❡❞ ✇✐t❤ ❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s♦❞✐✉♠ ❜✐❝❛r❜♦♥❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥✭NaHCO3✮ t♦ ♥❡✉tr❛❧✐③❡ ❛♥② r❡s✐❞✉❛❧ ❛❝✐❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❞❡✐♦♥✐③❡❞ ✇❛t❡r✳ ❚♦ r❡♠♦✈❡ ♠♦✐st✉r❡✱ ✶✵♠❧ ♦❢ CaCl2 ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✷✺✵♠❧ ♦❢ ❈❍❇
❛♥❞ ♠✐①❡❞ ♦✈❡r♥✐❣❤t✳ ■t ✐s t❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❢r✐tt❡r ❣❧❛ss ✜❧t❡r ❛♥❞ ✈❛❝✉✉♠
♣✉♠♣✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣✉r❡ ❈❍❇ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❣❧❛ss ❜♦tt❧❡ ❛♥❞ st♦r❡❞
✐♥ ❛ ❞❛r❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥s✐❞❡ r❡❢r✐❣❡r❛t♦r✳
■♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✷✳✸ t❤❡ ✜rst ❜♦tt❧❡ r❡❢❡rs t♦ ❈❍❇ ❜r♦✉❣❤t ❢r♦♠ s✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤
✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❊✈❡♥ ❛❢t❡r st♦r✐♥❣ ✐t ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥✱
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜r♦✇♥✐s❤ ❝♦❧♦r✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡st t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ ❈❍❇✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦tt❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❈❍❇ ❛❢t❡r t❤❡ ✜❧t❡r ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❇❆❇ s❛❧t✭❙✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤②❣r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥
♥❛t✉r❡✱ ✐s ❛❧✇❛②s ❦❡♣t ✐♥ ❛♥ ❛✐r✲t✐❣❤t ❞❡s✐❝❝❛t♦r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ s✐❧✐❝❛ ❣❡❧ s♦ t❤❛t s❛❧t
✇✐❧❧ ♥♦t t❛❦❡ ✉♣ ❛♥② ♠♦✐st✉r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❍✉♠✐❞✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❞❡s✐❝❝❛t♦r ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❤✉♠✐❞✐t② ♠❡t❡r✳ ❲❛t❡r✲❢r❡❡ ❚❇❆❇ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞
t♦ ♣r❡♣❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❍❇ ✉♥t✐❧ s❛t✉r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✸✳✽♠▼ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
■t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠✐①❡❞ ❢♦r ✼ ❞❛②s✳ ❆❧❧ s♦❧✈❡♥ts ✇❡r❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✉s✐♥❣ ❛
✷✵✵♥♠ ❝✐r❝✉❧❛r ✜❧t❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✷✳✹ r❡❢❡rs t♦ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❈❍❇ ❛♥❞ ❚❇❆❇✳
❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✇❛s t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠♦r❡
t❤❛♥ ✻ ♠♦♥t❤s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛r♦✉♥❞
❛ ♠♦♥t❤ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❜r♦✇♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❆s t✐♠❡ ❣♦❡s ❜② ✭✻
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❆❢t❡r ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠♦♥t❤ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❍❇✰❚❇❆❇♠✐①t✉r❡✱ ❜r♦✇♥
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❆s t✐♠❡ ❣♦❡s ❜② ✭✻ ♠♦♥t❤s✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✉r♥s ❜r♦✇♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ Br2 ✐♦♥s✳ ❚❤✉s ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷✺ ❞❛②s ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❍❇ st❛rts✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ♥❡✇ ❈❍❇ ✇✐t❤ ❚❇❆❇ s❛❧t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞
❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♦❧ ❛♥❞ ❞❛r❦ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✉s❡❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ❞✐❧✉t✐♦♥✳

♠♦♥t❤s✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✉r♥s ❜r♦✇♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ Br2 ✐♦♥s✳ ❊✈❡r②
t✐♠❡ ♥❡✇ ❈❍❇ ✇✐t❤ ❚❇❆❇ s❛❧t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♦❧ ❛♥❞
❞❛r❦ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✉s❡❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ❞✐❧✉t✐♦♥✳

✷✳✺ P❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❣❡

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ P▼▼❆✲P❍❙❆ ♣❛rt✐❝❧❡s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞✐ss♦❝✐❛t❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ②❡t ✇❤② t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡
✇❤❡♥ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❈❍❇✳ ▲❡✉♥✐ss❡♥ ❬✶✶✼❪ ❢♦✉♥❞ ♥♦ s✐❣♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s ✐♥
♣✉r❡ ❛♣♦❧❛r s♦❧✈❡♥ts ❧✐❦❡ ❈❉▲ ♦r ❈❍❇✳ ❚❤❡② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠
❛ ❞✐❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❈❍❇ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢
H+ ❛♥❞ Br− ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ♣♦❧❛r ❝❛r❜♦①②❧
❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ P❍❙❆ st❛❜✐❧✐③❡r ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳ ▲❡✉♥✐ss❡♥
❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥s ❢✉rt❤❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦♥s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r ❣r♦✉♣s
♦❢ t❤❡ P▼▼❆ ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦r❡s✳ ❆ ❝❤❛r❣❡ r❡✈❡rs❛❧ ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣♦♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s❛❧t ❚❇❆❈ ✭t❡tr❛❜✉t②❧❛♠♠♦♥✐✉♠
❝❤❧♦r✐❞❡✮ ♦r ❚❇❆❇✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞s♦r❜✐♥❣ Cl− ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ✜rst ♥❡✉tr❛❧✐③❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦✈❡rr✉❧❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❯♥❧✐❦❡
❉✐♥s♠♦r❡ ❡t✳❛❧❬✹✾❪ ❛♥❞ ▲❡✉♥✐ss❡♥ ❬✶✶✼❪ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❞②❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✺
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧②✲✶✷✲❤②❞r♦①②st❡❛r✐❝ ❛❝✐❞
✭P❍❙❆✮ st❛❜✐❧✐③❡❞ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❝②❝❧♦✲
❤❡①②❧ ❜r♦♠✐❞❡✳ ❚❤❡ ❍❇r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❈❍❇ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
✭s♦❧✈❛t❡❞✮ ♣r♦t♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ♣♦❧❛r ❝❛r❜♦①②❧

❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ st❡r✐❝ st❛❜✐❧✐③❡r ✭✐♦♥✲❞✐♣♦❧❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✮❬✶✶✼❪✳

✷✳✻ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐t② ♦❢ ♣✉r❡ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇✳ ❲❡
✉s❡❞ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ➭S✴❝♠ t♦ mS✴❝♠✭❲❚❲ ▲❚❆✵✶✱ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡t❡r ❝♦♥❞✼✶✶✵ ✇✐t❤
❝❡❧❧ ❝♦♥st❛♥t 0.1 1/cm✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✸✳✽♠▼ ❚❇❆❇✲❈❍❇ s♦❧✉t✐♦♥
✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ 0.7 ➭S✴❝♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠♦❧❛r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t ✜♥✐t❡ ❞✐❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ ✹✵♥❙✴✭❝♠ ➭m✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts❬✶✶✼❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✵✵✺✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s❬✶✶✼❪✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ s❡r✐❡s
♦❢ ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇ ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❉▲ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ✷✸◦❈ ❞❡❣r❡❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

s♦❧✈❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ➭S/cm ❝♦♠♠❡♥ts

❈❍❇ ✭ ♥♦t ✜❧t❡r❡❞✮ ✵✳✵✺ −

❈❍❇✭✜❧t❡r❡❞✮ − ◆♦ r❡s✉❧ts
1 ➭M ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇ − ◆♦ r❡s✉❧ts
10 ➭M ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇ ✵✳✵✾ −

100 ➭M ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇ ✵✳✶✷ −

❈❉▲ ✜❧t❡r❡❞ − ◆♦ r❡s✉❧ts
❈❉▲+ P✳❈❍❇ − ◆♦ r❡s✉❧ts

❯✳❈❍❇ +3.8mM ❚❇❆❇ ✵✳✻✽ −

P✳❈❍❇+ 3.8mM ❚❇❆❇ ✵✳✻✾ −

❯✳❈❍❇ +3.8mM ❚❇❆❇ + ❈❉▲ ✵✳✶✾ −

P✳❈❍❇ + 3.8mM ❚❇❆❇ + ❈❉▲ ✵✳✷✶ −

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✳ ❍❡r❡ ❯✳❈❍❇ r❡❢❡rs t♦ ❈❍❇ t❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt❧❡ ✇✐t❤♦✉t s✉❜❥❡❝t✐♥❣ t♦

✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ P✳❈❍❇ r❡❢❡rs t♦ ✜❧t❡r❡❞ ❈❍❇ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

✷✳✼ P❛rt✐❝❧❡ s✐③❡

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ✐♠❛❣❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣②✭❙❊▼✮ ❛♥❞ ❧✐❣❤t
s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦r❡ s✐③❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ s✉❜✲
♠♦♥♦❧❛②❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❡❛♥❡❞ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡r✳ ❚❤❡ ❙❊▼ ✇❛s



✷✳✼✳ P❆❘❚■❈▲❊ ❙■❩❊ ✸✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ P❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❙❊▼ ✭✶✵✼✷ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ❲❡✐❜✉❧❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✶✳✸✽✽±✵✳✵✵✷➭m ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s✲

♣❡rs✐t② ✺✳✽± ✵✳✶✪ ❬✶✶✹❪✳

♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❧♦✇ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✵✳✷❦❱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❙❊▼✱ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✵
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ❆s s❡❡♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ♠♦st ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ 1.4 ➭m✳ ❚❤❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❢r♦♠ t❤❡
❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✺✳✻ ✪✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t
st❛t✐st✐❝s✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
st❛t✐❝✭❙▲❙✮ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣✭❉▲❙✮✳ ❚❤❡ ❙▲❙ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡ ❤②✲
❞r♦❞②♥❛♠✐❝ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ ❉▲❙ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❇♦t❤ ❧✐❣❤t
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✭❙ ✭q✮ ❂ ✶ ✐♥
t❤❡ ❡♥t✐r❡ q r❛♥❣❡✮✳ ❚❤❡ ❙▲❙ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❈❉▲ ✴ ❚❈❊
♠✐①t✉r❡ t❤❛♥ ✐♥ ♣✉r❡ ❈❉▲✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❙❊▼ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ ❈❉▲ ❜② ❙▲❙ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞
♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❙▲❙ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳ ❋✐❣✉r❡
✷✳✼✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ✉♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❈❉▲ ✴ ❚❈❊ ♠✐①t✉r❡✳
❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❍❇✰❚❇❆❇✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ❈❉▲ ✴ ❚❈❊ ❛❢t❡r ✶✲✺ ❞❛②s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❡✲❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② P✭q✮ ❢♦r ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❍❇✰❚❇❆❇ ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✉♥t✐❧ s✇❡❧❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛r✲
t✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❍❇✰❚❇❆❇✱ s❤✐❢t❡❞ ♦♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ✜tt❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ▼✐❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❡❧❧ ♠♦r❡ ✐♥ ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❍❇✰❚❇❆❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❚❈❊✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳
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▼❡t❤♦❞s s♦❧✈❡♥t ❉✐❛♠❡t❡r✭✷❘✴➭m✮ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②

❙❊▼ ❞r② ✶✳✸✽✽± ✵✳✵✷ ✺✳✻± ✵✳✶
▲❙❈▼ ❛♥❞ ✇t%

1.19 g cm−3 ❈❉▲+ ❚❈❊ ✶✳✸✽✾± ✵✳✵✵✺
❙▲❙ ❈❉▲ ✶✳✸✾✸±✵✳✵✷ ✻✳✷± ✵✳✹

❈❉▲+ ❚❈❊ ✶✳✹✵✹± ✵✳✵✷ ✻✳✸± ✵✳✹
❈❉▲+ ❈❍❇ ✶✳✹✵✽± ✵✳✵✹ ✻✳✸± ✵✳✹

❈❉▲+ ❈❍❇+❚❇❆❇ ✶✳✹±✵✳✵✵✸ ✻✳✹± ✵✳✹
❉▲❙ ❈❉▲ ✶✳✹✷±✵✳✵✵✾

❈❉▲+ ❚❈❊ ✶✳✹✷✾± ✵✳✵✶✼
❈❉▲+ ❈❍❇ ✶✳✹✺✼± ✵✳✵✷✺

❈❉▲+ ❈❍❇+❚❇❆❇ ✶✳✹✻✹± ✵✳✵✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳
❙▲❙ st❛♥❞s ❢♦r ❙t❛t✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❉▲❙ st❛♥❞s ❢♦r ❉②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣✳

✷✳✽ ❙✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r

❍❡r❡ ✇❡ t❡st t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥ts✱ ❛♥
✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❈❉▲✲❚❈❊ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❈❍❇✲❈❉▲ ♠✐①t✉r❡
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ s❛❧t ❚❇❆❇✳ ■♥ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❈❉▲ ✇✐t❤ ❚❈❊✱ ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❍❇✲❚❇❆❇ ✇❛s
st✉❞✐❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❚❈❊ ❛♥❞ ❈❉▲ ✐s ✉s❡❞✱ t♦ ✇❤✐❝❤
❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st♦❝❦ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✭P✭q✮✮ ✐♥
❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s t❛❦❡♥ ♦♥❡ ❤♦✉r ❛❢t❡r t❤❡
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❛❢t❡r ✜✈❡ ❞❛②s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r s♦❧✈❡♥t
♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❉▲ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❚❇❆❇ ✱ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st♦❝❦
✇❛s ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥t✐❧ s✇❡❧❧✐♥❣ ✐s
st♦♣♣❡❞✳

❚❤❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❈❉▲ ✴ ❚❈❊ ♠✐①t✉r❡ ✇❛s ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❆❢t❡r ❛♥ ❤♦✉r✱ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✐♠✉♠s ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳ ■♥
❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ♠✉❝❤✳ ❚❤✐s ❝♦✉rs❡
❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♣❤❡r❡s ❞✉❡ t♦
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛ ▼✐❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❞❡s❝r✐❜❡s ♦♣t✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♣❤❡r❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✶✱ ✷✱
❛♥❞ ✺ ❞❛②s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✭✜❣✉r❡
✷✳✼✭❛✮✮✳ ❚❤❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❡ ❞❛② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
❚❈❊✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ♣✉r❡ ❝✐s✲❞❡❝❛❧✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈❉▲ ✴
❚❈❊ ♠✐①t✉r❡ ❣✐✈❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❍❇ ❛♥❞ ❈❉▲ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❈❍❇✲❈❉▲ ♠✐①t✉r❡ t♦♦❦
♥❡❛r❧② s❡✈❡♥ ❞❛②s t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ❝❧❛r✐t②✱ ♠❡❛s✉r❡❞
P✭q✮ ❢♦r ❈❍❇ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ s✇❡❧❧✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✭❜✮✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✜tt❡❞ ❜② ❘●❉ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❈❍❇ ❞♦❡s ♥♦t
♣❡♥❡tr❛t❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦r❡ s❤❡❧❧ ❡✛❡❝t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❘●❉ ❢♦r♠
❢❛❝t♦r s❤♦✇s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ s❤❡❧❧ ❡✛❡❝t r❡❢❡rs t♦ t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦r❡✲s❤❡❧❧ str✉❝t✉r❡ s❝❛tt❡r ❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t❧②
t❤❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦r❡✲s❤❡❧❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦r❡ ❛♥❞ s❤❡❧❧
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣



✷✳✽✳ ❙❲❊▲▲■◆● ❇❊❍❆❱■❖❘ ✸✾

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ✭❛✮ P❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ♠✐①t✉r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡ ❬✶✶✹❪✳❙✇❡❧❧✐♥❣ st♦♣s ❛❢t❡r ✷✹ ❤r ❛❢t❡r ♠✐①✐♥❣✳ ✭❜✮ P❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊
❛❢t❡r s✇❡❧❧✐♥❣✳❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ▼✐❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❬✶✶✹❪✳ ✭❝✮❚❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r P✭q✮ ✐s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❍❇✳ ❘●❉ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳



✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❙❆▼P▲❊ P❘❊P❆❘❆❚■❖◆ ❆◆❉ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❩❆❚■❖◆

♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ❘●❉ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r s✉❣❣❡st t❤✐s
✉♥❡✈❡♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❈❍❇✳

s♦❧✈❡♥ts ρ ✐♥ g cm−3 η ✐♥ ♠P❛s ♥ @ ✷✸◦❈✱ ✻✸✷nm

P▼▼❆✲♣❛rt✐❝❧❡s ❆❙▼✷✽✶❇ ✶✳✶✽✾± ✵✳✵✸ ✶✳✹✾✶
❈❉▲ ✵✳✽✾✺± ✵✳✵✵✶ ✸✳✶✸± ✵✳✵✷ ✶✳✹✽✷
❚❈❊ ✶✳✺✾± ✵✳✶ ✵✳✾✸± ✵✳✵✷ ✶✳✺✵✺± ✵✳✵✵✶
❈❍❇ ✶✳✸✷± ✵✳✶ ✷✳✷✻✾± ✵✳✵✷ ✶✳✹✾✸± ✵✳✵✵✶

❈❉▲+ ❚❈❊✭✹✽ ✈♦❧% ❚❈❊✮ ✶✳✶✽✾±✵✳✵✵✸ ✶✳✸✼± ✵✳✵✷ ✶✳✹✾✸±✵✳✵✵✶
❈❉▲+ ❈❍❇✭✼✻ ✈♦❧% ❈❍❇✮ ✶✳✶✽✾±✵✳✵✵✹ ✷✳✷✾± ✵✳✵✷ ✶✳✹✽✾±✵✳✵✵✶

❈❉▲+ ❈❍❇ +❚❇❆❇✭✼✺ ✈♦❧% ❈❍❇ + ❚❇❆❇✮ ✶✳✶✽✾±✵✳✵✵✹ ✷✳✸± ✵✳✵✷ ✶✳✹✽✾±✵✳✵✵✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡♥ts ✉s❡❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞✐❝❡s✭♥✮ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢r❛❝t♦♠❡t❡r✳ ❱✐s❝♦s✐t② ✭η✮ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❱✐s❝♦♠❡t❡r
✭❘❍❊♦❙❡♥s❡ ♠✲❱❘❖❈ ❱✐s❝♦♠❡t❡r✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✷✸◦❈✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡♥t ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ ❜r❛❝❦❡ts

✷✳✾ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①

❙✐♥❝❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ✬❝♦❧❧♦✐❞❛❧✬ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ r3

❣r❛✈✐t② q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐s ❝r✉❝✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡
❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ❬✷✶✸❪✳ ❱❛❧✉❡s t♦♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❧❡❛❞ t♦ ♣♦♦r ❝♦♥tr❛st ♦r
t♦♦ ♠✉❝❤ t✉r❜✐❞✐t② ❢♦r ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡♥ts ✐s ♠♦r❡ ❝r✉✲
❝✐❛❧✳❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❝❡♥tr✐❢✉❣❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✈❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❤❡❧❞ ❝♦♥✲
st❛♥t ❛t ✷✸◦❈✳
❚❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ✉♥❞❡r ❣r❛✈✐t② ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♣♦✐♥t✳ ❆ ❦♥♦✇♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲
✐s t❛❦❡♥✱ ❛♥❞ ❛ ❦♥♦✇♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❚❈❊✴❈❍❇ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❆❢t❡r ❛ ❣♦♦❞ ♠✐①✱ t❤❡
♠✐①t✉r❡ ✐s ❝❡♥tr✐❢✉❣❡❞ ❢♦r ❛♥ ❤♦✉r t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❤❛✈❡ r✐s❡♥ t♦ t❤❡ t♦♣✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✐s t♦♦ ❞❡♥s❡✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❉▲
✐s ❛❞❞❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s✐♥❦ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✐s ♥♦t ❞❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤✱
❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❚❈❊✴ ❈❍❇✴ ❈❍❇✰❚❇❆❇ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢
t❤❡ s✉♣❡r♥❛t❛♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤✉s
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t

❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ s♣✉♥ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr✐❢✉❣❡ ❛t ✸✵✵✵ r♣♠✭✶✵✵❣✮ ❢♦r ❛❜♦✉t ♥✐♥❡
❞❛②s✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡ts t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❚❈❊✴
❈❍❇✴ ❈❍❇✰❚❇❆❇ ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥❛t❛♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜r✐❡❢ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡✳✭✜❣✉r❡ ✷✳✽✭❛✮
❛♥❞ ✭❜✮✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ❝r❡❛♠✐♥❣ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ♦❝❝✉rs✳ ❖♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐❞ ♥♦t ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛♠♦✉♥t
✭✶✵✵✲200 ➭L✮ ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣✐♣❡tt❡ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤❡❞✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤✐♥❣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡✬s ♠❛ss
❞❡♥s✐t② ✐s ❢♦✉♥❞✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛ s♦❧✈❡♥t



✷✳✶✵✳ ❉❊❚❊❘▼■◆❆❚■❖◆ ❖❋ ❈❖❘❊ ❱❖▲❯▼❊ ❋❘❆❈❚■❖◆ ✹✶

✇❛s ♦❢t❡♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡
❝♦rr❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ♠✐①t✉r❡ ✐s
♥♦t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t r❛t✐♦ ✐s t❤❡♥
✉s❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡
✈♦❧✉♠❡ ♠✐①t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡♣❛r✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ st✉❞✐❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐✳❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ❧✐♥❡ ♠❡❡ts t❤❡ ①✲
❛①✐s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛ ✧♣❡r❢❡❝t✧ ♠❛t❝❤ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❛♥❞ ♠❛t❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s
❞❡❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡①t✳ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣♦✐♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ s♦❧✈❡♥t s❤♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡
♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳✭❜✮ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛t ✈❛r✐♦✉s s♦❧✈❡♥t
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡

❛♥❞ s♦❧✈❡♥t ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❡q✉❛❧✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✭❘■✮ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✉r❜✐❞✐♠❡tr② ❬✶✶✹❪✳
❚✇♦ ❞✐❧✉t❡❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞✱ ♦♥❡ ✐♥ ❈❉▲
❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ❈❉▲✲❚❊❚✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ r❛t✐♦ ♦❢ ❈❉▲✰❚❊❚✱ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t✉r❜✐❞ ♠❡t❡r ✭λ❂✻✸✸♥♠✮
t✐❧❧ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✇❛s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❆t ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❘■ ♦❢
t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❘■ ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❢r❛❝t♦♠❡t❡r ✭❆❜❜❡ ✻✵▲❘✱ ❇❡❧❧✐♥❣❤❛♠ ❛♥❞ ❙t❛♥❧❡②✮ t♦ ❜❡
♥❂✶✳✺✵✹✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛t ✷✸◦❈✳

✷✳✶✵ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ❍❙ s②st❡♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦❧❡❧② ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
ϕ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ϕ ♦❢ t❤❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐ts t♦t❛❧ ♠❛ss✱ t❤❡♥ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥ts✱ t❤❡♥
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
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❆ ❦♥♦✇♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞r② ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥
r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ wf ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

wf =
mdry

mT
✭✷✳✶✮

❲❤❡r❡ mT ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❞r②✐♥❣ ❛♥❞ mdry ✐s ✐ts
❞r② ♠❛ss✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❡♥ s❛♠♣❧❡s ♦❢ 200 ➭L
♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣❧❛ss s❧✐❞❡s ❛♥❞ ❞r✐❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡♥ ❢♦r
✷✹ ❤♦✉rs ❛t ✶✷✵ ❞❡❣r❡❡s ❈✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛ss ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❞r②✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ s❝❛❧❡ ✭❑❡r♥ ❆❇❚ ✷✷✵✲✽◆▼✱ ●❡r♠❛♥②✮✳ ❚❤❡
♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ wf❂✵✳✸✹✶±✵✳✵✵✵✵✼✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s ✐♥
t❤✐s st✉❞② ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s st♦❝❦ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭s❡❛❧✱ ❧✐❞✮ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥
s❝❛❧❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✇❛s ✜❧❧❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s
s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ■❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❛s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛♥❞✴♦r t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛❞ t♦ ❜❡
❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❝❡♥tr✐❢✉❣❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❈❉▲ ✇❛s
r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✈❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❡✳❣✳✱
❚❈❊✮ ✇❛s ❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣✐♣❡tt❡s✳ ❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❇② t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s tr❛❝❦❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❦♥♦✇♥✳

❆s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✇❛s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝♦r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

ϕcore =
Vp

Vsusp
=

mp

ρp

mp

ρp
+

msusp

ρsusp

✭✷✳✷✮

❍❡r❡✱ Vp✱ Vsusp✱ ❛♥❞ ρp,susp ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ♠❛ss✱ ❛♥❞ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✳ ■♥ ❣r❛✈✐t②✲♠❛t❝❤❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❝♦r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❯s✐♥❣ ▲❙❈▼✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ◆ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡
Vsample ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②
ρ

ρ =
N

Vsample
= ϕcore/

π

6
(2Rc)

3 ✭✷✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✭❛✈❡r❛❣❡❞✮ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢
❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞r② st❛t❡✳

■♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
t❤❡♦r② ❛♥❞✴♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❡✳❣✳✱ s❤♦rt✲t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝r②st❛❧ str✉❝✲
t✉r❡✱ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s❝❛❧❡❞ t♦
t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r α ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✜t
♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ ❜②

ϕHS = αϕcore ✭✷✳✹✮

■♥ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ■t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❝♦r❡ r❛❞✐✉s ✇✐t❤ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s α1/3 = RHS

Rc
✳
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✷✳✶✶ ❙❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧

❋♦r ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ r❡q✉✐r❡❞ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❤❛♠❜❡r
✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ❛♥❞ s❡❛❧❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦♣t✐❝❛❧❧②
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇♦r❦s ✐♥ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡✱
♦♥❧② t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② s✉✐t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧
✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ❞❡♥s❡ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s✳

✷✳✶✶✳✶ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧

❋♦r ▲❙❈▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ s❝r❡✇ ❝❛♣s ❛r❡ ✉s❡❞
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r
s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧s✱ ❣❧❛ss t✉❜❡s ✇✐t❤ ❛ t❤r❡❛❞ ♦❢ ✶✷ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ♠❛❞❡ ♦❢ ❉✉r❛♥
❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ❝✉t ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤❡❞✱ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❝♦✈❡r ❣❧❛ss ✭t❤✐❝❦♥❡ss❂0.17mm✮ ✇❛s ❣❧✉❡❞ ♦♥ ✭◆♦r❧❛♥❞ ◆❆❖ ✻✶✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡ t❤✐s ❣❧✉✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ❛ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ r✐♥❣ ♦❢ ✸ ♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss
✇❛s ❣❧✉❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❣❧❛ss t✉❜❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❧✐♣♣❡❞ ♦✈❡r
t❤❡ t✉❜❡✳ ❚❤❡ ♣✐❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ❇❡❢♦r❡ ✜❧❧✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✐s ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥
❤♦❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶♠❧ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡rs ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝❧❡❛♥❡❞
✇✐t❤ ✉❧tr❛ ♣✉r❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❉❡❝♦♥❡① ✭❇♦r❡r ❈❤❡♠✐❡ ❆●✮ ❛♥❞ ❞r✐❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡♥✳
❆❢t❡r t❤❛t ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❝❡❧❧s ❢♦r ❧❡❛❦s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✜❧t❡r❡❞ ❈❉▲✱
❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ✇❛s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s✳ ❖♥❧② ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss
❝❤❛♥❣❡ ✇❛s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✵✶✪ ✇✐t❤✐♥ ✼ ❞❛②s ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s❛♠♣❧❡
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❡r❡ r✐♥s❡❞ ✇✐t❤ ✜❧t❡r❡❞ ❈❉▲✱ ❞r✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞r② ♠❛ss ♦❢
❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❣❛✐♥✳

✷✳✶✶✳✷ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❧❡❛♥❡❞ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ✐s ♣r❡✲❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛q✉❡♦✉s s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ P▼▼❆
♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ 2.33 ➭m t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡
❝♦✈❡r s❧✐♣s ❛r❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❞❡❝♦♥❡① s♦❧✉t✐♦♥✭✶✪ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤
❯❧tr❛ ♣✉r❡ ✇❛t❡r✮ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs ❛♥❞ t❤❡♥ r✐♥s❡❞ ✇✐t❤ ✜❧t❡r❡❞ ✉❧tr❛ ♣✉r❡
✇❛t❡r✭0.02 ➭m ✜❧t❡r✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣✱ ❛❞s♦r❜❡♥ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❡rs❧✐♣✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s❤❛❧❧♦✇
❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ✇❡tt✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ❚♦ t❤✐s ✇❡tt❡❞ ❛r❡❛✱ 10 ➭l ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ s✐③❡ 2.33 ➭m✮ ✐s ❛❞❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡s✐❝❝❛t♦r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ◆❛❈❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡
❤✉♠✐❞✐t② ♦❢ ✽✸✪✳ ❚❤❡ s❧♦✇ ❞r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r st❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❡①✲
t❡♥❞❡❞ ❧♦✇✲❞❡❢❡❝t ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛②❡r ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡✭♣✐❝t✉r❡ ✷✳✶✵✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ s✐♥t❡r❡❞ ❢♦r ✶✼ ❤♦✉rs ✐♥ ❛♥ ♦✈❡♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✶✷✵◦❈✮ ✐s
s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ P▼▼❆ ✭✶✵✺◦❈✮✱ s♦ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❡r❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡s ❡♥❧❛r❣❡
t❤❡ ❣❧❛ss s✉❜str❛t❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❝♦❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s
❤✐❣❤❡r ❞✉r❛❜✐❧✐t②✳ ❙❤♦rt❡r s✐♥t❡r✐♥❣ t✐♠❡s ❛♥❞ ❧♦✇❡r s✐♥t❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❧❡❞
t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦❛t✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ❆ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❧♦♥❣❡r
tr❡❛t♠❡♥t t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡♥ ♦r ❤✐❣❤❡r s✐♥t❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥
♠❡❧t ❛t t❤❡s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❧♦s❡ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳

❚❤❡ ❤♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦s ✐♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
❜❡❢♦r❡ ✉s❡✳ ■❢ ♣r❡s❡♥t t❤♦s❡ ✇❡r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧✱ s✐♥❝❡ ✐t
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ✭❛✮ s✐❞❡ ❝♦❛t❡❞ ❣❧❛ss ✈✐❛❧ ✭❜✮ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❯❱ ❣❧✉❡ ✭❝✮ P❧❛❝✐♥❣
t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ❛♥❞ ♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✉♥❞❡r ❯❱ ❢♦r ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s✳ ✭❞✮ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧✉❡ t♦
♠❡t❛❧ r✐♥❣ ✭❡✮ ❚❤❡ ♠❡t❛❧ r✐♥❣ ✐s s❧♦✇❧② ♠♦✈❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❛♥❞ ❤❡❧❞ ❢♦r ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳ ■♠♠❡❞✐✲

❛t❡❧② ❦❡♣t ✉♥❞❡r ❯❱ ❧✐❣❤t ❢♦r ❝✉r✐♥❣

❧❡❛❞s t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ s✉❜str❛t❡s ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r✬s ✇❛❧❧s t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡
♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✇❛❧❧ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠❧❡ss ✈✐❛❧ t♦ ❛ ❣❧❛ss s❧✐❞❡
❛♥❞ t❤❡♥ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇❤❡❡❧✳ ❚❤❡ ✇❤❡❡❧ ✐s s❡t t♦ r♦t❛t❡ ❛t ❛ s❧♦✇
♣❤❛s❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❞r♦♣ ❜② ❞r♦♣ s♦ t❤❛t t❤❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ st❛rts t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜❡❣✐♥s t♦
❞❡✈❡❧♦♣ ❛s t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s❧♦✇❧② ❡✈❛♣♦r❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❛❦❡s t✐♠❡ ♥❡❛r❧②
✹ t♦ ✺ ❤♦✉rs t♦ ❞r② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ✈✐❛❧ ✐s s✐♥t❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡♥ ✇❛❧❧ ✐s ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❜② ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r ❝♦❛t✐♥❣s✳

✷✳✶✶✳✸ ❋✐♥❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ♣r❡♣❛r❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭♣✐❝t✉r❡
✷✳✶✷✭❛✮✮✳ ❇❡❢♦r❡ ✉s❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❡❛❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦♥ ❛ ✇❤❡❡❧ ♠✐①❡r ✭♣✐❝✲
t✉r❡ ✷✳✶✶✮✳ ❆❢t❡r t❤♦r♦✉❣❤ ♠✐①✐♥❣✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❣❧✉❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❛❧ ♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭✷✳✶✷✭❜✮✮✳
❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ st❛❣❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣❧✉❡ ✉s❡❞ ✐s r❡❣✉❧❛r ♣❛♣❡r ❣❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡♠♦✈❡❞
❛❢t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛❝❡t♦♥❡✳



✷✳✶✶✳ ❙❆▼P▲❊ ❈❊▲▲ ✹✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ▲❛②❡r ♦❢ 2.33 ➭m ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r s✐♥t❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✈✐❡✇❡❞ ✉♥❞❡r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❙❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦♥ ❛ ✇❤❡❡❧ ♠✐①❡r ❛t t✇♦ r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ✭❛✮ ❙❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ❛❢t❡r ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✭❜✮ ❙❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ❣❧✉❡❞ t♦ ♠❡t❛❧ ♣❧❛t❡ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ st❛❣❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦❢

❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s

▼❛♥② ♦♣t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛r❡
✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s ❛
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥✬s str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❝♦r❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❣✐✈❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❛♥❞ ✐ts ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r s❝❛♥♥✐♥❣
❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❣♦♦❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✐t ♦✛❡rs ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✲
✐t② t♦ ❝♦♥str✉❝t ✸❉ ✐♠❛❣❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♣✐♥❤♦❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♦✉t✲♦❢✲❢♦❝✉s
❧✐❣❤t✳ ▼❛r✈✐♥ ▼✐♥s❦② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛s ❡❛r❧② ❛s ✶✾✺✼ ❬✶✸✷❪✱ ❜✉t
✐t t♦♦❦ ❛♥♦t❤❡r ✶✻ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❡❝❛♠❡ ❝♦♠♠❡r✲
❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ❡✐❣❤t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❡♥t✉r② ❛♥❞ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s❡❞
❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊①t❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳ ❬✶✽✻❪ ❬✷✶✷❪
❬✷✷✵❪✳
❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❤②s✐❝s s✐♥❝❡ t❤❡ ✾✵s t♦ st✉❞② t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳
❇② ✉s✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✈♦❧✉♠✐♥♦✉s s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♣❛t✐❛❧❧②✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧
♣❛rt✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❝❛♥ ❤❡❛❞✱ ❧❛s❡r ♦♣t✐❝s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
✉s❡s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦♣t✐❝s ✐✳❡✳ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✱ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t
✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❞❡✜♥❡❞ s♣♦t ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♣t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❆ ♣✐♥❤♦❧❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
♣❛t❤✇❛② ❝✉ts ♦✛ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♦✉t ♦❢ ❢♦❝✉s✱❛♥❞ ❛ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r t❤✉s ❛❧❧♦✇✲
✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥t t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❧✐❣❤t
❞❡t❡❝t♦r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛s❡r ✐s ✉s❡❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ▲❛s❡r ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣②✭▲❙❈▼✮✳

✹✼
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✸✳✷ Pr✐♥❝✐♣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙❡t✉♣ ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❧❛s❡r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦❝❛❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❆ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐s t✐❣❤t❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥t♦ t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭♣♦✐♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐❧❧✉✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❜❥❡❝t✮✳

❼ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝✉s ♣♦✐♥t ✭❡✳❣✳ t❤r♦✉❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ ♦r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐❣❤t✮ ✐s ✐♠❛❣❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣✐♥❤♦❧❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞
t♦ ❛ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦r✳

❼ ❚❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♥✈❡②s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t✳
❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ❢♦❝✉s ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧❛s❡r
s❝❛♥♥❡r✱ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠✐rr♦rs✮ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ s❝❛♥✲
♥✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛r❡❛ ♦r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❼ ■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦❧❧❡❝ts
❧✐❣❤t ❡①❛❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❢♦❝✉s✳

❼ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r r❡❣✐st❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ✉s✉❛❧❧②
s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r t✉❜❡s ♦r
❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡✳
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■♥ s❤♦rt✱ ❛ ▲❙❈▼ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛s❡r✱ r❡❥❡❝ts ♦✉t
♦❢ ❢♦❝✉s ❧✐❣❤t ✇✐t❤ ❛ ♣✐♥❤♦❧❡✱ ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ♣♦st✲r❡♥❞❡rs
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ✇♦r❦✐♥❣✳

❼ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱✐s ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❛r❡❛ ♦❢ ❛ ✢✉♦r♦❝❤r♦♠❛t✐❝ s♣❡❝✐♠❡♥✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s ❢♦❝✉s❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛❜♦✈❡
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ✇❤♦s❡ ♣r✐♠❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❧♦❝❦ ❛♥② str❛②
❧✐❣❤t ❢r♦♠ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳

❼ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t②♣✐❝❛❧❧② r❡sts ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❢♦❝✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❧❡♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♣♦✐♥t ♦❢ ❢♦❝✉s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r
❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s s❝❛♥♥❡❞ ✭❜❡❛♠ s❝❛♥♥✐♥❣✮
♦r t❤❡ st❛❣❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ✭st❛❣❡ s❝❛♥♥✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞
❜② ❛ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❙❝❛♥♥❛❜❧❡
♦♣t✐❝❛❧ ♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛s ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡✳

❼ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜❧♦❝❦s str❛②
❧✐❣❤t✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❯s✐♥❣ t✇♦ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♥❣ ♠✐rr♦rs✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s❝❛♥♥❡r s❝❛♥s t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❜❡❛♠ ❛❝r♦ss ❛
♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛r❡❛ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡✐r ♠♦t✐♦♥ ✐s
♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❣❛❧✈❛♥♦♠❡t❡r ♠♦t♦rs✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛ ◆✐♣❦♦✇ ❞✐s❝ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✳

❼ ❚❤❡ ✜rst ♠✐rr♦r tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ❜❡❛♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❳✲❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠✐rr♦r tr❛♥s❧❛t❡s ✐t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❨✲❛①✐s✳ ❆❢t❡r ❛♥ ❳✲❛①✐s s❝❛♥✱ t❤❡
❜❡❛♠ ✢✐❡s ❢❛st ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ ❜❡❣✐♥ ❛ ♥❡✇ s❝❛♥❀ t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s ✢②✲❜❛❝❦✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✢②✲❜❛❝❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♥♦ ❞❛t❛ ✐s ❣❛t❤❡r❡❞❀
❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r s❝❛♥♥❡r ♦♥❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

❼ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣✐①❡❧ ❜② ♣✐①❡❧✳ ■t ✐s ❛❧s♦
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▼❛♥② ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥
t❤✉s ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ③✲st❛❝❦✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ◆♦✳ ♦❢ ③✲st❡♣s st❡♣s ✐♥ ➭m ❞✉r❛t✐♦♥✭s✮ ❋r❡q✉❡♥❝②✭❍③✮

①②t ✶ − ✵✳✵✻✽ ✶✷✳✽✼
①③t ✲ ✵✳✷✺ ✵✳✷✶✼ ✹✳✻✶
①②③t ✶✷✶ ✵✳✷✺ ✾✳✹ ✶✷✳✾✽

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❉✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ r❡s♦♥❛♥t ▲❛s❡r s❝❛♥♥❡r
✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✽ ❦❍③✱ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✱ ✶✵✷✹①✶✵✷✹ ✈♦①❡❧s✱ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❂ ✷✺✵nm ❢♦r
❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 1.4 ➭m✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✐s ✽✷①✽✷➭m✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ③✲st❡♣s✱ t❤❡
❢r❛♠❡ r❛t❡ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❣♦♦❞ t♦ ❤❛✈❡ ③✲st❡♣

❧❡ss t❤❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞ ✭❣r❡❡♥✮ ❜❡❛♠s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❆ ✜❧t❡r ❛❢t❡r t❤❡
❧❛s❡r ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ r♦t❛t✐♥❣
♠✐rr♦rs✳ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❣✉✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡
❞✐❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r r❡✢❡❝ts ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❧❡ts ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ✭❣r❡❡♥✮ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✳ ❖♥❧②

❧✐❣❤t ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ♣❛ss t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡❬✶✺✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▼❛♥② ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ③✲❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈♦❧✉♠❡✳

✸✳✸ ❙❝❛♥♥✐♥❣

❚❤❡ t❡r♠ s❝❛♥♥✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ▲❙❈▼ ❤❛s t♦ ❜❡
s❝❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢♦❝✉s❡❞
❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s t♦ ❛ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❧✐♠✐t❡❞ s♣♦t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s t❤❡ ❧✐❣❤t
❤✐ts t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❡♥t❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❆❖❚❋✭❆❝♦✉st✐❝✲❖♣t✐❝❛❧
❚✉♥❛❜❧❡ ✜❧t❡rs✮ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r s♣♦t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡



✸✳✸✳ ❙❈❆◆◆■◆● ✺✶

s♣❡❝✐♠❡♥ ✉s✐♥❣ ♠✐rr♦rs✳ ▼♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣❛❧✈♦✲♠✐rr♦r ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t
✐♥ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞✱ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s ❡♠❛♥❛t✐♥❣
❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❇② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ❛ r❛st❡r
♣❛tt❡r♥✱ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡
✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ st❛❝❦✐♥❣ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✭③✲st❛❝❦✮✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ③✲st❛❝❦ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳

✸✳✸✳✶ ❆❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❞❡✢❡❝t♦rs✭❆❖❉s✮

■♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❛st❡r s❝❛♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ①② ♣❧❛♥❡✱
♦❢t❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♠✐rr♦rs ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐s✱ ① ❛♥❞ ②✮✱ ❡❛❝❤ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥
❛ ❣❛❧✈❛♥♦♠❡t❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦✐❧✳ ❚❤❡ ❢❛st❡st ✇❛② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❝❛❧❧❡❞ r❡s♦♥❛♥t s❝❛♥♥✐♥❣✱ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❛❧✈❛♥♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ t♦ r❡s♦♥❛t❡
✭♦s❝✐❧❧❛t❡✮ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤❛s ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♥✉s♦✐❞❛❧ t♦ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❝❛♥♥❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠
♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❤♦t♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❜✉✐❧❞❡rs ❛♥❞
✉s❡rs ❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡s❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❜②
s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ✉s✐♥❣ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❞❡✢❡❝t♦rs ✭❆❖❉s✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❛❧✈❛♥♦♠❡✲
t❡rs✳■♥ ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦♠❡ t②♣❡
♦❢ ♦♣t✐❝❛❧❧② tr❛♥s♠✐ss✐✈❡ ❣❧❛ss ♦r ❝r②st❛❧ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ♣❛ss❡s✳
❋♦r ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♠❡✳
❚❤✐s ❝❛✉s❡s ♣❤♦t♦ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✳ ❆♥ ❆❖❉
✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ❛s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐✈❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❣r❛t✐♥❣✳

✸✳✸✳✷ ❆❝♦✉st✐❝✲❖♣t✐❝❛❧ ❚✉♥❛❜❧❡ ✜❧t❡rs ✭❆❖❚❋s✮

❚❤❡ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r❡✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝
t✉♥❛❜❧❡ ✜❧t❡r ✭❆❖❚❋✮✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ❛❝ts ❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✭✉s❡r✲t✉♥❛❜❧❡✮ ❜❛♥❞♣❛ss
✜❧t❡r✳ ❆♥ ❆❖❚❋ ✉s❡s ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❛s❡r
❜❡❛♠✳ ❆ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛❝t✉❛t♦r ❜♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❛✉s❡s
❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s t❤❛t ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ✐♥
❛♥ ❆❖❉✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ❆❖❉ ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ❞✐✛r❛❝t ♠♦st ✭❃✾✵✪✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣❡r✲
t✉r❡✳ ❇✉t ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱
t❤❡ ❆❖❚❋ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✢❡❝ts ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❝❛❧❧❡❞ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡♥❞ r❡s✉❧t ✐s ❛ t✉♥❛❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t✳ ❆♥❞ ✐❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❝✉t ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✭❛♥❞ ♥♦✇
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲✜❧t❡r❡❞✮ ❧✐❣❤t ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ❆❖❚❋ ✐s t❤✉s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐✈❡
♦♣t✐❝ t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲t✉♥❛❜❧❡ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❆❖❉s ❛♥❞ ❆❖❚❋s✱ ✐s ✈❡r② ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝r②st❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② t❤❡
r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥t q✉❛❧✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢❛❝✲
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t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❆❖❚❋✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥ t✉r♥✱
❛✛❡❝t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ t✉♥❛❜❧❡ ✜❧t❡r ❛❝ts ❛s ❛ t✉♥❛❜❧❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣❡❛❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝②

♣♦✇❡r✳ ❈♦✉rt❡s② ♦❢ ●✫❍✳

✸✳✹ ▲❡✐❝❛ ❚❈❙ ❙P✽

❆s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛
❚❈❙ ❙P✽ ✇✐t❤ r❡s♦♥❛♥t s❝❛♥♥❡r ✉♥✐t ✐s ✉s❡❞✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✸✳✺✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❆ ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢
t❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♣✐❡③♦ ♠✐rr♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐♥❡s✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
✽ ❦❍③ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞✳ ❇✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝❛♥ t❤✉s t✇♦ ❧✐♥❡s ♣❡r ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✻✱✵✵✵ ❧✐♥❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❢r❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ ✶✻ ❢♣s ❛t ✶✵✷✹ ① ✶✵✷✹ ♣✐①❡❧s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♠♦❞❡✱ t❤❡
❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■t ✐s ✇✐t❤
s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥tr❛st ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❛st❡r✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❡s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥tr❛st✳

✸✳✺ ❚❤❡ ▲❡✐❝❛ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r✭❙P✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥
s②st❡♠

❚❤❡ ❙P✲❉❡t❡❝t♦r ❡♠♣❧♦②s ❛ ♣r✐s♠ ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛ ✏P❡❧❧✐♥✲❇r♦❝❛✲Pr✐s♠✑
❬✶✹✾❪✳ ❚❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ❡♥s✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦ss❡s✱ s✐♠♣❧✐✜❡s ❛❞❥✉st♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❡♥✲
❤❛♥❝❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t✉♣✳ ■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❧✐t✲s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❜❧❛❝❦❡♥❡❞ ❜❛r✲
r✐❡rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♠♦✈❛❜❧❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧♦✇ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ❜❛♥❞ t♦ ❜❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr✉♠✳❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❙P✲❞❡t❡❝t♦r ❛♣♣❧✐❡s
t❤❡ s❧✐t ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❧❛❝❦❡♥❡❞ ♠❡t❛❧✱ t❤❡ ❜❛rr✐❡rs ❛r❡
❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❧② r❡✢❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s✐❞❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❛rr❛♥❣❡❞
❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t ❝❛♥ t❤❡♥ ❡♥t❡r ❛ ❢✉rt❤❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ♠✐rr♦r
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s❧✐❞❡rs ❛♥❞ s❡♥s♦rs✳ ❈❛s❝❛❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❡❝tr✉♠ t♦
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✭✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t✉♥❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ♣r✐s♠
❛♥❞ ♠✐rr♦r✲s❧✐t ❝❛s❝❛❞❡❞ s❡♥s♦rs ✐s ✈✐rt✉❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❤✐❣❤❧②
tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❢❡❛t✉r❡s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣❤♦t♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t
❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♦✉s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛s ❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡t❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s
❣r❛② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛② r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✽✲❜✐t ♠♦♥✐t♦r ❝♦✈❡rs ✷✺✻ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s✳
❚❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ✭▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡✮ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ ✐❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s ❛❧❧
s❤❛❞❡s ♦❢ ❣r❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧❛❝❦ ✭❂✵✮ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ✭❂✷✺✺✮✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ♠✐❣❤t ❜❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❧♦rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✬s ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r t✉❜❡s ✭P▼❚✮ ♦r
❍②❜r✐❞ ❉❡t❡❝t♦rs ✭❍②❉✮ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ●❛❆sP✲♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡✳ ❆s t❤❡
❣❛✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❙✴◆ ✭s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡✮ r❛t✐♦✳
❚❤❛t ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛rr❛②✲❞❡t❡❝t♦rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❧②
♦♥❡ ❣❛✐♥ s❡tt✐♥❣✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦✛❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛rr❛② ❞❡t❡❝t♦rs t♦ ❛❞❥✉st ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡♥s✐t② r❛♥❣❡s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t②✳
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1 Visible line lasers or white light laser

2 Acousto-optical tunable filter (AOTF)

3 Infrared (IR) lasers *

4 Electro-optical modulation (EOM)

5 Ultraviolet (UV) lasers *

6 AOTF or direct modulation (DMOD)

7 STED laser *

8 Monitoring diode for Setlight

9 Acousto-optical beam splitter (AOBS), other options available

10 FRAP Booster *

11 IR laser incoupling

12 UV laser incoupling with CS2 UV optics

13 STED laser incoupling

14 FOV Scanner with Tandem Scanner option

15 Scan optics with alternative UVIS, HIVIS or VISIR coating

16 Scan field rotation (Abbe-König rotator) *

17 Reflected light detection (RLD) in non-descanned position *

18 Objective lens (different options available)

19 Transmitted light detection (TLD) in non-descanned position *

20 Square confocal pinhole

21 Fluorifier disc *

22 Outcoupling with X1 port *

23 External detection *

24 Prism-based dispersion

25 SP Detectior with spectrophotometer arrangement

26  Up to five photo-multipliers (PMT) or up to four hybrid 

     photo-detectors (HyD)*

*optional

12

Leica TCS SP8 Scan Head

12

13

11

10

9

20

21

22

14

15

16

15

17

18

19

1

7

5

3

2

2

6

4

23

24

26

26

26

25

26

26

8

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ▲❡✐❝❛ ❙P✽ s❝❛♥ ❤❡❛❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ▲❡✐❝❛
▼❛♥✉❛❧ ❬✶❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t✉♥❛❜❧❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ▲❡✐❝❛ ❙P✲❉❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡
❝♦❧♦r s♣❡❝tr✉♠✭❈❙✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐s♠ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ✉♣ t♦ ✺ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s
✉s✐♥❣ ♠♦t♦r✐③❡❞ ♠✐rr♦rs✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛♥❞ ✐s t✉♥❛❜❧❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ AB ❛♥❞ AR ❛r❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ s❧✐t ❬✶❪✳

✸✳✻ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦✐♥ts✱ ♦r ♦❜❥❡❝ts✱ ❛s s✐♥❣✉❧❛r✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❡♥t✐t✐❡s✳ ■♥ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
♣♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✭P❙❋✮❬✶✺✼❪❬✶✹✹❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❛♣❡rt✉r❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙❋ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❛♥ ❆✐r②
❞✐s❝✱ ✇❤♦s❡ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s ❛♥❞ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t✇♦ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ❧✉♠✐♥♦✉s ♣♦✐♥ts ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛♥❡ r❡s✉❧t ✐♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞✐s❝s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ t✇♦ ♣❡❛❦s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳
◆♦✇ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
✬❞✐♣✬ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡❛❦s t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✲t❤✐s s❡ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢
♠❛①✐♠✉♠✱ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ❛✐r② ❞✐s❝ ✭✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛♥ ❛✐r② ❞✐s❝ ❛❧✐❣♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐♣ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ❛❜♦✉t
✷✻%✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ ♠♦st ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s✱
t❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵✵♥♠✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ♣♦✐♥t✲
❧✐❦❡ s♦✉r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ✐ts s♣❛t✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❛✐r② ❞✐s❝
✐♠❛❣❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❞✐s❝ ✐s ❛❜♦✉t ◆ ♣✐①❡❧ ✇✐❞❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ▼ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs
❛❝r♦ss✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ≈▼✴◆ ❛❝❝✉r❛❝②✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛r❡

❼ ❳❨ ✭✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✱ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
❜r✐❣❤t♥❡ss✴❝♦♥tr❛st s❡tt✐♥❣s✱ ♣✐①❡❧ s✐③❡✳

❼ ③ ✭♦♣t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ t❤✐❝❦♥❡ss✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣✐♥❤♦❧❡ s✐③❡✱ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss

❼ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss ✭✵✳✶✼♠♠✮✱ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠

❼ t ✭t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ s❝❛♥♥✐♥❣ s♣❡❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈✐r❝✉❧❛r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭❛✐r② ❞✐s❝✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❘✐❣❤t✿ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞

✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳

❼ λ ✭s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✭❙P✮ ❛♥❞
❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡rs ❛♥❞ ✜❧t❡rs

❼ ✐ ✭❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜✐t✲r❡s♦❧✉t✐♦♥

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡✭◆❆✮ ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦t ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳
❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✻✸①✶✳✹ ♦✐❧ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸✳✼ ■♠♠❡rs✐♦♥ ▲✐q✉✐❞s

① ❙❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛t ❤✐❣❤ ♠❛❣✲
♥✐✜❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡
✭◆❆✮✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r♦♥t ❧❡♥s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❍❡r❡✱
✐t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜r✐❡✢② ❤♦✇ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✲s❧✐♣
❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢r♦♥t ❧❡♥s ❤❡❧♣s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ◆❆ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛✐r ❛♥❞ t❤❡ ❣❧❛ss ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ s❧✐❞❡s ❛♥❞
❝♦✈❡r✲s❧✐♣s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡✲
❞✉❝❡ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ✇❤❡♥ ❧✐❣❤t tr❛✈❡❧s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❧✐❣❤t ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ◆❆ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❧✐q✉✐❞ ✐♥
♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❧❡♥s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss ♦❢
❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❲❤❡♥ ❧✐❣❤t ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ♦♥❡
♠❡❞✐✉♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss t♦ ❛✐r✮✱ ✐t r❡❢r❛❝ts ✲ ✐♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✐t ❜❡♥❞s ❛♥❞ s❝❛tt❡rs✳ ❆♥② ❧✐❣❤t r❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛✐r✱
r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss✱ ♦r ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢r♦♥t ❧❡♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡r✲
s✐♦♥ ❧✐q✉✐❞ ✐s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❢r♦♠
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ♦t❤❡r✇✐s❡
❞❡✈✐❛t❡❞ ❧✐❣❤t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✮✳ ▲❡✐❝❛ ■♠♠❡rs✐♦♥ ❖✐❧ ✭st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t②♣❡ ❋✮ ✐s ✉s❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❘■ ♦❢ ✶✳✺✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ▲❡❢t✿ ❲❤❡♥ ❧✐❣❤t ♣❛ss❡s t✇♦ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①❡s ✭❘■✮ ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss t♦ ❛✐r✮✱ ✐t r❡❢r❛❝ts✳ ❆♥② ❧✐❣❤t r❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛✐r✱
r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss✱ ♦r ❛❝t✉❛❧❧② ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢r♦♥t
❧❡♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❆♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❧✐q✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s

♠♦✉♥t❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡❬✶❪✳

✸✳✽ ◆②q✉✐st ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ❩ st❛❝❦s

■❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♠✉st ❜❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ①✱ ②✱ ❛♥❞ ③ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆②q✉✐st s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳ ◆②q✉✐st ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐❝t❛t❡s t❤❛t t❤❡
❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ♠✉st ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✳✸ t✐♠❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧
✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ s♣❛❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ■♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② t❡r♠s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡
♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✷✳✸ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣
r❡s♦❧✈❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦♥❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❝❛♠❡r❛✴s❝❛♥♥❡r✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❡t❝✳✮✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣✐①❡❧
s✐③❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ✼ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
❖♥ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
s❝❛♥♥✐♥❣ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ✶✵✷✹①✶✵✷✹ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✺✶✷①✺✶✷✮✳ ■❢
t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣✐①❡❧s✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛✳ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ③♦♦♠ ✇✐❧❧
r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r s❛♠♣❧❡ ❛r❡❛ ✐♠❛❣❡❞✳
■t ✐s ❛❧s♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛♣♣❧② ◆②q✉✐st s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡s t♦ ❩✲st❛❝❦s ❛♥❞ t✐♠❡ ❧❛♣s❡
✐♠❛❣✐♥❣✳ ❋♦r ③✲st❛❝❦s✱ ♦♥❡ ♠✉st s❡t t❤❡ ③✲st❡♣ s✐③❡ t♦ ✷✳✸ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❩✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ▲❡✐❝❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❤❛✈❡ ✐♥❜✉✐❧t
❝❛❧❝✉❧❛t♦rs t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ s❡tt✐♥❣s ✇❤❡♥ ♣❧❛❝✐♥❣ ❳❨ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❩
st❛❝❦s✳

✸✳✾ ❘❡❝♦r❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s

❋♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✻✸①✶✳✹ ♦✐❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡❞✳ ❋♦r r❡❝♦r❞✐♥❣ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛❧s♦ t❛❦❡s t✐♠❡✳ ■♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❱✐❡✇ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲✴❚❈❊ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ✹✺①✹✺➭m2 ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✽✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ▲❯❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✽✲❜✐t ❞❡♣t❤✳
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♠♦st ✸❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ st❛❝❦s ♦❢ ✸✵✲✶✷✵ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
③ ❂ ✵✳✷✺➭m ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧✐❝❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ✽ ❧✐♥❡s ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ✐t
t❛❦❡s ❛❜♦✉t ✻✵ s t♦ s❝❛♥ s✉❝❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡✳❋❛st❡r ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧❡r ✈♦❧✉♠❡s✮
✐♥ ❧❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❣✭r✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st
✸✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✸❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♦✛s❡t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ✐s r❛✐s❡❞ ♦r
❧♦✇❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜r✐❣❤t❡r ♦r ❞❛r❦❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t
✇❛s❤❡❞ ♦✉t✱ ✇✐t❤

❼ ❜❡✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ t♦♦ ❜r✐❣❤t ❛♥❞

❼ ❜❡✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ t♦♦ ❞❛r❦✳

❼ ❚❤❡ P▼❚ ❣❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❝♦♥✲
tr❛st✱ ♠♦r❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❝❤ ❝❧❡❛r❡r ✐♠❛❣❡ ♦✈❡r❛❧❧✳

■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣ ✸✳✾ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛♥♥❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤
❝♦✈❡rs t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ✭▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡✮ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳

✸✳✶✵ ▼♦✈✐❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▲❆❙✲❆❋ ✭▲❡✐❝❛ ●♠❜❍✮✳ ❚❤❡ ♣✐❝✲
t✉r❡ s❡r✐❡s ❛r❡ st♦r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❛ ✜❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ✳❧✐❢ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✜❧❡s✳ ▲❡✐❝❛ ▼✐❝r♦s②st❡♠s ●♠❜❍✱ ❛ ❧✐♠✲
✐t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭▲❆❙❆❋ ▲✐t❡✮ s♦❢t✇❛r❡✱ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r❡❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ t♦ r❡❛❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✜❧❡s❬✷❪✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t♦ ❡①tr❛❝t
❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈✐❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s ❜❡❣✐♥s ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ ❜❡st t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♠❛❣❡s s♦
t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
❤♦✇ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ❇♦♥❞✲
♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❇♦♥❞
♦r❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ s❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡♣t❤s ③✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r t❛❦❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❛t ❛ ✜①❡❞ ❞❡♣t❤ ♦r ❝❛♣t✉r❡ ✇❤♦❧❡
st❛❝❦s ♦❢ s❧✐❝❡s ❛t ❡q✉✐❞✐st❛♥t ③ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✐s ❛ s♥❛♣✲
s❤♦t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ✶✾✾✻✱ ❈r♦❝❦❡r ❛♥❞ ●r✐❡r ❬✸✾❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡s✐r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛❝❝✉r❛t❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❆ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ✐♥ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤
❛s ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✶✺✼❪ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❉②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✷✵✻❪✳

✹✳✷ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❞✐r❡❝t
s♣❛❝❡ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✸❉✮✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❡①❛❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣
❛ ▲❡✐❝❛ ❚❈❙ ❙P✽ ✇❤✐t❡✲❧✐❣❤t✲❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ✻✸①✶✳✹

✻✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ P✐❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ 1.4 ➭m ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠ ③✲s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡✳

♦✐❧ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇❛s ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠♦❞❡
✉s✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ ✹✽✵✲550 nm ❢♦r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❡①❝✐t❡ t❤❡
✢✉♦r♦♣❤♦r❡ ✭DiIC18✮ ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ✐ts ❡♠✐ss✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✺✻✵✲700 nm✳

❙❛♠♣❧❡s ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ❂ ✵✳✶✲✵✳✸✹ ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞✳ ❇❡❢♦r❡ ✉s❡✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❡❛❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦♥ ❛ ✇❤❡❡❧ ♠✐①❡r ✭♣✐❝t✉r❡ ✷✳✶✶✮✳ ❋♦r ❣✭r✮
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ✸✵✲50 ➭m ❛❜♦✈❡
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❆t t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❛②❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✢❛t
❣❧❛ss ✇❛❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦❝❝✉rs✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❝❛♥♥❡❞
❞✐✛❡r❡♥t ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❆t ❤✐❣❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡
❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❡ s❝❛♥♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ✽✷①✽✷①✹✵➭m3 ✭✶✵✷✹①✶✵✷✹①✶✷✵ ✈♦①❡❧s✮✳

❙❝❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ✸❉ ✐s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❛s ❞❡t❡❝t✐♥❣
❛ r❛r❡ ❡✈❡♥t r❡q✉✐r❡s s❝❛♥♥✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ♠❛♥②
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
✸❉ s❝❛♥♥✐♥❣ ②✐❡❧❞s ✐♠❛❣❡ st❛❝❦s ✇✐t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✷✹①✶✵✷✹①✶✵✵ ✈♦①❡❧s✳ ❊❛❝❤
♣❛rt✐❝❧❡ s❤♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ♦♥ ✾①✾①✺ ♣✐①❡❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉❜✲♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳



✹✳✸✳ ■▼❆●❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ✻✸

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡ 1.4 ➭m t❛❦❡♥ ❛t 20 ➭m ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧
❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡

♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❡✐❝❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ ❣r❡② s❝❛❧❡✳

✹✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t♦ t❛❦❡ ✈✐s✉❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ st❛❝❦ ❛♥❞ t✉r♥ ✐t ✐♥t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ■❉▲
✭■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❉❛t❛ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐s ✉s❡❞✳ ❋r♦♠
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ▲❙❈▼ s♦❢t✇❛r❡ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t ❛s
❚❛❣❣❡❞ ■♠❛❣❡ ❋✐❧❡ ❋♦r♠❛t ♦r ❚✐✛ ✭✯✳t✐❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✽✲❜✐t✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ✐s ❛
st❛❝❦ ♦❢ ❣r❡② s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ s♣❤❡r❡s
s❤♦✇ ✉♣ ✇❤✐t❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❜✐t ❞❡♣t❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r❛②
s❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❛♥❛❧♦❣ ✐♠❛❣❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡❛❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❛
❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✽✲❜✐t ❞✐❣✐t✐③✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❛♥❣❡ ♦❢
✷✺✻ ✭28✮ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳

✹✳✸✳✶ P❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❚♦ ❡①tr❛❝t ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❝❛♥♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✸❉ ✐♠❛❣❡s
✇❡r❡ ✜rst ✜❧t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✸❉ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❊r✐❝ ❲❡❡❦s ✐♥ ■❉▲ ❬✷✶✸❪✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ s❡❧❢✲✇r✐tt❡♥ ■❉▲ r♦✉t✐♥❡ ✇❛s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤
❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❏❡♥❦✐♥s ❬✾✹❪✳ ❋✐rst
♦❢ ❛❧❧✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❜r✐❣❤t♥❡ss ♠❛①✐♠❛ ✇✐t❤✐♥ ❧♦❝❛❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ ❜r✐❣❤t✲
♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ✸❉✲✐♠❛❣❡s✳



✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❆❚❆ ❆◆❆▲❨❙■❙

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✹✳✹ ❚r❛❝❦✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s

❊✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛❝❦❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛
t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡♥s❡♠❜❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❊r✐❝ ❲❡❡❦s ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠❛❦❡s
✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛❝❦ ♠♦✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ st❡♣s ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ■❉▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ①✱ ②✱ ❛♥❞ ③
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞
✐ts tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✹

✹✳✹✳✵✳✶ P♦s✐t✐♦♥❛❧ ❊rr♦rs

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠♠♦✈❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ❞❡♥s❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡❞✐✲
♠❡♥t ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❡♥tr✐❢✉❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡✳ ❆ t✐♠❡
s❡r✐❡s ♦❢ ✸❉ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s❡ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s st❛t✐❝
♣❛rt✐❝❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ❋r♦♠ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r
❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋r♦♠ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✸❉ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ δr/2RHS ❂ ✹✳✽✪ ✐♥ t❤❡ ①②✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✻✳✸✪ ✐♥ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s
∆rij = |ri − rj | ♦❢ δrij/2RHS ❂ ✼✳✼✪ ❬✶✶✹❪✳



✹✳✹✳ ❚❘❆❈❑■◆● P❆❘❚■❈▲❊❙ ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ tr❛❝❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ tr❛❝❦❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✐❞❂✹✵ ❛♥❞ ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ①
❛♥❞ ② ❛♥❞ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥



✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❆❚❆ ❆◆❆▲❨❙■❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ✭❛✮ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r st❛t✐❝ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
▼❙❉ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s

✹✳✺ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✭r✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✭r✮✬s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦♥❡s ❢r♦♠ ▲❙❈▼✱ t❤❡ P❙❉ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ♠✉st ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣✭r✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ P❙❉✳ ❚❤❡ ♣♦❧②✲
❞✐s♣❡rs❡ ❣✭r✮ ✇❛s t❤❡♥ ❢♦❧❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✼✳✼✪ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ∆rij ✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

✹✳✻ ❇♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♥❛❧②s✐s

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐
♠✉st ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ✧s❡❛✧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝r②st❛❧✬s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❜♦♥❞✲♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✭▲❇❖P✮✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♦r❞❡r ✐♥ r❛♥❞♦♠ str✉❝t✉r❡s ❬✷✶✾❪ ❬✶✾✸❪✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ♦♥❡ ♠✉st ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r ❧✐q✉✐❞ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙t❡✐♥❤❛r❞t ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✶✾✼❪ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r qlm(i) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

qlm(i) =
1

Nb

Nb
∑

j=1

Ylm(θ(rij), ϕ(rij)) ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ Ylm(θ, ϕ) ❛r❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ θ(rij) ❛♥❞ ϕ(rij) s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ♦❢ ❛ ❜♦♥❞ rij ✐♥ ❛ ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ Nb ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳



✹✳✻✳ ❇❖◆❉ ❖❘❉❊❘ ❆◆❆▲❨❙■❙ ✻✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆ ✷❉ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ✭❛✮ ❛ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❬✻✽❪✳

❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❧ ❛♥❞ ♠ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❙t❡✐♥❤❛r❞t ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✜rst ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✈❡❝t♦rs rij ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ i ❛♥❞ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r rij ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧
❛♥❣❧❡s θij ❛♥❞ ϕij ✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧♦❝❛❧ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ql(i) = (
4π

2l + 1

l
∑

m=−l

|qlm(i)|) 1

2 ✭✹✳✷✮

wl(j) =

∑

m1+m2+m3=0

[

l l l
m1 m2 m3

]

qlm1
(j)qlm2

(j)qlm3
(j)

(
∑l

m=−l|qlm(i)|2)3/2
✭✹✳✸✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣❡rs mi ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✲❧ t♦ ❧✱ ❜✉t ♦♥❧② ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② m1 + m2 + m3 = 0 ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❲✐❣♥❡r✲✸❥ s②♠❜♦❧✱ ✇❤♦s❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✵✾❪✳ ❆♥ ■❉▲ ❝♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ ✹✳✸ ❬✶✶✹❪✳

❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ql ❛♥❞ wl ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ❢♦r ❡✈❡♥ ❧✳ ❚❤❡ ql ❛♥❞ wl

❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❡s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❙t❡✐♥❤❛r❞t ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✬s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ♥❡①t ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡♣♦rt❡❞ ❜② ▼✐❝❦❡❧ ❡t✳❛❧✳ ❬✶✸✶❪ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥✲
❞♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ql =

1
Nb

(1± 1√
4l+2

)

❬✶✻✹❪ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦ t❡r♠ ❣✐✈❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥❞♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❡✇❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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✹✳✻✳✶ ❈❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✈✐❛ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t

❯s✐♥❣ t❤❡ ▲❇❖P✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆❞❥❛❝❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ s♣❛t✐❛❧❧② ❡①✲
t❡♥❞❡❞ ❝❧✉st❡rs✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❧♦❝❛❧❧②✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝❧✉st❡rs ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✶✷❪ ❬✶✻✸❪✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❙t❡✐♥✲
❤❛r❞t ♦r❞❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t l = 6✱ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦rs q6m ♦❢ t✇♦
♣❛rt✐❝❧❡s i ❛♥❞ j ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Sij =

∑6
m=−6 q6m(i) · q∗6m(j)

√

∑6
m=−6|q6m(i)|2

√

∑6
m=−6|q6m(j)|2

✭✹✳✹✮

❚❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐ ❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t Sij = 1 ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❛♥❞ Sij = 0 ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❆ ❧❛r❣❡
❞♦t ♣r♦❞✉❝t ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t t❤✉s r❡♣r❡s❡♥ts
❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ♥❛♠❡s
❛s q66✳

❈♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✲
✉❝t ❡①❝❡❡❞s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❙❚✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❆ ♣❛rt✐❝❧❡
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ✇❤❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❆❧❧ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♠❡❡t t❤✐s ❝❧✉st❡r ❝r✐t❡r✐♦♥
❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡s ❧♦❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛s
❝❧✉st❡rs✳ ❙✐♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛✲
t✐♦♥ s❤❡❧❧s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡✱ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✧✜①❡❞✧ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡①t ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❜✉t
♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢♦✇s ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✹✳✻✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡❝❤♥❡r✲❉❡❧❧❛❣♦

❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

q̄l(i) =

√

√

√

√

4π

2l + 1

l
∑

m=−l

|q̄lm(i)|2, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡

q̄lm(i) =
1

Ñb(i)

Ñb(i)
∑

k=0

|qlm(k)|, ✭✹✳✻✮

❍❡r❡✱ t❤❡ s✉♠ ❢r♦♠ k = 0 t♦ Nb(i) r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ♣❧✉s
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ q̄l(i) ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐✱ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✈❡❝t♦rs qlm(i) ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ❛♥❞ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳
❲❤✐❧❡ ql(i) ❤♦❧❞s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst s❤❡❧❧ ❛r♦✉♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡
✐✱ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ q̄l(i) ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❤❡❧❧✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ✭❛✮ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ q̄4 − q̄6 ♠❛♣✳ P❧♦tt❡❞ ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❡st ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ♣❡r❢❡❝t str✉❝t✉r❡s ✭❧❛r❣❡ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣
str✉❝t✉r❡s ✭♣♦✐♥ts✮ ♦❢ t❤❡ ❋❈❈ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❍❈P ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ❇❈❈ str✉❝t✉r❡s ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞ ❢♦r
t❤r❡❡ ❘❍❈P st❛❝❦✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✭♠❛❣❡♥t❛ ✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛♥ ❍❑ ✢✉✐❞ ✭❜❧✉❡✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❞✐✈✐❞✐♥❣ ❧✐♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❍❊❳ ❛♥❞ ▲■◗ ❛r❡❛s ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ q4 ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r t❤❡ ❍❈P ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❋❈❈ str✉❝t✉r❡s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛r❡ ❞r❛✇♥✳ ✭❜✮ ❙tr✉❝t✉r❡✲♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡❞ w̄4− w̄6✳ ❋♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❞r❛✇♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t✱ ❍❈P
❛♥❞ ❋❈❈ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞r❛✇♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❇❈❈ str✉❝t✉r❡s

s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✭②❡❧❧♦✇✮ ❬✶✶✹❪✳

s❛② t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r q̄l ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ql ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❧♦❝❛❧ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡q✳✹✳✹ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ♦r
❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s❤❡❧❧ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r q̄lm ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ w̄l ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r wl✱

w̄l(j) =

∑

m1+m2+m3=0

[

l l l
m1 m2 m3

]

q̄lm1
(j)q̄lm2

(j)q̄lm3
(j)

(
∑l

m=−l|q̄lm(i)|2)3/2
✭✹✳✼✮

✹✳✻✳✸ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ ❞✐st❛♥❝❡

❚❡st ❞❛t❛ s❡ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❋❈❈✱ ❇❈❈✱ ❍❈P✱ ❛♥❞ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡s ❬✶✶✹❪✳
❋♦r t❤❡ ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✐❞❡❛❧ ❧❛tt✐❝❡s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥✲
t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❙♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s
✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡r❡
s♠❡❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥â⑨➍s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
❡rr♦rs ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❇♦t❤ ❡✛❡❝ts
❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❝♦r❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ▲❇❖P✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡❝❤♥❡r ❛♥❞ ❉❡❧❧❛❣♦✱ ❝♦♥✲
t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❡①t ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❜✉t ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧s ❢♦r ❋❈❈✱ ❍❈P✱ ❛♥❞ ❇❈❈ ♦r❞❡r❡❞
str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❧t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭ϕPD

eff = 0.545✮✳ ❆t ❛ ❈✉t♦✛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.4dHS ✱ ♣❛rt✐❝❧❡s
♦❢ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ✭❋❈❈✱ ❍❈P✮ ♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ t❤❡
t❤✐r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ✭❇❈❈✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛

♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❍❙ ✢✉✐❞ ✭ϕc = 0.415✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❬✶✶✹❪✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣ t♦ ✜✈❡ ❧❛②❡rs ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❡✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝✉t♦✛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s❡t t♦ rc = 1.4dHS ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ rc = 2.0 ➭m✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠ ✭ϕ = 0.415✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♠❛❥♦r ♣❡❛❦s ♦❢
t❤❡ ❋❈❈✱ ❍❈P✱ ❛♥❞ ❇❈❈ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭❛❧❧ ❛t ϕ = 0.545✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛❥♦r
♣❡❛❦s ❢♦r ❋❈❈ ❛♥❞ ❍❈P str✉❝t✉r❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡ ❈✉t♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝❤♦s❡♥
❢♦r ❛❧❧ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧s✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ✐♥ ❋❈❈ ❛♥❞ ❍❈P str✉❝t✉r❡s ❛♥❞
t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧s ✐♥ ❇❈❈ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡
❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✶✷ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭❋❈❈✱ ❍❈P✮ ❛♥❞ ✶✹ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs ✭❇❈❈✮ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❈✉t♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉✐❞✳

✹✳✻✳✹ ❚❤r❡s❤♦❧❞

❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❙❚ ❛♥❞ ◆❚ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs✳
❚❤❡ ❧✐♠✐ts ❙❚✭❙❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t t❤r❡s❤♦❧❞✮ ❛♥❞ ◆❚✭◆❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r t❤r❡s❤♦❧❞✮
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✇r♦♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❈❧✉st❡r ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛ s❡ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✳
❋♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❡st ❞❛t❛ ✇❡r❡ s♠❡❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥â⑨➍s
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
✈❛❧✉❡s ♣❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡
s♠❡❛r❡❞ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞s ✇❡r❡ t❛❦❡♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❤❛s
✐ts ♣❡❛❦ ❛t ③❡r♦✱ ❜✉t ✐s ✈❡r② ✇✐❞❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✱
t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✳✼✲✶ ❛♥❞ ❛r❡ ♥❛rr♦✇❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
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♣❤❛s❡s✱ ❛t ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ q6q6 ≥ ❙❚ ❂ ✵✳✺✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
❆t t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥
t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❋♦r ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡✱ ❛
s❡❝♦♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs
◆❚✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❙❚ ❛♥❞ ◆❚ ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
♣❤❛s❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡rr♦♥❡♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✢✉✐❞ ❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❧✐q✉✐❞
♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡rr♦♥❡♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥❡✳
❋♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❙❚❂✵✳✺ ❛♥❞ ◆❚❂✽✱ t❤❡ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❋❈❈
♣❤❛s❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✺✪✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②③❡s ✉♥❧❡ss ♥♦t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❈♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s❡tt✐♥❣s ❙❚❂✵✳✼ ❛♥❞ ◆❚❂✺ ❬✶✶✹❪✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡s❤♦❧❞s r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ❝♦♥♥❡❝t❡❞
♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s
✉s❡❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❙❛♥❞♦♠✐rs❦✐ ❡t ❛❧✳ ✉s❡❞ ✈❛❧✉❡s ❬✶✼✶❪✳

❚❤✉s ❝✉t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♠✉st
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞s t♦ ✇r♦♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❧✇❛②s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②
❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠✳

✹✳✻✳✺ ❈❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✈✐❛ ▲❇❖P

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs q̄4 ❛♥❞ q̄6 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs w4 ❛♥❞ w6 ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❚❡st ❞❛t❛ s❡ts ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ t②♣❡s t♦ ♦❜t❛✐♥
❛✈❡r❛❣❡❞ ▲❇❖P✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❝♦❧♦✉r q̄4 q̄6 w̄4 w̄6

❍❈P r❡❞ ✵✳✵✹ ✲ ✵✳✶✷ ≥✵✳✷✽ ≥✵ ✲✵✳✵✺ ✲ ✵✳✵✵✽
❋❈❈ ❜❧❛❝❦ ✵✳✶✷ ✲ ✵✳✷✺ ≥✵✳✷✽ <✵ ✲✵✳✵✺ ✲ ✵✳✵✵✽
❇❈❈ ②❡❧♦✇ ✵✳✵✵ ✲ ✵✳✵✼ ≥✵✳✸✵ ✵✳✵✵✽ ✲ ✵✳✵✺
HEX1 ❣r❡❡♥ ≥✵✳✷✽
▲■◗ ❜❧✉❡ <✵✳✷✽

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❍❊❳ ❞❡♥♦t❡s ❤❡①❛❣♦♥❛❧
✉♥r❡❣✐st❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ▲■◗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✢✉✐❞✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✳ ✶✿ ❞❡♥♦t❡s ♥♦ ❍❈P✱ ❋❈❈ ♦r

❇❈❈ ❬✶✶✹❪✳❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❙❚❂✵✳✺ ❛♥❞ ◆❚❂✽ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝✲
t✉r❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❍❈P✱ ❋❈❈✱ ❛♥❞ ❇❈❈✱ t✇♦
❢✉rt❤❡r str✉❝t✉r❛❧ t②♣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❍❊❳ ❛♥❞ ▲■◗✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡
❍❊❳ ❞❡♥♦t❡s ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✉♥r❡❣✐st❡r❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❆ ❤✐❣❤ q6 ✈❛❧✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡s❡✱
❜✉t ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢❛✐❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❘❍❈P st❛❝❦✐♥❣ s❡✲
q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ❜✉t ♥♦t
✐♥ ❧♦❝❦❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✢✉✐❞✲❧✐❦❡ ♦r❞❡r❡❞ ❝❧✉st❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✭▲■◗✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ q6 ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞✳



✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❉❆❚❆ ❆◆❆▲❨❙■❙



❈❤❛♣t❡r ✺

❋❧✉✐❞✲str✉❝t✉r❡✿ ❙t✉❞② ♦❢

❝❤❛r❣❡❞✱ s❝r❡❡♥❡❞ ❝❤❛r❣❡❞✱

❛♥❞ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✢✉✐❞s ❜②

❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞

r❡✈✐❡✇❡❞ ❜② t❤❡♦r② ❛♥❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆❢t❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦ ♦♥ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
tr❛❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞✱ s❝r❡❡♥❡❞ ❝❤❛r❣❡❞✱ ❛♥❞ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✢✉✐❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ P▼▼❆ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ❛♥❞ ❈❉▲✰❈❍❇ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❚❇❆❇✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

✺✳✶ ❆❜str❛❝t

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ✐♥ ✐ts t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ P❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥❢♦✲
❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ s②st❡♠✬s str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✵✳✺✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❣✭r✮ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r
❙✭q✮ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡✭❍❙✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❛r❡
✜rst r❡✈✐❡✇❡❞ ✇✐t❤ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦✬s ✭P❨✮ t❤❡♦r②✳ ❙❛♠♣❧❡s ❛t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s
✉♣ t♦ ❛ ❢r❡❡③✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❚❈❊ s②st❡♠ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
s♦❧✈❡♥ts ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ♦r❣❛♥✐❝ s❛❧t t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢r♦♠ ❍❙✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ♦t❤❡r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✸❉ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❛❦✐♥❣ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t♦

✼✸
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❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✴ t❤❡✲
♦r② ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❈❉▲✰❈❍❇ ❛♥❞ t❤❡ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ s♦❧✈❡♥ts✱ ❛♥❞
✐t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ s②st❡♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ s♦❧✈❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳

✺✳✷ ❉❛t❛ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

❚❤❡ ❉❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ✸✵✲50 ➭m ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❜♦tt♦♠✳ ❱♦❧✉♠❡s ♦❢ s✐③❡
✽✷①✽✷①✸✵ ➭m3 ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✶✵✷✹①✶✵✷✹①✶✷✵ ✈♦①❡❧s✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✈♦①❡❧ ✐s ❧❛t❡r❛❧ 80.2 nm ❛♥❞ ❛①✐❛❧❧② 251.8 nm✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r s❤♦rt ♣❡r✐♦❞s t♦ st✉❞② ✢✉✐❞s ❧♦♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❝r②st❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ✽ ❧✐♥❡s ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ✐t t❛❦❡s ❛❜♦✉t ✻✵ s t♦ s❝❛♥
s✉❝❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋❛st❡r ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧❡r ✈♦❧✉♠❡s✮ ✐♥ ❧❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞
s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❣✭r✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st ✸✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✸❉
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ t②♣✐❝❛❧❧②✱ 104 ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

❯s✐♥❣ ▲❙❈▼✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ◆ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡ Vsample ❝❛♥
❜❡ ❝♦✉♥t❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ# ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q
✷✳✸✳ ❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ Rc ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ❙❊▼✱ ✇❡ ❣❡t

ϕcore = ρN .VP =
π

6
ρN ⟨d3⟩PSD = (ρN➭m

3).1.399 ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭❡q ✷✳✸✮ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r t♦ ❜❡
2Rc ❂ ✭✶✳✸✽✽ ± ✵✳✵✵✺✮ ➭m✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❙❊▼ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ▲❙❈▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

■♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
t❤❡♦r② ❛♥❞✴♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❡✳❣✳✱ s❤♦rt t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬✶✼❪✱ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②
❬✶✵✽❪ ❬✶✹✸❪✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❬✷✺❪ ❬✺✾❪ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡❬✶✺✵❪✱
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❬✷✵✷❪✱ ♦s♠♦t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❬✸✹❪ ❬✶✺✷❪✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜②
t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r α ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r✭❡q ✷✳✹✮✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ▲❙❈▼✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✭❛✮ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡✱ ✭❜✮ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞
❡rr♦r✲s♣r❡❛❞ gPY ✭r✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❛t t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t s❤♦✇s t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡✲
t❛✐❧✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞ P❨ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ P❧♦t ♦❢ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✈❡rs✉s ♣r❡♣❛r❡❞
❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❚❈❊✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ♠✉st ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✈✐❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s✳ ■♥ t❤❡ s❤♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ Chi2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t
2RHS ❂ 1.443 ➭m ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✭r✮✬s ❞✐r❡❝t❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s ❢r♦♠ ▲❙❈▼✱ t❤❡ ✭P❙❉✮P❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣✭r✮ ✇❛s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ P❙❉✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❣✭r✮ ✇❛s t❤❡♥ ❢♦❧❞❡❞
✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✼✳✼✪ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ∆rij ❡rr♦r✳

❚♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ✸❉ r❛❞✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❣✭r✮✮ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉s♣❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥ts ❢♦r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣✭r✮ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡tt❡r✳

✺✳✷✳✶ ❋❧✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥t ♠✐①✲
t✉r❡ ❢r♦♠ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❙❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ# ❂ ✵✳✵✺✲✵✳✸✳ ❇❡❢♦r❡ ✉s❡✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦♥ ❛ ✇❤❡❡❧ ♠✐①❡r✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❣✭r✮
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡ ❤❛r❞✲
s♣❤❡r❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ ❣✭r✮ ✐s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢
t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♦❢t✱ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✳ ❋♦r ❛ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱
✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❦♥♦✇ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❜❡st ✇❛② t♦ ❣❡t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ✈✐❛ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡
❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✇✐t❤
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❈❉▲
✰ ❚❈❊ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❣✭r✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦ r❡❧❛t✐♦♥✿ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡
✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✱ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞ s♦❧✉t✐♦♥s

✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦✳

❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥ts ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❙✭q✮ ❛♥❞ ❣✭r✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❉▲✰❚❈❊ r❡♠❛✐♥s s❛♠❡ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❈❉▲✰❈❍❇ ❛♥❞ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts t♦✇❛r❞s ❧❡❢t ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ▲❡ts r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡♦r② ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳



✺✳✷✳ ❉❆❚❆ ❆❈◗❯■❙■❚■❖◆ ✼✼

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ✭❜✮
✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇ ✭❝✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s

❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳
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✺✳✸ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❙t✉❞②

■♥ ❧✐q✉✐❞ st❛t❡ t❤❡♦r②✱ ❣✭r✮ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡
✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❧♦s✉r❡✳ ❈♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✛❡r ❛♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱ t❤❡ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦✲❝❧♦s✉r❡ ✭P❨✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡
❖r♥st❡✐♥✲❩❡r♥✐❦❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ P❨ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ gPY ✭r✮ ♦r t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r SPY ✭q✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✲
✐❝❛❧❧② ❝✐t❡❡q✉❛t✐♦♥♦❢st❛t❡ ❬✷✶✺❪ ❬✶✵❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ gPY ✭r✮ ❛♥❞ SPY ✭q✮ ✐♥ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❍❙✲✢✉✐❞s ❬✶✹✼❪ ❬✻✼❪✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ gPY ✭r✮ ❛ s❡❧❢ ✇r✐tt❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ♣r♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s ✉s❡❞✳

■♥ ❝❤❛r❣❡❞ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ✢✉✐❞✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ s❝r❡❡♥❡❞
❝♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥

U(r) =
Z2e2

4πϵϵ0

exp(κ( 2R− r)

( 1 + κR)2 r
✭✺✳✷✮

✭❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❩✱ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❦✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ r✮✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
P❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❘❡s❝❛❧❡❞ ▼❡❛♥ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭P❇✲
❘▼❙❆✮ ❬✶✾✶❪ ❬✽✷❪ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❣✭r✮ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r✲
♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼✳ ❍❡✐♥❡♥ ❬✽✶❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ✇❛② t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✺✳✸✳✶ P❨✲t❤❡♦r②

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ P❨ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡
♣r❡♣❛r❡❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛s
❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ♦r ♥♦t✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✭❛✮✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❈❉▲✰❚❈❊ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ P❨✲t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ P❨ ❞✐❛♠❡t❡r
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ P❨ ❞✐❛♠❡t❡r ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❉▲❙ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ❧✐♠✐ts✳ ■♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ♥♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♦r ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①✐st✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❍❙ ✢✉✐❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❉▲✰❚❈❊✳ ❖✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ t❤❡ P❨✲
❣✭r✮ ❛❣r❡❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢
t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉rs❡s ❛r❡ ✐♥ ❤❛r♠♦♥② ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❛t ❛ P❨ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s❛♠♣❧❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❉▲✰❚❈❊✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛r❡❛✳ ❇② ✜tt✐♥❣ t❤❡ P❨✲❣✭r✮ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣
❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❍❙✲r❛❞✐✉s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿ α1/3 ❂ ✶✳✵✸✽✶✽ ±✵✳✵✵✷✸ ❛♥❞
2RHS ❂ ✶✳✹✹✶±✵✳✵✵✹➭m ✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❉▲✰❈❍❇ ❛♥❞ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇✱ t❤❡ P❨✲❣✭r✮ ❞♦❡s ♥♦t
❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ♣❡❛❦
♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡
r❛♥❣❡ s❤♦✇s t❤❛t P❨✲t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t t♦ ✜t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮✱ s♦ ♦♥❡ ❤❛s
t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥♦t❤❡r t❤❡♦r② ♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳



✺✳✸✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❙❚❯❉❨ ✼✾

✺✳✸✳✷ P❇✲❘▼❙❆

❋♦r ❝❤❛r❣❡❞ st❛❜✐❧✐③❡❞ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ s❝r❡❡♥❡❞ ❝♦✉❧♦♠❜ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❈♦rr❡❝t❡❞ ❘❡s❝❛❧❡❞ ▼❡❛♥ s♣❤❡r✲
✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✭P❇✲❘▼❙❆✮ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❣✭r✮ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼✳❍❡✐♥❡♥❬✽✶❪✳ ❯♥❢♦rt✉✲
♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❇❆❇ s❛❧t ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞
s❝r❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞✲❝♦❧❧♦✐❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈✐❛ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✭r✮✳

■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✜tt❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞
P❇✲❘▼❙❆ ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥✳ ❋♦r ❝❤❛r❣❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦
♦❢ ❣✭r✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❈♦❧✉♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐ts
❝♦❧❧♦✐❞s ❢r♦♠ ❝♦♠✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❧♦✇✲✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛
❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✳ ❉✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❈❉▲✲❈❍❇ ❞②❡❞ P▼▼❆✲P❍❙❆ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞✳ ❋♦r ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ❛❧♦♥❡✱ t❤❡ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ P❇✲❘▼❙❆ t❤❡♦r② ✲ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐s ♥♦t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮s r❡✢❡❝t t❤❡ t②♣✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡ ✢✉✐❞✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡❛❦ s❤✐❢ts t♦ s♠❛❧❧❡r r✲✈❛❧✉❡s❀ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❞✐st❛♥❝❡s
❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡
P❇✲❘▼❙❆ ❣✭r✮✳

❈❤❛r❣❡✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s②st❡♠ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠❛❝r♦✲✐♦♥s ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ ❝♦✲✐♦♥s✱ ❛❧❧ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛
s♦❧✈❡♥t✳ ❆❞❞✐♥❣ s❛❧t t♦ s✉❝❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❝♦❧✉♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s t♦ ❜❡ s❝r❡❡♥❡❞✱ s♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ❧✐❦❡ ❛ ♦♥❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s②st❡♠✳ ❆s ♣r✐♠❛r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇ ❧❡❛❞s t♦
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡ ✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ■t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❞❡♥s✐t②✲
♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✲♠❛t❝❤❡❞ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ❈❉▲✲❈❍❇ ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥s ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡❬✷✷✺❪✳ ❙✐♥❝❡
❛❧❦②❧ ❤❛❧✐❞❡s ❛r❡ s❡❧❢✲♣r♦♥❡ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ ❈❍❇✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❇r✳ ❖♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❍❇r ✐s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❈❍❇✱
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ♠❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❢t❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇✱ ♠❛②❜❡ ✐t ✐s ❇r✲ ✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡♥❞s ✉♣ ✐♥ t❤❡
P▼▼❆ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤✐s ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❞❡❜❛t❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦
✇❤❛t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❝❤❛r❣❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧②
s❝r❡❡♥❡❞✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❞❡❞ ❚❇❆❇✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❝r❡❡♥❡❞ ❡✈❡♥ ✉♣♦♥ ✉s✐♥❣ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧❛r❣❡ s❛❧t
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤✐❢ts s✐♠✐❧❛r❧②
❛s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❍❇✳

✺✳✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② Pr♦❢✳ ▼❛rt✐♥ ❖❡tt❡❧✮
❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r ❛

♠✉❧t✐❞✐s♣❡rs❡ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ r❛❞✐✐ Ri(i = 1...N) ✇❡r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✳✵✹✸ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s✇❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✷<❘>≈1.4 ➭m✳ P❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ t❤❡ ♣❛✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
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❡♥❡r❣②

Uij(r) =















∞, ( r❁Ri +Rj)
ZiZje

2

4πϵϵ0

exp(κ( Ri+Rj−r)
( 1+κRi) ( 1+κRj) r , ( r ∈

[

Ri +Rj , rc
]

)

0, ( r❃rc)
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✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡✲❨✉❦❛✇❛ ✭❍❙❨✮ ❢♦r♠✱ ✐ts ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣❛rt ✐s t❤❡
♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❡q✳✺✳✸✳ P❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❛s✲
s✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ Zi ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ < Z > ✈✐❛ Zi ❂ Z R2

i < R2 >✳
❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡✲❨✉❦❛✇❛ ✭❍❙❨✮
❢♦r♠✱ ✐ts ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣❛rt ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ✐♥ ❡q✳✺✳✸✳ P❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②
s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ Zi ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡
< Z > ✈✐❛ Zi ❂ Z R2

i < R2 >✳ ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠

κ−1 =
( ϵ0ϵkBT ( 1− Φ)

e2( Zρ# + 2000csNA)

)
1

2
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✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✈❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✐s ϵ❂✺✳✽✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
❚ ❂ ✸✵✵ ❑✱ Φ❂✭✹✴✸✮< R3 >ρ# ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ cs ✐s
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ s❛❧t ✐♦♥s ✭✐♥ ♠♦❧✮✱ ❛♥❞ NA ✐s ❆✈♦❣r❛❞r♦✬s ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤✉s✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❜②❡✲❍✉❝❦❡❧ s❝r❡❡♥✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡ s❛❧t ✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r ✐♦♥s r❡❧❡❛s❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡
✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♠✐♥✉s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡
t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r 1 − Φ✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ rc ✐♥ ❡q✳✺✳✸ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s rc ❂
♠❛①✭✹< R >✱ ✷< R > ✰ ✶✵κ−1✮✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ# ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✜t✲
t❡❞ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ < Z > ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❈❉▲✰❈❍❇ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢r❡❡ s❛❧t ✐♦♥s✱ cs ❂ ✵✮ ❛♥❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ < Z > ❛♥❞
cs ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇✮✳❋♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❡ ❛ss❡ss❡❞
♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s✱ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s②st❡♠✳
❲❡ ✉s❡❞ ◆ ❂ ✽✻✹ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t✐♦ ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸ ❛♥❞ ✵✳✻✳ ❋♦r ❧♦✇ Z✱ t❤❡r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ 104 t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ s✇❡❡♣s✱
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝r②st❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❤✐❣❤ < Z >✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❧♦✇ < Z >
❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ✐t ❢✉rt❤❡r✳ ❋♦r ❣✭r✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
✇❡ ✉s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✺①105✱ ❛♥❞ 106 s✇❡❡♣s✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡✈❡r② ✶✵✵
s✇❡❡♣s✳

❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡✱
❜✉t t❛❦✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✐♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❡❛❦s❀ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❜r♦❛❞❡r ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧②
❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ■❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❢r❡❡❧②✱ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❡❛❦s
♠✉❝❤ ❜❡tt❡r✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ρ#❂✵✳✷✸✼✷➭m−3 ❞✐s♣❧❛②s
❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s❛♠♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦✉t ♦❢
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝r②st❛❧❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
✇❛s ♥♦t ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡❝t ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
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■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❈❉▲✰❈❍❇ ❛♥❞ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡
❢♦r t✇♦ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s❛❧t s❝r❡❡♥✐♥❣
❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t✿ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ✵✳✷✽ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜✐t ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ✵✳✷✸✼ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✐♠✉♠
✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ✵✳✶✼✹ ❛♥❞ ✵✳✶✶✾ ✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❚❇❆❇
❛❞❞✐t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❜♦t❤ ❤❡✐❣❤t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ❛♥❞ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

❉❡♥✐s✐t② ➭m−3 ❩ cs ✐♥ ➭ ▼ κ−1nm κ❘

✵✳✶✶✽ ✶✵✵±✷✵ ✵✳✶✺±✵✳✵✺ ✶✾✸±✸✸ ≈✹
✵✳✶✽✸✶ ✽✸±✶✵ ✵✳✵✼✺±✵✳✵✷✺ ✷✹✼±✸✾ ≈✸
✵✳✷✸✺✵ ✺✼✺±✶✼✺ ✵✳✼✺±✵✳✷✺ ✼✸±✶✷ ≈✶✵
✵✳✷✽✵✶ ✷✼✵±✸✵ ✵✳✼✺±✵✳✷✺ ✼✵±✶✶ ≈✶✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❈❤❛r❣❡✱ s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣✭r✮ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ❞❛t❛

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣✭r✮ ✇✐t❤
s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❣❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ s②st❡♠ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♠▼ r❛♥❣❡✳ ❉✉❡ t♦ str♦♥❣❡r s❝r❡❡♥✐♥❣✱ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ P❇✲❘▼❙❆ ❞♦❡s ❢❛✐❧✭✺✳✺✮✳ ■♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ s②st❡♠✱ ❣♦♦❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲ t❤❡r❡ ✐s
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡s❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♥ ❡①tr❡♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✭r✮
❛t ρ# ❂ ✵✳✷✸✺✵➭m−3✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡r② ✇❡❧❧
✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ < Z > ❂ ✼✺✵ ❛♥❞ cs❂✶♠▼ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉s✐♥❣ < Z >❂
✹✵✵ ❛♥❞ cs ❂ ✵✳✺ ♠▼✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Chi2 ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡✱
♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞ P❨✲❣✭r✮ ❢♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥

❈❉▲✰❚❈❊ ✭❜✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇ ✭❝✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ ✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇ ✭❜✮ ✐♥
❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ❛r❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞
P❇❘▼❙❆✲ ❣✭r✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r

❝❧❛r✐t②✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇ ✭❜✮ ✐♥
❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞

✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❝❧❛r✐t②
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✺✳✹ ❘❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s ✭✸✽①✸✽mm2✮ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉✐❞
st❛t❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛❢t❡r s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚♦♣✿❈❉▲ ✰ ❚❈❊ s❛♠♣❧❡ ✭ρ# ❂ ✵✳✶✸✻
➭m−3✮ ✻ ❞❛②s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✷✻ ♠♦♥t❤s ✭r✐❣❤t✮✳ ❇♦tt♦♠✿ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ s❛♠♣❧❡ ✭ρ# ❂

✵✳✶✹✼✵ ➭m−3✮ ✻ ❞❛②s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✼ ♠♦♥t❤s ✭r✐❣❤t✮ ❛❢t❡r s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

■♥ ♦✉r ❧❛❜✱ ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♦t❤❡r s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✲
❛t✐❝ ❡rr♦r ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❈❉▲✰❚❈❊
❛♥❞ ❈❉▲✰❈❍❇ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❯♥❢♦r✲
t✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ ❞❛t❛✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✽✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮ ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r t❤❡ ❈❉▲✰❚❈❊ ❛♥❞ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ s❛♠♣❧❡s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❈❉▲✰❚❈❊ s❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡
❢♦r ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s str❛♥❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ✐t
♠❛② ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❞❤❡s✐✈❡ ✜①✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡rs✐❞❡ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss t✉❜❡❬✶✹✵❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞②❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❛ s♦❧✈❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❈❍❇✱
♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛ ✐♥ s❛♠♣❧❡s ♦❧❞❡r t❤❛♥ ✷ ♠♦♥t❤s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ s❤♦✇s ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ❛♥❞
❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ❛ ❢❡✇ ❞❛②s ❛♥❞ ♠♦♥t❤s ❛❢t❡r s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ❞✐s♣❧❛② ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ♥♦✐s② ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✇❡❡❦s✳ ■t ✐s
♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡s P▼▼❆
♣❛rt✐❝❧❡s✱ s♦ ❛♥ ❡①❛❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐✲
❜❧❡✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ❛♥❞
❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❉❛t❛ ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ✷✺
♣♦✐♥t ✢♦❛t✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡ ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t

s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧s✳

✺✳✺ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇

❚❤✐s st✉❞② ✉s❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❚❇❆❇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s 3.8m M✭s❛t✉r❛t❡❞ s♦✲
❧✉t✐♦♥✮✱ 1m M ✱ ❛♥❞ 1 ➭ M ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝❧❛r✐t② ♦♥❧② t✇♦ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② s✉❝❤ ❛s ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✷✹➭m−1 ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰
❚❇❆❇ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ✭❛✮P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇✰❚❇❆❇ ❤❛✈✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✭❜✮ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮✳

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇✭ 3.8m M✮ ✐♥ ❈❍❇✱ s❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❤❛✈✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵✾ t♦ ✵✳✸✺✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❛❧t ✐s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❢✉rt❤❡r t♦ 1m M ❛♥❞ t♦ 1 ➭ M ❛♥❞ s❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ✢✉✐❞s✳
❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✭❛✮ ♠♦r❡ ❞❛♠♣❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ 3.8m M ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s❡❡♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✭❜✮ ❜✉t ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦
s❡❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡
✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ ❣✭r✮ t♦ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❆s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✇❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵
❛s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t ❞❡✲
❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❧✐❦❡✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❈❍❇ ❞✐ss♦❝✐❛t❡s ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str❛② ❧✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t
✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❖❜t❛✐♥❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❩ ❢♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ❈❍❇ ✉♥✜❧t❡r❡❞✱ ❈❍❇
✉♥✜❧t❡r❡❞ ✰❚❇❆❇ ❛♥❞ ❈❍❇ ✜❧t❡r❡❞ ✰ ❚❇❆❇✳ ❚❤❡ ❩ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡

✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡✳

✺✳✻ ❘❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❝✐❢② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❨ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
P❨ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ s♠❡❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
❡rr♦r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❣✭r✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤✲
❜♦r ❞✐st❛♥❝❡ dNN ✭♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ ❍❙✮✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r
♠❛①✐♠✉♠ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ < d > ✭♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ❣✭r✮✮✳ ❚❤❡
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❣✭r✮ r❡✢❡❝ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛t t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ ❙✭q✮ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ✐♥ t✉r♥✳

❈❉▲ ✰ ❈❍❇✿ ❚❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❞✐st❛♥❝❡ dNN ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❞✐st❛♥❝❡ < d > ≈1/qpeak ❞❡❝r❡❛s❡ str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
qpeak ❂ ✷π✴< d >≈ρ1/3 ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡ ✢✉✐❞s✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤t ✐♥
❣✭r✮ ❛♥❞ ❙✭q✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✜rst ❛ str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✭0.09 ➭m−3 0.17 ➭m−3✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭0.17 ➭m−3 < 0.25 ➭m−3✮ ❛♥❞
❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r t❤❛t✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣ dNN ✮ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳✺✳✷✮✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❙✭q✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♥s❡♥✲❱❡r❧❡t✲❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✼✼❪
❛♥❞ t❤❡ s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥ s✉❣❣❡st t❤❛t
t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ♣r❡✈✐✲
♦✉s❧② ❬✶✻✼❪✳

❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇✿ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♦❜t❛✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛❞❞✐♥❣
❚❇❆❇ t♦ ❈❍❇✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡ts✳ ❖♥❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r❧②
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t♦ t❤❡ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ s❛♠♣❧❡s ✭s❡r✐❡s s✶✮✱ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❣♦t s♦♠❡❤♦✇ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡
r❡s✉❧ts ✭♠❡❛♥ ♦❢ s✷ ❛♥❞ s✸✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❝r❡❡♥✐♥❣
✭s✹✮✳ ❚❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ s✶ s❤♦✇ ♥♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡ ❞❛t❛✳ ▲♦♦❦✐♥❣
❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤ts✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ❧♦✇❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
✐s ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲♦✈❡r t♦ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♣♣❡❛rs ❛t s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳

❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇
s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s s✷ ❛♥❞ s✸ ❞✐s♣❧❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ s❝r❡❡♥✐♥❣✱
❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❤❛r❞ s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤ts ✐♥
❣✭r✮ ❛♥❞ ❙✭q✮ ✉♣ ρ ≈20 ➭m−3 ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❍❙✱
t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞✐s♣❧❛② str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳
❇❡②♦♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ≈0.20 ➭m−3 t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡❛❦ ❤❡✐❣❤ts ✐♥✲
❝r❡❛s❡ r❛♣✐❞❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❝r♦ss❡❞ ❛t ρ ≈0.23 ➭m−3✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ s❛♠♣❧❡ s✹✳ ❍❡r❡✱ ❛t ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛t ρ ≈0.22 ➭m−3 ✐♥t♦
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❡❛❦❧② s❝r❡❡♥❡❞ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❈❉▲ ✰ ❚❈❊✿ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡✐❣❤ts ✐♥ ❣✭r✮ ❛♥❞ ❙✭q✮
♦❢ t❤❡ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ❞❛t❛ s❤♦✇ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❍❙✳ ■♥ ❙✭q✮✱ ❱❲✲❝♦rr❡❝t✐♦♥✭✻✽✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❡❛❦
❤❡✐❣❤t ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✳



✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❋▲❯■❉✲❙❚❘❯❈❚❯❘❊

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t s♣❛❝❡✳ ✭❛✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✭❜❧✉❡ sq✉❛r❡s✮✱ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ✭r❡❞
❞✐❛♠♦♥❞s✱ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞ P❨✲❣✭r✮ ✇✐t❤ ✷❘ ❂ ✶✳✹✹✶➭m✳ ✭❜✮

❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮✲s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❧✐♥❡s ❛s ✐♥ ✭❛✮✳



✺✳✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✾✶

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ s❤♦rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥s✇❡r❡❞ t✇♦ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ♣♦s❡❞ ❜② ❲❡❡❦s✱ ❘♦②❛❧❧
❛♥❞ P♦♦♥✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t P▼▼❆✲P❍❙❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ❈❉▲
✰ ❚❈❊ ❞✐s♣❧❛② ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❈❍❇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦❧✈❡♥ts✱ t❤✐s
✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡
♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥t P▼▼❆✲P❍❙❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥ts ✭❈❉▲ ✰ ❈❍❇✱
❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇✱ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊✮ ❜② ▲❙❈▼ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
t❤❡♦r② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣
❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠✉st ✜rst ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡
♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❈❉▲✲❚❈❊ s②st❡♠ ✐s
❝❧❡❛r❧② ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✉❧❛t❡❞ ❛❜♦✉t
❜❡❢♦r❡ ❬✶✸✼❪ ❜✉t ❤❛s ♥♦✇ ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡
❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ s②st❡♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s✳ ❚❤✐r❞❧②✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ s②st❡♠ ♠✉st
❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❝❛✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢♦r ✭str♦♥❣❧② s❝r❡❡♥❡❞✮ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡s✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛✐r
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣
❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡ ❜✉❧❦ s♦❧✈❡♥t✱ r❛t❤❡r ✇❡ s❡❡ t❤❛t s❝r❡❡♥✐♥❣
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ ❜✉❧❦ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❈❉▲✰❚❈❊ ♠♦❞❡❧ s②s✲
t❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲
st❛♥❞✐♥❣ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥ t❤❡
♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤✐s ❤❛r❞ s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡
s②st❡♠✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st✉❞② ♦❢ ❍❙

✉s✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②

✻✳✶ ❆❜str❛❝t

❈r②st❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✉❝❤✲st✉❞✐❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ②❡t t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐t ♦❝✲
❝✉rs r❡♠❛✐♥s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♣r❡❞✐❝t✳ ❙♠❛❧❧ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❢♦r♠ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧②
✐♥ s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ✉♥❧❡ss t❤❡✐r s✐③❡ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡② ✇✐❧❧ r❡✲❞✐ss♦❧✈❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❣r♦✇✳ ■t ✐s t❤✐s r❛t❡✲
❧✐♠✐t✐♥❣ st❡♣ t❤❛t ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡
❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ▲❛s❡r ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦✲
❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ■t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r
♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❉✐r❡❝t ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦✛❡rs
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❧❡✈❡❧✱ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✢✉✐❞✲t♦✲❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ P❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❜② q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
❛♥❞ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❘❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈◆❚✳ ❚❤✉s✱ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❈◆❚ ❞✐✈❡r❣❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❞✉❡ t♦ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ❈◆❚✳

❚❤❡ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s
❞✐✈❡r❣❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r✲
❡♥t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧s ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠✐s✲
♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥t ✐♥❞✉❝✐♥❣
❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

✾✸
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✻✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ♠❡❧t ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝s✬ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦♥✲
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❆♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss ✐s ♥♦t ❥✉st ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❜✉t ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡
✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ t❛✐❧♦r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈r②st❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ✧❜✐rt❤✧ ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ♦r ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤✐s
r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s ✐s ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
s②st❡♠s ✭♠❡t❛❧s✱ ❝♦❧❧♦✐❞s✱ ♣r♦t❡✐♥s✱ ♣♦❧②♠❡rs✱ ❜✐♦✲♠✐♥❡r❛❧s✱ ❡t❝✳✮ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥✲
t❡♥t✳ ❚❤❡ ❦❡② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞s ❢♦r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮
st✉❞② ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✧❛t♦♠s✧ ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞
❛t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t✐♠❡s❝❛❧❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❞❥✉st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s
✭s✐③❡✱ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧
❣r❛t✐♥❣✱ ❡❧❡❝tr✐❝✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭❜② ❣r❛✈✐t②✱ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
✐s ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ❛❧♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢r♦♥t✐❡rs✿ ✭✐✮ ❈❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉✲
❝❧❡✐✱ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r②❀ ✭✐✐✮ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s♦❢t♥❡ss ♦❢ ♥❡❛r❧② ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s❀ ✭✐✐✐✮ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❞r♦♣❧❡t ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐❝s ❢♦r ❡♠✉❧✲
s✐♦♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❧♦♥❣✲t❡r♠
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❀ ✭✐✈✮ ❜r✐❞❣❡ t♦ ❝❧♦s❡ ✜❡❧❞s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❧t✐♥❣✱ ❝r②st❛❧✲❝r②st❛❧ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s❀ ✭✈✮
❞❡✈❡❧♦♣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥✐❝
❝r②st❛❧s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❡♥s♦rs✳

❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡
❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❤✐❣❤ ❤❡❛t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✱ ❛♥❞ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳
❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ s♣❡❝✐❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✉s❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞ ❛s♣❡❝ts t♦ st✉❞② t❤❡
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧
❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠✐❣❤t ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤❡s❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s
r❡♥❞❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧
❝r②st❛❧s✬ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢r❛❣✐❧✐t② ❛♥❞ s❧♦✇ r❡❣r♦✇t❤ ❛❢t❡r s❤❡❛r ♠❡❧t✐♥❣ ♦✈❡r❝♦♠❡
s♦♠❡ ♠❛❥♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤✉r❞❧❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✳

✻✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❉❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ s♦rt❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❖♥❡ ✐s t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❙❝❤❛t③❡❧ ❛♥❞ ❆❝❦❡rs♦♥ ✭P▼▼❆✱ ❛ ❂ ✺✵✵ ♥♠ s ❂ ✵✳✵✺✱ ✐♥ t❡tr❛❧✐♥❡✴❞❡❝❛❧✐♥✱
sq✉❛r❡s✮ ❬✶✼✼❪✱ ❍❡ ❡t ❛❧ ✭P▼▼❆✱ ❛ ❂ ✹✾✺ nm✱ s ❂ ✵✳✵✺✱ ✐♥ t❡tr❛❧✐♥❡✴❞❡❝❛❧✐♥✱
❞♦ts✮ ❬✽✵❪ ❛♥❞ ❙✐♥♥ ❡t ❛❧ ✭P▼▼❆✱ ❛ ❂ ✹✹✺ nm✱ s ❂ ✵✳✵✷✺✱ ✐♥ t❡tr❛❧✐♥❡✴❞❡❝❛❧✐♥✱
❞✐❛♠♦♥❞s✮ ❬✼✾❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❣r♦✉♣ ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛t❛ ♦❢ ❍❛r❧❛♥❞
❡t ❛❧✳ ✭P▼▼❆✱ ❛ ❂ ✹✾✺ nm✱ s ❂ ✵✳✵✺✱ ✐♥ t❡tr❛❧✐♥❡✴ ❞❡❝❛❧✐♥✱ ❞♦✇♥ tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❬✶✼✼❪✱
❍❡ ❡t ❛❧✳ ✭P▼▼❆✱ ❛ ❂ ✷✶✺ ♥♠✱ s ❂ ✵✳✵✼✱ ✐♥ t❡tr❛❧✐♥❡✴❞❡❝❛❧✐♥✱ ✉♣ tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❬✽✵❪✱
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙❝❛❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❝❧♦s❡❞ s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ✭♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s✮ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❍❙ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❬✶✹✻❪✳❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡①t ✇✐t❤ ❝✐t❛t✐♦♥s✳

■❛❝♦♣✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭♣♦❧②st②r❡♥❡ ♠✐❝r♦✲❣❡❧s✱ ❝r♦ss✲❧✐♥❦ ❞❡♥s✐t② ✶✿✶✵✱ ❛ ❂ ✹✷✸ nm✱ s❂
✵✳✵✻✺✱ ✐♥ ✶✲❊◆✱ ❧❡❢t tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❬✾✸❪ ❛♥❞ ❋r❛♥❦❡ ✭♣♦❧②st②r❡♥❡ ♠✐❝r♦✲❣❡❧s✱ ❝r♦ss✲
❧✐♥❦ ❞❡♥s✐t② ✶✿✸✵✱ ❛ ❂ ✹✶✵ nm✱ s ❂ ✵✳✵✺✺✱ ✐♥ ✶✲❊◆✱ r✐❣❤t tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❬✻✺❪✳ ❚❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡rr♦r ❜❛r ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
±✵✳✵✵✺✶ ✐♥ Φ✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ❍❙ s②st❡♠s ❢♦r♠ ❛♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ❍❡r❡
✇❡ s❤♦✇ ❞❛t❛ ♦❢ ❆✉❡r ❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧ ❢♦r ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❍❙ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❬✻✸❪ ❛♥❞ ❍❙
✇✐t❤ s ❂ ✵✳✵✺ ✭♣❡♥t❛❣♦♥s✮ ❬✶✻❪✱ ♦❢ ❋✐❧✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✷❪ ❬✻✸❪ ❢♦r ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❍❙
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❇❡♥♥❡tt✲❈❤❛♥❞❧❡r t②♣❡ t❤❡♦r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♠❜r❡❧❧❛ s❛♠♣❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❧❡❢t tr✐❛♥❣❧❡✮✱ ❜② ❢♦r✇❛r❞
✢✉① s❛♠♣❧✐♥❣ ✭r✐❣❤t tr✐❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭❞♦✇♥ tr✐❛♥❣❧❡✮ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤♦s❡ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ❡t ❛❧ ❬✶✼✽❪ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❍❙ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❞✐❛♠♦♥❞s✮ ❛♥❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭sq✉❛r❡s✮✳ ❚❤❡s❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❍❙ s❤♦✇ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s❝❛❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ❧♦✇ Φ t❤❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❆t ❧❛r❣❡ Φ✱
t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❣r♦✉♣ ✐s q✉✐t❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛
♦❢ ❑❛✇❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭❤❡①❛❣♦♥s✮ ❬✾✾❪ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ s②st❡♠ ♦❢ s♣❤❡r❡s ✇✐t❤
❲❈❆ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❙ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✷✶✹❪✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✳ ❈❛✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s②st❡♠❛t✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ♦♣✲
t✐♠✐st✐❝ ❡rr♦r ❜❛r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❣r♦✉♣✐♥❣✱
♦♥❡ ♠❛② ❛s❦ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ P❙ ♠✐❝r♦✲❣❡❧
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❞❛t❛ ❣r♦✉♣❀ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ s♣❤❡r❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❍❡ ❬✽✵❪✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ s②st❡♠s ✇❡r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✱ ❝♦❛t❡❞✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✱ ❛♥❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞
❛♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♠✉st ❜❡ s♦✉❣❤t✳ ❙♦♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❍❡ ❡t ❛❧✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛
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s❧✐❣❤t❧② s♦❢t❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❝♦❛t✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♣❛rt✐✲
❝❧❡ r❛❞✐✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥♦t❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ J∗ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ s♦❢t❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛s
s❡❡♥ ❢r♦♠ ❑❛✇❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾✾❪ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❲❡❡❦s
❈❤❛♥❞❧❡r ❆♥❞❡rs❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✷✶✹❪✳ ❆❧s♦✱ ●❛ss❡r ❡t ❛❧✳ ❢♦✉♥❞ ❢♦r s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛r❣❡❞
❍❙ ✭P❂ ✵✳✸✽✮ ❬✶✶✶❪ t❤❛t t❤❡✐r r❛t❡s ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✇❡r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
❢♦r ❍❙ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❍❙ ♦❢ ❬✾✸❪ s❤♦✇s ❛ ❧♦✇❡r ❏✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s❧♦✇ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
✐s ♣♦❧②✲❞✐s♣❡rs✐t②✱ ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ ❆✉❡r
❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧ ❬✻✸❪ ❬✶✼✽❪✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r P▼▼❆ s♣❡❝✐❡s ❤❛✈❡
t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐③❡ s✐♠✐❧❛r ❧❛r❣❡ P▼▼❆ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ❙✐♥♥
❬✻✺❪ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡ P▼▼❆ s♣❤❡r❡s ♦❢ ❍❡✱ ❞❡s♣✐t❡
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ P▼▼❆ s♣❡❝✐❡s✱ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜②
t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❛✈✐t②✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❛s ❘✉ss♦ ❡t ❛❧✳ ♥♦t❡❞ ❬✶✻✷❪✳ ❚❤❡ t✇♦
❞❛t❛ ❣r♦✉♣s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t P❡❝❧❡t ♥✉♠❜❡rs✱ P❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ t♦ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❣r♦✉♣
s❤♦✇s P ≈ ✵✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❣r♦✉♣ ✐s P≈ ✲✶✵✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✲❢r❡❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❣r❡❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜❡tt❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❣r♦✉♣✳ ❉❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❘✉ss♦ ❡t ❛❧ ❬✷✷✶❪✭♣❧♦t ♥♦t
s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❲❈❆ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t P ❂ ✵✳✸✱ ❛❣r❡❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧
✇✐t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❣r♦✉♣ ❞❛t❛✳ ❆t ❧♦✇✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❜♦✈❡
t❤❡ ✉♣♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❧✐❣❤t❧②
s♦❢t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡❞✳ ❯s✐♥❣ ❛ t✇♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣
❞❛t❛ ❬✶✻✷❪✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ t❡♥ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡
♦t❤❡r s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✲❢r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❣r♦✉♣s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦
❜❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ✐ts ♦r✐❣✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♥♦t
②❡t ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t❧② s✐③❡❞ P▼▼❆✲s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r✲
♥❛❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣
s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✾✸❪✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡✐ ❞❡♥s✐t✐❡s✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❍❙ ✢✉✐❞ ✐s Φ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜②
s♣❤❡r❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ ❍❙ s②st❡♠ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st❡❡♣ r❡♣✉❧s✐✈❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✺✽❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❛s ❍❛r❞ s♣❤❡r❡s
r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡❡♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝r②st❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ Φ ✇✐t❤ ♣♦❧②❞✐s✲
♣❡rs✐t② ❛♥❞ s❧✐❣❤t s♦❢t♥❡ss ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ✶✺✲♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣✲
♥✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❛t❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r Φ❂✵✳✺✷ t♦ Φ❂✵✳✺✹ ❬✶✻❪✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✻✸❪✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ✇❡❛❦ Φ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✐s ❢♦✉♥❞ ❬✶✼✼❪ ❬✼✽❪✳ ❖✈❡r t❤❡ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❞❡s♣✐t❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛❞❞r❡ss
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♣❡rs✐sts ❬✶✹✻❪ ❬✶✷❪ ❬✻✸❪✳ ■♥ s❤♦rt✱ ♥❡✐t❤❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥t ♥♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ✢❛✇✳

Pr❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❬✶✻❪ ❬✷✷✼❪✱
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❬✶✹❪✱ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✈❡♥ts ❛♥❞ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s ❬✶✻✷❪ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✲
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❡♥t r❛r❡ ❡✈❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❛r✐s❡s ❢r♦♠
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❞❡t❛✐❧s ❤❛✈❡
♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡❛s♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✬ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣✳

❑✐♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ♦♥ ❈❙ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♥♦t❛❜❧❡ str✐❞❡s ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ s✐♥❝❡
✶✾✾✾✱ st✉❞②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s✐♥❣❧❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤♦r♦✉❣❤ ❞❡✐♦♥✲
✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ st❛t✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡s❡
s②st❡♠s t❤♦r♦✉❣❤❧②✳ ❖♥❡ s♣❡❝✐❡s✱ P♥❇❆P❙✻✽✱ ❤❛s ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞②✱
✇✐t❤ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ tr❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦✈❡r s❡✈✲
❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❏✳ ❉❛t❛ ❢♦r ♣✉r❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡
❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❛r❧② ❛♥❞ s✉❜✲
st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❏ ✇✐t❤ Φ✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❍❙✱ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥♦t❡✇♦rt❤② ✭✜❣✉r❡
✻✳✷✮✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❏ ❛t ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✐s ❛t✲
tr✐❜✉t❡❞ s♦❧❡❧② t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✱ γ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦✛❡r
r❡s❡❛r❝❤❡rs ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ✐♥❢♦r♠ ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐❡s ♦❢ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❞❡✐♦♥✐③❡❞ ❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ♦♥❡
♠✐①t✉r❡ r❡❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❬✶✽✷❪ ❬✷✶✼❪ ❬✷✶✽❪✳ ■♥ t❤❡ q✉♦t❡❞ ❧❛❜ ❝♦❞❡s✱ P❚❋❊ ❞❡♥♦t❡s ♣♦❧②t❡tr❛✢✉✲
♦r♦❡t❤②❧❡♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ P❙ ❞❡♥♦t❡s ♣♦❧②st②r❡♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ P♥❇❆P❙ ❞❡♥♦t❡s ♣♦❧②st②r❡♥❡✲
♣♦❧②✲♥✲❜✉t②❧❛❝r②❧❛♠✐❞❡ ❝♦♣♦❧②♠❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❣✐✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥
nm✳ ❉❛t❛ ♦♥ P♥❇❆P❙✻✽ ✭st❛rs✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣②❀ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞❛t❛ ❛r❡ ❢r♦♠ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ st❛t✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✷✶✼❪✳ P❙✶✵✵❇ ✭♦♣❡♥
❞♦✇♥ tr✐❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ P❙✾✵ ✭♦♣❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞✮ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❜♦t❤ ❛s ♣✉r❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ✐♥ ❛♥
❡q✉✐♠♦❧❛r ♠✐①t✉r❡ ✭❜❛❧❧s✮ ❬✷✶✽❪✳ P❚❋❊✶✽✵ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♣✉r❡ ✇❛t❡r ✭❧❡❢t tr✐❛♥❣❧❡✮ ♦r

❛ ❜✉♦②❛♥❝②✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❍✷❖✴❣❧②❝❡r♦❧ ♠✐①t✉r❡ ✭r✐❣❤t tr✐❛♥❣❧❡✮ ❬✶✽✷❪✳
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✻✳✹ P♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛✐♥❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

✻✳✹✳✶ ❙②st❡♠s

■♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❛❞❥✉st✲
✐♥❣ ♠✉t✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐♦✉s s②♥t❤❡s✐s
❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡♠❛♥❞s ❛♥❞
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r
s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s r♦❞s✱ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ ❝✉❜❡s✱
❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s✱ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❢♦r ❝r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ♦t❤❡r s❤❛♣❡s s✉❝❤ ❛s
r♦❞s ❬✶✵✺❪✱ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❬✺✵❪✱ ❝✉❜❡s✱ ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥s ❬✶✻✻❪ ❬✶✸✽❪ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ st✉❞✲
✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② st✉❞✐❡❞ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✭❍❙s✮
❬✶✽❪✱ ❬✷✵✺❪✱ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡s ❬✶✾✹❪✱ ❛♥❞ s♣❤❡r❡s ✇✐t❤ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✭❆❙✮ ❬✾❪ ❬✶✷✷❪✱ ❬✷✵❪✳ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♥❝❡r♥✱ s♦ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞
s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥ r❡❞✉❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠
❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ♦❢ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡
st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st✉❞✐❡s ♦♥
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣✳

✻✳✹✳✷ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦rs
✐♥ t❤❡ ②✲❛①✐s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ①✲❛①✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❞✐s❝r❡♣❛♥✲
❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✲
✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡rr♦rs ✐♥ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛✲
r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢
✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥ ❤❡❧♣ ❝♦♥✜r♠ ♣r❡♣❛r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t✱ ❡✈❡♥ ❛ s♠❛❧❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ●❛ss❡r ✭✷✵✵✶✮ st✉❞②✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✈❛❣✉❡❧②
r❡♣♦rt❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦✇ Φ r❡❣✐♠❡ ❛s ✧✵✳✹✺ ❁ Φ ❁
✵✳✺✸✧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ●❛ss❡r st✉❞② q✉♦t❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❛t❡s ❜❡❧♦✇ Φ❂ ✵✳✹✺✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡✐r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛❧✲s♣❛❝❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛s ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
❛❝❝✉r❛t❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡rr♦r ❧✐♠✐ts✳
■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❛t t❤❡ ❧♦✇✲✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❡①✐st✱ ❛s t❤✐s ♣r♦❝❡ss
❝❛♥ t❛❦❡ ♠♦♥t❤s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥s✱
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s
❤✐❣❤❧✐❣❤ts ♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦✿ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✶✲✷✪ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞❡♥✲
s✐t② ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞r♦♣✲♦✛✳ ❲❤✐❧❡
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❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱
❞❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ✇❤♦❧❡ st♦r②✱ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛t ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧② ❜② r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛①✐s✳

✻✳✹✳✸ ❈❤❛r❣❡ ❛♥❞ s❝r❡❡♥❡❞ ❝❤❛r❣❡

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤r❡❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s②st❡♠✿ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✱ ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✶✻✽❪✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❝r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❬✶✺✾❪ ❬✶✻❪✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ ✼✪ ♦r ❤✐❣❤❡r
❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ✭✶✷✲✶✹✪✮ ❤❛r❞✲
s♣❤❡r❡ s②st❡♠s✱ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✶✾❪ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷✾❪ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❤❛s ❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❋♦r ♥❡❛r❧② ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞s✱ s✉❝❤ ❛s
st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ♣♦❧②✭♠❡t❤②❧ ♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡✮ ✭P▼▼❆✮ s♣❤❡r❡s✱ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②
❜❡❧♦✇ ✺✪ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣
♥❡❛r❧② ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❤❛❧♦❣❡♥❛t❡❞ s♦❧✈❡♥ts ❬✷✷✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡♠ ✐❞❡❛❧ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ♣r♦♥❡ t♦ s✇❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ❬✶✻✽❪✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s❛❧t✱ s✉❝❤ ❛s t❡tr❛❜✉t②❧❛♠♠♦♥✐✉♠ ❜r♦♠✐❞❡
✭❚❇❆❇✮✱ ❝❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ❜② s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❧✐♠✐t❡❞ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s❛❧ts✱ ✐t ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧
❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ K−1 ✭❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ ♥♠✮ ❬✶✻✽❪ ❬✶✶✼❪ ❬✷✶✵❪✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ♦♥
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✹❪
❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s❤✐❢ts t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
t♦ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❬✶✻✽❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❧♦✇❡rs t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✲✢✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❤✐❣❤❡r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ❬✶✹❪ ❬✶✸❪✳

❖♥❡ st✉❞② ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥❡❛r❧② ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇✐t❤ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛t ♠♦❞❡r❛t❡ s✉✲
♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✭Φ✲Φm ❃ ✵✳✵✶✮ ❬✶✾✾❪✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❡r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✬ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✬ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❧♦✇❡r s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧♦✇❡r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
r❛t❡s✳ ■t ✇❛s ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❤❛s ❜❡❡♥
❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳ ❆✉❡r ❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧ ❬✶✻❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧
❝❤❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✈✐❛ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✲
✉r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s t♦ ❧♦✇❡r ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛ r❡❝❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❬✹✷❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤❧② s❝r❡❡♥❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲
st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞s ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣
❧❡♥❣t❤✱ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
❛t ✜①❡❞ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ s♣❡❡❞ ✉♣
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s❧♦✇ t❤❡♠ ❞♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
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❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② r❡❣✐♠❡
❤❛❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛②
s❤✐❢t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡② ❝❛♥
❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✻✳✹✳✹ ❙❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❙❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱
❛✛❡❝t✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❬✷✸✶❪ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s
❬✶✵✷❪ ❬✷✷✷❪ ❬✶✻✾❪✳ ■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❬✶✵✷❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ st✉❞② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ✜✈❡✲❢♦❧❞ s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞
✢✉✐❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❞❡♥s✐t② ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❬✷✷✷❪✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ❞✉❡ t♦ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❢✉❧❧② ❛❝✲
❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✷✷❪✳ ❋♦r t❤❡ ♥❡❛r❧② ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ P▼▼❆
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❤❛❧♦❣❡♥❛t❡❞ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ❬✷✷✺❪✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥s✐t②✲
♠❛t❝❤❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❬✶✺✼❪✳ ●r❛✈✐t② ✐s ♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❍✐❣❤ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤❡❞ s♦❧✈❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡
❞❡♥s✐t②✲♠❛t❝❤❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s s❧✐❣❤t❧②
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❋✉t✉r❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞
❝♦♥s✐❞❡r ❣r❛✈✐t②✬s ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✻✳✹✳✺ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❇♦❧❤✉✐s ❛♥❞ ❑♦❢❦❡
❬✷✺❪ ✉s❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r②st❛❧✲✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❢r❛❝t✐♦♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❧❛t❡r ✇♦r❦✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❝❤
❢r❛❝t✐♦♥❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s
✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❬✶✵✹❪✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❝r②st❛❧s t♦ ✜rst ❛♣♣❡❛r ❛❢t❡r s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♥❣ ❛
s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳ ❚❤✐s
❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥r❡❣✐st❡r❡❞ ❧❛②❡rs t♦ r❤❝♣ ❝r②st❛❧✲
❧✐t❡s ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t ❛s ❡✐t❤❡r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❜❡❝♦♠❡s ❡♥t✐r❡❧② ❢r✉str❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❧♦❝❦❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❝r②st❛❧
♣r❡❝✉rs♦r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡
s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❬✶✽✶❪✳

❙t✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜❛r✲
r✐❡r ♦❢ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ t✇♦❢♦❧❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t r❛♥❞♦♠ ❞✐s♦r❞❡r ❡✛❡❝t ♠❛② ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❜② ❞❡str♦②✐♥❣
❝r②st❛❧✲❧✐❦❡ ❜♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐♥ ❛ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✱ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✜rst st❡♣
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✐♥ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❬✶✼✵❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ♦r❞❡r✲
✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s✐③❡
❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦rs st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡
✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ♦r❞❡r ❬✶✽✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ♦r❞❡r ✐s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝r②st❛❧ ♣♦❧②♠♦r♣❤s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ str♦♥❣✱
❢r✉str❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥✲
t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ t❤❡
♥❡❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

✻✳✹✳✻ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

❈♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t❡s ❢r♦♠ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❬✶✼✷❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str❛✐❣❤t
❤❛r❞ ✇❛❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ t♦ ❜✉❧❦ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❬✸✵✹❪✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✽❪ ❬✶✼✶❪ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✻✻❪ ❬✶✼✶❪ ❬✷✶✻❪ ✳ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡ ❝r②st❛❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ✇❡t ❛ ✢❛t ✇❛❧❧✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❜✉❧❦ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✮
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ st❛rt ❬✹✽❪ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠
s❡❡❞ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❢r✉st❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❬✹✹❪✳ ❆s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛♥
✐♠♣✉r✐t② t❤❛t ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✉❧❦ ❬✸✶❪ ❬✹✸❪✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♠♣✉r✐t② ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s
✶✺ t✐♠❡s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❝❛t❛❧②③❡ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜②
✐♥✐t✐❛❧❧② ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥❡❛r t❤❡ ✐♠♣✉r✐t②✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐t❡ ✐s
❞❡t❛❝❤❡❞ ❛♥❞ ❣r♦✇s ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ✢✉✐❞ ❬✻❪✳ ❯s✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ❛s
s❡❡❞s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ✢✉✐❞ ❤❛s ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❛t❡s ❛t ❧♦✇ s✉♣❡r❝♦♦❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛r❡ t♦♦ r❛r❡ ❢♦r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✺✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♠❛❧❧
❝r②st❛❧❧✐t❡s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝r②st❛❧
❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✸✶❪ ❬✽✻❪✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s
♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳
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▲✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❈r②st❛❧❧✐③❛✲
t✐♦♥✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡s ❞✐r❡❝t✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ❛t ❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❣❧❡✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤r♦✉❣❤
st❛t✐❝ ❧✐❣❤t ♦r ❇r❛❣❣ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t s❝❛t✲
t❡r❡❞ ♦✛ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s❡ts ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❚✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛② t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs st✉❞②✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
s②st❡♠s ♠❛② ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞ t✉r❜✐❞✐t② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
❛t ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❝❤❡s t❤❡ s♦❧✈❡♥t✳
❙♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② ♦r ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙ ♦r ❙❆◆❙✮ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② st✉❞②
♣♦❧②♠❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✉❧tr❛✲s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❯❙❆❳❙✮ ♠❛②
❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐❦❡ s✐❧✐❝❛✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦✛❡r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
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t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st
❜❡t✇❡❡♥ ❞②❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞②❡❞ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡s❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐♥ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡
r❡❥❡❝t✐♥❣ ❧✐❣❤t t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❞❡♥s❡
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s✳
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❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢t❡♥
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞ s②st❡♠s ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ✐❞❡❛❧ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡✲
s✉❧ts ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭▼❉✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♠❜r❡❧❧❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❯❙✮✱ ❢♦r✇❛r❞ ✢✉①
s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❋❋❙✮✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❚P❙✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss
♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ✐♥ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❆✉❡r ❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧ ❬✶✹❪ ✉s❡❞ ✉♠❜r❡❧❧❛ s❛♠♣❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ st✉❞② ❝r②st❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛t❡s ♦❢ ❘❡❢s✳ ❬✼✽❪ ❬✶✽✾❪ ❬✶✼✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❧❡❛r✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ❢♦r ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ s②st❡♠s ❢r♦♠ ▼❉✱ ❯❙✱ ❛♥❞ ❋❋❙
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘❡❢s✳ ❬✼✽❪ ❬✶✽✾❪ ❬✶✼✼❪✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱
t❤❡② ❤♦♣❡ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s
❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✻✳✺ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❤❡r❡✳
❚♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ ♣♦❧②♠❡t❤②❧♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡
✭P▼▼❆✮ s♣❤❡r❡s st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧❧②✲❣r❛❢t✐♥❣ ♣♦❧②✭✶✷✭❤②❞r♦①②
st❡❛r✐❝ ❛❝✐❞ ✭P❍❙❆✮✮ ❛❜♦✉t ✷✵nm ♦♥t♦ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ DiIC18✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✳✹➭m ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡r✲
s✐t② ♦❢ ✺✳✻✪✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ s②s✲
t❡♠ ❢♦r t❤❡ ❍❙ s②st❡♠✳ ❋♦r ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❬✶✶✹❪✳ ❆ st❛♥❞❛r❞
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P❛✉❧✐♥ ❛♥❞ ❆❝❦❡rs♦♥ ❬✶✹✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐♥✈♦❧✈❡s s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② s❤✐❢t t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲♠❛t❝❤❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❛❧❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
✇❛s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇s ✈❛❧✉❡s ✐✳❡ ϕcore,F

❂ ✵✳✹✶✺✸ ❛♥❞ ϕcore,M❂ ✵✳✹✹✾✶ ❬✶✶✹❪✳ ❇② s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t
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t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ϕcore,F ❂ ✵✳✺✵✼✺ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❬✶✶✹❪✳ ❙✐♥❝❡
✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❛t❡
❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥
α❂✭ϕ✲ϕF ✮✴(ϕM ✲ ϕF ✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ s✐❞❡ ✇❛❧❧s
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ❛r❡ ♣r❡❝♦❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❛t✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✭r✮ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❙✭q✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ P❨ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❬✾✻❪✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ P❨✲❣✭r✮
✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ t❛❦❡♥ ✷✵✲✽✵ ➭m ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛ ❚❈❙ ❙P✽ ✉s❡❞ ❤❛s ❛ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧② ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t❛✲
❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♣r❡❝✐s❡ ❧❛r❣❡✲✈♦❧✉♠❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
s✉❜✲✈♦❧✉♠❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✷✺ ❛❞❥❛❝❡♥t s❡❝t♦rs ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛
sq✉❛r❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❊✈❡r② s❡❝t♦r ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✽✷①✽✷①✻✵ ➭m3✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢
❛ ✈♦①❡❧ ✐s ❧❛t❡r❛❧ ✽✵✳✷nm ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ✶✸✵nm✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛r❡❛s ❛r❡ s❝❛♥♥❡❞
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❛ ❜r❡❛❦ ✉♥t✐❧ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡✭✷❉✮ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✭❛✮ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✭❜✮
❛t ❛ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✳✹➭m st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥t
❞②❡ ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❛r❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞

✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❧② ❢❛s❤✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝r②st❛❧s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■t ✐s ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ❤❡r❡ ❜r✐❡✢②✳ ❚❤✐s st✉❞② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ✐❢ ✐t ❤❛s
❛t ❧❡❛st ✽ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳✹ t✐♠❡s dHS ✱ ❛♥❞ t❤❡
q6q6 s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✳✺✳ ❚❤✉s✱ ❢♦✉r ♦r ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
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❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r✳ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧s✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❞❡t❡r♠✐♥❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦st ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s s❤♦✇s ❛ ♠✉❧t✐✲st❡♣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❢♦r♠✐♥❣ ♥❡❛r✲♦r❞❡r❡❞
❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ▲❛t❡r✱ ❧♦❝❛❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✉st❡rs ✇❛s tr❛❝❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ ❛ ✷❉ s❧✐❝❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡
✜rst ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s
t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡t✲✐♥✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❧② ❢❛s❤✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ❝♦❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡s
❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛❝❦ ♦♥❡
♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✱
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✱ ❤❡r❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡
2.33 ➭m✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡
✻✳✺✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛❜♦✈❡ 4 ➭m ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦❛t❡❞ ❛r❡ s❡❡♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❆s ♠♦✈❡❞ ❢✉rt❤❡r✱ ❛❜♦✈❡ 8 ➭m✱
❝♦❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st❛rt t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♠♦♥♦❧❛②❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝♦❛t✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❏✉st ❛❜♦✈❡ ♠♦♥♦❧❛②❡r✱ ❛❜♦✉t 10 ➭m✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✶✳✹➭m
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❝❧❡❛r❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❧❡❛r❧② s✐❣♥✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡✭✷❉✮ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤♦✉t ❝♦❛t✐♥❣✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✳✹➭m st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❛r❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
❲✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ♦♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳

✻✳✻✳✶ ❈♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣

❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ◆ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡❞✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲✈♦❧✉♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
< Xcg > ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t♦t❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞
✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ < CScg > ✐s
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡✭✷❉✮ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❝♦❛t✐♥❣✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✳✹➭m st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❣r❡❡♥✳ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡
2.33 ➭m ✐s ❝♦❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❜❧❛❝❦✳ ✭❛✮❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 4 ➭m
❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ✐♥✲♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦❛t✐♥❣ ♦❢ ❝♦✈❡r s❧✐♣✳ ✭❜✮❚❤❡ ✐♠❛❣❡
✐s t❛❦❡♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 8 ➭m ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡✳ ✭❝✮❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 10 ➭m ❢r♦♠

t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ❛❢t❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦❧❛②❡r
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t②
< Xcg > ✭❚♦♣✮❛♥❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ < CScg >✭♠✐❞❞❧❡✮ ❢♦r ❛❧❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ t♦✲
t❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② t♦ ❝❧✉st❡r s✐③❡ r❛t✐♦ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs < Ncg >✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❛t t✐♠❡✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡
❧✐♥❡❛r ✜t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✭tµ✮
✐s ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
< Xcg > ❛♥❞ < CScg > ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs < Ncg > ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❛t
t✐♠❡✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r
s✐③❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r s✐③❡ r❡♠❛✐♥ ❧♦✇ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣ t♦ t✐♠❡ t≈✶✵✵ ♠✐♥✳ ❆t ✶✵✵ ❃ t ❃ ✷✵✵ ♠✐♥✱
t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② st❛rts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❜✉t t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆t
✷✵✵❁ t❁ ✹✵✵ ♠✐♥✱ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢✉rt❤❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡
✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥❧② ❛❢t❡r ✸✵✵ ♠✐♥✳ ❆❢t❡r t ❂✹✵✵ ♠✐♥✱ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❛♥❞ ❝❧✉st❡r
s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t3.17✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs
❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐♠✐❧❛r t♦ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t②✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵ ♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡r st❛rts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❚❤❡
q✉❛♥t✐t② s✉❝❤ ❛s ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✭t♦♣✮✱ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② st❛rts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r
❛r♦✉♥❞ ✶✺✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ✾✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② <
Xcg > ✭t♦♣✮❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ✐s ❣✐✈❡♥✳❚❤✐s q✉❛♥t✐t②
✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂ ✵✳✼✽✸✶✸ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

❝r②st❛❧❧✐♥✐t②✳ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣
✈♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛✲
♣❛❜❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤✉s
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts ❝❡❧❧s t❤❛t ❡♥❝❧♦s❡
t❤❡ s♣❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ ✐t t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❬✶✽✸❪ ❬✺✽❪✳ ❲❤❡♥ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛❝❦✐♥❣
❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜②
✐ts ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
❧♦❝❛❧ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠
t❤❡ ✈♦r♦♥♦✐ ✈♦❧✉♠❡ ❝rst❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢❛r❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✭❜✮✮✳

■♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs q̄4 ❛♥❞ q̄6 ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛t
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧♠♦st ✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ❢❡✇ ❝❧✉st❡r
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❆t t✐♠❡ t❂✶✻✺ ♠✐♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡r❡
✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❆t t✐♠❡ t❂✹✽✸ ♠✐♥✱
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❆✈❡r❛❣❡ q4q6 ♠❛♣ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ q6q6 s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✵✳✺✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝❧♦✉❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝❧♦✉❞ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝❧♦✉❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥ ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

❆❢t❡r t✐♠❡ t❂✻✾✺ ♠✐♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❝❧❡❛r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ q̄4
❛♥❞ q̄6 ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✇ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s②♠♠❡tr②✳ ◆♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡
❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s✱ ❜✉t ♥♦ ✉♥✐q✉❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞✳ ❆t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ q4 ❛♥❞ q6 ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♣❧♦t
✐s ❛❧s♦ ❛ t✐♠❡ tr❛❝❡ ♦❢ ❤♦✇ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
s❡ts ✐♥✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝❧♦✉❞ ❣r♦✇s ❛♥❞ s❤✐❢ts ❤✐❣❤❡r q6 ✈❛❧✉❡s✳

✻✳✻✳✷ ●r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡r ♦♥❧②

❖♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♦✈❡r t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✱ ♦♥❧② ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇ ✐♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✉s✱
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛t t❤❡ ❧❛st t✐♠❡
st❡♣ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✉st❡rs✬ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs < Ncg > ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❆❧❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t ✜rst✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡
❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛st
t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦♥❡✲s✐❣♠❛ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤
r❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ t❤❡♥ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❞✐s❛♣♣❡❛r✱
❚❤✉s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣
❝r②st❛❧s Ng ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❧✉st❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡
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t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs tr❛❝❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ❋r♦♠
t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✮ ❛♥❞
✐ts tr❛❥❡❝t♦r② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❛t ❝❧✉st❡r✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ✺✷✺ ♠✐♥

❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ ✜✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧✉st❡rs tr❛❥❡❝t♦r② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ t❤❡ s❧♦♣❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t t♦ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❝❧✉st❡r ❢r♦♠ t❤❡s❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✷✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✬s ❣r♦✇t❤ ♦✈❡r t✐♠❡✳
■♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡s ❞✐s♣❧❛② ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞✭❋✐❣✉r❡
✻✳✶✷✮✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧s st❛rt
t❤❡✐r ❧✐❢❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② s♠❛❧❧ s✐③❡ ✭❁ ✶✵✮✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❚♦t❛❧ ❝❧✉st❡r Ng ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ r❡❞
❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡

❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs st❛rt t♦ ❣r♦✇✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ✭❛✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ■♥❞✉❝t✐♦♥
t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✺ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣ ✭❜✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢

✻✶✷ ♠✐♥✳

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✺✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✱ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥♦♥✲❈◆❚✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✉s✱ ❝❧✉st❡rs
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤❡♥ ❝❧✉st❡rs st❛rt t♦ ❣r♦✇✭tstart✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐t ❡♥❞s✭tend✮✳
❋r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❤❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❢r♦♠ ✐ts ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ■♥
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
st❛rts t♦ ❢♦r♠ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❧②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t q6q6 ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣
❝❧✉st❡r ❛♥❞ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❤❛✈❡
q6q6 ✈❛❧✉❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✻ ❛♥❞ ❤❛s ✐t ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛❢t❡r t✐♠❡ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ q4q6 ♠❛♣ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
❖✈❡r t❤❡ t✐♠❡✱ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q6 ✈❛❧✉❡s s❤✐❢t t♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r
❜❡tt❡r ❝❧❛r✐t② ♦♥❡ ✧❜✐❣❣❡st✧ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r
❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

s❡❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛s tind✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ q6q6 ❃ ✵✳✺✳ ❆s t✐♠❡ ♣r♦❝❡❡❞s✱
t❤❡ q6q6 ✈❛❧✉❡s r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼✳ ❆t t❃ tind✱ t❤❡ ❝❧✉st❡rs st❛rt
t♦ ❣r♦✇✱ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ❛s t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✳ ❆t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❂ t5✱ t❤❡ q6q6 r❡❛❝❤❡s ♠❛①✐♠✉♠✳

✻✳✻✳✸ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✭◆❘❉✮

❼ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❚♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❝❧✉st❡rs st❛rt
❣r♦✇ ✇✐❧❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t②✭❏✮ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

J =
Slope

VfreeV ol((tstart + tend)/2)
✭✻✳✶✮

✐♥ ➭m3min−1 ✇❤❡r❡ VfreeV ol ✐s t❤❡ s②st❡♠✬s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡
❢❛❝t♦r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t✐♠❡ st❡♣s✳

❼ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t②✭❏✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❑❛s❝❤✐❡✈❡ ❬✾✽❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ q6q6 ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
t✐♠❡ st❡♣s✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ s✉♠♠❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✻✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✻✽✼✺ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆❘❉ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ Javg✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆❘❉✲Jmax✳

❚❤❡s❡ ◆❘❉ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❈♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ❞❛t❛ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡t ✈❛r✐♦✉s ◆❘❉ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡
✻✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣❧♦ts✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❚❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡
✐s t❤❡ ❑❛s❝❤✐❡✈❡ ✜t t♦ ❣❡t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
♦❢ ◆❘❉ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✼✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂ ✵✳✾✺✶✽✶ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳
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✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ◆❘❉ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳
❚❤❡ ♥❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ①✲❛①✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ◆❘❉✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ◆❘❉✳ ❍❡r❡✱ ✧❈●✧ r❡❢❡rs t♦ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋r♦♠
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ◆❘❉ ✈❛❧✉❡ ❛t ✧♣❧❛t❡❛✉✧ r❡❣✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ ✧❛✈❣✧ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✧❑❛s❝❤✐❡✈✧ r❡❢❡rs t♦ ◆❘❉ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❑❛s❝❤✐❡✈ ✜t ❛♥❞ ✧♠❛①✧ r❡❢❡rs t♦
♠❛①✐♠✉♠ ◆❘❉ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✭❜✮✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧②

❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✭✧❣r♦✇✐♥❣✧✮✳
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✻✳✼ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r t❤❡ ❞✐s✲
❝r❡♣❛♥❝②

✻✳✼✳✶ ❙❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❤❛r❞ s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❚❈❊ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢❛❧❧ s❤♦rt
♦❢ ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚♦
❛❞❞r❡ss t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✈❛r② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱
✉s✐♥❣ ✐t ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r P❡❝❧❡t✭P❡✮ ♥✉♠❜❡r✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❛❦❡s t♦ ❞✐✛✉s❡ ✐ts r❛❞✐✉s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✐t
t❛❦❡s t♦ s❡❞✐♠❡♥t ✐ts r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❞✐✛✉s❡ ❛ r❛❞✐✉s ❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❙t♦❦❡s✲❊✐♥st❡✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ D0✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✰❈❉▲ ❜② ✈❛r②✐♥❣ P❡ ♥✉♠❜❡r ✐s
❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ✷ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✷✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✺ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

td =
a2

D0
=

6πµfa
3

KBT
✭✻✳✷✮

❲❤❡r❡ ✬❛✬ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s✱ µf ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✱
❛♥❞ KBT ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ s❡❞✐♠❡♥t ❛ r❛❞✐✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛ r❛❞✐✉s ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ❙t♦❦❡s ✈❡❧♦❝✐t②
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

Vs =
2a2∆ρg

9µf
✭✻✳✸✮

❲❤❡r❡ ∆ρ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ t❤❡
P❡❝❧❡t ♥✉♠❜❡r t❤❡♥ r❡❛❞s ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥

Pe =
td
ts

=
12πg∆ρa4

9KBT
✭✻✳✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ■♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✭tµ✮✭r❡❞✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
P❡ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✱ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✺ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣r❡♣❛r✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ α❂✵✳✺✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛
❦♥♦✇♥ P❡ ◆✉♠❜❡r ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❚❈❊ ❛♥❞ ❈❉▲✳
❚❤❡ ◆❘❉ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✮✳ ❋✐❣✉r❡✻✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ tind ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ P❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r P❡❂ ✵✳✶✻✽✱ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s t♦♦ ❢❛st✱ ❛r♦✉♥❞ ✺✵✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ❋♦r P❡❂ ✵✱ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ❝r②st❛❧❧✐③❛✲
t✐♦♥ t♦ s❡t ✐♥ t❛❦❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✺✵ ❤♦✉rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❛t❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
P❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❡rr♦r✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ✢♦✇ r❛t❡
❝♦♥tr♦❧ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❢❛❝✲
t♦rs t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

✻✳✼✳✷ ❈❤❛r❣❡

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❈❍❇ ❛♥❞
❚❇❆❇✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛t ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ ❂ ✵✳✸✵✾✺➭m3 ✐♥ t❤✐s ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞❀ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✇❛s
❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤❡❞✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r s❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❍❇✱ ✐t
❤❛s ❩❂ ✶✶✵±✶✵❀ ✐♥ ❚❇❆❇✱ ✐t ❤❛s ❩ ❂ ✶✹✺±✶✵✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❢♦r ✈❛r✐♦✉s s②st❡♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇ ✉s❡❞
❢♦r ❝r②st❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✸✳✽♠▼✳ ❚♦ ♣r❡♣❛r❡ ❞❡♥s✐t②✲♠❛t❝❤❡❞ s❛♠♣❧❡s✱
✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❍❇ ❢❛st❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✱
✐t t❛❦❡s ❞❛②s✱ t❤❡ ♣❧♦t ✐s s❤♦✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ✜❣✉r❡ ✐s ❢♦r ❈❍❇ ❛♥❞
❚❇❆❇✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❍❇ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② st❛rts t♦ ❣r♦✇ ❛r♦✉♥❞
✺✺♠✐♥ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❇❆❇✱ t❤❡ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② st❛rts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✭❜❧✉❡✮ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t
s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐♥ ❈❍❇✭❘❡❞✮ ❛♥❞ ❚❇❆❇✭❇❧❛❝❦✮✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❤❛s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ❂ ✵✳✸✵✾✺➭m3✳

✾✸♠✐♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t st❛rt❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✱ t❤❡ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② s❤♦✇s
❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥❧② ❛❢t❡r ✺✾✻ ❤♦✉rs✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✶✮✳ ❚❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❘❛t❡
✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❈❍❇ ✐s
❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ◆❘❉ ✇❛s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❚❈❊ s②s✲
t❡♠✱ ♥❡❛r❧② ❢♦✉r ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ❬✶✹❪
❬✶✸❪✱s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✈✐❛
t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ❞✉❡
t♦ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t♦ ❧♦✇❡r ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
t❤❡ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t s✉♣❡r✲
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡❝❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❬✹✷❪ ❤❛s
s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤❧② s❝r❡❡♥❡❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❞❡♣❡♥❞s ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r t❤❛t
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❛t ✜①❡❞ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡s❡
s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ s♣❡❡❞ ✉♣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s❧♦✇
t❤❡♠ ❞♦✇♥✳

✻✳✼✳✸ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♠❛② ❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s✱ t❤❡ s✐❞❡s ❛♥❞ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❝❡❧❧ ❛r❡ ♣r❡❝♦❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♣r❡♣❛r❡ s✉❝❤ s❛♠♣❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✷✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❛ ❞❡♥s✐t②✲♠❛t❝❤❡❞ ❚❈❊ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✼✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂ ✵✳✾✺✷✳ ❚♦ s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡♥❡ss ♦❢ s✐❞❡ ❝♦❛t✐♥❣✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t✇♦ s❛♠♣❧❡s✱ ♦♥❡
✇✐t❤ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✐❞❡ ❝♦❛t✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡



✶✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❘❨❙❚❆▲▲■❩❆❚■❖◆ ❙❚❯❉❨

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✱ ❈❍❇ ❛♥❞ ❚❇❆❇ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧
❞❛t❛ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❤❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②ρ❂ ✵✳✸✵✾✺➭m3

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ✭❛✮❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✭❤♦✉rs✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✱ ❈❍❇ ❛♥❞ ❚❇❆❇ ✐s
❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❤❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②ρ❂ ✵✳✸✵✾✺➭m3✳

✻✳✷✷✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐s ❧♦✇ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❜✉t ❧❛t❡r✱ ✐t s❤♦✇s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✧s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✧ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r st❛rt❡❞ t♦
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✧♥♦ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✧ s❛♠♣❧❡✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐s s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❝❧✉st❡rs ❢♦r♠ ♠♦r❡ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ t❤❛♥ ✐♥
t❤❡ ❜✉❧❦ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦❛t❡❞✱
t❤❡ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❢❛✈♦rs ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t✐♠❡ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐❞❡s
❝♦❛t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦❛t❡❞ s✐❞❡s ✇❛❧❧s✱ ❝❧✉st❡r s✐③❡
r❡♠❛✐♥s ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❛t ♣❡r✐♦❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ✇❛s ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❢♦r♠✐♥❣ ❛t
t❤❡ ✇❛❧❧s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ s✉❜✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r❡❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦
st✉❞② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✉❧❦✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧
✐♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❛✈♦✐❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡st
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥② s❡❡❞✳ ❇✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
✢❛t ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛rts t♦ ❢♦r♠ ❧❛②❡r✐♥❣ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ s✐❞❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❝♦❛t✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② <
Xcg > ❢♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✭r❡❞✮ ❛♥❞ ♥♦ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✭❜❧❛❝❦✮ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡
♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✼✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ α ❂ ✵✳✾✺✷ ✈❛❧✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ ❡♥s❡♠❜❧❡❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ < CScg > ❢♦r
❛❧❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✭r❡❞✮ ❛♥❞ ♥♦ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✭❜❧❛❝❦✮ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧
♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✼✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α ❂ ✵✳✾✺✷ ✈❛❧✉❡✳

✻✳✼✳✹ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡
✈♦❧✉♠❡ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ s❤♦rt❡r t✐♠❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 106 t♦ 107 ❛♥❞ s❝❛♥♥✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❙✐♥❝❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝s ✇✐t❤ ❧♦✇ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s❧♦✇✱ s❝❛♥♥✐♥❣ ♠❛♥② ✈♦❧✉♠❡s ✐s ❢❛st ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ■♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧s♦ ❤❡❧♣s t♦
❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ■❢ ♦♥❡ ✐s ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t ♥♦t ♠✉❝❤



✶✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❘❨❙❚❆▲▲■❩❆❚■❖◆ ❙❚❯❉❨

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

✻✳✼✳✺ P♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②

❖✉r s②st❡♠ ❤❛s ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ ✺✳✻✪✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝♦rr❡❝t❧②✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
♣♦✐♥t t♦ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s st✉❞✐❡s ✐s t❤❛t ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥
t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳
❚❤✉s✱ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦❜❡ s♦♠❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s
❢❛❝t♦rs✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✻✳✽ ◆❘❉ ✐♥ t❤❡ ❚❈❊ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✈❛r②✐♥❣
❢r♦♠ ✵✳✺✺✺ t♦ ✵✳✺✷✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂ ✶✳✸ t♦ ✵✳✺ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡
♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ♠❡t❤♦❞✮✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡
✻✳✷✹✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❢❛❝t♦r ♦❢
✷a5✴DL

s ✇❤❡r❡ DL
s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❛t r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❇✉t ✐t st✐❧❧ ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹✿ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚❈❊ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ α✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡

✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ DL
s ✳
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✻✳✾ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ❈◆❚ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✭❈◆❚✮ r❡str✐❝ts t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ❜② ✇❤✐❝❤
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❣r♦✇ ♦r s❤r✐♥❦ ♦♥❧② ❜② s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❞✲
s♦r♣t✐♦♥✴❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t✐r❡ ❝❧✉st❡rs
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ s♦♠❡ s②st❡♠s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✐♥ ❞❡♥s❡ s②st❡♠s ♦r ♥❡❛r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ ❝❧✉st❡rs ❛❝q✉✐r❡ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞
❛♥❞ r❛♠✐✜❡❞ str✉❝t✉r❡✲s✉❝❤ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ❬✶✵✸❪✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♥❡❛r t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❡ ✐♥❛❞❡q✉❛❝②✱
❛t ❧❡❛st ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ♦❢ tr❡❛t✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❛s ♣✉r❡❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❬✶✼✹❪✳ ❱❛r✐♦✉s
❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ r❡♠❡❞② t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
s✉❝❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❞❡❜❛t❡❞✳ ❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❡ ❡①q✉✐s✐t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ∆G∗❀ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡♥♦r♠♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❛t❡✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♠❛❦❡s ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞✱
♠♦❞❡❧s ♠✉st ❜❡ ✜t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
t❡st t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞✐t② ❬✶✺❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❈◆❚✳ ■t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜r✐❡✢② ❤❡r❡✳ ❈◆❚ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧
♣❤❛s❡ ❢♦r♠s ✈✐❛ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢
s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝♦st t♦ ❢♦r♠ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐s

∆G(R) = 4πγ R2 − 4

3
|∆µ|ρsR3 ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ ∆µ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡
❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡✱ γ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r❡❡ ❡♥✲
❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✱ ❘ ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ρs ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧✐q✉✐❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

P (N) ∝ exp(
−∆G(N)

KBT
) ✭✻✳✻✮

❖♥❧② ❝r②st❛❧s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ Rcrit ✐✳❡✳ Rcrit ❂ ✷ γ
|∆µ|ρs

♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r

∆G(R)crit = 16πγ3/3ρ2s|∆µ|2 ✭✻✳✼✮

❛♥❞ ❣r♦✇ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ❣❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✉s✱ ◆❘❉ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r❡❢❛❝t♦r J0

J = J0exp(
−∆Gcrit

KBT
) ✭✻✳✽✮

✇❤❡r❡ J0 ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛tt❛❝❤♠❡♥t r❛t❡ K+✱ t❤❡ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ❩✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✳

J0 ∝ K+ρliqZ = A ∗ √γ ∗Ds
L ∗R−5 ∗ ϕ−(1/3)

s ∗ ϕ−(5/3)
fl ✭✻✳✾✮

✇❤❡r❡ ❆ ✐s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❘ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ s♦❧✐❞ ϕs ❛♥❞ ✢✉✐❞ ϕfl✳



✶✷✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❘❨❙❚❆▲▲■❩❆❚■❖◆ ❙❚❯❉❨

❆s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② ❆✉❡r ❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r
❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ◆✉✲
❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
r❛❞✐✉s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ∆●✭◆✮ ❛s ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✻❪ ❬✶✺❪ ❬✻✷❪ ❬✻✸❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✿ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t α ❂ ✵✳✼✺✻✻ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛s
✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦❧♦r ❣r❡❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥

❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻✿ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r α ❂✵✳✼✺✻✻ s❤♦rt❧② ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts
✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜t✭t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈◆❚✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡rs ❢✭◆✮
❣✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r ∆Gcrit✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ γ✱ ❛♥❞ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ Rcrit❀ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣

−ln(f(N)) = A+∆Gcrit(N) ✭✻✳✶✵✮
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t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❆ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ γ ❛s ❢r❡❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❤❡r❡ ❢✭◆✮ ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧s ♦❢ s✐③❡ ◆✳ ∆µ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❬✹❪ ❛♥❞ ρs ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼✿ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ γ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ ❡q✳✻✳✶✵ t♦ ●✐❜❜s✬ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✇✐♥❣ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥

γ∗ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ❢♦r α ❂✵✳✼✺✻✻✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡rs ❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t t✐♠❡s✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧s ❛t t❂✹✵✷ ♠✐♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t✐♠❡ st❡♣s✳ ∆●
❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✻✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ γ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡ ❬✶✹✺❪ ❬✶✵✶❪ ❛♥❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ♦✉r ❞❛t❛✱
✇❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ γ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤
t✐♠❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✈❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r
❛♥❞ st❛rts t♦ r❡❞✉❝❡ ❛s t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ❧❛t❡r st❛❣❡s✱ st❛rts t♦ ✢❛t✲
t❡♥✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥≈ ✵✳✺ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ s❡ts ✐♥
❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✭γ∗❂ ✵✳✺✹✻ t♦ ✵✳✺✼✹✮ ❬✹✵❪✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❝r②st❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛②s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t ❜❡❢♦r❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
s❡ts ✐♥✭✷✾✺♠✐♥ t♦ ✹✺✺ ♠✐♥✮ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐✲st❛t❡ ❛s ❛ss✉♠❡❞ ❜② ❈◆❚ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✼✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
t❡♥s✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t✐♠❡✳ γ∗ st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆t
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❛❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡s ❛❣❛✐♥✳

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽✳ ❚❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✐ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢✭◆✮ ✐♥ t❤❡ ❈◆❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❤♦✇ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
s✐③❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♦❧✐♥❣ ❢r♦♠ ◆ ❂ ✷✽✵ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ t♦ ◆❂ ✹✵ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈◆❚✲❜❛s❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✐ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝r②st❛❧ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❜♦✈❡
❃ ✵✳✾✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❘❉✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✭❜② ❡q
P✭◆✮ ✮✱ ◆❘❉ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈◆❚ ✭❏ ❛♥❞ J0✮✳ ❆ ✐s
❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❞❛t❛ ♠❡❡t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ◆❘❉ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✉♣❡r❝♦♦❧✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽✿ ❈r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s s✐③❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t②✴ ✉♥❞❡r❝♦♦❧✐♥❣ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ ❝r②st❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✭♥✮ ✉s✐♥❣ ❈◆❚✭❜❧❛❝❦✮✱ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✭❜❧✉❡✮✳

α ❂ ✶✳✷✹✶✳
❆s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✾✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❢r♦♠ ❈◆❚ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❞❛t❛ ❬✶✻❪ ❬✻✷❪ ❬✻✸❪ ❬✶✼✽❪ ❬✾✾❪ ❬✷✶✹❪ ❡t❝✳ ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❜❛rr✐❡rs ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✐ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈◆❚ ❛♥❞ t❤❡ ◆❘❉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❈◆❚ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜✉t ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✐ ❛♥❞ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✾✿ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜✐❧✲
✐t②✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✼✼❪ ❬✽✵❪ ❬✼✾❪ ❬✶✼✼❪ ❬✽✵❪ ❬✾✸❪✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❬✶✻❪ ❬✻✷❪ ❬✻✸❪ ❬✶✼✽❪ ❬✾✾❪ ❬✷✶✹❪ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❣✉✐❞❡s t♦ t❤❡ ❡②❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ◆❘❉ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s st✉❞② ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✭❜❧❛❝❦

st❛r✮ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈◆❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t✭♣✐♥❦ ❝r♦ss

✻✳✶✵ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s st✉❞✐❡❞✱ ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡✱ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t✱ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✱
❛♥❞ ◆❘❉ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦♥❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❈◆❚ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐s ❦❡♣t ✉♥❞❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡
✢✉✐❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❛r❡❛s
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❧✉st❡r ❣r♦✇t❤✳ ■♥ t❤✐s r❛♥❣❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❜❡❣✐♥s✳ ■♥
t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t ❃tind s❤♦✇s t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s r❛♥❣❡✱ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇ ❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡
❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡rs✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✐✱ ❛♥❞ t❤❡ ◆❘❉s ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈◆❚ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤
t❤♦s❡ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜✉t ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✐ ❛♥❞ ◆❘❉s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥② ♠♦❞❡❧✳ ❈◆❚ ❛♥❞
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✇❛②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡s❡
s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝r②st❛❧ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❯♠❜r❡❧❧❛ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❯❙✮ ♦r ❋♦r✇❛r❞ ❋❧✉① ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✭❋❋❙✮✳
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❯s✐♥❣ ❯❙ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡
❝❧✉st❡r s✐③❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P✭◆✮ ✐♥ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠
t❤✐s✱ ∆Gcrit ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❏ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ✐♥ ❛ ❦✐♥❡t✐❝
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭❑▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s K+ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ∆Gcrit ❛♥❞ K+✱ t❤❡ ◆❘❉ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✉s t❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈◆❚✳ ❯s✐♥❣ ❋❋❙ ✐♥ ❑▼❈ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s r❡❛❝t✐♦♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❋❋❙ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ st❛rt✐♥❣
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✭❧❛r❣❡st ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r✮ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ ◆❘❉✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞
❝r②st❛❧ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✧✐♥t❡r❢❛❝❡s✧ ✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮
❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤s t❤❛t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡
❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ ❈◆❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉♥❝❧❡❛r✳
❖✉r ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❈◆❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
s❝❡♥❛r✐♦ ❝❧❡❛r❧②✳
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◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❑✐♥❡t✐❝s ✐♥ ❍❛r❞

❙♣❤❡r❡ ❙②st❡♠

✼✳✶ ❆❜str❛❝t

❚r❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧✐q✉✐❞ t♦ ❛ s♦❧✐❞ st❛t❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str✉❝t✉r❡s ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t
♣❛t❤✇❛②s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❛s ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐❢✲
✜❝✉❧t t♦ ♠❛❦❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡
❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ r❡♣♦rt s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s
♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞✐❡s ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❡♥❛❜❧❡❞
✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣r❡❝✉rs♦r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥✈❡rt ✐♥t♦ ♠❡t❛st❛❜❧❡ s♦❧✐❞s✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ s❤❡❞❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣❛t❤✲
✇❛②s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✼✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r
♣❤②s✐❝s✳ ❆ ❧✐q✉✐❞ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛ s♦❧✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉r ✐♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛t❤✇❛②s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲s♦❧✐❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✲
s❡♥s✉s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❈◆❚✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❈◆❚ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ t❤❡ s✉r✲
r♦✉♥❞✐♥❣ ✢✉✐❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜✉❧❦ ♣❤❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ r❡❛❧ ❧✐q✉✐❞s ❛♥❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛♠♦♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡st st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡✲❧❡✈❡❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✶✷✼
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❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡✈❡♥t t♦ t❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥✉❝❧❡✉s ❜❡②♦♥❞ ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s s✐③❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦
s♦✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✉t✐❧✐③❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛♥s❧❛✲
t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡rs ❛r♦✉♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❛t❤✇❛② t♦ ❝r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✲♦r❞❡r✲♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❲❤✐❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦♥ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
♣r♦❝❡ss ❬✾✾❪ ❬✶✵✵❪ ❬✶✻✾❪ ❬✶✼✵❪ ❬✶✼✾❪ ❬✶✼✵❪✱ r❡❝❡♥t ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❛❧s♦ st❛rt❡❞ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ❬✷✵✵❪✳

✼✳✸ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲s♦❧✐❞ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛ t♦♣✐❝ ♦❢ ❞❡❜❛t❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♣♦♥✲
t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❲❤✐❧❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❈◆❚✮ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✭❉❋❚✮ ❬✶✹✷❪ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥
❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✽✵❪ ❬✶✼✺❪ ❬✾✸❪
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✸✾❪ ❬✾✾❪ ❬✶✼✾❪ ❬✶✶✷❪ ❤❛✈❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡①✳

❙❝❤♦❧❛rs ▲✉ts❦♦ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧✐s ❬✶✷✻❪ ❬✶✷✹❪ ❬✶✷✺❪ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② r❡s❡❛r❝❤❡❞ t❤❡
♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ tr❛♥s♣♦rt s♣❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡
✈❛♣♦r✲❧✐q✉✐❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t
❡❛r❧② ❞❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐❧❧ ❧✐❦❡❧② ♦❝❝✉r ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉✲
❝❧❡✉s✳ ❲❤✐❧❡ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❛s ❝r✉❝✐❛❧
❛s ✐♥ ✈❛♣♦r✲❧✐q✉✐❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ❡t
❛❧✳ ❬✶✼✾❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✽✵❪ ❬✷✸✵❪ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢
❡❛r❧② ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞② ❜② ❘✉ss♦ ❛♥❞ ❚❛♥❛❦❛ ❬✶✼✵❪ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦✲
r✐❡s ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ st✉❞② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ Φσ3≈✶✳✵✷✱ ✇❤❡r❡
σ ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♦❢ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✱ ❜✉t t❤❡② ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❢♦r❡✲
s❤❛❞♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛♥ ✧♦r❞❡r✲✜rst✧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ❚❛♥ ❡t ❛❧✳ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❢♦r
t❤❡✐r ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✳ ❇♦t❤ ♣❛t❤✇❛②s ❜❡❣❛♥ ✇✐t❤ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ♣r❡❝✉r✲
s♦rs✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❜❝❝ ♦r ❢❝❝ ♠❡t❛st❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ t❤r❡❡✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❜❡✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❜✉❧❦
❜❝❝ ♦r ❘❍❈P✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❜✉❧❦ ❜❝❝ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ r❛❞✐✉s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ❢♦r❝❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❡①✲
❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇❡r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣
❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛r❡❧② st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s❡st r❡❣✐♦♥s ❬✷✵✵❪✳
❚❤❡ st✉❞② r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞
❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ●r❛♥❛s② ❛♥❞ ❚♦t❤ ❬✼✵❪✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦t❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥t♦
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ▲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✸❪ ❛❧s♦ ✉s❡❞
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♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts r❛r❡❧② st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s❡r r❡❣✐♦♥s
♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❑❛✇❛s❛❦✐ ❛♥❞ ❚❛♥❛❦❛ ❬✶✵✵❪ ❢♦✉♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲r❛♥❣❡
♦r❞❡r❡❞ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦❢ s✐③❡s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇❛s ♥♦t ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❜✉t r❛t❤❡r ❤❝♣ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✾❪✱ ❬✶✼✽❪ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❧♦✇ s②♠♠❡tr② ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s✐③❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❤✐❣❤❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣r❡❝✉rs♦r str✉❝t✉r❡s ♦♥
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ●❛ss❡r ❡t ❛❧ ❬✻✾❪✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ str♦♥❣❧② ❛s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ❢♦r t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ♦r ♥❡❛r✲❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐✳

■♥ ❛ t✇♦✲st❡♣ s❝❡♥❛r✐♦✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥✉❝❧❡✉s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥s✐❞❡
❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❡❧t✳
❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ s✉♣❡r❝♦♦❧✐♥❣✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ s✉♣❡r❝♦♦❧✐♥❣✱
♦t❤❡r ❛rt✐❝❧❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ s✉♣❡r❝♦♦❧✐♥❣✳ ❉✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♣♣❡❛r t♦ ❢♦r♠ ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❜♦♥❞✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡s ♦♥ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❛
t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤❡
❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② st❛t❡♠❡♥ts r❛✐s❡s q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡♥✲
❡✜ts ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

✼✳✹ ❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s

▲❡t✬s st❛rt ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
st✉❞②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ t❤❡✐r ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❛❞♦♣t ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② st✉❞②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❞❡✜♥❡❞ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✮✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲s♦❧✐❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♠♦♥✐t♦r ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✉r✐♥❣ ❝r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆ s✉✐t❛❜❧❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣❛❝✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρpre✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❱ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ❞❡✲
✜♥❡ ❜♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧②
✐♥✈❛r✐❛♥t s❝❛❧❛r ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡
s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♣r❡❝✉rs♦r r❡❣✐♦♥s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❧❛t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❛❞❞r❡ss❡s
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ ❞❡♥s❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦r ♥♦t✳

✼✳✺ Pr❡❝✉rs♦r

❚❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❘✉ss♦ ❛♥❞ ❚❛♥❛❦❛ ✐♥ t❤❡✐r ✷✵✶✷
st✉❞②✱ ✉s✐♥❣ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦r❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢♦r s♦❢t s♣❤❡r❡s✳
❚❤❡② ♥♦t❡❞ t❤❛t ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ♣r❡❝✉rs♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❜♦♥❞ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ t❤❛t ✜rst ♥✉❝❧❡❛t❡s ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❤❛s t❤❡
❝❧♦s❡st s②♠♠❡tr② t♦ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ st❛t❡✳ ❆ ❧❛t❡r ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❜② ❏✳❚✳ ❇❡rr②♠❛♥♥ ❛♥❞ ❚✳ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ✐♥ ✷✵✶✻ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥
❛ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✢✉✐❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❡❞ s✐✲
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♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❘❡❝❡♥t
r❡s❡❛r❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❧✐q✉✐❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❲❤✐❧❡ ❝❧❛ss✐❝ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛ss✉♠❡s t❤❛t r❛♥❞♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❧✐q✉✐❞ ❞r✐✈❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r r❡❣✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ❱❛r✐♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r✲♠❡❞✐❛t❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♣r❡✲
♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❢♦r♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs✳ ❚❤❡s❡ ✧t✇♦✲st❡♣✧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞s✱ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱ ✐❝❡✱ ♠❡t❛❧ ❛❧❧♦②s✱ ❛♥❞ ♣r♦✲
t❡✐♥s ❬✶✾✺❪ ❬✶✼✵❪ ❬✹✼❪ ❬✷✷✾❪ ❬✶✷✾❪ ❬✶✼✾❪ ❬✶✶✸❪ ❬✷✵✵❪✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
r❡s❡❛r❝❤ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢✉❧❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs tr❛❝❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ❋r♦♠
t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡❞✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ♦♥❧② ❢❡✇ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❣r♦✇ ✐♥ t✐♠❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❣r♦✇s ♦✈❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡
st❡♣✱ ❝❧✉st❡rs ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱
t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t✐♠❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ✐t ❡♠❡r❣❡
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢❛r❝t✐♦♥ Φpre✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✉s
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣r❡❝✉rs♦r ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ Φ✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ Φcry ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦rs✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝✲
✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛② ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ Φcry ✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣r❡❝✉rs♦rs ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ Φ ❂ ✵✳✺✸✽✾✱ Φ ❂✵✳✺✸✻ ❛♥❞ Φ ❂✵✳✺✸✸✷✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✵✳✺✾✻ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ✭❋✐❣✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ P❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ✭❛✮❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ Φcry ❢♦r ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r ✵✺✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱ ❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳❚❤❡ r❡❞
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✺✾✻±✵✳✵✼ ❢♦r ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✵✳✻✹✵✹±✵✳✵✻ ❢♦r

✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✵✳✻✼✶✷±✵✳✵✷✼ ❢♦r ✵✳✺✸✸✷✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✶✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ q̄4 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r
✵✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α ❂✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱ ❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❢♦r ❍❈P ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s q̄4 ✈❛❧✉❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵✹ t♦ ✵✳✶✷✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❋❈❈ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✵✳✶✷ t♦ ✵✳✷✺✳ ❋♦r ❇❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r q̄4 ❤❛s ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✵✳✵✼✳

✼✳✷✭❛✮✮ ❛♥❞ ✵✳✻✹ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✵✳✺✸✻ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✭❜✮ ❛♥❞ ✵✳✻✼ ❢♦r ✵✳✺✸✸✷ ✭❋✐❣✉r❡
✼✳✷✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r②st❛❧s st❛rt ❢♦r♠✐♥❣ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡
✵✳✺✺✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐s ❤✐❣❤ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❆s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
❤✐st♦❣r❛♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♥✉❝❧❡✐ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤
❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇s ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❡♥❞s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ q̄4✱ q̄6✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ✐ts ♠❡❛♥ ♦✈❡r
❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❛t ❝❧✉st❡r✳ ❇② ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ P❡❛❦s ✐♥ t❤❡
❤✐st♦❣r❛♠ ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐s ♠♦r❡ ❤✐❣❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳
●❛♣s ♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s✉❣❣❡st r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❧❡ss ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥
♣r❡❝✉rs♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ s❤♦✇s
t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✇✐❣♥❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs w̄4 ❛♥❞ w̄6✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ q̄6 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r
✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱ ❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❢♦r ❍❈P ❛♥❞ ❋❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s q̄6 ✈❛❧✉❡ ≥ ✵✳✷✽✳ ❋♦r ❇❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r q̄6 ❤❛s ✈❛❧✉❡s ≥ ✵✳✸

✇❤❡r❡❛s ❢♦r ✢✉✐❞ ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ q̄6 ❤❛s ✈❛❧✉❡s ≤ ✵✳✷✽✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ w̄4 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r
✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱ ❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞

❢♦r ❍❈P ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s w̄4 ✈❛❧✉❡ ≥ ✵✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❋❈❈ w̄4 ✈❛❧✉❡ ≤ ✵✳

❆ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✵✷ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❊❛❝❤ ❜✐♥
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❜t❧❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣✳ P❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐♥❞✐❝❛t❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦r❞❡r ✈❛❧✉❡s ✇❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❧✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❧♦✇❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ♣♦ss✐❜❧②
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ ♦r ❛♠♦r♣❤♦✉s r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q̄6 ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✷✽
t♦ ✵✳✸✸✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦✉♥t ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ✐s ❤✐❣❤✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ♣r❡❝✉rs♦rs
❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ϕ❂✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ϕ❂✵✳✺✸✸✷ ✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ❢♦r q✹ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✵✻ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❧❡ss ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❇❈❈ ❜✉t
♠♦r❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❍❊❳✴❍❈P✴❋❈❈✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ϕ❂✵✳✺✸✻✱ t❤❡s❡ q✹ ✈❛❧✉❡s
st❛rt ❛❜♦✈❡ ✵✳✵✷✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❇❈❈ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
❍❊❳✴❍❈P✴❋❈❈✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ❛♥❞ ✼✳✻ s❤♦✇s ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ w̄4 ❛♥❞ w̄6

❢♦r ♣r❡❝✉rs♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❆ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ w̄6
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ w̄6 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r
✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱ ❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❢♦r ❍❈P ❛♥❞ ❋❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s w̄6 ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✵✳✵✺ t♦ ✵✳✵✵✽✳ ❋♦r ❇❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r

w̄6 ❤❛s ✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵✵✽ t♦ ✵✳✵✺

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ q̄6 ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ w̄6 ✭w̄6 ❁ ✲✵✳✵✷✸✮ ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡
✐♥ q̄6 s✐❣♥✐❢② ✐❝♦s❛❤❡❞r❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ♥♦t❛❜❧❡ ❝♦✉♥t ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ w̄6✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ♦r❞❡r
❛s ❛♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣s ✭❜❝❝✲❧✐❦❡✱ ❢❝❝✲❧✐❦❡✱ ❤❝♣✲❧✐❦❡✮ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❋❈❈✲❧✐❦❡ ❝r②st❛❧ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② w̄4 ≤ ✵✱ ✇❤✐❧❡
❢♦r ❍❈P✲❧✐❦❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛t♦♠s ✭w̄4 ≥ ✵✮✳

❉✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r s❤♦✇s t❤❛t ♥✉❝❧❡✐ ❛♣♣❡❛r t♦ ❢♦r♠ ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥
♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✳
❚❤✉s ✐♥ t✇♦ st❡♣ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥✉❝❧❡✉s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥s✐❞❡
❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❤✐❣❤❡r ❤♦❧❞ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r st❛❣❡
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♦r❞❡rs ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳
❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r st❛❣❡✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝② ♦❢ ❍❈P✴❍❊❳✲
t②♣❡ ♦r❞❡r ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
st❛❜❧❡ s♦❧✐❞✳
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❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✉♥✈❡✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❞❡♥s✐t②✭ρcry✮ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜②
t❛❦✐♥❣ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s s✉❝❤ ❛s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❢❡✇ s❧♦✇ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❢❡✇ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs s❤♦✇♥ t♦ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

❙♦♠❡ ❝❧✉st❡rs ❣r♦✇ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s✱ ❜✉t ♦t❤❡rs t❛❦❡ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡rs st❛rts t♦
❣r♦✇✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t✐♠❡ t ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② s♦ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛❢t❡r t❤✐s t✐♠❡ t ✐✳❡ t✲tind✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦
st❛rt s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t② t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡ ✼✳✶
✐s s❤♦✇♥ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✼ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ t❂✵✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✇❛r❞s ❛❧❧ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r
t✐♠❡ t✲tind✳

✼✳✻ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦♥❞ ♦r✲
❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs

❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ str✉❝t✉r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦r ❞②♥❛♠✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡✢❡❝t t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ tr❛❝❡❞ ❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥s✭Φcry✮ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣
❱♦r♦♥♦✐ ✈♦❧✉♠❡ Vcry✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦✉r ❝❛s❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ✵✳✺✹✹✱ ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✵✳✺✸✻✱ ✵✺✸✸✷✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂ ✵✳✼✽✸✶✸✱
✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱ ❛♥❞ ✵✳✻✶✾ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✽✳
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❆s t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✵✳✺✹✹✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❧✐❣♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥
t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w4 ❛♥❞ w̄6 ♠❛✐♥❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❝❧✉st❡r t②♣❡✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t✐♠❡ ♣❛ss❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ✇✹ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❛❝❦ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❈P str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧②
❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❞❡♥s❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇✹ ❛♥❞ ✇✻ s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r
w̄4 ❛♥❞ w̄6✳
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■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s
r✐s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧✐❣♥s ♠♦r❡ ❝♦❤❡r❡♥t❧②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
w4 ❛♥❞ w̄6✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦r str✉❝t✉r❛❧ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ■t✬s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❞❡♥s✐t②
♠❛② r❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s
❞❡♥s❡ ♣❛❝❦✐♥❣✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r r❡♠❛✐♥s
r❡❞✉❝❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ❤❛s tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛s ♦r❞❡r❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ w4 ❛t t❤❡ ❡♥❞ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ♠❛✐♥❧② ❛s ❍❈P✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s s✉❣❣❡st t❤❛t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛②
✐♥✐t✐❛❧❧② s❤♦✇ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❙t✐❧❧✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r
♠✐❣❤t ✐♥❞✐❝❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t✬s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
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❚❤❡ q6 ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✵✳✷✼✵✸ t♦ ✵✳✸✷ ❛s t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✱ ❛♥❞ q4 ✈❛r✐❡s
s✐♠✐❧❛r❧②✳ ■♥ ❝❛s❡ w4 st❛rts ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❛ st❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ w6 ✈❛❧✉❡s s❤♦✇ ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t❡♥❞ t♦ ❛❧✐❣♥ ♠♦r❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱
s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s s❤♦✇
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t②
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠♦r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r
s✉❣❣❡sts ❛ t❡♥❞❡♥❝② ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❛❧✐❣♥✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣
♦r str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✳ ❆s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛ tr❡♥❞
t♦✇❛r❞ ❤✐❣❤❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣♦
❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞✳

❼ ✵✳✺✸✸✷ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✭❞✮✮

❆s t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q4 s❤♦✇ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ q✻ st❛rt t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇✹ st❛rt ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
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❧❛t❡r s✇✐t❝❤ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r w6✳ ❚❤❡r❡
✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❉❡✲
s♣✐t❡ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ■♥ ❛ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr❡♥❞ ✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛
❣r♦✇✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦r ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥✲
t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❡✈♦❧✈❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❞❡♥s✐t②✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡s✳
❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥
❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳

▼♦r❡ ❝❧❡❛r ♣✐❝t✉r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ❛♥❞ ♠❡❛♥
w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ♣❧♦t ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡
❝✉t♦✛ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r t②♣❡s✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r t②♣❡s
❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✳

❋✐❣✉r❡s ✼✳✾ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ♠❛♣ ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ♠❛♣ ❢♦r
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✹✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂ ✵✳✼✽✸✶✸✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ♠❛♣ s✉❣❣❡st t❤❡ ❍❊❳✱ ❍❈P ❝❧✉st❡r t②♣❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s ❍❈P ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6

❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂✵✳✼✺✻✻✳ ❍❡r❡✱
✐♥ t❤❡ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ♠❛♣✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s s✉❣❣❡st t❤❡ ❍❊❳✱ ❍❈P ❝❧✉st❡r
t②♣❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ♠❛♣ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❍❡① t♦ ❍❈P
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛t❡r st❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6

❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂ ✵✳✻✽✼✺✳ ❍❡r❡✱ ✐♥
t❤❡ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ♠❛♣✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s s✉❣❣❡st t❤❡ ❍❊❳✱ ❍❈P ❝❧✉st❡r t②♣❡✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ♠❛♣ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❍❊❳ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠❛② ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t♦ ❍❈P ❛t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✷ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ♠❛♣ ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ♠❛♣
❢♦r ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂ ✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ♠❛♣ s✉❣❣❡st t❤❡ ❍❊❳✱ ❍❈P ❝❧✉st❡r t②♣❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s ❍❊❳ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✱ q̄4 ❛♥❞ q̄6 t❡♥❞ t♦ ❣♦ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✵✳✺✹✹✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r w̄4 ❛♥❞ w̄6✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ✵✳✺✸✽✾✱ t❤❡r❡ ♠❛②
❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r✳ ❇✉t ❢♦r ✵✳✺✸✻✱
❛s ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❡♥❞ t♦✇❛r❞ ❤✐❣❤❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ✵✳✺✸✸✷✱ t❤❡ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛t❤✱ ❜✉t ✐t s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r t♦❣❡t❤❡r ♦r ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡
❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry ❢♦r
✭❛✮ ✵✳✺✹✹ ❛♥❞ ✭❜✮✵✳✺✸✽✾ ✭❝✮✵✺✸✻ ❛♥❞ ✭❞✮✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✽✸✶✸✱ ✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱
❛♥❞ ✵✳✻✶✾ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6

❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t
❛♣♣❡❛r ✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ❢♦r ✵✳✺✹✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂
✵✳✼✽✸✶✸✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉t♦✛ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r t②♣❡s✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱

t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r t②♣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ❢♦r ✵✳✺✸✽✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α
❂✵✳✼✺✻✻✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉t♦✛ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r t②♣❡s✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱

t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r t②♣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ❢♦r ✵✳✺✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂
✵✳✻✽✼✺✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉t♦✛ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r t②♣❡s✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡

♥❛♠❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r t②♣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ♠❡❛♥ q̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ q̄6 ❛♥❞ w̄4 ✈s✳ ♠❡❛♥ w̄6 ❢♦r ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α ❂
✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉t♦✛ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r t②♣❡s✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡

♥❛♠❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r t②♣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
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✼✳✼ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦♥❞ ♦r✲
❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ✧❙❧♦✇❡st✧ ❝❧✉st❡rs

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s
❝♦♥s✐❞❡rs t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛❝❤ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❛ ✬❧♦♥❣ t❛✐❧✬ ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤✐s ❝❧✉st❡r ✐s s❧♦✇ ❛♥❞ ❤❛s ♠♦r❡ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
♥❛♠❡ ✧❙❧♦✇❡st ❝❧✉st❡r✧✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♠❛② ❤❡❧♣s ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧②✳

✼✳✼✳✶ ✵✳✺✹✹

❚❤❡ t❤r❡❡ s❧♦✇❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✹✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✼✽✸✶✸ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸✭❛✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞
q̄6 ❝❤❛♥❣❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ w̄4 ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡
❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❉❡♥s✐t②✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡
st❛rt✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ❍❈P ❝❧✉st❡r ✇❛s ❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❛t❡r ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦
❣r♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t♦❣❡t❤❡r✱ ❜✉t ❧❛t❡r ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸✭❜✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4
❛♥❞ q̄6 ❝❤❛♥❣❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇✹ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ w̄6 r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❉❡♥s✐t② ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts❡t ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s
❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ❍❈P ❝❧✉st❡r ✐s ❢♦r♠❡❞ ✭w̄4 > ✵✮✱ ✇❤✐❝❤
❧❛t❡r ❣r♦✇s ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❧✉st❡r✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❈❈✴❍❈P ❝❧✉st❡rs ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ q6
♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❧❛t❡r ❞❡♥s✐t② st❛❜✐❧✐③❡s
✇❤✐❧❡ q̄6 ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 st❛rt t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❜✉t
✉❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ✐s ❢♦r♠❡❞✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸✭❝✮✱ ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✳ ❚❤❡ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✈❛❧✉❡s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛♥❞❡♠ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡
w̄4 ❛♥❞ w̄6 r❡♠❛✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❤✐❢t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
❣r♦✇s✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s♦♦♥ ❛❢t❡r✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛s ❛ ❧❡ss ❞❡♥s❡ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡
❍❈P ❝❧✉st❡r ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣r♦✇s✱ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤
w̄4 > ✵✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② st❛❜✐❧✐③❡s ❢❛st❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ q̄6 ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r
♦s❝✐❧❧❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 r❡♠❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✼✳✼✳✷ ✵✳✺✸✽✾

❚❤❡ t❤r❡❡ s❧♦✇❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✼✺✻✻ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✳

❚❤❡ ✜rst ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✭❛✮✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ♠❡❛✲
s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧✲♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ q̄4 ❛♥❞ q̄6



✼✳✼✳ ✧❙▲❖❲❊❙❚✧ ❈▲❯❙❚❊❘❙ ✶✹✸

✈❛❧✉❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✢✉❝t✉❛t❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ q✻ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❛ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❧② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦r ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ w̄4 ❛♥❞ w̄6

✈❛❧✉❡s ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ w̄4 ✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦
♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ w̄6 ✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❇❈❈ t♦ ❍❈P✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♠❛②
❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ r❡❛❝❤✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉st❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
♦❢ q̄4 ✢✉❝t✉❛t❡ ✇❤✐❧❡ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱
w̄4 ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ t❤❡② s✇✐t❝❤ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s w̄6

❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❆t ✜rst✱ ❛ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② ❝❧✉st❡r ✐s ❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❣r♦✇s ✐♥t♦
❛ ❤✐❣❤ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
❍❈P✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ ❍❊❳✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❍❈P✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ q̄6 ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❧❛t❡r
❜♦t❤ st❛❜✐❧✐③❡✱ ✇❤✐❧❡ q̄4 ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 ✢✉❝t✉❛t❡✱
❜✉t ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ✐s ❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❧✉st❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✭❝✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞
q̄6 ❝❤❛♥❣❡ t♦❣❡t❤❡r ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 r❡♠❛✐♥ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❣r♦✇s st❡❛❞✐❧② ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛
♠❛①✐♠✉♠✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❍❊❳ ❝❧✉st❡r ✐s ❧❡ss ❞❡♥s❡✱ ❜✉t ✐t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣r♦✇s ✐♥t♦
❛ ❤✐❣❤ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❧✉st❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② st❛❜✐❧✐③❡s ✜rst✱ ❛♥❞
t❤❡ q̄6 ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ♦s❝✐❧❧❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 r❡♠❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❧❡❛❞s t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✼✳✼✳✸ ✵✳✺✸✻

❚❤❡ t❤r❡❡ s❧♦✇❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✻✽✼✺ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✳

❚❤❡ ✜rst ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✭❛✮✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✢✉❝t✉❛t❡✱ ❜✉t ❛s t✐♠❡ ❣♦❡s ♦♥✱ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w̄4 ❛♥❞
w̄6 s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳ ❇♦t❤
✈❛❧✉❡s st❛rt ❛s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ ♠♦✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s✇✐t❝❤ ❜❛❝❦ t♦
♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦✈❡r ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ❍❈P t♦ ❍❊❳✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❛❝❦ t♦ ❍❈P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞✱ ✐t s✇✐t❝❤❡s
t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱
♣r♦❜❛❜❧② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❊❳ ❛♥❞ ❍❈P✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② st❛rt ❛t ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❜✉t ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❍❊❳
t♦ ❍❈P ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❞❡♥s✐t② ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳



✶✹✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ◆❯❈▲❊❆❚■❖◆ ❑■◆❊❚■❈❙ ■◆ ❍❆❘❉ ❙P❍❊❘❊ ❙❨❙❚❊▼

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉st❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✭❜✮✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② ✶✺✵ ♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r✐s❡ ✐♥ ❜♦t❤ q✹✱ q✻✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❡♥s❡❧②
♣❛❝❦❡❞ ❝❧✉st❡r✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❋♦r w̄4✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❍❊❳ t♦ ❍❈P ❛s
t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ w̄6✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞
st❛② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❛t❡r ♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞✱ w̄6 s✇✐t❝❤❡s ❜❛❝❦ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✱
❛s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❍❈P t♦
❍❊❳✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ q̄4 ❛♥❞ q✻ ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞✱ ❜✉t w̄4 ❛♥❞ w̄6 ✢✉❝t✉❛t❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❧✉st❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺✭❝✮✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❜♦t❤
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6✱ ❛♥❞ w̄4 ❜❡❣✐♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣r❛❞✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡
✐s ❢♦r♠✐♥❣ ❛s t✐♠❡ ♣❛ss❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w̄6 ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s
t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w̄4 ❝❤❛♥❣❡s t♦
♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st❛❜❧❡ ❤❝♣ ❝❧✉st❡r ❤❛s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❍❊❳ str✉❝t✉r❡
❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡s
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ q̄4✱ q̄6✱ ❛♥❞ w̄4✳

✼✳✼✳✹ ✵✳✺✸✸✷

❚❤❡ t❤r❡❡ s❧♦✇❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✻✼✶✷ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻✳

❚❤❡ ✜rst s❧♦✇❡st ❝❧✉st❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✼✳✶✻✭❛✮✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ q̄4 ❛♥❞
q̄6 ✈❛❧✉❡s ✢✉❝t✉❛t❡✳ ❆❢t❡r ✷✵✵ ♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
❛ ❤✐❣❤❧② ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✈❛❧✉❡s ❞❡❝r❡❛s❡ t♦✇❛r❞s t❤❡
❡♥❞✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❧❡ss ♦r❞❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 ✈❛❧✉❡s ❜❡❣✐♥ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✳ ❇♦t❤ ✈❛❧✉❡s st❛rt ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♠♦✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✳ ❆s t✐♠❡ ♣❛ss❡s✱ w̄4 ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡r❡❛s w̄6

s✇✐t❝❤❡s ❜❛❝❦ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ st❛✲
❜❧❡ ❝❧✉st❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❍❊❳ t♦ ❍❈P✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❜✉t ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ❍❊❳ t♦ ❍❈P
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❞❡♥s✐t② st❛❜✐❧✐③❡s ✜rst ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r ✢✉❝t✉❛t❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❧♦✇❡st ❝❧✉st❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✼✳✶✻✭❜✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❜♦t❤ q̄4 ❛♥❞ q✻ ✈❛❧✉❡s ✢✉❝t✉❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6

✈❛❧✉❡s s✇✐t❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡✱ t❤❡②
❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ st❛② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐s ❧♦✇✱ ❜✉t ✐t
s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ♠❛①✐♠✉♠ ❛❢t❡r ❛r♦✉♥❞ ✸✵✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ s✇✐t❝❤✲♦✈❡rs ♦❢ w̄4 ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ♦r❞❡r❧② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t
❧❛t❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❡ss ♦r❞❡r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ t❤✐r❞ s❧♦✇❡st ❝❧✉st❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✼✳✶✻✭❝✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜♦t❤
t❤❡ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✈❛❧✉❡s ✢✉❝t✉❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❜✉t ❧❛t❡r st❛rt t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳
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▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ w̄4 ❛♥❞ w̄6 ✈❛❧✉❡s s✇✐t❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❆t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡✱ t❤❡② ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ st❛② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡r ✐s ❧♦✇✱ ❜✉t ✐t s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❢t❡r ❛r♦✉♥❞
✷✺✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✇✐t❝❤✲♦✈❡rs ♦❢ t❤❡ w̄4 ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ♦r❞❡r❧②
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ❧❛t❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❛
❧❡ss ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry ❢♦r
♦♥❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✽✸✶✸ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry

✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻
✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r

✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✻✽✼✺
✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r

✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry

t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✻✼✶✷ ✐s
s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t t❤❡
❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥

t✐♠❡✭t✲tind✮
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✼✳✽ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦♥❞ ♦r✲
❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ✧❇✐❣❣❡st✧ ❝❧✉st❡rs

❚❤❡ ❝❧✉st❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❛ ✬❤✐❣❤❡st✬ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t❤❡
❡♥❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ✧❇✐❣❣❡st✧ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♠❛② ❤❡❧♣s ✐♥
❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ tr❡♥❞s
✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✳
■❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✱ ✐t
s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡✐r
❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ tr❡♥❞s ❝♦✲♦❝❝✉r✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠♦r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✳ ■❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r
✐♥❝r❡❛s❡s ✜rst✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧✐❣♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳
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❚❤❡ t❤r❡❡ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✹✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✼✽✸✶✸ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼✳

❚❤❡ ✜rst ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼✭❛✮✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❜♦t❤ t❤❡ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆❢t❡r ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵
♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t q̄4 ❛♥❞ q̄6 ❞❡❝r❡❛s❡✳ w̄4

✈❛❧✉❡s st❛② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ❜✉t ❧❛t❡r s✇✐t❝❤ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡
t❤❡r❡❛❢t❡r✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r t②♣❡✳
❆s q̄6 ✈❛❧✉❡s ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛rt t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♠♦r❡ ❜✉t ✇✐t❤ ❧❡ss ♦r✲
❞❡r st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r
❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼✭❜✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❝❧✉st❡r st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ st❛②s t❤❡ s❛♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
■♥✐t✐❛❧❧②✱ q̄4 ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❜✉t ❧❛t❡r st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ q̄6 s❤♦✇s ❛ ❞✐♣ ✐♥
t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❜✉t ❧❛t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ q̄6 ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❧②
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ w̄4 ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱
✇❤❡r❡❛s w̄6 r❡♠❛✐♥s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ❚❤❡ w̄4 ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❊❳ t♦ ❍❈P✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❞❡♥s✐t② r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✢✉❝t✉❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼✭❝✮✳■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ w̄4✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ st❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
str✉❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇✻ st❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❍❈P str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣r♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❧②
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❤❛s ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r
♣❛r❛♠❡t❡r✳
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❚❤❡ t❤r❡❡ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✼✺✻✻ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽✳

❚❤❡ ✜rst ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽✭❛✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4✱ q̄6 ❛♥❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6

❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ❧❛t❡r t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡
t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q̄6 ❛♥❞ w̄4✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ st❛✲
❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ ❆s t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❧② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ♣❡r❢❡❝t ❝❧✉st❡r t②♣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞❡♥s✐t② ♣❧❛②s ❛ ♠♦r❡
❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽✭❜✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4✱ q̄6✱ ❛♥❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✈❛❧✉❡s s❧♦✇❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s ❧❛t❡r✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6 ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ❧❛t❡r✱
t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ w̄4 s✇✐t❝❤❡s ❜❛❝❦ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ t❤❡r❡❛❢t❡r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w̄6 ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❧❛t❡r ♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞
❧❛t❡r st❛❜✐❧✐③❡s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r q̄4 ❛♥❞
q̄6 ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽✭❝✮✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ q̄4✱ q̄6✱ ❛♥❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✳ ❆s t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✱ q̄4 ❛♥❞
q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ ♠✐♥✉t❡s ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w̄4 ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t
t❤r♦✉❣❤♦✉t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w̄6 ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡
❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ st❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✈❛❧✉❡s✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡
❞❡♥s✐t② st❛❜✐❧✐③❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✢✉❝t✉❛t❡s✳

✼✳✽✳✸ ✵✳✺✸✻

❚❤❡ t❤r❡❡ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✻✽✼✺ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✾✳

❚❤❡ ✜rst ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✾✭❛✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w̄4 ❛♥❞ w̄6 st❛rt
✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❧② st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❢✉r✲
t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✾✭❜✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜♦t❤
q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ w̄4 ❛♥❞ w̄6

st❛rt ♦✛ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❜✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❚❤❡
♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ❤✐❣❤ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ❉❡♥s✐t② st❛❜✐✲
❧✐③❡s ✜rst✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❧❛t❡r st❛❜✐❧✐③❡s✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✾✭❝✮✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❛s❡✱ ❜♦t❤ q✹ ❛♥❞ q✻ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✇✹
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❛♥❞ ✇✻ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❜✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r✇❛r❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡r❡❛❢t❡r✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❉❡♥s✐t② st❛✲
❜✐❧✐③❡s ✜rst✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❧❛t❡r st❛❜✐❧✐③❡s✳
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❚❤❡ t❤r❡❡ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡rs ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂
✵✳✻✼✶✷ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✵✳

❚❤❡ ✜rst ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✵✭❛✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ st❛❜✐❧✐③❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵
♠✐♥✉t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ w̄4✱ ✐t s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛♥❞
❧❛t❡r r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✇✻ st❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s❤✐❢ts t♦
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w̄4 ❛♥❞ w̄6 s✉❣❣❡st ❛ s✇✐t❝❤
♦✈❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r t②♣❡s✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ st❛rts ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡♥
❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s ❧❛t❡r ♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❞♦♠✐♥❛t❡s ✜rst✱ ✇❤✐❧❡ q̄4✱ q̄6✱ ❛♥❞ w̄4✱ w̄6 ✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡♥ st❛❜✐❧✐③❡
❧❛t❡r✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✵✭❜✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ q̄4 ❛♥❞ q̄6 ✐♥❝r❡❛s❡ st❡❛❞✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w̄4 r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w̄6 s✇✐t❝❤❡s
❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❛❝❦ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❛t❡r ♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ❛❧s♦ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ st❛❜✐❧✐③❡s ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r st✐❧❧ ✈❛r✐❡s✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡r s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✵✭❝✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ q̄4
✈❛❧✉❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ q̄6 ✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥
❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r w̄4✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s✇✐t❝❤❡s ❜❛❝❦ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ w̄6

s❤♦✇s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆s t✐♠❡
♣r♦❣r❡ss❡s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✽✸✶✸
✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r

✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻
✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r

✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✻✽✼✺
✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r

✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮



✶✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ◆❯❈▲❊❆❚■❖◆ ❑■◆❊❚■❈❙ ■◆ ❍❆❘❉ ❙P❍❊❘❊ ❙❨❙❚❊▼

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ Φcry

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✻✼✶✷
✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t
t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r

✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮
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✼✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❜② st✉❞②✐♥❣ ♣r❡❝✉rs♦rs✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧
♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦✲♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦rs✳ ❚❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐ ❢r♦♠
❛ ❧✐q✉✐❞ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs✱ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♥❡❛r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❜♦♥❞ ♦r✲
❞❡r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♣r❡❝✉rs♦r
❣r❛❞✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r t♦ s♦❧✐❞ ✐s st✉❞✐❡❞ ✜rst ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r♦✇✲
✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢
❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
s❧♦✇✲❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐❣❣❡st ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛②
❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s s❤♦✇ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ♣❛t❤✇❛②s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐t st❛rts ✇✐t❤
❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣r❡ss❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r❀ ✐♥ ♦t❤❡rs✱ ✐t st❛rts ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❜♦♥❞ ♦r❞❡r ❜✉t ❧♦✇ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ❝❛♥ ♦❝❝✉r
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s st✉❞② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡s✲
t❛❜❧✐s❤❡s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲❧❡✈❡❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❢r♦♠ ❛
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ♠❛② ❛♣♣❧② t♦
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s②st❡♠s
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❈❤❛♣t❡r ✽

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠

❞✉r✐♥❣ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥

✽✳✶ ❆❜str❛❝t

▼❡❛s✉r✐♥❣ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s
❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥✉✲
❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ▼❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐✬s
♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✬s ♦♥s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s✉♠✲
♠❛r✐③❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ▼❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❛t❡
♦❢ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✐♠♣❛❝t ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✜❡❧❞s✱ ❢r♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡ t♦ ❜✐♦♣❤②s✐❝s✳ ■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❝♦♥✲
❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② t♦ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❇②
♣r❡♣❛r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲❞❡♥s✐t② ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱
✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s❧♦✇❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❇② ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠♦✈✐❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢
t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s♣❤❡r❡s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✐t t♦
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❞✐♥❣s
♦❢ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✽✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙t✉❞②✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛ ❣r❡❛t ✇❛② t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❢r♦♠
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❬✷✸❪ t♦ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❬✽✸❪ ❬✷✷✽❪ ❬✹✻❪ ❛♥❞
❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✶✽✽❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❬✶✺✻❪ ❢♦r ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦♥ ❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛❧s♦
❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❛❜✲♦♥✲❛✲❝❤✐♣ ❞❡✈✐❝❡s ❬✶✾✻❪ ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ❢♦r
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞r✉❣ r❡❧❡❛s❡ ❬✷✷✹❪✳

✶✺✾
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▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❝♦❧✲
❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤♦s❡ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❛r❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝ts✱ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡♠ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛t✲
t❡r ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ▼❙❉ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❜❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■t ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡✐r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❡✈♦❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
st❛❣❡s ♦❢ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ✐♥❞✐✲
❝❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

▼❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡♥❛❜❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s t❤❡② ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✈♦❧✈❡s ♣r♦✈✐❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s②st❡♠✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡s ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❞✐st✐♥❝t ▼❙❉ ♣r♦✜❧❡s✳ ❇②
❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❉ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠❛② ❣❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❝r②st❛❧s t❤❛t ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❛ st✉❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❱❡❦✐❧♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❉ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ♥✉❝❧❡✉s t♦ ❣r♦✇ ✐♥t♦ ❛
st❛❜❧❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ st✉❞② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ▼❙❉ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♥✉❝❧❡✐✬s ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✬s ♦♥s❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝r②st❛❧
❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ ▼❙❉ ❝✉r✈❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ st✉❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❙❡❛r ❛♥❞ ▼❡❧❞r✉♠ ✭✷✵✵✽✮✱
t❤❡ ▼❙❉ ❝✉r✈❡✬s s❧♦♣❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t r❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧
str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❚❤❡ st✉❞②
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ▼❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❉ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝❛♥
♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✐✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ st✉❞②
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❡♥ ❲♦❧❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❙❉ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ st✉❞②
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ▼❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✬s s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s✬ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

◆✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❞②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡
tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts✳ ◆♦t❛❜❧❡ ✇♦r❦ ❜② P✉s❡② ❛♥❞ ✈❛♥ ▼❡❣❡♥
✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ▼❙❉ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ s✐③❡✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s
❡①❤✐❜✐t ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♠❡s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ s❤♦rt✲t✐♠❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♠♦t✐♦♥ t♦ ❧♦♥❣✲
t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✲❙t♦❦❡s r❡❧❛t✐♦♥✱ ❧✐♥❦✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✱ ✐s ♦❢t❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▼❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳
❆s r❡✈✐❡✇❡❞ ❜② ❘♦②❛❧❧ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ✭✷✵✶✺✮✱ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s❤❡❞❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s
❝❛❣✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ▼❙❉ ❝✉r✈❡s✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡
♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s s❡r✈❡s ❛s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❡t✲
r✐❝ ❢♦r ✉♥r❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s✳ ■ts ❛♥❛❧②s✐s✱
✐♥❢♦r♠❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♦✉r ❜r♦❛❞❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r ♣❤②s✐❝s✳
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◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ✉s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ♦r
s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♣r♦✈✐❞❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▼❙❉ t♦ r❡✈❡❛❧ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s s✐③❡✱ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s✳
❘❡s❡❛r❝❤ ❜② ❑❡❧t♦♥ ❛♥❞ ●r❡❡r ✭✷✵✶✵✮ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❙❉ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
st✉❞✐❡s ❛❧❧♦✇s r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs t♦ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❝❧✉st❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ❆✉❡r ❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧ ✭✷✵✵✶✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ■t ❡♠♣❤❛s✐③❡s
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ▼❙❉ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❉ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❛♥❞ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✱ ♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ▼❙❉ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦✛❡rs ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧
t♦♦❧ ❢♦r ✉♥r❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❞✐✈❡rs❡
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❇r♦✇♥✐❛♥
♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✐ts ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s < ∆r2(t) >

< ∆r2(t) >=< |r(t)− r(t = 0)|2> ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ r✭t✮ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t✐♠❡ t✔τB ✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❋♦r t✐♠❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ â⑨➐❇r♦✇♥✐❛♥â⑨➑ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τB ✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ✐s ✐♥❡❢✲
✜❝✐❡♥t✱ s♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s♣❤❡r❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t✳

❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❤♦rt t✐♠❡ ❛♥❞
❧♦♥❣ t✐♠❡ r❡❣✐♠❡✳

■♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉♣♣♦s❡❞❧② ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥
♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❬✺✹❪✱ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡
❧✐♥❡❛r t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

lim
t→∞

⟨r2⟩ ∼ tβ ✭✽✳✷✮

✇❤❡r❡ β ̸= ✶ ✐s ❛ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ❬✶✸✵❪ ❬✶✸✺❪ ❬✺✹❪ ❬✶✸✹❪
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s t❤❡ t❛❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥

♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ str✉❝t✉r❡❧❡ss ♠❡❞✐✉♠ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤✳ ❚❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝♦rr❡❝t ✇❤❡♥ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
♠❡❞✐✉♠✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ⟨x2(t)⟩ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❋r♦♠
t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉r✈❡ ❞♦✇♥✇❛r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ β ❂ ✶✳✺ ✭s✉♣❡r❞✐✛✉s✐♦♥✮✱ β ❂ ✶ ✭♥♦r♠❛❧
❞✐✛✉s✐♦♥✮✱ ❛♥❞ β ❂ ✵✳✺ ✭s✉❜❞✐✛✉s✐♦♥✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s♣❤❡r❡s t❤❛t ❝♦❧❧✐❞❡
❡❧❛st✐❝❛❧❧②✱ ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✇✐t❤♦✉t
❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦r t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❋r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢
❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦r r❡✲
♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♠♦t✐♦♥ ✐s s♦❧❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮ ❢♦r ♥♦r♠❛❧
❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉r✈❡✱ β❂✶✳✺ ✭s✉♣❡r✲❞✐✛✉s✐♦♥✮❀ ❢♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝✉r✈❡✱

β ❂ ✶ ✭♥♦r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✮❀ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❝✉r✈❡✱ β ❂ ✵✳✺ ✭s✉❜❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❬✶✹✶❪✳

❧❡❛❞s t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s②st❡♠✳

❙✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❛ s❧♦✇❡r✲t❤❛♥✲❡①♣❡❝t❡❞ r❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥
❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ❤✐♥❞r❛♥❝❡s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②s✲
t❡♠✳ ■♥ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
❛r❡ ❡❧❛st✐❝✱ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs✳ ❖♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s ♦r ❝r♦✇❞✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛ ♠♦r❡ t♦rt✉♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛t❤ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❯♥❧✐❦❡ ❢r❡❡ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①✲
♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❤✐♥❞❡r❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ r❡str✐❝t❡❞ ♣❛t❤✇❛②s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡ s✉❜✲❞✐✛✉s✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❈♦♠♠♦♥
s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❞✐✛✉s✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r✳

❈❛❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡❢❡rs t♦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✬s t❡♠♣♦r❛r② ✐♠♠♦❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♥✜♥❡✲
♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❜✉t r❡♣❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✇❤❡♥ t❤❡② ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦r ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥
❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧✐❞❡s ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s♣❤❡r❡s✱ ✐t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡
❢♦r❝❡ t❤❛t ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t❡♠♣♦r❛r② tr❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s
❝r❡❛t❡ ❛ ❝❛❣❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡✱ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡
✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛❣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❞②♥❛♠✐❝✱
✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② tr❛♣s
❛♥❞ r❡❧❡❛s❡s✳ ❈❛❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐♥ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t s❧♦✇s t❤❡
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♦✈❡r❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ s✉❜✲❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥
sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①❤✐❜✐ts ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝ tr❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧❡❛s✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳

✽✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠

❋♦r ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ♣♦❧②✭♠❡t❤②❧ ♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡✮ ✭P▼▼❆✮ s♣❤❡r❡s t❤❛t
✇❡r❡ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❣r❛❢t✐♥❣ ♣♦❧②✭✶✷✲❤②❞r♦①② st❡❛r✐❝ ❛❝✐❞
✭P❍❙❆✮✮ ❛❜♦✉t ✷✵♥♠ ♦♥t♦ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ❉✐❧❈✶✽ ❛♥❞ ❤❛❞ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✳✹➭m ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢
✺✳✻✪✳ ❲❡ ✐♠♠❡rs❡❞ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝✐s✲❞❡❝❛❧✐♥ ❛♥❞ ❚❈❊✳ ❚❤✐s
s♦❧✈❡♥t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛t❝❤❡❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣❡❞ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✽✳✹ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ 40 ➭m ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✇❛s ✽✷①✽✷①✸➭m3✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✻ s❡❝♦♥❞s ♦✈❡r ✸ ♠✐♥✉t❡s ❥✉st ❛❢t❡r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ❞❛t❛ s❡t✱
✇❡ ❜r❡❛❦ ✐t ❞♦✇♥ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r t❡♠♣♦r❛❧ ♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ < r2 > ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜r❛❝❦❡ts s✐❣♥✐❢② t❤❛t
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ t❡♠♣♦r❛❧
♣♦rt✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

✽✳✺ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❆ t②♣✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ✸✵ s❡❝ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛s tr❛❝❦❡❞
✐♥ ✸❉❀ t❤❡ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳ ❨♦✉ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛❦❡s ❛
❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❳ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❩ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✮✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❥✉♠♣

✐♥ ❳ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♠♦✈❡ s❧♦✇❧② ✐♥ ❩ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡✳



✶✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❉❨◆❆▼■❈❙

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ✭❛✮❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ tr❛❝❦❡❞ ❢♦r ✸ ♠✐♥✉t❡s✳ ✭❜✮ ❆ t②♣✐❝❛❧
tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✇❛s tr❛❝❦❡❞ ✐♥ ✸❉❀ t❤❡ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❢♦✉♥❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❳❨ ♣❧❛♥❡✳ ❙♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧♦♦❦ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❢❛r ❛♣❛rt ✐♥

❩✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♠♦✈✐♥❣ ♠✉❝❤✳

P❛rt✐❝❧❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠✐❝r♦♥✲s✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s✐♥❣ ✈✐❞❡♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥
r❡❝♦r❞ ✈✐❞❡♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠♦✈✐❡s ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ✧P❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ ■❉▲✧✳ ❆❧s♦✱ ♣❧❡❛s❡ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞
t❤❛t s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ♠♦✈❡ ♦✉t ♦❢ ❢♦❝✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❡♥❞ t❤❡✐r tr❛❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞
t❤❡② ♠❛② ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❢♦❝✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✬s ♦✉t♣✉t
✐s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✽✳✷✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ✷❉ ❢♦r ✷❉ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜❧❡s ❛♥❞ ✸❉ ❢♦r ✸❉ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ tr❛❝❦ t❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ♣♦✐♥ts t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♦♥ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❬✸✽❪✳ ❉✉r✐♥❣ ♣r❡✲tr❛❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡t❡❝t✐♥❣
❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❡r❢♦r♠s ♥♦✐s❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ✈❛❧✐❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳
❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿ ♣♦❧②❝✉t✳♣r♦ ♦r ❡❝❧✐♣✳♣r♦✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♣r♦✜❧❡ ❡①❤✐❜✐t s♣❡✲
❝✐✜❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ s♦ ♣❛②✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ♣r❡✲tr❛❝❦✐♥❣✳ ❈❧✐♣♣✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉r✐♥❣
♣r❡✲tr❛❝❦✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✱ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡
❜② ❙❛✈✐♥ ❛♥❞ ❉♦②❧❡ ✭✷✵✵✽✮✳ ❖♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ tr❛❝❦✳♣r♦
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠s❞✳♣r♦
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❧♦✇ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s❤♦rt tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s✱ t❤❡
✧●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ tr❛❝❦✳♣r♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦❡❞ ❛rr❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ❝❛♥
r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ tr❛❝❦✳♣r♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱
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✇✐t❤ ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ❛s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦❡❞ ❛rr❛②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥
●♦♦❞❡♥♦✉❣❤ ❢r❛♠❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦❡❞ ❛rr❛②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▼❙❉ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠s❞✳♣r♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ tr❛❝❦❡❞ ❞❛t❛✳

✽✳✻ ▼❙❉ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ▼❙❉ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✷✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧♣❤❛ ❂ ✵✳✺ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r r❡♣r❡s♥ts ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✳ ❙❧♦♣❡

♦❢ ✶ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✳

▼❙❉ ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ❢♦r ♣❤✐ ❂ ✵✳✺✸✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂ ✵✳✺✳ ❚❤❡
▼❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❞♦♥❡ ❞❛✐❧② ✉♥t✐❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✜♥✐s❤❡❞✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥
s❡❡✱ t❤❡ ▼❙❉ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❞❛② ♣r♦❝❡❡❞s✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛ s❧♦♣❡ ♦❢ ✶ ✐s
❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ❢r♦♠ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ▼❙❉✭β✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♠❡t❤♦❞✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦♣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ♦✈❡r
❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❱♦r♦♥♦✐ ✈♦❧✉♠❡✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❈❤❛♣t❡r✳
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✽✳✻✳✶ ❋r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❇❡❢♦r❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ❢r♦♠ ▼❙❉ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛②s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤♦✉rs✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ❞❛t❛ ✐s ❥♦✐♥❡❞ ❜② s♣❧✐♥❡s✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ s❧♦♣❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❞✐✛✉s❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭t❁✶✺✮✱ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
s❧♦♣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❆t t❂✶✺✱ t❤❡ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❧♦♣❡ s✉❣❣❡sts ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❝r②st❛❧✲
❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦♣❡ s✉❣❣❡sts t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r s❡❡♥ ✐♥ ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ s❧♦♣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s✳

✽✳✻✳✷ ❙✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❆❢t❡r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❂✶✺✮

❚❤❡ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❧♦♣❡ ❛t t❂✶✺ s✐❣♥✐✜❡s ❛ s❤✐❢t ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❢t❡r
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❧♦♣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦❢t❡♥
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦r ✇❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❤✐♥❞❡r❡❞ ✐♥ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t✳ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s✳ ❆❢t❡r t❂✶✺✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s❧♦♣❡ s✉❣❣❡sts r❡❞✉❝❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡
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♠♦❜✐❧✐t②✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝❧❡s
♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ t❤❡✐r ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❧♦✇❡r
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❛♥ ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ r❡str✐❝ts t❤❡✐r ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r ❛❢t❡r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳ ❇❡❢♦r❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦♣❡
s✐❣♥✐✜❡s ❛ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ tr❡♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❆❢t❡r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉s✲
t❛✐♥❡❞ s❧♦♣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s✉❣❣❡sts ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ❧❡❛❞✲
✐♥❣ t♦ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡s ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧
❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥✉❛♥❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦✈❡r t✐♠❡✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❧♦♣❡ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✳

✽✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❝✐❡♥t✐✜❝ ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞
♠❡❛s✉r✐♥❣ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ♣r♦❜✐♥❣
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❢♦r♠✐♥❣ ♥❡✇ ♣❤❛s❡s ♦r
str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ st✉❞②✐♥❣ ▼❙❉ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ▼❙❉ ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞
t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▼❙❉
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛
♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ✉♥❞❡r✲
❣♦✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ❝❛❣✐♥❣ ♣❧❛② ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ r♦❧❡s ✐♥
❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s t❤❡② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞✱ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛r② tr❛♣s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡
❧❡❛❞ t♦ s✉❜✲❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r ❤✐♥❞r❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡✐r ♠♦✈❡✲
♠❡♥t✳ ❈❛❣✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦r ✐♠♠♦❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤✐♥ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆s t❤❡ ❝♦❧✲
❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ♣r♦❣r❡ss❡s t♦✇❛r❞s ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ❝❛♥ t❡♠✲
♣♦r❛r✐❧② ❝❛❣❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❈❛❣✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❤✐♥❞❡r t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝r②st❛❧s✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥
❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✱ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❈❛❣✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤❡r❡
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦♥❡s t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❝♦♥✜♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♣❧❛② ❛ ♣✐✈♦t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣
t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❣✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥tr✐❝❛t❡
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳
❖✉r st✉❞✐❡s s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❈r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
❞✐s♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ t♦ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❧♦♣❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥t♦
♠♦r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣r❡✲♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ st❛❣❡
❛♥❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✾

❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✉s✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❆ ✢✉♦r❡s❝❡♥t❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ❝♦❧✲
❧♦✐❞❛❧ P▼▼❆✲P❍❙❆ s②st❡♠ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ✜rst ❝♦♠♣r❡✲
❤❡♥s✐✈❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ s✐③❡✱ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭❘■✮✳ ❉❡t❛✐❧❡❞
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❜✉♦②❛♥❝② ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
❝❡❧❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣
t❤❡ s✐❞❡✇❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ s✐❣♥✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s✉♣♣r❡ss✲
✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝r✐t❡r✐❛
❢♦r s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❣♦♦❞ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇
❜❡st t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♠❛❣❡s s♦ t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡
♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ❇♦♥❞✲♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳ ❍❛r❞
s♣❤❡r❡✭❍❙✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❛r❡ ✜rst r❡✈✐❡✇❡❞ ✇✐t❤
P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦✬s ✭P❨✮ t❤❡♦r②✳ ❙❛♠♣❧❡s ❛t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✉♣ t♦ ❛ ❢r❡❡③✐♥❣
♣♦✐♥t ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❈❊ s②st❡♠
❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥ts ❛♥❞
❛❞❞✐♥❣ ♦r❣❛♥✐❝ s❛❧t t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❞✐s✲
❝r❡♣❛♥❝② ❢r♦♠ ❍❙✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ♦t❤❡r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✸❉ r❛❞✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✴ t❤❡♦r② ❡st❛❜❧✐s❤❡s
❤❛r❞✲s♣❤❡r❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡
♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r
t❤❡ ❈❉▲✰❈❍❇ ❛♥❞ t❤❡ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ s♦❧✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇
s②st❡♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ s♦❧✈❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❬✾✻❪✳

✶✻✾
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❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ♠❡❧t ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝s✬s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❆♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ❥✉st ❢♦r ✈✐❡✇✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❜✉t ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡
✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ t❛✐❧♦r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲✐t❤✐♥
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡
✐t ✐s t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ♦r ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t
s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s ✐s ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✳

■♥ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✱ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜②
❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧
s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s
❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❧② ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❞✐✈❡r❣❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡♣✲
❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ r❡♠❛✐♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ ♦✉r
r❡s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✲ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
❛♥②✳ ❉✐r❡❝t ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦✛❡rs t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣
❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✢✉✐❞✲t♦✲❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❝r②st❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐♥ ❞✐r❡❝t s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱
❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✲❝r②st❛❧ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ t♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✸ ♠✐❧❧✐♦♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ❛♥❞✱
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s
✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s
❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✐ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✲ ❛✮ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t r❡✲
❝♦✉rs❡ t♦ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ ❜✮ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡r
❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❢r♦♠ ❇r❛❣❣ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈◆❚✲
❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞
t♦t❛❧ s✉r♣r✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
❈◆❚✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❞✉❡ t♦
s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❈◆❚✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ✲
❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈◆❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖✉r ✇♦r❦✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❛s ❢❛r✲r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ✐t
♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✇♦r❦ ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ◆❛t✉r❡ ❏♦✉r♥❛❧✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✱ s✉❝❤ ❛s s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ s❛❧t t♦ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ r❡❧❛t✐✈❡❧②
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ♠✐s♠❛t❝❤ ❛t t❤❡
❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❛✛❡❝ts ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❧② t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢



✶✼✶

♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❤❛r❣❡✱ s❝r❡❡♥❡❞
❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳

❆♥♦t❤❡r ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈r②st❛❧✲
❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✉s✐♥❣ ❈❉▲ ❛♥❞ ❚❈❊✳ ❆s ✈❡r② ❢❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞✲t♦✲❝r②st❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✳ ❚❤✐s st✉❞② r❡♣♦rts s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞✐❡s ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s
✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥
s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❤❛✈❡ ✇❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❧✐q✉✐❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❝r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ❈◆❚ ✐s t❤❛t r❛♥❞♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐q✉✐❞ ❞r✐✈❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r♠✐♥❣
♣r❡❝✉rs♦r r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✲♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐t❡s✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r✲
✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r❞❡r ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞
❜② ❞❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❜❡st st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡✲❧❡✈❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦rs✱ ❛♥❞ ✐ts ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✳ ❲❡
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ρcry✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ●♦♦❞ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ 106 ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞
t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞s t❤❛t
❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❝♦♠♣❛❝t ♣r❡❝✉rs♦rs ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s❡ ❢♦r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❡①❤✐❜✐t s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡
t❤❛t ❣r♦✇s ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦rs✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝❧♦s❡✲♦r❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞✱ ✜✲
♥❛❧❧②✱ ♦r❞❡r ❍❈P str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✈✐❛ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ s②st❡♠✳ ❆❢t❡r ♣r❡❝✉rs♦r
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❢♦r♠
t❤❡ ✜♥❛❧ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣✱
s❧♦✇✲❣r♦✇✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❢♦r♠✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s s❤❡❞
❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦✈❡rs② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ♦r str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ♠♦♥t❤s✳

■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ st✉❞② s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ t♦ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
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s❧♦♣❡ ♦❢ ▼❙❉ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡✢❡❝ts ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥t♦ ♠♦r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ ♣r❡✲♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❛♥❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▲❛t❡r✱ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡t ✐♥✱ t❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❧♦♣❡ ♦❢ ▼❙❉ ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✱ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r✳ ❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❧❛②❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❉▲❱❖ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❞♦✉❜❧❡✲
❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭r❡❞
❧✐♥❡✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✬r✬ ❬✷✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✸ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ s♣❤❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s ❬✶✶✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✹ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r ✐❞❡❛❧ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲
st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ δ ✐s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❧❛②❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✺ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r P▼▼❆✲P❍❙❆ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✭✻✶✹ nm ❞✐❛♠❡t❡r
s♣❤❡r❡s✮✳ ❆rr♦✇s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢r❡❡③✐♥❣✱ ♠❡❧t✐♥❣✱
❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ✭❇❡r♥❛❧ ❣❧❛ss✮ ❬✶✺✽❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✻ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❜r✐❞❣❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥
❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡
st❛t❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡ st❛❜❧❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣
❛t ϕ ❂ ✵✳✻✹✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❤❛s❡ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝❡♥t❡r ❝✉❜✐❝
❝❧♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ϕ ❂ ✵✳✼✹ ❬✶✻✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✼ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❋❧✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡s ✭❧❡❢t✮
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛r♥❛❤❛♥ ❛♥❞ ❙t❛r❧✐♥❣ ✭❈✲❙✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡
❬✸✸❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ P❛❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡s
✭r✐❣❤t✮ ❛r❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✜t t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❬✼✸❪ ❛♥❞ ❢r♦♠
❛ ❝❡❧❧ t❤❡♦r② ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❬✶✷✱ ✶✸❪✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t
❛r♦✉♥❞ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❛♥❣❡♥t✳ ❚❤❡
✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✵✳✹✾✹ ❛♥❞ ✵✳✺✹✺✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✽ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❞✐s❝s ✭❧❡❢t✮❀
t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝s ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❊r✐❝ ❲❡❡❦s✬ ✇❡❜ ♣❛❣❡✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❤②s✐❝s✳❡♠♦r②✳❡❞✉✴ ✇❡❡❦s✴✐❞❧✴❣♦❢r✳❤t♠❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✾ ✭❛✮ P❨✲❣✭r✮ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ϕ❂ ✵✳✶ t♦ ✵✳✺ ❢♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✭❜✮ P❨✲str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✼✸



✶✼✹ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✶✳✶✵ ❚❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✺ ❛♥❞ t❤❡
❧♦♥❣✲t❡r♠ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✼ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦✉rs❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❬✶✶✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✶✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② δ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ϕ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❋❛s♦❧♦ ❛♥❞ ❙♦❧❧✐❝❤ ❬✾✵✱ ✾✸❪✳ ❋♦r δ ❂ ✵✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠
r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❈r②st❛❧s ✭❈✮ ❛r❡ ♦♥❧② st❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ ❛
t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② δt✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛✉❣❤t❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r②st❛❧s ❝♦❡①✐st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✢✉✐❞ ✭❋✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✶✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ st❡r♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡
❧❛②❡r ❬✶✷✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✶✸ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ✵✳✵✾✶ ♣♦❧②❜❛❧❧s ✐♥ ✵✳✾✲♠❡t❤❛♥♦❧✲ ✵✳✶✲✇❛t❡r s✉s✲
♣❡♥s✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ϕ✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❧②t❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ CHCl✳ ❙♦❧✐❞ sq✉❛r❡s✱ ❜❝❝ ❝r②st❛❧❀ ♦♣❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❢❝❝ ❝r②s✲
t❛❧❀ ♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✱ ❢❝❝✰❜❝❝ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡❀ ❝❧♦s❡❞ ❝✐r❝❧❡s✱ ❣❧❛ss❀ ♦♣❡♥
❝✐r❝❧❡s✱ ❧✐q✉✐❞✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✧❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡✧ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❢❝❝✲❧✐q✉✐❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r
❛ s✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥t✲❝❤❛r❣❡ ❨✉❦❛✇❛ s②st❡♠ ❬✶✾✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✶✹ ❖r❞❡r✲❞✐s♦r❞❡r ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❤❡r❡s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ✭s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❘❂✺✵ ♥♠ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s ✐♥ ✇❛t❡r✱ ❇❂✵✳✼ ♥♠✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
s♦❧✈❡♥t✬s ✐♦♥✐❝ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❬✼✶❪✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✶✺ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❍❙✲❨✉❦❛✇❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
❨✉❦❛✇❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s U(dHS) ❂ 8kBT ✳
❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ1 ❂ ✶✴✭κσ✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ η ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ❍❙ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❤❡r❡ ❛s σ
❂ dHS ✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✾✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✶✻ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❜❛rr✐❡r ∆●✭❘✮∗ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐✉s r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
t❤❡♦r② ❬✾✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✶✼ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡tt✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❇❧✉❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r❞❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♣✐♥❦ ♣❛rt✐❝❧❡s s②♠❜♦❧✐③❡ ✢✉✐❞✲
♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▲❡❢t✿ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿
✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝r②st❛❧ ❬✶✶✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ st❡r✐❝❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞ ✇✐t❤ ❛
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ P❍❙❆ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭✈✐♦❧❡t✮ ✐s 1.388 ➭m
❛♥❞ t❤❡ P❍❙❆ ❤❛✐r✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t 20 nm ❬✷✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✷ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ DiIC18✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts s❤♦✇ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❦♥♦✇♥
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❈❉▲ ✴ ❚❈❊ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✹✽✽ ♥♠✳ ❚❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t ❬✶✶✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
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✷✳✸ ❋✐rst ❜♦tt❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❈❍❇ ❜r♦✉❣❤t ❢r♦♠ s✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤ ✇✐t❤♦✉t
❜❡✐♥❣ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ②❡❧❧♦✇✐s❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡❀
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦tt❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❈❍❇ ❛❢t❡r t❤❡ ✜❧t❡r ♣r♦❝❡ss✳ ❊✈❡♥
❛❢t❡r st♦r✐♥❣ ✐t ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡
❛ ❜r♦✇♥✐s❤ ❝♦❧♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✹ ❆❢t❡r ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠♦♥t❤ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❍❇✰❚❇❆❇
♠✐①t✉r❡✱ ❜r♦✇♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❆s t✐♠❡ ❣♦❡s ❜② ✭✻ ♠♦♥t❤s✮✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✉r♥s ❜r♦✇♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ Br2 ✐♦♥s✳
❚❤✉s ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷✺ ❞❛②s ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❍❇ st❛rts✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ♥❡✇ ❈❍❇ ✇✐t❤ ❚❇❆❇
s❛❧t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♦❧ ❛♥❞ ❞❛r❦ ♣❧❛❝❡ t♦
❛✈♦✐❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✉s❡❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ❞✐❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✺ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧②✲✶✷✲❤②❞r♦①②st❡❛r✐❝
❛❝✐❞ ✭P❍❙❆✮ st❛❜✐❧✐③❡❞ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❛❝q✉✐r❡
t❤❡✐r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❝②❝❧♦❤❡①②❧ ❜r♦♠✐❞❡✳ ❚❤❡ ❍❇r ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❈❍❇ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✭s♦❧✈❛t❡❞✮
♣r♦t♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t
♣♦❧❛r ❝❛r❜♦①②❧ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ st❡r✐❝ st❛❜✐❧✐③❡r ✭✐♦♥✲
❞✐♣♦❧❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✮❬✶✶✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✻ P❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❙❊▼ ✭✶✵✼✷ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡
✐s ❛ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r
✐s ✶✳✸✽✽±✵✳✵✵✷➭m ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✺✳✽± ✵✳✶✪ ❬✶✶✹❪✳ ✳ ✸✼

✷✳✼ ✭❛✮ P❛rt✐❝❧❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ♠✐①t✉r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡ ❬✶✶✹❪✳❙✇❡❧❧✐♥❣ st♦♣s ❛❢t❡r ✷✹ ❤r ❛❢t❡r ♠✐①✐♥❣✳ ✭❜✮ P❛rt✐❝❧❡
❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ❛❢t❡r s✇❡❧❧✐♥❣✳❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ♣♦❧②✲
❞✐s♣❡rs❡ ▼✐❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❬✶✶✹❪✳ ✭❝✮❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r♠ ❢❛❝t♦r P✭q✮ ✐s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❍❇✳ ❘●❉ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❛r❡
✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✽ ✭❛✮ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐✳❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ♣♦✐♥t
✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ❧✐♥❡ ♠❡❡ts t❤❡ ①✲❛①✐s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛ ✧♣❡r✲
❢❡❝t✧ ♠❛t❝❤ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❛♥❞ ♠❛t❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s
❞❡❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡①t✳ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣♦✐♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡
s♦❧✈❡♥t s❤♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳✭❜✮ P❧♦t
♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛t ✈❛r✐♦✉s s♦❧✈❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❣✉✐❞❡❞ ❧✐♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❡q✉❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✾ ✭❛✮ s✐❞❡ ❝♦❛t❡❞ ❣❧❛ss ✈✐❛❧ ✭❜✮ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❯❱
❣❧✉❡ ✭❝✮ P❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ❛♥❞ ♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✉♥❞❡r ❯❱
❢♦r ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s✳ ✭❞✮ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧✉❡ t♦ ♠❡t❛❧ r✐♥❣ ✭❡✮ ❚❤❡
♠❡t❛❧ r✐♥❣ ✐s s❧♦✇❧② ♠♦✈❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❛♥❞ ❤❡❧❞ ❢♦r ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳
■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❦❡♣t ✉♥❞❡r ❯❱ ❧✐❣❤t ❢♦r ❝✉r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✶✵ ▲❛②❡r ♦❢ 2.33 ➭m ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r
s✐♥t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✈✐❡✇❡❞ ✉♥❞❡r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✶ ❙❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♦♥ ❛ ✇❤❡❡❧ ♠✐①❡r ❛t t✇♦ r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r
s❡❝♦♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✶✷ ✭❛✮ ❙❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ❛❢t❡r ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✭❜✮ ❙❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ❣❧✉❡❞ t♦ ♠❡t❛❧ ♣❧❛t❡
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ st❛❣❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
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✸✳✶ ❙❡t✉♣ ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ❧❛s❡r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✷ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡

♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞ ✭❣r❡❡♥✮
❜❡❛♠s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❆ ✜❧t❡r ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡
♦r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ r♦t❛t✐♥❣
♠✐rr♦rs✳ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞
❣✉✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞✐❝❤r♦✐❝ ♠✐rr♦r r❡✢❡❝ts ❧❛s❡r ❧✐❣❤t
✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❧❡ts ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ✭❣r❡❡♥✮ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✳ ❖♥❧② ❧✐❣❤t
♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ♣❛ss t❤❡
♣✐♥❤♦❧❡❬✶✺✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✸ ▼❛♥② ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ③✲❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✹ ❆♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝ t✉♥❛❜❧❡ ✜❧t❡r ❛❝ts ❛s ❛ t✉♥❛❜❧❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧✲
t❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡❛❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦✇❡r✳ ❈♦✉rt❡s② ♦❢ ●✫❍✳ ✺✷

✸✳✺ ▲❡✐❝❛ ❙P✽ s❝❛♥ ❤❡❛❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ▲❡✐❝❛ ▼❛♥✉❛❧ ❬✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✻ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t✉♥❛❜❧❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ▲❡✐❝❛ ❙P✲❉❡t❡❝t♦r✳
❚❤❡ ❝♦❧♦r s♣❡❝tr✉♠✭❈❙✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐s♠ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦
✉♣ t♦ ✺ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♠♦t♦r✐③❡❞ ♠✐rr♦rs✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛♥❞ ✐s t✉♥❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳
AB ❛♥❞ AR ❛r❡ ♠♦t♦r✐③❡❞ s❧✐t ❬✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✼ ❈✐r❝✉❧❛r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭❛✐r② ❞✐s❝✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥✲
s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❘✐❣❤t✿ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢♦r t✇♦ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡ ❧✉♠✐♥♦✉s ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✽ ▲❡❢t✿ ❲❤❡♥ ❧✐❣❤t ♣❛ss❡s t✇♦ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥✲
❞❡①❡s ✭❘■✮ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧❛ss t♦ ❛✐r✮✱ ✐t r❡❢r❛❝ts✳
❆♥② ❧✐❣❤t r❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛✐r✱ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦✈❡r ❣❧❛ss✱ ♦r ❛❝t✉❛❧❧② ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ❢r♦♥t ❧❡♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿
❆♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❧✐q✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ r❡✲
❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r ❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥
✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢
❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡❬✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✾ ❱✐❡✇ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲✴❚❈❊ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ✐ts
✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ✹✺①✹✺➭m2 ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ❧✐♥❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✽✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡♥t✐r❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ▲❯❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✽✲❜✐t ❞❡♣t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✶ P✐❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ 1.4 ➭m ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠ ③✲s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✷❉
✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✷ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡ 1.4 ➭m t❛❦❡♥ ❛t 20 ➭m ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡
s❝r❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ▲❡✐❝❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ ❣r❡② s❝❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ✻✹
✹✳✹ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ tr❛❝❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✺ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ tr❛❝❦❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✐❞❂✹✵ ❛♥❞ ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t ✐♥ ① ❛♥❞ ② ❛♥❞ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
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✹✳✻ ✭❛✮ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r st❛t✐❝ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▼❙❉ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✼ ❆ ✷❉ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ✭❛✮ ❛ ❝r②st❛❧ ❛♥❞
✭❜✮ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❬✻✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✽ ✭❛✮ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ q̄4 − q̄6 ♠❛♣✳ P❧♦tt❡❞ ❛r❡
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❡st ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ♣❡r❢❡❝t str✉❝t✉r❡s
✭❧❛r❣❡ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✭♣♦✐♥ts✮ ♦❢
t❤❡ ❋❈❈ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❍❈P ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ❇❈❈ str✉❝t✉r❡s ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞
❢♦r t❤r❡❡ ❘❍❈P st❛❝❦✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✭♠❛❣❡♥t❛ ✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r
❛♥ ❍❑ ✢✉✐❞ ✭❜❧✉❡✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❧✐♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❍❊❳ ❛♥❞
▲■◗ ❛r❡❛s ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ q4 ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡
❍❈P ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❋❈❈ str✉❝t✉r❡s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛r❡ ❞r❛✇♥✳ ✭❜✮ ❙tr✉❝t✉r❡✲
♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ w̄4− w̄6✳ ❋♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ ✢✉✐❞
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❞r❛✇♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t✱ ❍❈P ❛♥❞ ❋❈❈ str✉❝t✉r❡s
❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞r❛✇♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❇❈❈
str✉❝t✉r❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✭②❡❧❧♦✇✮ ❬✶✶✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✾ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧s ❢♦r ❋❈❈✱ ❍❈P✱ ❛♥❞ ❇❈❈
♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❧t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭ϕPD

eff = 0.545✮✳
❆t ❛ ❈✉t♦✛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.4dHS ✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ✭❋❈❈✱ ❍❈P✮ ♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ t❤❡
t❤✐r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❤❡❧❧ ✭❇❈❈✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛✐r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❍❙ ✢✉✐❞ ✭ϕc = 0.415✮ ✐s
♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❬✶✶✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺✳✶ P❧♦t ♦❢ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✈❡rs✉s
♣r❡♣❛r❡❞ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❚❈❊✳ ❚❤❡
❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s✲
♣❡rs❡❞ ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❣✭r✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦ r❡❧❛t✐♦♥✿ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✱ ♣♦❧②❞✐s✲
♣❡rs❡ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✸ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊
✭❜✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇ ✭❝✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ✳ ✼✼

✺✳✹ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s
❛r❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞ P❨✲❣✭r✮ ❢♦r ❤❛r❞ s♣❤❡r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❉▲✰❚❈❊ ✭❜✮ ✐♥
❈❉▲✰❈❍❇ ✭❝✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✺ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇
✭❜✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ❛r❡ ♠♦♥♦❞✐s✲
♣❡rs❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞ P❇❘▼❙❆✲ ❣✭r✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ✳ ✽✸

✺✳✻ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇
✭❜✮ ✐♥ ❈❉▲✰❈❍❇✰❚❇❆❇✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡✱
♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞ ❣✭r✮ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ❧❛✲
❜❡❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❝❧❛r✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
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✺✳✼ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s ✭✸✽①✸✽mm2✮ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ✢✉✐❞ st❛t❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛❢t❡r s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳
❚♦♣✿❈❉▲ ✰ ❚❈❊ s❛♠♣❧❡ ✭ρ# ❂ ✵✳✶✸✻ ➭m−3✮ ✻ ❞❛②s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
✷✻ ♠♦♥t❤s ✭r✐❣❤t✮✳ ❇♦tt♦♠✿ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ s❛♠♣❧❡ ✭ρ#

❂ ✵✳✶✹✼✵ ➭m−3✮ ✻ ❞❛②s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✼ ♠♦♥t❤s ✭r✐❣❤t✮ ❛❢t❡r s❛♠♣❧❡
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✽ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✰
❚❈❊ ❛♥❞ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❉❛t❛ ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ✷✺ ♣♦✐♥t ✢♦❛t✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r
❝❧❛r✐t②✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡ ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✾ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❈❉▲ ✰
❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✶✵ ✭❛✮P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇✰❚❇❆❇
❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❇❆❇ ✐♥ ❈❍❇ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✭❜✮
❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✶✶ ❖❜t❛✐♥❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❩ ❢♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ❈❍❇ ✉♥✲
✜❧t❡r❡❞✱ ❈❍❇ ✉♥✜❧t❡r❡❞ ✰❚❇❆❇ ❛♥❞ ❈❍❇ ✜❧t❡r❡❞ ✰ ❚❇❆❇✳ ❚❤❡
❩ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❣✭r✮ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✶✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t s♣❛❝❡✳ ✭❛✮
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✭❜❧✉❡
sq✉❛r❡s✮✱ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ✭r❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞s✱ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞
♠❛❣❡♥t❛ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❈❉▲ ✰ ❚❈❊ ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✲s♣r❡❛❞❡❞ P❨✲❣✭r✮
✇✐t❤ ✷❘ ❂ ✶✳✹✹✶➭m✳ ✭❜✮ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ ❣✭r✮✲s②♠❜♦❧s
❛♥❞ ❧✐♥❡s ❛s ✐♥ ✭❛✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✶ ❙❝❛❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❝❧♦s❡❞ s②♠❜♦❧s✮
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s✮ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❍❙
♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❬✶✹✻❪✳❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡①t
✇✐t❤ ❝✐t❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✷ ❆❜s♦❧✉t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐❡s ♦❢ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❞❡✐♦♥✐③❡❞
❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ♠✐①t✉r❡ r❡❞r❛✇♥ ❢r♦♠
❬✶✽✷❪ ❬✷✶✼❪ ❬✷✶✽❪✳ ■♥ t❤❡ q✉♦t❡❞ ❧❛❜ ❝♦❞❡s✱ P❚❋❊ ❞❡♥♦t❡s ♣♦❧②t❡✲
tr❛✢✉♦r♦❡t❤②❧❡♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ P❙ ❞❡♥♦t❡s ♣♦❧②st②r❡♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞
P♥❇❆P❙ ❞❡♥♦t❡s ♣♦❧②st②r❡♥❡✲♣♦❧②✲♥✲❜✉t②❧❛❝r②❧❛♠✐❞❡ ❝♦♣♦❧②♠❡r
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❣✐✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥ nm✳ ❉❛t❛
♦♥ P♥❇❆P❙✻✽ ✭st❛rs✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣②❀ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞❛t❛ ❛r❡ ❢r♦♠ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ st❛t✐❝
❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✷✶✼❪✳ P❙✶✵✵❇ ✭♦♣❡♥ ❞♦✇♥ tr✐❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ P❙✾✵
✭♦♣❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞✮ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❜♦t❤ ❛s ♣✉r❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ✐♥
❛♥ ❡q✉✐♠♦❧❛r ♠✐①t✉r❡ ✭❜❛❧❧s✮ ❬✷✶✽❪✳ P❚❋❊✶✽✵ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥
♣✉r❡ ✇❛t❡r ✭❧❡❢t tr✐❛♥❣❧❡✮ ♦r ❛ ❜✉♦②❛♥❝②✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❍✷❖✴❣❧②❝❡r♦❧
♠✐①t✉r❡ ✭r✐❣❤t tr✐❛♥❣❧❡✮ ❬✶✽✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
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✻✳✸ ✭❛✮ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡✭✷❉✮ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✭❛✮ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❛♥❞ ✭❜✮ ❛t ❛ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♦❢ s✐③❡ ✶✳✹➭m st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✇✐t❤
❛ ❞❛r❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❧② ❢❛s❤✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✹ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡✭✷❉✮ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤♦✉t
❝♦❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✳✹➭m st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥t
❞②❡ ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❛r❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✲
✉t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ♦♥❡ ♦✈❡r t❤❡
♦t❤❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✺ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡✭✷❉✮ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❝♦❛t✲
✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✳✹➭m st❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ❞②❡ ✐s
s❡❡♥ ✐♥ ❣r❡❡♥✳ P▼▼❆ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ 2.33 ➭m ✐s ❝♦❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦t✲
t♦♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❜❧❛❝❦✳ ✭❛✮❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 4 ➭m
❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ✐♥✲♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦❛t✐♥❣ ♦❢
❝♦✈❡r s❧✐♣✳ ✭❜✮❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 8 ➭m ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss
s❧✐❞❡✳ ✭❝✮❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 10 ➭m ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡
❛❢t❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✻ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❈r②s✲
t❛❧❧✐♥✐t② < Xcg > ✭❚♦♣✮❛♥❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ < CScg >✭♠✐❞❞❧❡✮ ❢♦r ❛❧❧
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡
✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② t♦ ❝❧✉st❡r s✐③❡ r❛t✐♦ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs < Ncg >✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❛t t✐♠❡✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡
r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts
✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✭tµ✮ ✐s ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳
❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✼ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❈r②s✲
t❛❧❧✐♥✐t② < Xcg > ✭t♦♣✮❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r
❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ✐s ❣✐✈❡♥✳❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂ ✵✳✼✽✸✶✸ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡
✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✽ ❆✈❡r❛❣❡ q4q6 ♠❛♣ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❝r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ q6q6 s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✳✺✳ ❚❤❡ r❡❞
❝❧♦✉❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝❧♦✉❞ r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝❧♦✉❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s
t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✶✵✽

✻✳✾ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs tr❛❝❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❞✐s✲
❛♣♣❡❛r✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡
❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
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✻✳✶✵ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ tr❛✲
❥❡❝t♦r②✮ ❛♥❞ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❛t
❝❧✉st❡r✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s
✺✷✺ ♠✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ ✜✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✶✶ ❚♦t❛❧ ❝❧✉st❡rNg ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥✳
❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡
❝❧✉st❡rs st❛rt t♦ ❣r♦✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✶✷ ✭❛✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❛♥❞
✭❜✮ ■♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ r❡❞
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✺ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣ ✭❜✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ ✻✶✷ ♠✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✶✸ ❆✈❡r❛❣❡❞ q4q6 ♠❛♣ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❖✈❡r t❤❡ t✐♠❡✱ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ q6 ✈❛❧✉❡s s❤✐❢t t♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ❝❧❛r✐t② ♦♥❡
✧❜✐❣❣❡st✧ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✶✹ q6q6 ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❢♦r ❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ s✉♠♠❡❞ ❢♦r
❛❧❧ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✻✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✻✽✼✺ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻✳✶✺ ❚❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥✭❜❧❛❝❦✮✳
❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❑❛s❝❤✐❡✈❡ ✜t t♦ ❣❡t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ◆✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆❘❉ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✼✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
α❂ ✵✳✾✺✶✽✶ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✶✻ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ◆❘❉ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✭❛✮
❛♥❞ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ①✲❛①✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡ ◆❘❉✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
◆❘❉✳ ❍❡r❡✱ ✧❈●✧ r❡❢❡rs t♦ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋r♦♠ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ◆❘❉ ✈❛❧✉❡ ❛t ✧♣❧❛t❡❛✉✧ r❡❣✐♦♥✱ ❛✈✲
❡r❛❣❡ ✧❛✈❣✧ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✧❑❛s❝❤✐❡✈✧ r❡❢❡rs t♦ ◆❘❉
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❑❛s❝❤✐❡✈ ✜t ❛♥❞ ✧♠❛①✧ r❡❢❡rs t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ◆❘❉
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✭❜✮✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✭✧❣r♦✇✐♥❣✧✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✶✼ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✰❈❉▲ ❜② ✈❛r②✐♥❣ P❡
♥✉♠❜❡r ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ✷ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✷✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✺ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡
✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✶✽ ■♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✭tµ✮✭r❡❞✮ ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ P❡ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✺ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
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✻✳✶✾ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✭❜❧✉❡✮ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳
❚❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐♥ ❈❍❇✭❘❡❞✮ ❛♥❞
❚❇❆❇✭❇❧❛❝❦✮✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❤❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ρ❂
✵✳✸✵✾✺➭m3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✷✵ ❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✱ ❈❍❇ ❛♥❞ ❚❇❆❇ ✐s
❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❤❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②ρ❂ ✵✳✸✵✾✺➭m3 ✶✶✽

✻✳✷✶ ✭❛✮❉❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✭❤♦✉rs✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❈❊✱ ❈❍❇ ❛♥❞
❚❇❆❇ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❤❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②ρ❂
✵✳✸✵✾✺➭m3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✻✳✷✷ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝r②s✲
t❛❧❧✐♥✐t②< Xcg > ❢♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✭r❡❞✮ ❛♥❞ ♥♦ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✭❜❧❛❝❦✮
✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✼✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α
❂ ✵✳✾✺✷ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✷✸ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣✱ ❡♥s❡♠❜❧❡❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡< CScg >
❢♦r ❛❧❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s ❝♦❛t❡❞✭r❡❞✮ ❛♥❞ ♥♦ s✐❞❡s
❝♦❛t❡❞✭❜❧❛❝❦✮ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳
❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✹✼✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α ❂ ✵✳✾✺✷ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✷✹ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚❈❊ s②s✲
t❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ α✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ DL

s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✻✳✷✺ ❈r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t α ❂ ✵✳✼✺✻✻ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

t✐♠❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦❧♦r
❣r❡❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✷✻ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r α ❂✵✳✼✺✻✻ s❤♦rt❧② ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝r②st❛❧✲
❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜t✭t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✷✼ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ γ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ ❡q✳✻✳✶✵ t♦ ●✐❜❜s✬
❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r♦✇✐♥❣
❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ γ∗ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st
t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ❢♦r α ❂✵✳✼✺✻✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✷✽ ❈r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s s✐③❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t②✴ ✉♥❞❡r❝♦♦❧✐♥❣
❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✭♥✮ ✉s✐♥❣ ❈◆❚✭❜❧❛❝❦✮✱
❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✭❜❧✉❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✻✳✷✾ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛✲
❜✐❧✐t②✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✼✼❪ ❬✽✵❪ ❬✼✾❪ ❬✶✼✼❪ ❬✽✵❪ ❬✾✸❪✱
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✻❪ ❬✻✷❪ ❬✻✸❪ ❬✶✼✽❪ ❬✾✾❪ ❬✷✶✹❪ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡
❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❣✉✐❞❡s t♦ t❤❡ ❡②❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳
◆❘❉ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s st✉❞② ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧✉s✲
t❡rs✭❜❧❛❝❦ st❛r✮ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈◆❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t✭♣✐♥❦ ❝r♦ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✼✳✶ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs tr❛❝❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❞✐s✲
❛♣♣❡❛r✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡
❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ♦♥❧② ❢❡✇
❝❧✉st❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
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✼✳✷ P❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ✈♦❧✉♠❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ✭❛✮❍✐st♦❣r❛♠
♦❢ Φcry ❢♦r ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r ✵✺✸✻
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱ ❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳❚❤❡ r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✺✾✻±✵✳✵✼ ❢♦r ✵✳✺✸✽✾ ❛♥❞
✵✳✻✹✵✹±✵✳✵✻ ❢♦r ✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✵✳✻✼✶✷±✵✳✵✷✼ ❢♦r ✵✳✺✸✸✷✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠
❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✼✳✸ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ q̄4 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾
❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r ✵✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α ❂✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱
❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs
♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r
❍❈P ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s q̄4 ✈❛❧✉❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵✹ t♦ ✵✳✶✷✱ ✇❤❡r❡❛s
❢♦r ❋❈❈ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✵✳✶✷ t♦ ✵✳✷✺✳ ❋♦r ❇❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r
q̄4 ❤❛s ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✵✳✵✼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✼✳✹ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ q̄6 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾
❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r ✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱
❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs
♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r
❍❈P ❛♥❞ ❋❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s q̄6 ✈❛❧✉❡ ≥ ✵✳✷✽✳ ❋♦r ❇❈❈ ❧✐❦❡
❝❧✉st❡r q̄6 ❤❛s ✈❛❧✉❡s ≥ ✵✳✸ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ✢✉✐❞ ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ q̄6
❤❛s ✈❛❧✉❡s ≤ ✵✳✷✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✼✳✺ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ w̄4 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾
❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r ✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱
❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs
♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r
❍❈P ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s w̄4 ✈❛❧✉❡ ≥ ✵✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❋❈❈ w̄4 ✈❛❧✉❡ ≤ ✵✳✶✸✹

✼✳✻ ✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ w̄6 ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✸✽✾
❛♥❞ ✭❜✮ ❢♦r ✵✳✺✸✻ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✼✺✻✻✱ ✵✳✻✽✼✺✱
❛♥❞ ✵✳✻✶✾✳❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs
♦♥❧②✳ ❆❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s s❛♠❡ ❜✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✷✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r
❍❈P ❛♥❞ ❋❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r ❤❛s w̄6 ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✲✵✳✵✺ t♦
✵✳✵✵✽✳ ❋♦r ❇❈❈ ❧✐❦❡ ❝❧✉st❡r w̄6 ❤❛s ✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵✵✽ t♦
✵✳✵✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✼✳✼ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧✉st❡rs s❤♦✇♥ t♦ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✵✳✺✸✽✾✱ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ α❂✵✳✼✺✻✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
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✼✳✷✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❜♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6✱ w̄4✱ w̄6

❛♥❞ Φcry ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ✵✳✺✸✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α❂ ✵✳✻✼✶✷ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♠❡❛♥ q̄4✱ q̄6 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ w̄4✱ w̄6 ❛♥❞ ❛t t❤❡
❜♦tt♦♠✱ Φcry ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t✐♠❡✭t✲tind✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✽✳✶ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✐♥ ❛r❜✐tr❛r②
✉♥✐ts✮ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉r✈❡✱
β❂✶✳✺ ✭s✉♣❡r✲❞✐✛✉s✐♦♥✮❀ ❢♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝✉r✈❡✱ β ❂ ✶ ✭♥♦r♠❛❧
❞✐✛✉s✐♦♥✮❀ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❝✉r✈❡✱ β ❂ ✵✳✺ ✭s✉❜❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❬✶✹✶❪✳ ✶✻✷

✽✳✷ ❆ t②♣✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ✸✵ s❡❝ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✇❛s tr❛❝❦❡❞ ✐♥ ✸❉❀ t❤❡ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳ ❨♦✉ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛❦❡s ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❳ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱
✐t ✐s ❛❧s♦ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❩ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✮✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❥✉♠♣
✐♥ ❳ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♠♦✈❡ s❧♦✇❧② ✐♥ ❩ ❢♦r ❛
❧♦♥❣❡r t✐♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✽✳✸ ✭❛✮❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ tr❛❝❦❡❞ ❢♦r ✸ ♠✐♥✉t❡s✳ ✭❜✮
❆ t②♣✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛s tr❛❝❦❡❞ ✐♥ ✸❉❀ t❤❡ ✷❉
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❢♦✉♥❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❳❨ ♣❧❛♥❡✳ ❙♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧♦♦❦ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r
❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❢❛r ❛♣❛rt ✐♥ ❩✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t
♠♦✈✐♥❣ ♠✉❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✽✳✹ ▼❙❉ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✷✾✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧✲
♣❤❛ ❂ ✵✳✺ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t
❝♦❧♦r r❡♣r❡s♥ts ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✳ ❙❧♦♣❡ ♦❢ ✶ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛
t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✽✳✺ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ❢r♦♠ ▼❙❉ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛②s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤♦✉rs✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✐s
❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡✱
✇❤❡r❡ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ❞❛t❛ ✐s ❥♦✐♥❡❞ ❜② s♣❧✐♥❡s✳✶✻✻

✶ ▲❡❢t✿❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢♦r ❈❉▲✰❚❈❊ ❢♦r ϕPD
eff ❂

✵✳✹✹✾✲✵✳✺✷✾ ✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❡rr♦r✲❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡
P❨✲❣ ✭r✮ ✇✐t❤ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❙ ❂ ✶✳✵✹✷ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ∆ξ ❂
✺✳✵✪✳ ❚❤❡s❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ P❨✲❣✭r✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✉r❡ r❛♥❣❡✳
❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞
✉♣✇❛r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✾

✷ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❚❈❊✰❈❉▲✱ ❢♦r ϕPD

eff ❂ ✵✳✵✾✷✲✵✳✺✵✺✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ❛❧s♦
❝♦♥t❛✐♥s ❡rr♦r✲❜r♦❛❞❡♥❡❞✱ ♣♦❧②✲❞✐s♣❡rs❡ P❨ t❤❡♦r② ❝✉r✈❡s ✇✐t❤
s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❙ ❂ ✶✳✵✹✷ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ∆ξ ❂ ✺✳✵✪✳ ❚❤❡
❜r❛❝❦❡ts✬ ❧❡❣❡♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ϕPD

eff ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❙ ❂ ✶✳✵✹✷✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛
❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ②✲♦✛s❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✵
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✸ P❧♦t ♦❢ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✈❡rs✉s
♣r❡♣❛r❡❞ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❈❍❇ ✐♥
❈❉▲✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ❈❍❇✰❈❉▲ ❤❛✈✐♥❣ ρ❂ ✵✳✷✸✼✷➭m−3

✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛✭ r❡❞✮ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❞❛t❛✭❜❧✉❡✮✳✷✶✶

✺ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢♦r ❈❍❇✰❈❉▲ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ ρ❂✵✳✵✾ t♦ ✵✳✷✺✽✽✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝✲
t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛
❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✷

✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ❈❍❇✰❈❉▲✰❚❇❆❇ ❤❛✈✐♥❣ ρ❂ ✵✳✷✸✹✵
➭m−3 ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛✭ r❡❞✮ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞
❞❛t❛✭❜❧✉❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

✼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ρ ❂✵✳✷✸✹✵ ❢♦r ❈❍❇✰❚❇❆❇✰❈❉▲ ✐s
❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛✭r❡❞✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❞❛t❛✭❜❧✉❡✮✳ ✷✶✸

✽ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r
s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❈❍❇✰❈❉▲✰✸✳✽♠▼❚❇❆❇ ❢♦r ρ❂✵✳✵✾ t♦ ✵✳✷✺✽✽✳ ❘✐❣❤t✿
❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳
❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✲
✇❛r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

✾ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❛♠✲
♣❧❡s ✐♥ ❈❍❇✰❈❉▲✰✶♠▼ ❚❇❆❇ ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❘✐❣❤t✿
❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳
❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✲
✇❛r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺

✶✵ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r
s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❈❍❇✰❈❉▲✰ 1 ➭ ▼❚❇❆❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❘✐❣❤t✿
❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳
❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞
✉♣✇❛r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻

✶✶ ❋❡✇ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❞❛t❛ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❢r♦♠ ✹♠▼ ❚❇❆❈
✐♥ ❈❍❇✰❈❉▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼

✶✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❛♠♣❧❡s
✇✐t❤ ❈❍❇ ❛♥❞ ❚❇❆❇ ❢♦r ♥❡❛r❧② s❛♠❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✽

✶✸ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ P❇✲❘▼❙❆ ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭♦✈❡r❛❧❧ ✜t✮ ❢♦r ❢♦✉r ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ P❇✲❘▼❙❆ ❛♥❞ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♠❡❛r❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾

✶✹ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭♦✈❡r❛❧❧ ✜t✮
❢♦r ❢♦✉r ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♠❡❛r❡❞✳ ✳ ✷✷✵
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ s♦❧✈❡♥t ♠✐①t✉r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❍❡r❡ ❯✳❈❍❇ r❡❢❡rs t♦ ❈❍❇ t❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
t❤❡ ❜♦tt❧❡ ✇✐t❤♦✉t s✉❜❥❡❝t✐♥❣ t♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ P✳❈❍❇ r❡❢❡rs
t♦ ✜❧t❡r❡❞ ❈❍❇ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❙▲❙ st❛♥❞s ❢♦r ❙t❛t✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❉▲❙
st❛♥❞s ❢♦r ❉②♥❛♠✐❝ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✸ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡♥ts ✉s❡❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳
❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✭♥✮ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢r❛❝t♦♠❡t❡r✳
❱✐s❝♦s✐t② ✭η✮ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❱✐s❝♦♠❡t❡r ✭❘❍❊♦❙❡♥s❡ ♠✲❱❘❖❈
❱✐s❝♦♠❡t❡r✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✷✸◦❈✳ ❚❤❡ ✈♦❧✲
✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✈❡♥t ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ♠❛t❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤✐♥
❜r❛❝❦❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✶ ❉✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ r❡s♦♥❛♥t ▲❛s❡r
s❝❛♥♥❡r ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✽ ❦❍③✱ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✱ ✶✵✷✹①✶✵✷✹
✈♦①❡❧s✱ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❂ ✷✺✵nm ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 1.4 ➭m✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✐s ✽✷①✽✷➭m✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ③✲st❡♣s✱ t❤❡ ❢r❛♠❡
r❛t❡ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s
❣♦♦❞ t♦ ❤❛✈❡ ③✲st❡♣ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✹✳✶ ❚❤❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❍❊❳ ❞❡♥♦t❡s
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✉♥r❡❣✐st❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ▲■◗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✢✉✐❞✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❡s✳ ✶✿ ❞❡♥♦t❡s ♥♦ ❍❈P✱ ❋❈❈ ♦r ❇❈❈ ❬✶✶✹❪✳❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❙❚❂✵✳✺ ❛♥❞ ◆❚❂✽ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✶ ❈❤❛r❣❡✱ s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❝r❡❡♥✲
✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣✭r✮ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❈❉▲ ✰ ❈❍❇ ✰ ❚❇❆❇ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✶✽✼
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▲❡✐❝❛ ♦✣❝✐❛❧ ✇❡❜s✐t❡✳

❬✷❪ ▲❡✐❝❛ s♦❢t✇❛r❡✳

❬✸❪ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡
✐s♦tr♦♣✐❝✲s♠❡❝t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱
P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✺✾✭✶✼✽✷✮✿✾✾✼✕✶✵✶✺✱ ✷✵✵✶✳

❬✹❪ ❇r✉❝❡ ❏✳ ❆❝❦❡rs♦♥ ❛♥❞ ❑❧❛✉s ❙❝❤ät③❡❧✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡
❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✺✷✿✻✹✹✽✕✻✹✻✵✱ ❉❡❝ ✶✾✾✺✳

❬✺❪ ❇✳ ❏✳ ❆❧❞❡r ❛♥❞ ❚✳ ❊✳ ❲❛✐♥✇r✐❣❤t✳ P❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡
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❬✻❪ ❊❧s❤❛❞ ❆❧❧❛❤②❛r♦✈✱ ❑✐r✐❧❧ ❙❛♥❞♦♠✐rs❦✐✱ ❙t❡❢❛♥ ❯✳ ❊❣❡❧❤❛❛❢✱ ❛♥❞ ❍❛rt♠✉t
▲♦✇❡♥✳ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ s❡❡❞s ❢❛✈♦✉r ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧
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❬✼❪ ❘♦s❛❧✐♥❞ ❏✳ ❆❧❧❡♥✱ P❛tr✐❝❦ ❇✳ ❲❛rr❡♥✱ ❛♥❞ P✐❡t❡r ❘❡✐♥ t❡♥ ❲♦❧❞❡✳ ❙❛♠✲
♣❧✐♥❣ r❛r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱
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❬✽❪ ❏♦❤♥ ▲✳ ❆♥❞❡rs♦♥✳ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s✳ ❜② ✇✳ ❜✳ r✉ss❡❧✱ ❞✳ ❛✳ s❛✈✐❧❧❡ ❛♥❞
✇✳ r✳ s❝❤♦✇❛❧t❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✷✷✿✻✾✷✕✻✾✹✱ ✶✾✾✶✳

❬✾❪ ❱❛❧❡r✐❡ ❏✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ❍ ◆ ❲ ▲❡❦❦❡r❦❡r❦❡r✳ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❢r♦♠ ❝♦❧❧♦✐❞ s❝✐❡♥❝❡✳ ◆❛t✉r❡✱ ✹✶✻✿✽✶✶✕✽✶✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✵❪ ◆✳ ❲✳ ❆s❤❝r♦❢t ❛♥❞ ❏✳ ▲❡❦♥❡r✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ♠❡t❛❧s✳
P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ✶✹✺✿✽✸✕✾✵✱ ▼❛② ✶✾✻✻✳

❬✶✶❪ ❙✳ ❆✉❡r ❛♥❞ ❉✳ ❋r❡♥❦❡❧✳ ▲✐♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ✇❛❧❧✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡✲
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❬✶✷❪ ❙✳ ❆✉❡r ❛♥❞ ❉✳ ❋r❡♥❦❡❧✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛✲
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❬✶✹❪ ❙t❡❢❛♥ ❆✉❡r ❛♥❞ ❉❛❛♥ ❋r❡♥❦❡❧✳ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧✲
❧♦✐❞❛❧ s♣❤❡r❡s✿ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r✱
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❬✶✺❪ ❙t❡❢❛♥ ❆✉❡r ❛♥❞ ❉❛❛♥ ❋r❡♥❦❡❧✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧✲
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧♦✐❞s✿ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆♥♥✉❛❧
❘❡✈✐❡✇ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str②✱ ✺✺✭✶✮✿✸✸✸✕✸✻✶✱ ✷✵✵✹✳ P▼■❉✿ ✶✺✶✶✼✷✺✻✳

❬✶✻❪ ❋r❡♥❦❡❧✳❉ ❆✉❡r✳❙✳ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝♦❧✲
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✐♥ ❞❡♥s❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✿ ❋r♦♠ ♥❡✉tr❛❧ t♦ ❝❤❛r❣❡✲st❛❜✐❧✐③❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s♣❤❡r❡s✳
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❬✷✵❪ ❊✳ ❇❛rts❝❤✱ ❚✳ ❊❝❦❡rt✱ ❈✳ P✐❡s✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙✐❧❧❡s❝✉✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡❡ ♣♦❧②♠❡r
♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠✐❝r♦❣❡❧ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲
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❬✷✶❪ ❱♦❧❢❛♥❣♦ ❇❡rt♦❧❛✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❚r❛♥s♣♦rt P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❈♦♠♣❧❡① ❋❧✉✲
✐❞s✱ ♣❛❣❡s ✶✕✷✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ❈❤❛♠✱ ✷✵✷✵✳

❬✷✷❪ ▼❛rt✐♥ ❍ ❇❧❡❡s✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞ s❝✐❡♥❝❡✿ ❘✳❥✳ ❤✉♥t❡r✱ s❡❝♦♥❞
❡❞✳✱ ❝❧❛r❡♥❞♦♥ ♣r❡ss✱ ♦①❢♦r❞✱ ✷✵✵✶✳ ✽✵✻ ♣♣✳✱ ✐s❜♥ ✵✲✶✾✲✽✺✵✺✵✷✲✼❀ ➶↔
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❬✷✸❪ ❏✳ ❇❧❡✐❜❡❧✱ ❙✳ ❉✐❡tr✐❝❤✱ ❆✳ ❉♦♠í♥❣✉❡③✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖❡tt❡❧✳ ❙❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✐♥
❝❛♣✐❧❧❛r② ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s✿ ❆ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝r❡❡♥❡❞
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❬✷✹❪ ▲✉❞♠✐❧❛ ❇♦✐♥♦✈✐❝❤✳ ❉❧✈♦ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤✐♥ ❧✐q✉✐❞ ✜❧♠s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ❞❧✈♦ t❤❡♦r②✳ ❈✉rr❡♥t ❖♣✐♥✐♦♥ ✐♥ ❈♦❧❧♦✐❞ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱
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❬✷✺❪ P❡t❡r ● ❇♦❧❤✉✐s ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❆ ❑♦❢❦❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❢r❡❡③✐♥❣ ✐♥ ♣♦❧②✲
❞✐s♣❡rs❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r✱
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❬✷✻❪ ●✐❧❧❡s ❇♦s♠❛✱ ❈❤❡❧❧❛♣❛❤ P❛t❤♠❛♠❛♥♦❤❛r❛♥✱ ❊❧s ❍✳❆✳ ❞❡ ❍♦♦❣✱ ❲✐❧❧❡♠ ❑✳
❑❡❣❡❧✱ ❆❧❢♦♥s ✈❛♥ ❇❧❛❛❞❡r❡♥✱ ❛♥❞ ❍❡♥❦ ◆✳❲✳ ▲❡❦❦❡r❦❡r❦❡r✳ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡✱ ✢✉♦r❡s❝❡♥t ♣♠♠❛✲❧❛t❡① ❝♦❧❧♦✐❞s ❜② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦❧②♠❡r✲
✐③❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦❧❧♦✐❞ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✹✺✭✷✮✿✷✾✷✕✸✵✵✱ ✷✵✵✷✳
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❋r❡❡ ❱♦❧✉♠❡ ❢♦r ❘✐❣✐❞ ❙♣❤❡r❡ ▼♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❥❝♣✱ ✶✾✭✶✮✿✻✶✕✼✶✱ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✺✶✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✾✶

❬✷✽❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❲✳ ❇✉r❦❡✱ ❘✐❝❝❛r❞♦ ▲❡❛r❞✐✱ ❘✉ss❡❧❧ ❆✳ ❏✉❞❣❡✱ ❛♥❞ ▼❛r❝ ▲✳ P✉s❡②✳
◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ♠❛✐♥ tr❡♥❞s ✐♥ ❧②s♦③②♠❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✲t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛♥t
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✳ ❈r②st❛❧ ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❉❡✲
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❬✷✾❪ ❇❡r♥❛r❞ ❈❛❜❛♥❡✱ ❏♦❛q✉✐♠ ▲✐✱ ❋r❛♥❝❦ ❆rt③♥❡r✱ ❘♦❜❡rt ❇♦t❡t✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡
▲❛❜❜❡③✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❇❛r❡✐❣ts✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙③t✉❝❦✐✱ ❛♥❞ ▲✉❝❛s ●♦❡❤r✐♥❣✳ ❍✐❞✐♥❣
✐♥ ♣❧❛✐♥ ✈✐❡✇✿ ❈♦❧❧♦✐❞❛❧ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧② ❢r♦♠ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ P❤②s✳
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❬✸✵❪ ❆✳ ❈❛❝❝✐✉t♦ ❛♥❞ ❉✳ ❋r❡♥❦❡❧✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ✜♥✐t❡
str✉❝t✉r❡❞ t❡♠♣❧❛t❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✼✷✿✵✹✶✻✵✹✱ ❖❝t ✷✵✵✺✳

❬✸✶❪ ❆✳ ❈❛❝❝✐✉t♦ ❛♥❞ ❉✳ ❋r❡♥❦❡❧✳ ❙tr❡ss❡s ✐♥s✐❞❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❇✱ ✶✵✾✭✶✹✮✿✻✺✽✼✕✻✺✾✹✱ ✷✵✵✺✳ P▼■❉✿ ✶✻✽✺✶✼✸✾✳

❬✸✷❪ ❆♥❞r❡✇ ■✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❛♥❞ P❛✉❧ ❇❛rt❧❡tt✳ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥t ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ♣♦❧②♠❡r
❝♦❧❧♦✐❞s ❢♦r ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦❧❧♦✐❞ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱
✷✺✻✭✷✮✿✸✷✺✕✸✸✵✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✸❪ ◆♦r♠❛♥ ❋✳ ❈❛r♥❛❤❛♥ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡t❤ ❊✳ ❙t❛r❧✐♥❣✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛t❡
❢♦r ◆♦♥❛ttr❛❝t✐♥❣ ❘✐❣✐❞ ❙♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱
✺✶✭✷✮✿✻✸✺✕✻✸✻✱ ✵✾ ✷✵✵✸✳

❬✸✹❪ ◆♦r♠❛♥ ❋✳ ❈❛r♥❛❤❛♥ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡t❤ ❊✳ ❙t❛r❧✐♥❣✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛t❡
❢♦r ◆♦♥❛ttr❛❝t✐♥❣ ❘✐❣✐❞ ❙♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱
✺✶✭✷✮✿✻✸✺✕✻✸✻✱ ✵✾ ✷✵✵✸✳

❬✸✺❪ P✳▼ ❈❤❛✐❦✐♥✱ P P✐♥❝✉s✱ ❙ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❛♥❞ ❉ ❍♦♥❡✳ ❇❝❝✲❢❝❝✱ ♠❡❧t✐♥❣ ❛♥❞
r❡❡♥tr❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦❧❧♦✐❞ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡
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❬✸✻❪ ◆❛♦♠✐ ❊✳ ❈❤❛②❡♥✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❙❛r✐❞❛❦✐s✱ ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞ P✳ ❙❡❛r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡♦r② ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❝r②st❛❧s ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✵✸✭✸✮✿✺✾✼✕
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❬✸✼❪ ◆✳❊✳ ❈❤❛②❡♥✱ ❊✳ ❙❛r✐❞❛❦✐s✱ ❘✳ ❊❧✲❇❛❤❛r✱ ❛♥❞ ❨✳ ◆❡♠✐r♦✈s❦②✳ P♦r♦✉s
s✐❧✐❝♦♥✿ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛✲
t✐♦♥✶✶❡❞✐t❡❞ ❜② r✳ ❤✉❜❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣②✱ ✸✶✷✭✹✮✿✺✾✶✕✺✾✺✱
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❬✸✽❪ ❏♦❤♥ ❈r♦❝❦❡r ❛♥❞ ❊r✐❝ ❲❡❡❦s✳ P❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✐❞❧✳

❬✸✾❪ ❏♦❤♥ ❈✳ ❈r♦❝❦❡r ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ●✳ ●r✐❡r✳ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ✈✐❞❡♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❢♦r ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦❧❧♦✐❞ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✼✾✭✶✮✿✷✾✽✕
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❬✹✵❪ ❘✉s❧❛♥ ▲✳ ❉❛✈✐❞❝❤❛❝❦✳ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡s r❡✈✐s✐t❡❞✿ ❆❝❝✉r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♦❧✐❞✲❧✐q✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱
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❬✹✷❪ ▼❛r❥♦❧❡✐♥ ❞❡ ❏❛❣❡r ❛♥❞ ▲❛✉r❛ ❋✐❧✐♦♥✳ ❈r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② s❝r❡❡♥❡❞
❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✺✼✭✶✺✮✿✶✺✹✾✵✺✱ ✶✵
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❬✹✸❪ ❱ ❲ ❆ ❞❡ ❱✐❧❧❡♥❡✉✈❡✱ ❉ ❱❡r❜♦❡❦❡♥❞✱ ❘ P ❆ ❉✉❧❧❡♥s✱ ❉ ● ❆ ▲ ❆❛rts✱
❲ ❑ ❑❡❣❡❧✱ ❛♥❞ ❍ ◆ ❲ ▲❡❦❦❡r❦❡r❦❡r✳ ❍❛r❞ s♣❤❡r❡ ❝r②st❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❣r♦✇t❤ ♥❡❛r ❧❛r❣❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❞❡♥s❡❞
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❬✶✼✷❪ ❑✐r✐❧❧ ❙❛♥❞♦♠✐rs❦✐✱ ❙t❡❢❛♥ ❲❛❧t❛✱ ❏❛♥✐♥❡ ❉✉❜❜❡rt✱ ❊❧s❤❛❞ ❆❧❧❛❤②❛r♦✈✱ ❆♥✲
❞r❡✇ ❇ ❙❝❤♦✜❡❧❞✱ ❍❛rt♠✉t ▲♦✇❡♥✱ ❲❛❧t❡r ❘✐❝❤t❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❊❣❡❧✲
❤❛❛❢✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t s♣❤❡r❡s ♥❡❛r ✢❛t ❛♥❞
❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ✲ ❙♣❡❝✐❛❧ ❚♦♣✐❝s✱ ✷✷✸✭✸✮✿✹✸✾✕✹✺✹✱
✷✵✶✹✳

❬✶✼✸❪ ❆♥❞rés ❙❛♥t♦s✱ ❙❛♥t♦s ❇✳ ❨✉st❡✱ ▼❛r✐❛♥♦ ▲ó♣❡③ ❞❡ ❍❛r♦✱ ●❡r❛r❞♦ ❖❞r✐✲
♦③♦❧❛✱ ❛♥❞ ❱✐t❛❧✐② ❖❣❛r❦♦✳ ❙✐♠♣❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r✉❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❥❛♠♠✐♥❣
♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✽✾✿✵✹✵✸✵✷✱
❆♣r ✷✵✶✹✳

❬✶✼✹❪ ◆✳ ❙❛t♦r✳ ❈❧✉st❡rs ✐♥ s✐♠♣❧❡ ✢✉✐❞s✳ P❤②s✐❝s ❘❡♣♦rts✱ ✸✼✻✭✶✮✿✶✕✸✾✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✼✺❪ ❏✳ ❘✳ ❙❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❉✐♥s♠♦r❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t✇♦✲st❡♣
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✶✵✷✿✶✾✽✸✵✷✱ ▼❛②
✷✵✵✾✳

❬✶✼✻❪ ❲✳ ❙❝❤❛❡rt❧ ❛♥❞ ❍✳ ❙✐❧❧❡s❝✉✳ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✼✼✭✺✲✻✮✿✶✵✵✼✕✶✵✷✺✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✹✳

❬✶✼✼❪ ❑❧❛✉s ❙❝❤ät③❡❧ ❛♥❞ ❇r✉❝❡ ❏✳ ❆❝❦❡rs♦♥✳ ❉❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❝r②s✲
t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✹✽✿✸✼✻✻✕✸✼✼✼✱ ◆♦✈ ✶✾✾✸✳

❬✶✼✽❪ ❚ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣✱ ❙ ❉♦r♦s③✱ ❍ ❏ ❙❝❤♦❡♣❡✱ ❛♥❞ ● ❖♣❧❡t❛❧✳ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥
s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✿ ❛ ♠♦♥t❡ ❝❛r❧♦ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r✱ ✷✸✭✶✾✮✿✶✾✹✶✷✵✱ ❛♣r
✷✵✶✶✳

❬✶✼✾❪ ❚✳ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣✱ ❍✳ ❏✳ ❙❝❤♦❡♣❡✱ ▼✳ ❖❡tt❡❧✱ ●✳ ❖♣❧❡t❛❧✱ ❛♥❞ ■✳ ❙♥♦♦❦✳ Pr❡❝✉rs♦r✲
♠❡❞✐❛t❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳
▲❡tt✳✱ ✶✵✺✿✵✷✺✼✵✶✱ ❏✉❧ ✷✵✶✵✳

❬✶✽✵❪ ❍❛♥s ❏♦❛❝❤✐♠ ❙❝❤♦❡♣❡✱ ●❛r② ❇r②❛♥t✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ✈❛♥ ▼❡❣❡♥✳ ❙♠❛❧❧
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡ ♥✉✲
❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✼✹✿✵✻✵✹✵✶✱
❉❡❝ ✷✵✵✻✳

❬✶✽✶❪ ❍❛♥s ❏♦❛❝❤✐♠ ❙❝❤♦❡♣❡✱ ●❛r② ❇r②❛♥t✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ✈❛♥ ▼❡❣❡♥✳ ❊✛❡❝t
♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧
❤❛r❞ s♣❤❡r❡s ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✲
✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✷✼✭✽✮✿✵✽✹✺✵✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✽✷❪ ❍❏ ❙❝❤ö♣❡ ❛♥❞ ❚ P❛❧❜❡r❣✳ ❋r✉str❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✉♣♦♥
❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ♠❡❧ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♥♦♥✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s✱ ✸✵✼✿✻✶✸✕
✻✷✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✽✸❪ ●✳ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r✲❚✉r❦✱ ❲✳ ▼✐❝❦❡❧✱ ▼✳ ❙❝❤röt❡r✱ ●✳ ❲✳ ❉❡❧❛♥❡②✱ ▼✳ ❙❛❛✲
❞❛t❢❛r✱ ❚✳ ❏✳ ❙❡♥❞❡♥✱ ❑✳ ▼❡❝❦❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ❆st❡✳ ❉✐s♦r❞❡r❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜❡❛❞
♣❛❝❦s ❛r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❊✉r♦♣❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✾✵✭✸✮✿✸✹✵✵✶✱ ♠❛② ✷✵✶✵✳

❬✶✽✹❪ ❘✳ P✳ ❙❡❛r✳ P❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞
s♣❤❡r❡s✳ ❊✉r♦♣❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✹✹✭✹✮✿✺✸✶✱ ♥♦✈ ✶✾✾✽✳
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❬✶✽✺❪ ❘✐❝❤❛r❞ P ❙❡❛r✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦t❡✐♥ s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❞❡♥s❡❞ ▼❛tt❡r✱
✶✾✭✸✮✿✵✸✸✶✵✶✱ ❥❛♥ ✷✵✵✼✳

❬✶✽✻❪ ❈✳ ❏✳ ❘✳ ❙❤❡♣♣❛r❞ ❛♥❞ ❉✳ ▼✳ ❙❤♦tt♦♥✳ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
❇■❖❙ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ❖①❢♦r❞✱✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✽✼❪ ❙❤✐♠♦♥♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❖♥♦❞❡r❛✱ ❍✳ ■❝♦s❛❤❡❞r❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ❢r❛❣✐❧✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞ st❛t❡ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ❘❡✈✳ ▼❡t❛❧❧✳✱ ✶✵✾✭✶✮✿✹✶✕
✹✻✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✽✽❪ ❯❧❧r✐❝❤ ❙✐❡♠s ❛♥❞ P❡t❡r ◆✐❡❧❛❜❛✳ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧
❝♦❧❧♦✐❞s ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ✶✵✶✷✭✶✮✿✵✶✷✵✶✶✱ ❛♣r ✷✵✶✽✳

❬✶✽✾❪ ❈✳❛♥❞ ❍❡②♠❛♥♥ ❙✐♥♥✳ ❙♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❤❛r❞✲s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s✲
♣❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❚r❡♥❞s ✐♥ ❈♦❧❧♦✐❞ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❳❱✱ ♣❛❣❡s ✷✻✻✕✷✼✺✱
❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❬✶✾✵❪ ❊✳ ❇✳ ❙✐r♦t❛✱ ❍✳ ❉✳ ❖✉✲❨❛♥❣✱ ❛♥❞ ❙✐♥❤❛✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛
❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠✿ ❆ s②♥❝❤r♦✲ tr♦♥ ①✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ st✉❞②✳ P❤②s✳
❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✻✷✿✶✺✷✹✕✶✺✷✼✱ ▼❛r ✶✾✽✾✳

❬✶✾✶❪ ■✳ ❑✳ ❙♥♦♦❦ ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ❍❛②t❡r✳ ❙t❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
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❙❤✉tt❧❡ ❈r❡✇✱ ❲✳❇✳ ❘✉ss❡❧✱ ❛♥❞ P✳▼✳ ❈❤❛✐❦✐♥✳ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞✲
s♣❤❡r❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ✐♥ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐t②✳ ◆❛t✉r❡✱ ✸✽✼✭✻✻✸✻✮✿✽✽✸✕✽✽✺✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✼✳

❬✷✸✷❪ ❈✳❋✳ ❩✉❦♦s❦✐✱ ❆✳▼✳ ❑✉❧❦❛r♥✐✱ ❛♥❞ ◆✳▼✳ ❉✐①✐t✳ ❘❡s♣♦♥s❡ t♦✿ ❖♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❝r②s✲
t❛❧s✳ ❈♦❧❧♦✐❞s ❛♥❞ ❙✉r❢❛❝❡s ❆✿ P❤②s✐❝♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆s♣❡❝ts✱
✷✶✺✭✶✮✿✶✸✼✕✶✹✵✱ ✷✵✵✸✳



✷✵✻ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✷✵✼





✷✵✾

❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▲❡❢t✿❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢♦r ❈❉▲✰❚❈❊ ❢♦r ϕPD
eff ❂ ✵✳✹✹✾✲✵✳✺✷✾ ✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❡rr♦r✲❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ P❨✲❣ ✭r✮ ✇✐t❤ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❙ ❂ ✶✳✵✹✷ ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ∆ξ ❂ ✺✳✵✪✳ ❚❤❡s❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ P❨✲❣✭r✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts

✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞✳



✷✶✵

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
❚❈❊✰❈❉▲✱ ❢♦r ϕPD

eff ❂ ✵✳✵✾✷✲✵✳✺✵✺✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❡rr♦r✲❜r♦❛❞❡♥❡❞✱ ♣♦❧②✲❞✐s♣❡rs❡
P❨ t❤❡♦r② ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❙ ❂ ✶✳✵✹✷ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ∆ξ ❂ ✺✳✵✪✳ ❚❤❡ ❜r❛❝❦❡ts✬
❧❡❣❡♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ϕPD

eff ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❙ ❂ ✶✳✵✹✷✳ ❘✐❣❤t✿
❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛

❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ②✲♦✛s❡ts✳



✷✶✶

❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❋✐❣✉r❡ ✸✿ P❧♦t ♦❢ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✈❡rs✉s ♣r❡♣❛r❡❞ ❝♦r❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❈❍❇ ✐♥ ❈❉▲✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ❈❍❇✰❈❉▲ ❤❛✈✐♥❣ ρ❂ ✵✳✷✸✼✷➭m−3 ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛✭ r❡❞✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❞❛t❛✭❜❧✉❡✮✳



✷✶✷

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❢♦r ❈❍❇✰❈❉▲ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ρ❂✵✳✵✾ t♦
✵✳✷✺✽✽✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛

❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞✳



✷✶✸

❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ❈❍❇✰❈❉▲✰❚❇❆❇ ❤❛✈✐♥❣ ρ❂ ✵✳✷✸✹✵ ➭m−3 ✐s
❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛✭ r❡❞✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡

❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❞❛t❛✭❜❧✉❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣✭r✮✭❜❧❛❝❦✮ ❢♦r ρ ❂✵✳✷✸✹✵ ❢♦r ❈❍❇✰❚❇❆❇✰❈❉▲ ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ P❇❘▼❙❆ ❞❛t❛✭r❡❞✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❛r❝♦ ❍❡✐♥❡♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❞❛t❛✭❜❧✉❡✮✳



✷✶✹

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✐♥
❈❍❇✰❈❉▲✰✸✳✽♠▼ ❚❇❆❇ ❢♦r ρ❂✵✳✵✾ t♦ ✵✳✷✺✽✽✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s

s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞✳



✷✶✺

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✐♥
❈❍❇✰❈❉▲✰✶♠▼ ❚❇❆❇ ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ●r❛♣❤s

s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞✳



✷✶✻

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ▲❡❢t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✐♥
❈❍❇✰❈❉▲✰ 1 ➭ ▼ ❚❇❆❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ❜♦t❤

●r❛♣❤s s❤✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞✳



✷✶✼

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❋❡✇ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣✭r✮ ❞❛t❛ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❢r♦♠ ✹♠▼ ❚❇❆❈ ✐♥ ❈❍❇✰❈❉▲



✷✶✽

❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❈❍❇
❛♥❞ ❚❇❆❇ ❢♦r ♥❡❛r❧② s❛♠❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳



✷✶✾

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ P❇✲❘▼❙❆ ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭♦✈❡r❛❧❧ ✜t✮ ❢♦r
❢♦✉r ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ P❇✲❘▼❙❆ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♠❡❛r❡❞✳



✷✷✵

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❣✭r✮ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭♦✈❡r❛❧❧ ✜t✮ ❢♦r ❢♦✉r ❞❡♥s✐t✐❡s✳
❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♠❡❛r❡❞✳


