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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit bietet eine neue Perspektive auf etablierte Rendite- und Risiko-
kennzahlen und setzt sich kritisch mit dem Einsatz dieser Kennzahlen in grundlegenden
und prominenten Anwendungen in der Finanzwirtschaft auseinander. Fiir eine Vielzahl
von Anwendungen stellt sich die fundamentale Frage, welches Renditemafl die (metho-
disch) korrekte Wahl im Rahmen der spezifischen Applikation darstellt und welches von
vielen zur Auswahl stehenden (etablierten) Risikomaflen das tatsichliche Risiko adaquat
erfassen kann — und ob iiberhaupt. So kommt der Methode zur Bestimmung der durch-
schnittlichen Rendite von Vermoégenswerten auf Basis historischer Daten zur Herleitung
der erwarteten Rendite in zahlreichen Anwendungen eine entscheidende Rolle zu. Mit dem
arithmetischen Mittel diskreter Renditen und dem geometrischen Mittel, das eng mit dem
arithmetischen Mittel logarithmierter Renditen verwandt ist, existieren dazu zwei bewahr-
te Anséatze. Mit einer bei Aktienindizes typischerweise zu beobachtenden Abweichung der
beiden jahrlichen Durchschnittsrenditen von mehr als 2 Prozentpunkten pro Jahr ist die
korrekte Wahl der Berechnungsmethode dabei von zentraler Bedeutung und erfordert da-
mit eine sorgfaltige Priifung, welche der beiden Berechnungsmethoden in ausgewahlten

Anwendungen Verwendung finden sollte.

Ob sich die Beziehung zwischen der erwarteten Rendite eines Vermogenswertes und des
Marktportfolios des Capital Asset Pricing Model (CAPM) auf das arithmetische oder geo-
metrische Mittel diskreter Renditen stiitzt, stellt dabei einen besonders prominenten An-
wendungsfall dar. Interessanterweise finden sich Befiirworter sowohl fiir das arithmetische

Mittel, wie zum Beispiel Brealey et al. (2011), als auch fir das geometrische Mittel, wie



beispielsweise Damodaran (2013). Als weitere Anwendungen mit herausragender Bedeu-
tung in der Finanzwirtschaft lassen sich der Diskontsatz zur Bestimmung des Wertes einer
Investition oder eines Unternehmens im Rahmen der Methode des Discounted Cash Flow
(DCF) und die zukiinftig zu erwartende Rendite eines Vermogenswertes auffithren. Ebenso
erfordert die Bestimmung der Werte der Performanceszenarien im Rahmen der Basisin-
formationsblétter fiir verpackte Anlageprodukte und Versicherungsanlageprodukte — als
wichtige Grundlage fiir Privatanleger, Merkmale und Risikoeigenschaften dieser Produkte
verstehen und vergleichen zu kénnen — die korrekte Wahl der Berechnungsmethode zur

Erfassung der zugrunde liegenden Durchschnittsrendite.

Teil 1 dieser Arbeit soll durch eine rigorose Aufarbeitung der unterschiedlichen Ren-
ditekonzepte der diskreten und logarithmierten Rendite sowie einen Vergleich der Be-
rechnungsmethoden zur Bestimmung von Durchschnittsrenditen (arithmetisches und geo-
metrisches Mittel) das Bewusstsein fiir die Relevanz dieser fundamentalen Konzepte in
der Finanzwirtschaft scharfen. Durch eine formale Herleitung — bei der als methodisches
Fundament angenommen wird, dass Renditen von Vermogenswerten einer geometrischen
Brownschen Bewegung folgen — konnen die unterschiedlichen Berechnungsmethoden zur
Bestimmung von durchschnittlichen Renditen mit den Renditedefinitionen verschiedener
Anwendungen in Beziehung gesetzt werden. Es wird gepriift, auf welcher Berechnungsme-
thode der durchschnittlichen Rendite die Schétzung der erwarteten Rendite eines Vermo-
genswertes basieren sollte, um eine angemessene zukiinftige Wertentwicklung ausdriicken
zu konnen. Daraus ergibt sich, dass die erwartete diskrete Rendite (arithmetisches Mittel
diskreter Renditen) und nicht die erwartete logarithmierte Rendite (arithmetisches Mit-
tel logarithmierter Renditen, das eng mit dem geometrischen Mittel diskreter Renditen
verbunden ist), die korrekte Rendite darstellt, um den erwarteten prozentualen Vermo-
genszuwachs anzugeben. Durch die Herleitung des CAPM auf Basis eines konsumbasierten
Frameworks, das dem von Huang und Litzenberger (1988) und Cochrane (2009) &hnelt,
wird gezeigt, dass die bedeutende Beziehung ausschliefSlich fiir erwartete diskrete Renditen
Giiltigkeit besitzt. Der korrekte Diskontsatz zur Bestimmung des Wertes einer Investition
oder eines Unternehmens entspricht ebenfalls der erwarteten diskreten Rendite. Schliefilich
deutet die Uberpriifung der Performanceszenarien im Rahmen der Basisinformationsblit-

ter! fiir Produkte der zweiten Kategorie — Produkte, deren Wertentwicklung sich linear

!Die Analyse bezieht sich auf die am 01.01.2018 in Kraft getretene EU-Verordnung Nr. 1286,/2014 vom
26.11.2014, Amtsblatt EU L 352 iiber Basisinformationsblatter zusammen mit der Delegierten Verordnung
(EU) 2017/653 vom 08.03.2017, Amtsblatt EU L 100/1.



an der Wertentwicklung des Basiswertes orientiert — dartiber hinaus auf eine inkorrekte
Verwendung der erwarteten logarithmierten Rendite statt der erwarteten diskreten Ren-
dite hin. Die Ergebnisse dieses Teils der vorliegenden Dissertation verdeutlichen, dass die
Verwendung des falschen Konzepts zur Herleitung der durchschnittlichen Renditen in den
aufgefithrten Anwendungen zu gravierenden Performanceunterschieden und Fehlbeprei-

sungen fithren kann.

Neben der methodisch korrekten Bestimmung der erwarteten Rendite von Vermogens-
werten ist ebenso die Wahl des Risikomafes in der Portfolioallokation von entscheidender
Bedeutung. Gemaf des Capital Asset Pricing Model von Sharpe (1964), Lintner (1965)
und Mossin (1966) kénnen optimale Investitionsentscheidungen lediglich auf Basis der er-
warteten Rendite und Standardabweichung der Gesamtrendite eines Portfolios getroffen
werden. Hohere Momente der Renditeverteilung finden somit in der Anlageentscheidung
keine Berticksichtigung. Wahrend die Portfoliooptimierung auf dieser Grundlage breite
Akzeptanz findet und einen etablierten Ansatz in der Portfolioallokation darstellt, beto-
nen Arditti (1967), Samuelson (1970) und Rubinstein (1976), dass hohere Momente in
der Portfolioallokation nicht vernachléssigt werden konnen. Die empirisch beobachteten
Préaferenzen von Marktteilnehmern bestétigen, dass Risikoeigenschaften von Renditever-
teilungen von Bedeutung sind, die von der Standardabweichung der Renditen nicht voll-
standig erfasst werden (Harvey und Siddique, 2000 und Ang et al., 2006). Dazu gehort
das fiir Investoren (ungeliebte) Katastrophenrisiko — die positive (sehr kleine) Wahrschein-
lichkeit, einen groflen Teil einer Investition oder eines Portfoliowertes zu verlieren —, das
durch die (negative) Schiefe einer Renditeverteilung messbar ist. Diese Beobachtungen im-
plizieren, dass eine zusétzliche Pramie fiir das Tail-Risiko (Katastrophenrisiko) existieren
kann, also eine positive Schiefepramie, die auf einem Konzept ahnlich des CAPM oder der
Portfoliotheorie nach Markowitz (1952) per Definition beziehungsweise aufgrund restrik-
tiver Annahmen nicht auftreten kann. Als Folge fehlt das Verstédndnis fiir grundlegende

Faktoren, die zu Schiefepréamien fithren und diese beeinflussen.

Ziel des zweiten Teils dieser Arbeit ist die Herleitung eines Asset-Pricing-Modells, das
die Analyse der Auswirkungen von Tail-Risiken auf die optimale Portfolioallokation von
Marktteilnehmern und die Preise von Vermoégenswerten ermoglicht und ein tieferes Ver-
sténdnis von Schiefepriamien erlaubt. Wahrend das CAPM ein einperiodiges Modell dar-
stellt, wird dazu ein mehrperiodiges Framework eingefiihrt, das zusétzlich Investoren mit

heterogenen Anlagehorizonten zulasst. AuBlerdem wird von der typischen Annahme kon-



stanter relativer Risikoaversion abgewichen und unterstellt, dass Investoren eine Nut-
zenfunktion mit abnehmender relativer Risikoaversion aufweisen. So wird das haufig zu
beobachtende Verhalten von Marktteilnehmern, bei langeren Investitionszeitraumen einen
grofieren Teil des Vermogens in Aktien zu investieren, aufgegriffen (Thorley, 1995). Ne-
ben einem risikofreien Wertpapier stehen Investoren zwei Vermogenswerte zur Verfiigung,
die eine identische erwartete Rendite und Standardabweichung der Renditen — aber ein
unterschiedlich ausgepriagtes Katastrophenrisiko (negative Schiefe) — aufweisen. Das er-
moglicht die rigorose Analyse der i) Préiferenzen der Investoren beziiglich des in das Port-
folio aufgenommenen Tail-Risikos in Abhéngigkeit der Investitionshorizonte sowie der ii)

resultierenden Schiefepramie aus den endogenen Marktpreisen der Vermogenswerte.

Zentrales Ergebnis des zweiten Teils der vorliegenden Dissertation ist, dass die Two-Fund-
Separation im Rahmen des eingefithrten Modells nicht mehr gilt und Investoren aufgrund
des Tail-Risikos unterschiedliche Portfolios risikobehafteter Vermogenswerte halten: Fiir
die stets positive Schiefepramie — als (zusétzliche) Kompensation fiir das Tail-Risiko von
Vermégenswerten mit linksschiefer Renditeverteilung — halten (ceteris paribus) langfristig
orientierte Investoren hohere Portfoliogewichte in Assets, die durch das Katastrophenri-
siko charakterisiert sind, als kurzfristige Investoren. Diese Implikation des Modells stellt
einen grundlegenden Unterschied zum CAPM dar, in dessen Rahmen alle Investoren ein
identisches risikobehaftetes Portfolio — das Marktportfolio — halten. Zusatzlich zeigt sich,
dass eine starker ausgepragte Risikoaversion, kiirzere Investitionshorizonte der Investo-
ren und wenn ein Markt starker von kurzfristigen Investoren dominiert wird, zu einer
hoheren Schiefeprédmie fithren. Diese aus dem Modell abgeleiteten Implikationen sollen
das Bewusstsein fiir die Existenz von Schiefeprdmien schérfen, ein intuitives Versténdnis
fiir die Ursachen dieser Pramien vermitteln sowie die praktische Relevanz fiir Investoren,

Tail-Risiken bei ihren Anlageentscheidungen sorgfiltig zu berticksichtigen, betonen.

In der Portfolioallokation lésst sich mit dem Value-at-Risk (VaR) und dem darauf aufbau-
enden Conditional Value-at-Risk (CVaR) die Einbindung weiterer komplexer Risikomafe
beobachten, die mit der Betrachtung der Wertentwicklung des Portfolios in einem Ex-
tremszenario ein anschauliches Risikoversténdnis vermitteln. Auch in zahlreichen weiteren
Anwendungen in der Finanzwirtschaft, wie beispielsweise im Risikomanagement, in der
Finanzberichterstattung oder in der Bankenaufsicht, haben sich diese beiden Downside-
Risikokennzahlen etabliert. Als Risikomafle fiir die maximale Verlusthohe eines Portfo-

lios innerhalb eines Zeitraums beziiglich eines bestimmten Konfidenzniveaus (VaR) und



fiir die durchschnittliche Hohe der Verluste, die diese maximale Verlusthohe iiberstei-
gen (CVaR), werden — bei korrekter Bestimmung — neben der Standardabweichung der
Portfoliorenditen mit der Schiefe und Kurtosis weitere Verteilungseigenschaften der Ren-
diten berticksichtigt. (Jorion, 2007) Beide RisikomaBe stellen aussagekriftige Kennzahlen
dar, die in der Portfolioallokation zusétzlich zur Standardabweichung der Renditen zur
Charakterisierung von Portfolios herangezogen werden konnen. Fiir eine Vielzahl von An-
lageentscheidungen in der Praxis scheint es damit zunéchst naheliegend, solch verbreitete
und etablierte Risikomafie (standardméBig) als Zielkennzahlen in die strategische Asset-

Allokation zu integrieren.

Ziel des dritten Teils der vorliegenden Arbeit ist es, Marktteilnehmer dafiir zu sensibilisie-
ren, grundsatzlich kritisch zu hinterfragen, ob ein (Standard-)Risikomafl das tatsiachliche
Risiko im Rahmen einer spezifischen Anwendung aufgreift, um — wenn erforderlich — die
strategische Asset-Allokation auf passgenaue Risikomafle zu stiitzen. Als ein beispielhaftes
Portfolioallokationsproblem mit grofler praktischer Relevanz wird dazu die strategische
Asset-Allokation von Pensionsfonds betrachtet. Vor dem Hintergrund der gesetzlichen
Vorschriften zu Nachschussverpflichtungen, die das Unternehmen an den Pensionsfonds
nach Auslagerung der Pensionsverpflichtungen im Fall einer Unterdeckung, wenn der Wert
der Kapitalanlage wiahrend der Auszahlungsphase der Renten den Barwert der Ansprii-
che der Versorgungsempfanger unterschreitet, leisten muss, spiegeln Standard-Risikomafle
wie die Standardabweichung der Portfoliorendite oder der (Conditional) Value-at-Risk das
kontextspezifische Risiko von Pensionsfonds nicht wider und stellen damit keine passge-
nauen Risikokennzahlen dar. Im Gegensatz dazu konnen aus dem gesetzlichen Rahmen mit
i) der Nachschusswahrscheinlichkeit — die ex ante Wahrscheinlichkeit, dass es iiber die ge-
samte Auszahlungsphase der Versorgungsanspriiche zu einer Unterdeckung kommt — und
ii) dem Nachschuss-at-Risk — die Hohe der Nachschusszahlung des Tragerunternehmens
an den Pensionsfonds in einem (extrem) ungiinstigen Szenario — zwei kontextspezifische
RisikomaBe abgeleitet werden, die das Risiko verbunden mit einer (unerwiinschten) Unter-
deckung direkt aufgreifen. Der Vergleich der Portfolioallokation und -eigenschaften einer
Strategie, die auf Standard-Risikomaflen basiert, mit einer Strategie, die auf den kon-
textspezifischen Risikokennzahlen aufbaut, erlaubt die Ableitung zentraler Implikationen

hinsichtlich der strategischen Asset-Allokation von Pensionsfonds.

Die Ergebnisse dieses Teils zeigen, dass eine Strategie, die den einjahrigen Conditional

Value-at-Risk unter Beriicksichtigung einer jahrlichen Mindestrendite, die zur Erfillung



aller kiinftigen Rentenzahlungen ausreicht, minimiert, in einer fehlgeleiteten Portfolioal-
lokation resultiert. Aufgrund des (typischerweise) langfristigen Investitionshorizontes des
Pensionsfonds ist eine hohere erwartete Portfoliorendite vorteilhaft, um langfristig ausrei-
chend Kapital zu bilden und so das Risiko einer Unterdeckung tiber die gesamte Auszah-
lungsperiode der Pensionsanspriiche effektiv reduzieren zu kénnen. Dazu ist jedoch eine
groflere Risikoaufnahme — gemessen an den Standard-Risikomafien — durch eine héhere Ak-
tienquote erforderlich, die geméfl der CVaR-Strategie gerade minimiert wird. Das Ergebnis
zeigt somit die Unvereinbarkeit einer auf Standard-Risikomaflen basierenden Portfolioal-
lokationsstrategie mit der strategischen Asset-Allokation von Pensionsfonds auf, was sich

auf weitere Anwendungsfélle in der Finanzwirtschaft iibertragen lasst.



Teil 1

Der korrekte Diskontsatz:

arithmetisches versus geometrisches

Mittel



Dieser Teil der vorliegenden Dissertation beruht auf dem mit Prof. Dr. Christian Koziol
in Credit and Capital Markets veroffentlichten Paper Which is the correct Discount Rate?
Arithmetic versus Geometric Mean (Kipp und Koziol, 2020).



Kapitel 2

Motivation

Zur Bestimmung der durchschnittlichen Rendite eines Vermogenswertes auf Basis histori-
scher Daten kann auf zwei bewédhrte Berechnungsmethoden zuriickgegriffen werden, dem
arithmetischen Mittel und dem geometrischen Mittel. Im Rahmen zahlreicher praktischer
Anwendungen wird eine der beiden Methoden zur Berechnung der durchschnittlichen
Rendite gewéhlt, ohne kritisch zu hinterfragen, ob diese Wahl angemessen ist oder nicht.
Das ist dahingehend tiberraschend, als dass die ermittelten Werte des arithmetischen und
des geometrischen Mittels diskreter durchaus stark voneinander abweichen kénnen. Bei-
spielsweise sind bei jahrlichen Durchschnittsrenditen von Aktien nach beiden Methoden
Abweichungen von 200 Basispunkten haufig zu beobachten. Die Wahl der korrekten Be-
rechnungsmethode zur Bestimmung der Durchschnittsrendite ist insbesondere bei den

folgenden beiden Anwendungen von Bedeutung:

Erstens ist die Schétzung der erwarteten Rendite erforderlich, um fiir eine Investition eine
angemessene zukinftige Wertentwicklung ausdriicken zu konnen. Es ist naheliegend, dass
eine erwartete Rendite von beispielsweise 6 Prozent, die durch das arithmetische Mittel
bestimmt wird, andere Schlussfolgerungen bei Marktteilnehmern zuldsst als eine erwar-
tete Rendite von lediglich 4 Prozent, die sich aus dem geometrischen Mittel ergibt. Als
Beispiel veroffentlicht das Deutsche Aktieninstitut (DAI) regelméflig das Rendite-Dreieck
des Deutschen Aktienindex (DAX), in dem historische jéhrliche Durchschnittsrenditen
des DAX Performance Index fiir beliebig lange Anlagezeitrdume von einem Jahr bis zu
fiinfzig Jahren ausgewiesen werden (Deutsches Aktieninstitut, 2022). StandardméBig wird

hier auf das geometrische Mittel als Kennzahl fiir die durchschnittliche jéhrliche Rendite
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zurtickgegriffen und dieses haufig auch als Indikator fiir die zukiinftige Wertentwicklung

des DAX interpretiert.

Zweitens erfordert die DCF-Methode die Kenntnis des korrekten Diskontsatzes. Dabei
kénnen substanzielle Bewertungsunterschiede resultieren, je nachdem ob der Diskontsatz
auf Basis des geometrischen Mittels oder des arithmetischen Mittels ermittelt wird. Nach
der DCF-Methode werden risikoadjustierte Diskontsétze in der Regel aus der bekannten
Beziehung des Capital Asset Pricing Model gewonnen und der Wert einer Investition oder
eines Unternehmens wird als Summe kiinftiger diskontierter Zahlungsstrome bestimmt.
Daher stellt sich die zusatzliche Frage, ob sich der Zusammenhang zwischen der erwarte-
ten Kapitalrendite eines Vermogenswertes und der erwarteten Marktrendite des CAPM
auf das arithmetische Mittel oder das geometrische Mittel bezieht. In der Praxis gibt es
Befiirworter fiir beide Ansichten. Zu den Vertretern des geometrischen Mittels gehoren
unter anderem Damodaran (2013) und Koller et al. (2015), wéhrend Brealey et al. (2011)

in diesem Kontext fiir die Verwendung des arithmetischen Mittels pladieren.

Ziel dieses Teils der Dissertation ist fir ausgewahlte Anwendungen zu kldren, welche
Methode zur Bestimmung der durchschnittlichen Rendite Verwendung finden sollte. Als
methodische Grundlage werden Renditen von Vermogenswerten betrachtet, die einer geo-
metrischen Brownschen Bewegung folgen. Dieser zeitkontinuierliche Prozess beriicksichtigt
normalverteilte Renditen und ist aus der Optionspreistheorie bekannt (Black und Scholes,
1973). Durch eine formale Herleitung kénnen so die unterschiedlichen Methoden zur Be-
stimmung von durchschnittlichen Renditen mit verschiedenen Anwendungen in Beziehung

gesetzt werden.

Im ersten Teil der vorliegenden Dissertation werden die folgenden Erkenntnisse herausge-

arbeitet:

(I)  Die erwartete diskrete Rendite entspricht dem arithmetischen Mittel diskreter
Renditen, wihrend die erwartete logarithmierte Rendite den Charakter des geo-

metrischen Mittels aufweist.

(IT) Die erwartete diskrete Rendite (arithmetisches Mittel) ist die Rendite, die den er-
warteten Vermogenszuwachs einer Investition angibt und stellt daher die richtige
Wahl dar — im Gegensatz zur erwarteten logarithmierten Rendite (geometrisches

Mittel) — um die erwartete prozentuale Vermogensentwicklung anzugeben.
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(III) Der korrekte Diskontsatz im Rahmen eines DCF-Ansatzes ist die erwartete diskre-
te Rendite (arithmetisches Mittel) und nicht die erwartete logarithmierte Rendite
(geometrisches Mittel).

(IV) Durch eine Herleitung des CAPM zeigt sich, dass die bedeutende Beziehung zwi-
schen der erwarteten Rendite eines einzelnen Vermogenswertes und der erwarteten
Marktrendite durch ihren Beta-Faktor nur fiir die erwarteten diskreten Renditen
(arithmetische Mittelwerte), nicht aber fiir die erwarteten logarithmierten Ren-

diten (geometrische Mittelwerte) gilt.

(V) Die ndhere Betrachtung der urspriinglichen Verordnung fiir verpackte Anla-
geprodukte fiir Kleinanleger und Versicherungsanlageprodukte (packaged re-
tail and insurance-based investment products, PRIIPs) zur Erstellung der
Basisinformationsblatter zeigt, dass eine falsche Verwendung der Methode zur
Bestimmung der erwarteten Rendite der den Emittenten vorgeschriebenen Be-
rechnung im Rahmen der am 01.01.2018 in Kraft getretenen EU-Verordnung Nr.
1286/2014 vom 26.11.2014 tuber Basisinformationsblitter zusammen mit der De-
legierten Verordnung (EU) 2017/653 vom 08.03.2017 zugrunde gelegt wird:? Fiir
die Bestimmung der Vermogensendwerte im Rahmen der Performanceszenarien
soll die erwartete logarithmierte Rendite (geometrisches Mittel) mit einer zusétz-
lichen — aber unnétigen — Varianzkorrektur angewandt werden. Fiir eine wider-
spruchsfreie Anwendung der Performanceszenarien konnte die erwartete diskrete
Rendite (arithmetisches Mittel) in Verbindung mit der Varianzkorrektur verwen-

det werden. Dieses Ergebnis steht im Einklang mit dem von Graf (2019).

Diese auf den ersten Blick theoretischen Ergebnisse haben weitreichende praktische Impli-
kationen. Die Verwendung der falschen Methodik zur Bestimmung der durchschnittlichen
Rendite fithrt in der Regel zu 6konomisch signifikanten Abweichungen: Fir den DAX
Performance Index von August 1988 bis Dezember 2019 ergibt sich eine Differenz zwi-
schen dem arithmetischen Mittelwert und dem geometrischen Mittelwert in Hohe von
2,24 Prozentpunkten. Die Verwendung des geometrischen Mittels als Diskontsatz fithrt
in diesem Zahlenbeispiel zu einer Fehlbepreisung eines ewigen (nicht wachsenden) erwar-
teten Zahlungsstroms von mehr als 30 %. Zur Ermittlung der erwarteten Rendite eines

Vermogenswertes mithilfe des CAPM fithrt die Anwendung der bekannten Renditeglei-

2EU-Verordnung Nr. 1286/2014 vom 26.11.2014, Amtsblatt EU L 352 und Delegierte Verordnung
(EU) 2017/653 vom 08.03.2017, Amtsblatt EU L 100/1.
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chung als falsche Beziechung zwischen geometrischen Mittelwerten zu einer erheblichen
Abweichung von mehr als 10 Prozentpunkten bei Vermogenswerten mit hohem idiosyn-
kratischen Risiko. Fiir ein illustratives Partizipationszertifikat auf den DAX Performance
Index mit einer empfohlenen Haltedauer von dreiflig Jahren resultieren Performancewerte

geméafl der Verordnung, die nur halb so grofl sind wie die theoriekonsistenten Werte.

Dieser Teil der vorliegenden Dissertation ist wie folgt aufgebaut: Das néchste Kapitel
rekapituliert bekannte Grundlagen zur Bestimmung von Renditen und fiihrt die geome-
trische Brownsche Bewegung als den zugrunde liegenden Vermogenspreisprozess ein. In
Kapitel 4 werden die Beziehungen zwischen der erwarteten diskreten und der erwarteten
logarithmierten Rendite und den typischen Berechnungsmethoden zur Bestimmung der
durchschnittlichen Rendite beschrieben. Der korrekte Diskontsatz fiir Vermdgenspreise,
die einer geometrischen Brownschen Bewegung folgen, wird in Kapitel 5 hergeleitet. In
Kapitel 6 wird dargelegt, welche Definition der erwarteten Rendite sich auf die bedeutende
Renditebeziehung im CAPM bezieht. Kapitel 7 befasst sich mit den Performanceszenarien

von PRIIPs im Rahmen der Basisinformationsbléatter. Kapitel 8 schliefit mit einem Fazit.



Kapitel 3

Theoretischer Hintergrund

In diesem Kapitel werden zunéachst die zugrunde gelegte Notation des vorliegenden Teils
der Dissertation erlautert, bekannte Grundlagen zu diskreten und logarithmierten Rendi-
ten rekapituliert und die Beziehung zwischen der diskreten und logarithmierten Rendite
herausgearbeitet. Abschliefend wird die etablierte geometrische Brownsche Bewegung als
Aktienpreisprozess eingefithrt und anhand dieser die Beziehung zwischen der erwarteten

diskreten Rendite und der erwarteten logarithmierten Rendite analysiert.

3.1 Renditegrundlagen

In dieser Dissertation bezeichnet T' die Gesamtlédnge eines betrachteten und in Jahren
ausgedriickten Zeitraums, der aus insgesamt N Zeitschritten mit identischer Lange
besteht. Entsprechend werden N + 1 Zeitpunkte von Zeitpunkt t; bis Zeitpunkt T

betrachtet. Die Lange At eines jeden Zeitschritts, ausgedriickt in Jahren, ist somit durch

At = N (3.1)

gegeben. Die Frequenz der betrachteten Zeitpunkte entspricht A%' Des Weiteren wird n

als der Zahler der beobachteten Zeitschritte mit Werten zwischen 1 und N definiert. Fur
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einen nicht dividendenzahlenden Vermogenswert mit Preis S,.a; zum Zeitpunkt n - At

schreibt sich die diskrete Teilperiodenrendite 7, 4 von Zeitpunkt (n — 1) - At bis n- At als:

Sn-At - S(nfl)-At

T'nd =

Stn-1).At
Sn~At
= — —1. 3.2
Stn-1).At (3:2)

Entsprechend ist die stetige Rendite 7, ,, tiber den Zeitschritt n, im Folgenden logarith-

mierte Rendite genannt, definiert als:

T'nlog = In (SSn~At > (33)

(n—1)-At

=In (Sn-At> —In (S(n—l)-At> .

Wie in zahlreichen grundlegenden Lehrbiichern zur Zeitreihenanalyse und in Finanzlehr-
biichern beschrieben, bieten beide Renditedefinitionen praktische und vorteilhafte Eigen-
schaften in bestimmten Anwendungsfeldern (Tsay, 2005, S. 2 ff. und Schmid und Trede,
2006, S. 3 ff). Wahrend logarithmierte Renditen im zeitlichen Verlauf additiv sind und sich
die logarithmierte Rendite iiber die Gesamtlinge eines Zeitraums als Summe aller aufein-
anderfolgenden Teilperiodenrenditen 7, ;o4 bestimmen lasst, kann mit diskreten Renditen
die Portfoliorendite als gewichtete Summe der Renditen der Einzelpositionen berechnet
werden (Dorfleitner, 2002).

Da beide Renditedefinitionen in der Praxis Anwendung finden, wird an dieser Stelle die
GroBe der Differenz zwischen beiden Definitionen néhergehend betrachtet. Aus der Defi-
nition logarithmierter Renditen in Gleichung (3.3) kann durch Umstellen und Einsetzen
der Definition diskreter Renditen aus Gleichung (3.2) die Beziehung zwischen beiden Ren-

ditedefinitionen wie folgt

Sh.
Tnlog = IN (1 + e 1)
S(n-1)-at

= In(1+ rpa) (3.4)

hergeleitet werden, wobei 1 + 7, 4 die diskrete Bruttorendite eines Vermogenswertes be-

zeichnet.
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Tabelle 3.1: Renditedifferenz diskreter und logarithmierter Renditen

Tabelle 3.1 zeigt die logarithmierten Renditen fiir gegebene Werte diskreter Renditen im Bereich von
—20 % bis 20 % gemaf$ Gleichung (3.4). Die Differenz entspricht der diskreten minus der entsprechenden
logarithmierten Rendite und wird in Prozentpunkten angegeben.

Diskrete Rendite Logarithmierte Rendite Differenz
Tnd In(1+4r,.q) (Prozentpunkte)
—20,00 % —2231 % 2,31
~15,00 % ~16,25 % 1,25
—10,00 % -10,53 % 0,54
—5,00 % —5,12 % 0,13
—2,00 % —2.02 % 0,02
—1,00 % —1,00 % 0,01
—0,50 % —0,50 % 0,00
0,00 % 0,00 % —
0,50 % 0,49 % 0,00
1,00 % 0,99 % 0,00
2,00 % 1,98 % 0,02
5,00 % 4,87 % 0,12
10,00 % 9,53 % 0,47
15,00 % 13,97 % 1,02
20,00 % 18,23 % 1,77

Aus allgemein bekannten Eigenschaften logarithmierter Funktionen kann aus dem Zu-
sammenhang aus Gleichung (3.4) abgeleitet werden, dass die logarithmierten Renditen
bei von null verschiedenen Renditen kleiner sind als die jeweils korrespondierenden dis-
kreten Renditen. Wahrend bei einer Rendite von null beide Renditedefinitionen iiberein-
stimmen, vergroflert sich der Unterschied, je weiter die Rendite von null entfernt ist. Um
einen Eindruck von der GroBlenordnung der Abweichung beider Definitionen zu erhalten,
werden in Tabelle 3.1 numerische Beispiele fiir Gleichung (3.4) aufgefithrt. Fur diskrete
Renditen zwischen —20 % und 20 % sind die entsprechenden logarithmierten Renditen

und die jeweiligen Differenzen zwischen beiden Renditedefinitionen dargestellt.

Die Ergebnisse in Tabelle 3.1 bestatigen, dass die Unterschiede zwischen beiden Rendi-

tedefinitionen bei Renditen nahe null gering sind. Lediglich marginale Unterschiede von
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bis zu 2 Basispunkten fiir diskrete Renditen zwischen —2 % und 2 % sind festzustellen,
entsprechend der Schlussfolgerung von Dorfleitner (2003). Renditen dieser Grofie kénnen
als typische Tagesrenditen eingestuft werden. Dementsprechend sind bei der Berechnung
von diskreten und logarithmierten Renditen auf téaglicher oder hoherer Frequenz auf den
ersten Blick keine groflen Unterschiede zwischen den Renditekonzepten erkennbar. Bei
beispielsweise jahrlichen Renditen hingegen, die sich durch Skalierung téaglicher Renditen
mit der Anzahl an Handelstagen pro Jahr bestimmen lassen, kénnen die marginalen Un-
terschiede zu substanziellen Abweichungen zwischen beiden Renditedefinitionen fithren.
Tabelle 3.1 veranschaulicht, dass der resultierende Unterschied mit der betragsmafigen
Grofle der Renditen ansteigt. Wéahrend sich die Differenz bei einer diskreten Rendite von
5 % beziehungsweise —5 % auf 12 beziehungsweise 13 Basispunkte belduft, betriagt die
Abweichung bei einer Rendite von 20 % und —20 % bereits 177 und 231 Basispunkte.

Die Ergebnisse verdeutlichen, dass bereits bei typischerweise beobachtbaren jahrlichen
Aktienrenditen und folglich auch bei Gesamtrenditen, die die Renditen tiber mehrere
Jahre erfassen, wesentliche Unterschiede zwischen beiden Definitionen bestehen. Zusam-

menfassend lasst sich festhalten:

Resultat 1 (Beziehung zwischen diskreten und logarithmierten Renditen)

Wihrend die Unterschiede zwischen diskreten und logarithmierten Renditen bei Renditen
nahe null lediglich marginal sind, werden sie bei von null abweichenden Renditen
substanziell. Dabei sind die logarithmierten Renditen stets kleiner als die entsprechenden

diskreten Renditen fiir von null verschiedene Renditen.

3.2 Geometrische Brownsche Bewegung

Ziel dieses Abschnitts ist die Einfiihrung eines etablierten stochastischen Prozesses fiir Ak-
tien oder Vermogenswerte, um die bekannten erwarteten Renditen mit vertrauten Durch-
schnittskennzahlen auf Basis des arithmetischen und geometrischen Mittels in Beziehung
zu setzen. Zu diesem Zweck wird eine geometrische Brownsche Bewegung in kontinuierli-
cher Zeit verwendet, die unter anderem bei der Optionsbewertung nach Black und Scholes
(1973) Anwendung findet. Die Lange des eingefiihrten Zeitschritts At aus dem vorherigen

Abschnitt konvergiert dabei zu dt, das einen infinitesimal kleinen Zeitschritt bezeichnet
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(Hull, 2017, S. 327). Der zugrunde liegende Prozess beschreibt die diskrete Rendite tiber

dieses infinitesimal kurze Zeitintervall.

Unter der Annahme normalverteilter Renditen kann die stochastische Differentialglei-

chung in der gewohnten Weise geschrieben werden als:

dSy
?t :MS'dt+US'dZt, (35)
wobei ds—‘? den Charakter der diskreten Rendite eines Vermogenswertes iiber die Zeit-

periode dt hat und pg - dt dem Drift oder der erwarteten diskreten Rendite pro Jahr
(p.a.) linear skaliert auf die Lénge der Teilperiode dt entspricht (Hull, 2017, S. 331).
Die jahrliche Volatilitdt der Renditen ist durch og gegeben und z; bezeichnet einen
standardisierten Wiener-Prozess. Allgemein ldsst sich der Erwartungswert E (7, 4) der
diskreten Rendite iiber eine beliebige Teilperiodenléinge At > 0 vom Zeitpunkt ¢t — At bis

zum Zeitpunkt ¢ mit ¢ = n - At wie folgt ausdriicken:

Sy — St—At)
St—at '

E(rnq) = E ( (3.6)

Wie spéter in Abschnitt 4.2 gezeigt und in Resultat 5 zusammengefasst wird, hingt die
annualisierte erwartete Rendite von der Lange At der zugrunde liegenden Subperioden
ab. In dem speziellen Fall, dass die Lange des Zeitschritts At gegen null geht, konvergiert

E(rn . .
die annualisierte erwartete Rendite (TAt’d> gegen ug. Daher kann an dieser Stelle bereits

prézisiert werden, dass pg die erwartete (annualisierte, kurzfristige) diskrete Rendite be-

zeichnet.

Die logarithmierte Rendite fiir diesen Prozess folgt aus Itos Lemma und kann durch die

stochastische Differentialgleichung

1
din(S;) = (,us - 202) ~dt + o5 - dz (3.7)

formuliert werden (Hull, 2017, S. 335). In dieser Darstellung hat din(S) den Charakter
der logarithmierten Rendite tiber den Zeitschritt der Lange dt. Durch Losen der sto-
chastischen Differentialgleichungen in Gleichung (3.5), oder dquivalent Gleichung (3.7),
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resultiert die bekannte Darstellung fiir den Preis eines Vermogenswertes:

gT f Sto . 6(#57%0.29)'T+0'S'2T' (38)

Da die Inkremente des Wiener-Prozesses normalverteilt sind, impliziert Gleichung (3.8),
dass der Aktienkurs Sy lognormalverteilt ist. Der Wiener-Prozess Zp weist dabei einen
Mittelwert von null und eine Varianz von T auf. Analog zur erwarteten diskreten
Rendite in Formel (3.6) kann der Erwartungswert der logarithmierten Rendite iiber eine

Subperiode der Linge At wie folgt dargestellt werden:

E (rni09) = B (In (St) = In (Si-ae)) - (3.9)

Durch Substitution von S; durch die prominente Formulierung des Aktienkurses aus
Formel (3.8), unter Beriicksichtigung der Subperiodenliange At, lasst sich Formel (3.9)

folgendermaflen schreiben:

E (rnog) =E <ln (St—At . G(MS%U%).AHJS.ZN) —In (St—At>) .

Die Gleichung kann nun wie folgt vereinfacht werden:

1 .
E (rio) = E ((MS _ 203) At +og - zAt>

und im Anschluss der Erwartungswert berechnet werden, wobei E (25;) = 0, sodass:

1
E (rn,log) = <MS - 20-?}> - At. (310)

Gleichung (3.10) bezeichnet die erwartete und linear angepasste logarithmierte Rendite
fiir eine beliebige Lange At eines Zeitschritts. Die erwartete logarithmierte Rendite
p.a. wird definiert als fyo45, sodass die folgende Beziehung zwischen der erwarteten

(kurzfristigen) diskreten und der erwarteten logarithmierten Rendite gilt:

1
Kiogs * At = </Ls — 20’%) - At.

Zusammenfassend lasst sich festhalten:
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Resultat 2 (Verhiltnis erwarteter diskreter und logarithmierter Renditen)
Die (kurzfristige) annualisierte erwartete diskrete Rendite ug tbersteigt die annualisierte
erwartete logarithmierte Rendite juo45 um die Hdalfte der jihrlichen Varianz der Renditen:

1

Hs = Hiogs + 503- (3.11)

Bei einer positiven Volatilitat der Renditen des zugrunde liegenden Vermadgenswertes muss
die erwartete diskrete Rendite jus somit groffer sein als die erwartete logarithmierte Ren-
dite pogs. Die Differenz zwischen den beiden erwarteten Renditen nimmt dabei mit der

Volatilitdt zu.

Um einen Eindruck tiber die Gréflenordnung der beiden erwarteten Renditedefinitionen
und der Differenz zu erhalten, wird im Folgenden ein konkretes Zahlenbeispiel gegeben.
Dazu wird die rechte Seite von Gleichung (3.11) anhand empirischer Daten geschétzt,
sodass der Schétzer [ig fiir die annualisierte erwartete diskrete Rendite anhand der Formel

1

fis = fliogs + 505 (3.12)

bestimmt werden kann. Zur Berechnung des Schatzers [i;,45 fiir die annualisierte erwartete
logarithmierte Rendite wird das arithmetische Mittel logarithmierter Renditen verwendet
und zur Bestimmung des Schétzers 6% die bekannte Formel zur Berechnung der Stichpro-

benvarianz. Die Formeln lauten:

1 ¥ 1
fliogs =~ O Trdog - 3.13
Hiogs N ;::17“ Jlog Al ( )
N 1 J ~ 2 1

Zunéchst soll gepriift werden, ob [ij,gs ein unverzerrter Schétzer fir py,,¢ darstellt, wenn
die geometrische Brownsche Bewegung als der zugrunde gelegte Prozess unterstellt wird.
Dazu wird der Erwartungswert des Schétzers fi,gs aus Gleichung (3.13) bestimmt, was

sich in einem ersten Schritt wie folgt liest:

E(fiogs) = E [ =5 oty -
(,ulogS) — an::l n,log'Kt B (315)
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Gemaf der eingefiihrten Notation beziiglich der Lange eines Zeitschritts aus Gleichung
(3.1) und nach Einsetzen der Definition der logarithmierten Rendite aus Gleichung (3.3)

kann Formel (3.15) ausgedriickt werden als:

-1 (52)

/'LlogS P S(n—l)‘At .
Nach Einsetzen des Aktienkurses aus Formel (3.8) fiir die beiden Zeitpunkte n - At und
(n — 1) - At sowie nach Vereinfachung unter Berticksichtigung, dass Z,.a¢ — Zp-1).a¢ €in

Inkrement des Wiener-Prozesses tiber den Zeitschritt At bezeichnet und normalverteilt

mit Mittelwert null und Varianz At ist, ergibt sich:

—~ 1 XN S _e(ﬂsféog)-n-AtJrgs.gn'At
E(NlogS) = T Z E (ln (S to . ~
to

. e(/—‘S_%Us)'(n_l)'At+US'Z(n—1)»At

N 1
= f Z E ((MS - 205) At +og - <2n-At - 5(n—1).At)>

= HiogS-

Zusammenfassend lasst sich festhalten:

Resultat 3 (Eigenschaften des arithmetischen Mittels logarithmierter Rendi-
ten) Der Schitzer [ijogs, der das annualisierte arithmetische Mittel der logarithmierten
Renditen darstellt, ist ein unverzerrter Schdtzer der erwarteten annualisierten logarith-
mierten Rendite p,qs. Der Schdtzer ist unabhdngig von der betrachteten Teilperiodenldnge
At der zugrunde liegenden Daten. Betrachtet man eine Stichprobe von Preisen von Sy, bis

St = Sn.at, 80 18t [logs fix und pfadunabhdngig.

Das illustrative Beispiel basiert auf den téglichen Schlusskursen des DAX Performance
Index von August 1988 bis Dezember 2019. Die Zeitreihe entstammt der Datenbank Thom-
son Reuters Datastream. Es werden zunéchst die ersten beiden Momente der historischen
logarithmierten Renditen geméfl den Formeln (3.13) und (3.14) geschétzt, die unter An-
nahme von 240 Handelstagen pro Jahr annualisiert werden. Die erwartete logarithmierte

Rendite fij,gs betragt 7,13 % und die Varianz 6% weist einen Wert von 4,47 % auf, was
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einer Varianzkorrektur $5% von 2,24 % entspricht. Nach Gleichung (3.12) ergibt sich ein
Wert fiir die erwartete diskrete Rendite fig von 9,37 %.

So ergeben sich selbst bei Vermogenswerten oder Indizes mit tiblicher Volatilitat — wie die
des DAX mit 63 = 21,15 % — erhebliche numerische Unterschiede zwischen beiden Defi-
nitionen der erwarteten Rendite. Als Faustregel lasst sich festhalten, dass eine Volatilitét
von 20 % p.a. eine Differenz zwischen der erwarteten annualisierten diskreten Rendite fig
und der logarithmierten Rendite fij,qs von 2 Prozentpunkten impliziert. Das konserva-
tiv gewahlte Beispiel impliziert, dass die Differenz bei vielen Einzelaktien sogar deutlich
starker ausgepragt ist, da die Varianzkorrektur mit der Volatilitat des zugrunde liegenden
Vermogenswertes ansteigt: Fiir eine fiir Einzelaktien durchaus haufig zu beobachtende
Volatilitdt von 30 % resultiert bereits in einer Differenz von 4,5 Prozentpunkten. Eben-
so fallt die Differenz grofler aus, wenn die erwarteten Renditen als Gesamtrenditen tiber

mehrere Jahre ausgedriickt werden.



Kapitel 4

Arithmetisches und geometrisches

Mittel diskreter Renditen

Mit der geometrischen Brownschen Bewegung, die im vorherigen Abschnitt als zugrunde
liegender Aktienpreisprozess eingefiihrt wurde, kann im Folgenden der Frage nachge-
gangen werden, wie sowohl die erwartete diskrete Rendite pg als auch die erwartete
logarithmierte Rendite p04s zu den typischen Berechnungsmethoden zur Bestimmung der
Durchschnittsrendite — dem arithmetischen und geometrischen Mittel diskreter Renditen

— im Verh&ltnis stehen.

4.1 Geometrisches Mittel diskreter Renditen

Zunéchst werden die Eigenschaften des geometrischen Mittels diskreter Renditen ana-
lysiert und mit den Schatzern fir die erwartete Rendite pg und pye4s des betrachteten
Aktienpreisprozesses aus dem vorherigen Kapitel in Beziehung gesetzt. Unter Beriick-
sichtigung der eingefithrten Notation kann das annualisierte geometrische Mittel 7, auf

Basis der Frequenz ﬁ der vorliegenden Renditezeitreihe wie folgt bestimmt werden:

N
Tgeo =\ (]- + 7nn,d) -1 (41)

n=1
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Das geometrische Mittel T, ist somit als die konstante (diskret aufzinsende) Rendite
jeder Subperiode n definiert, die bei gegebenem Anfangskurs Sy, den gegebenen Endkurs

Sn.ar wie folgt in Relation setzt:

Sto . (]. +Fgeo)N.At - SN~At-

Die Beziehung zwischen dem geometrischen Mittel 74, der diskreten Renditen und
dem Schétzer [izg fir die erwartete logarithmierte Rendite kann wie folgt hergeleitet
werden. Zu diesem Zweck wird zunédchst die logarithmierte Darstellungsweise 7oq.ge0 des

geometrischen Mittels 7., betrachtet, die lautet:

Tlog-geo = (1 + Tgeo).

Nach Substitution von 7y, durch den Ausdruck in Gleichung (4.1) und anschlieBender
Vereinfachung des resultierenden Terms unter Berticksichtigung der Beziehung zwischen

der diskreten und logarithmierten Rendite aus Gleichung (3.4) kann gezeigt werden, dass:

N
Tlog-geo = 1N (1 + 0 [T+ 7na) — 1)
n=1

= lln (nN (1+ rn,d)>

=1

~

Das Ergebnis ist zusammengefasst in:

Resultat 4 (Eigenschaften des geometrischen Mittels diskreter Renditen) Die
logarithmierte Darstellung Tiog-geo des geometrischen Mittels diskreter Renditen entspricht
dem linear annualisierten arithmetischen Mittel [ii,4s logarithmierter Renditen. Gemdf

Resultat 1 aus Abschnitt 3.1 ist das geometrische Mittel Ty., der diskreten Renditen eng
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Mt Tiog-geo VETwandt und konvergiert von oben gegen die erwartete logarithmierte Rendite
Liogs fir Renditen, die sich null ndhern. Dieses Ergebnis kann wie folgt zusammengefasst

werden:

?geo z Flog—geo ? HiogS -

4.2 Arithmetisches Mittel diskreter Renditen

Nach dem geometrischen Mittel diskreter Renditen wird im Folgenden das arithmetische

Mittel diskreter Renditen betrachtet. Dazu wird das jahrliche arithmetische Mittel 7,

diskreter Renditen als Durchschnitt linear annualisierter Teilperiodenrenditen 7, 4 - ﬁ
wie folgt berechnet:

1 & 1

Tq = N;rn,d : Kt (42)

Wie zuvor fiir den Schétzer des arithmetischen Mittels logarithmierter Renditen wird hier
zunachst die Unverzerrtheit des arithmetischen Mittels diskreter Renditen untersucht.
Das heifit, es wird tiberpriift, ob 7, einen unverzerrten Schéatzer fiir die erwartete diskrete
Rendite pg eines Vermogenswertes darstellt, dessen Aktienpreis einer geometrischen
Brownschen Bewegung folgt. Zunéichst werden die Erwartungen des arithmetischen
Mittels in Gleichung (4.2) genommen und die Definition der diskreten Renditen aus

Gleichung (3.2) eingesetzt:

E() = & SO E(Fu)
Ta) = =3 Tnd) ™ 7
N = At
1 X S, 1
_ 15 <5A _ 1> L

Der Ausdruck fir den Preis des Vermogenswertes aus Gleichung (3.8) wird fiir die

entsprechenden Zeitpunkte eingesetzt, sodass:

E(Ta) = N ZE

n=1

1 N ( Sy - e(us—%"%)‘”ﬁﬂras-inm 1) 1

S, - e(NS_%‘7%)’(n_l)'At‘i‘US‘g(nfl)-At
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Nach Vereinfachung des Terms ergibt sich:

N
]E(, ) — l Z E (#S*%Ué)-AHUS'(%Ari(n—nAt) -1
T = 2= \C ’ (4.3)

wobei der Exponent der Exponentialfunktion, charakterisiert durch das Inkrement eines
Wiener-Prozesses, normalverteilt ist. Um den Erwartungswert der Gleichung (4.3) zu
berechnen, kann die fundamentale Beziehung, dass das Exponential e einer normalver-
teilten Variablen Z mit Mittelwert a und Standardabweichung b lognormalverteilt ist,
genutzt werden. Der Erwartungswert von e ist dann durch

E <€z> — (E@D+3Var(Z) _ atgb? (4.4)

gegeben. Abbildung 4.1 veranschaulicht diesen Effekt und zeigt die Werte der lognor-
malverteilten Variablen e? in Abhingigkeit von der normalverteilten Variablen Z. Die
Beziehung zwischen beiden Variablen wird durch die konvexe Funktion charakterisiert.
Fiir negative und positive Abweichungen I' vom Mittelwert a der Variablen Z zeigt sich,
dass der Mittelwert von e*~" und e**" auf der Verbindungslinie e " + €™ oberhalb
des Wertes e® liegt. Aufgrund der Konvexitit hat der Mittelwert von eZ fiir jedes beliebige
Paar symmetrischer Abweichungen von a einen Mittelwert gleich % (e“*F + e“*r) > e’
Es folgt, dass bei der Bestimmung des Erwartungswertes einer lognormalverteilten Varia-
blen — wie von e in Gleichung (4.4) — die Konvexititskorrektur beriicksichtigt werden
muss. Die Intuition dabei ist, dass flir eine negative Abweichung —I" der Verlust der

stochastischen Variablen e® — e*~!' geringer ist als der entsprechende Gewinn ¢! — e

fiir ein symmetrisches, aber positives Ergebnis der Variablen Z.

Als Ergebnis dieser Darlegung kann nun die Eigenschaft, dass
E (eUS'(2n~At72(n71)-At)) — e%"%'At

genutzt werden, um den Erwartungswert in Gleichung (4.3) wie folgt zu berechnen:

By — L (S olns-bot)arsbozar
(Ta) - T Ze .
n=1
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Abbildung 4.1: Konvexitiatskorrektur

Abbildung 4.1 zeigt die Werte der lognormalverteilten Variablen e? als Funktion der normalverteilten
Variablen Z.

Die Gleichung kann unter Beachtung der eingefithrten Notation fiir die Linge At einer

Subperiode wie folgt umgeformt werden:

E(r.) = ; (ieﬂsm —~ 1)

_ ]TV (ersst 1)
etsAt _
St

Aus der Gleichung lasst sich schlussfolgern, dass der Schéatzer 7, von der Lange At der
Subperiode abhdngt und E (7,) fir eine Subperiodenliange At > 0 nicht der erwarteten
diskreten Rendite ug entspricht. Mithilfe der Regel von de I’'Hospital® kann gezeigt

3vgl. Taylor (1952), S. 20 f.
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werden, dass fiir eine infinitesimale Teilperiodenlinge At gilt:*

. elu'S'At — 1
E(7,) = N At——>>0 us,

sodass T, einen unverzerrten Schétzer von ug fiir ein unendlich kleines Zeitintervall der
Lange At darstellt. Dieses Ergebnis steht im Gegensatz zu Resultat 3, demzufolge das
arithmetische Mittel der logarithmierten Renditen einen unverzerrten Schatzer der er-
warteten logarithmierten Rendite j4,4s unabhéngig von der Lénge At der betrachteten

Teilperioden darstellt. Dieses Ergebnis ist im folgenden Resultat zusammengefasst:

Resultat 5 (Eigenschaften des arithmetischen Mittels diskreter Renditen)
Der Schitzer fir das linear annualisierte arithmetische Mittel diskreter Renditen ent-
spricht im Grenzfall der annualisierten erwarteten diskreten Rendite ps, wenn die Linge
At der Subperioden gegen null geht:

Ty — .
aAt—>0 fs

Zur Veranschaulichung der theoretischen Ergebnisse soll erneut ein Zahlenbeispiel her-
angezogen werden. Tabelle 4.1 zeigt dazu Schéitzer, die auf Basis unterschiedlicher Fre-
quenzen aus der Zeitreihe des DAX Performance Index bestimmt werden. Beriicksichtigt
werden dabei tégliche, wochentliche, monatliche und jahrliche Schlusskurse. Es wird er-
neut von einer Anzahl von 240 Handelstagen pro Jahr ausgegangen. Durch Abweichen
von der typischen Konvention von 250 oder 252 Handelstagen pro Jahr folgt, dass ein

Monat vier Wochen mit je fiinf Handelstagen pro Woche umfasst.

Das annualisierte geometrische Mittel 7y, ist unabhangig von der Frequenz der beobach-
teten Renditen und weist einen Wert von 7,40 % auf. Das arithmetische Mittel logarith-
mierter Renditen fijo4s, das mit der logarithmierten Darstellung des geometrischen Mit-
tels iibereinstimmt, betrdagt 7,13 %. Wie die theoretische Analyse gezeigt hat, existieren

zwei Moglichkeiten zur Schatzung der erwarteten diskreten Rendite g — zum einen auf

4Unter Anwendung der Regel von de I'Hospital kénnen die Ableitungen der Terme im Zéhler und im
Nenner wie folgt geschrieben werden:

us - e,uS'At
lim ———
At—0 1
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Tabelle 4.1: Schatzer fiir verschiedene Frequenzen

Tabelle 4.1 zeigt Schdtzer fiir unterschiedliche Frequenzen auf Basis der Schlusskurse des DAX Perfor-
mance Index von August 1988 bis Dezember 2019. Es werden tigliche, wéchentliche, monatliche und jdhr-
liche Preisfrequenzen beriicksichtigt. Per Annahme besteht ein Jahr aus 240 Handelstagen, woraus folgt,
dass ein Jahr 48 Wochen mit finf Handelstagen pro Woche umfasst. 7, bezeichnet das arithmetische
Mittel der diskreten Renditen. Der Schatzer der erwarteten Rendite fis wird gemdf§ Gleichung (3.12) als
s = Hiogs + %6’% berechnet, wobei 3% die Varianz der logarithmierten Renditen p.a. bezeichnet. Die
Abweichung bezieht sich auf die Differenz zwischen 7o und [is und wird in Basispunkten angegeben. T e,
bezeichnet das geometrische Mittel diskreter Renditen und [oqs ist die geschitzte erwartete logarithmier-
te Rendite, die sich aus dem arithmetischen Mittel der logarithmierten Renditen gemdfi Gleichung (3.13)
berechnet. Der Schdtzer ist dquivalent zur logarithmierten Darstellung des geometrischen Mittels Tiog-geo-

Abweichung
Tq s (Basispunkte) Tgeo Filogs 7%
Téagliche Preise 9,3694 % 19,3704 % —0,10 7,3955 % 7,1348 % 44712 %
Wochentliche Preise  9,3910 % 9,3960 % -0,49 7,3955 % 7,1348 % 4,5223 %
Monatliche Preise  9,3386 %  9,3640 % —9254 7.3955 % 71348 % 4,2141 %
Jahrliche Preise 9,6906 % 9,5007 % 18,99 7,3955 % 7,1348 % 4,4984 %

Basis diskreter und zum anderen auf Basis logarithmierter Renditen. Der aus dem arith-
metischen Mittel 7, diskreter Renditen abgeleitete Schatzer wird dabei mit dem Schétzer
fis = [iogs + %8?9 auf Grundlage logarithmierter Renditen aus Gleichung (3.12) verglichen.
Wéhrend fij,gs unabhangig von der Schétzfrequenz ist, héingt der Schatzer der Varianz
5% der logarithmierten Renditen von der zugrunde gelegten Frequenz ab. Die Werte des
Schétzers fiir die erwartete diskrete Rendite fig liegen dabei zwischen 9,36 % und 9,50 %
fiir die beriicksichtigten Frequenzen. Bei der Verwendung des arithmetischen Mittels 7,
diskreter Renditen zur Schatzung von ug variieren die entsprechenden Werte zwischen
9,34 % und 9,69 %.

Die resultierenden Abweichungen zwischen den Werten beider Anséatze zur Herleitung der
erwarteten diskreten Rendite pg sind zusatzlich in Tabelle 4.1 dargestellt. Werden die
Schatzungen auf der Grundlage von Tagespreisen vorgenommen, so ergibt sich eine mar-
ginale Abweichung von deutlich weniger als einem Basispunkt. Die Ungenauigkeit steigt
mit der Lange At der betrachteten Teilperioden. Auf Grundlage jéhrlicher Kursdaten wird
eine hohe Abweichung von 19 Basispunkten erreicht. Es folgt, dass die Schatzung von pg
unbedingt auf Daten mit hoherer Frequenz, vorzugsweise auf Tagespreisen, beruhen sollte.

In diesem Fall stimmen 7, und jig fiir praktische Zwecke tiberein.



Kapitel 5

Der korrekte Diskontsatz

Mit den Erkenntnissen aus den vorherigen Kapiteln, die das Verhaltnis sowohl der
erwarteten diskreten Rendite pg als auch der erwarteten logarithmierten Rendite po4s
zu den typischen Berechnungsmethoden der Durchschnittsrendite zeigen, werden in
den folgenden Kapiteln nun konkrete Anwendungsfille betrachtet. Im vorliegenden
Kapitel wird die geforderte Rendite von Investoren hergeleitet, die zur angemessenen
Diskontierung der erwarteten Preise von Vermogenswerten oder der erwarteten Zahlungs-
strome verwendet wird, um den fairen Wert von Vermogenswerten zu bestimmen. In der
Praxis geht es um die Frage, ob die erwartete diskrete Rendite pg (approximiert durch
das arithmetische Mittel 7, der diskreten Renditen) oder die erwartete logarithmierte
Rendite pyo4s (approximiert durch das geometrische Mittel 7y, der diskreten Renditen)
dem korrekten Diskontsatz entspricht. Geméafi der (einperiodigen) DCF-Bewertung
muss der Barwert S;, den erwarteten Zahlungsstromen E (Sr) entsprechen, die mit
dem zugehorigen (stetigen) Diskontsatz y abgezinst werden. Dies ldsst sich wie folgt

ausdricken:

Sy = e VT E(Sr). (5.1)

Gleichung (5.1) kann nun nach y gelost werden, sodass der Diskontsatz wie folgt

ausgedriickt werden kann:
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Setzt man den aus der geometrischen Brownschen Bewegung resultierenden Vermégens-

preis zum Zeitpunkt 7" aus Gleichung (3.8) fiir S7 ein, erhélt man:

L (B( i)

- — .
y=r S, ’

wobei sich die Gleichung nach Berechnung des Erwartungswertes unter Berticksichtigung

der Varianzkorrektur geméf Formel (4.4) wie folgt schreiben und vereinfachen lasst:

y = ; I (elmeos+378) T

1

= HiogS + 502 = Hs-

Es folgt, dass das arithmetische Mittel 7, der diskreten Renditen, das fiir kurze Subpe-
rioden mit Lange At (beispielsweise einem Tag) gegen ug konvergiert, den geeigneten
Diskontsatz darstellt und nicht das geometrische Mittel 7y.,, das eng mit der erwarteten
logarithmierten Rendite ji,45 verwandt ist. Das Ergebnis lasst sich wie folgt zusammen-

fassen:

Resultat 6 (Der korrekte Diskontsatz) Die annualisierte erwartete diskrete Rendite
is ist die geforderte Rendite von Investoren und stellt den korrekten Zinssatz dar, der
zum Diskontieren, beispielsweise von erwarteten Zahlungsstromen zur Bestimmung des

fairen Wertes von Vermogenswerten, zu verwenden ist.

Wird félschlicherweise die erwartete logarithmierte Rendite p045 als Diskontsatz — ohne
die erforderliche Varianzkorrektur — verwendet, so wird der resultierende Vermdogenspreis
Sy, Uberschéatzt. Um die Auswirkungen auf die Bewertung abzuschitzen, wird das
folgende Zahlenbeispiel herangezogen: Es wird ein ewiger Zahlungsstrom in Hohe von
100 Euro pro Jahr unterstellt. Der entsprechende Barwert PV, des unendlichen Stroms
erwarteter Zahlungen wird durch Diskontierung der Zahlungen mit dem kontinuierlichen
Zinssatz y bestimmt. Der Barwert des ewigen Zahlungsstroms mit ¢y = 0 schreibt sich

wie folgt:

PV, = | — dt

. eyt T—oo Y

7 100 100
/ ., =
t
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Zur Veranschaulichung der Bewertungsunterschiede bei Verwendung des inkorrekten
Diskontsatzes wird der Barwert des Zahlungsstroms sowohl auf Basis der annualisierten
erwarteten diskreten Rendite pg als auch der logarithmierten Rendite j1045 bestimmt. Als
Werte fiir die beiden erwarteten Renditen werden die Parameter des DAX Performance
Index aus dem vorherigen Beispiel in Tabelle 4.1 herangezogen. Mit dem Schétzer [ig
der annualisierten erwarteten diskreten Rendite als Diskontsatz y wird der korrekte Wert

PV, wie folgt berechnet:

100
PV, = ——_ —1.067.
° 937 %

Der fehlerhafte Preis PV} unter Anwendung von fi;.ys als Diskontsatz y ist gegeben durch:

100

PV, =
o 713 %

= 1.402.

Die Differenz zwischen dem korrekten und dem unzutreffenden Diskontsatz von ca. 2 Pro-
zentpunkten fithrt zu einer Bewertungsdifferenz von 335 Euro, was einem prozentualen
Unterschied von rund 31 % entspricht. Das Ergebnis zeigt, dass die Anwendung der erwar-
teten logarithmierten Rendite 10,5 beziehungsweise des eng verwandten geometrischen
Mittels Tgeo, zu erheblich nach oben verzerrten Vermogenspreisen im Rahmen der DCF-

Bewertung fiihrt.

Mit Blick auf das DAX Rendite-Dreieck des Deutschen Aktieninstituts®, das den geo-
metrischen Mittelwert 7y, tiber verschiedene Anlagehorizonte ausweist, zeigt sich nun,
dass T4, sowohl zu Diskontierungszwecken sowie als Indikator fiir die zukiinftige erwarte-
te Performance irrefiihrend ist: Erstens wiirden die angegebenen Grofien hinsichtlich der
DCF-Bewertung zu niedrige geforderte Renditen implizieren, um die Preise fiir die gege-
benen Erwartungen zu rechtfertigen. Zweitens ist die durchschnittliche Rendite, die ein
Investor erzielt, unter Performancegesichtspunkten E (S7) = S, - €57 und damit hoher
als die erwartete logarithmierte Rendite fu,49 bezichungsweise das geometrische Mittel

Tgeo, die mit der Varianzkorrektur korrigiert werden missen.

Svgl. Deutsches Aktieninstitut (2022).



Kapitel 6

Capital Asset Pricing Model

In diesem Kapitel wird die prominente CAPM-Bezichung hergeleitet, wobei das Haupt-
augenmerk wie bereits im vorherigen Kapitel auf der zugrunde liegenden Definition der
erwarteten Rendite liegt. Diese Herleitung geht der Frage nach, ob sich die bedeutende
Renditebeziehung des CAPM auf die erwartete diskrete Rendite eines Vermogenswertes
ps und des Marktportfolios pp; oder auf die erwarteten logarithmierten Renditen o4

und fyogns stiitzt.

In der Praxis gibt es Verfechter beider Ansichten. Damodaran (2013) vertritt die An-
sicht, dass zumindest in der Unternehmensfinanzierung und -bewertung das Argument fiir
die Verwendung geometrischer Durchschnittspramien als Schétzer stark sei (Damodaran,
2013, S. 367). Ahnlich vertreten Koller et al. (2015) die Auffassung, dass das arithmetische
Mittel diskreter Renditen zu einer nach oben verzerrten Marktrisikopréamie fithre. Beide
Publikationen beziehen sich dabei auf die Schatzung der jahrlichen erwarteten Rendite fiir
mehrjahrige Zeitraume. Unter der Annahme, dass die jahrliche erwartete Rendite nicht
bekannt sei und Aktienrenditen eine negative Autokorrelation aufweisen, schlussfolgern
die Autoren, dass die Marktrisikopramie in einem Bereich zwischen dem arithmetischen
und dem geometrischen Mittel liege. Demgegeniiber stehen Vertreter, die das arithme-
tische Mittel diskreter Renditen fiir die richtige Schétzung halten. Brealey et al. (2011)
sind der Auffassung, dass arithmetische und nicht geometrische Durchschnittsrenditen
verwendet werden sollten, wenn die Kapitalkosten aus historischen Renditen oder Risi-
kopramien geschitzt werden (Brealey et al., 2011, S. 159). Dariiber hinaus argumentiert

Cooper (1996), dass das arithmetische Mittel dem korrekten Diskontsatz beispielsweise
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zur Unternechmensbewertung nur dann entspreche, wenn die wahre erwartete Rendite be-
kannt sei und keiner Schétzung zugrunde liege und andernfalls einen nach unten verzerrten
Schétzer darstelle. Um fiir entsprechend nach oben verzerrte Bewertungen im Rahmen ei-
ner DCF-Analyse zu korrigieren, schlagen Breuer et al. (2014) vor, zwar das arithmetische
Mittel diskreter Renditen zu verwenden — zur Bestimmung des Endwertes allerdings keine
ewigen (wachsenden) Zahlungsstrome zu unterstellen, sondern lediglich dreiflig bis funfzig

Perioden zu berticksichtigen (Breuer et al., 2014, S. 570).

In der Praxis ist zu beobachten, dass zur Herleitung der Marktrisikoprdamie héufig ein
Proxy fiir die erwartete Marktrendite verwendet wird, der unterhalb des arithmetischen
Mittels der diskreten Renditen liegt. Der Fachausschuss fiir Unternehmensbewertung und
Betriebswirtschaft (FAUB) des Instituts der Wirtschaftspriifer (IDW) schligt in Uberein-
stimmung mit Stehle (2004) einen festen Abschlag auf die empirisch geschétzte erwartete
Rendite diskreter Renditen vor. Das IDW verdffentlicht regelméfliig eine empfohlene
Bandbreite von geeigneten Werten fiir die entsprechend ermittelte Marktrisikopramie
(Institut der Wirtschaftsprifer, 2019). Eine Studie von KPMG (2019) zeigt, dass die
von deutschen Unternehmen in der Praxis verwendete Marktrisikopramie innerhalb
der vorgegebenen Bandbreite des IDW und somit zwischen den Schétzungen fiir die

erwarteten diskreten und erwarteten logarithmierten Renditen liegt.

6.1 Beweis des CAPM

Fir den Beweis des CAPM mitsamt expliziter Herleitung der korrekten erwarteten Ren-
ditedefinition innerhalb des Modells wird ein konsumbasiertes Framework verwendet, das
dem von Huang und Litzenberger (1988) und Cochrane (2009) dhnelt. Es wird eine ein-
periodige reine Tauschwirtschaft mit den Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢ = 1 betrachtet. Zu
beiden Zeitpunkten existieren Einheiten eines einzigen verderblichen Konsumguts. Fir
eine gegebene Gesamtausstattung des Guts wihlen die Individuen in der Okonomie ihren
optimalen Konsum zum Zeitpunkt ¢ = 0 und zustandsabhéngige Konsumanspriiche fiir

den Zeitpunkt t = 1.

Die Okonomie ist dariiber hinaus durch Unsicherheit tiber den Zustand der Okonomie zum
Zeitpunkt ¢t = 1 gekennzeichnet. Individuen verfiigen dabei {iber eine homogene Wahr-

scheinlichkeitsabschétzung fiir das Auftreten eines Zustands w aller moglichen Zusténde
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Q) im Zeitpunkt ¢t = 1, die als m,, bezeichnet wird. Aulerdem wird von einer zeit-additiven
und zustandsunabhéngigen Nutzenfunktion ausgegangen, die mit dem Konsum steigt und
streng konkav ist. Diesen Kriterien entsprechend wird fiir die Individuen im Folgenden
eine logarithmierte Nutzenfunktion herangezogen. In der Wettbewerbstkonomie kann des
Weiteren ein repréasentativer Agent fiir Bewertungszwecke herangezogen werden, dessen
Ausstattung der Gesamtausstattung aller Individuen entspricht. Somit kann der lebens-

lange Nutzen des reprasentativen Agenten wie folgt

U(O(), Cw) = UO(C()) + (5 . ul(Cw)

= In(Cy) + 0 - In(C,) (6.1)

ausgedriickt werden, wobei Cj den aggregierten Konsum zum Zeitpunkt ¢ = 0 bezeichnet,
der exogen gegeben ist und durchgehend als Numeraire dient. C, bezeichnet den
aggregierten Konsum im Zustand w zum Zeitpunkt ¢ = 1. In Anlehnung an Cochrane
(2009) wird ein Diskontfaktor ¢ berticksichtigt, der die Ungeduld der Investoren abbildet.
Als prominentes Ergebnis folgt, dass der Preis ¢, zum Zeitpunkt ¢ = 0 einer zustandsab-
héngigen Forderung fiir eine Einheit des Konsums im Zustand w durch
Tty (Cy)
=0 —L 0 fiirwe

¢ up(Co) (62)
gegeben ist. Der Preis Sy eines Vermogenswertes zum Zeitpunkt ¢ = 0, mit der Zahlung
e*Sv im Zustand w zum Zeitpunkt ¢ = 1, ergibt sich dann aus dem gewichteten Durch-

schnitt der Zahlungen e”s» mit den entsprechenden Zustandspreisen ¢, als:

S(): Z ¢w€$Sw_ (63)

w € Q

Setzt man den Ausdruck fir ¢, aus Gleichung (6.2) in Gleichung (6.3) ein, so ergibt sich

die bekannte fundamentale Gleichung zur Bewertung von Vermogenswerten:

uy (C s
So=E (5 : %((CO))e ) , (6.4)

wobei C und S = % den aggregierten Konsum beziehungsweise die Auszahlung eines

Vermogenswertes zum Zeitpunkt ¢ = 1 bezeichnen.
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Fiir die betrachtete Volkswirtschaft entspricht der aggregierte Konsum C zam Zeitpunkt
t = 1 dem aggregierten Vermogen M. Die zufallsbedingte Auszahlung des Marktportfolios
zum Zeitpunkt ¢ = 1 wird als e™™ bezeichnet. Zusammenfassend lisst sich dies wie folgt

darstellen:

C=M=e™, (6.5)

Sowohl die Auszahlung des Marktportfolios M als auch die Auszahlung S des Vermo-
genswertes sind lognormalverteilt. Zy, = In(M) und Zg = In(S) sind dabei bivariat
normalverteilt mit Mittelwert E(Zy;) = 0y und E(Zg) = 6, Standardabweichung oy,
beziehungsweise og und Korrelation p. Es ist zu betonen, dass die Preisgleichung (6.4)
sowohl fiir kontinuierliche als auch fiir diskrete Zustande der beiden Zustandsvariablen T g

und 7, gilt.

Ziel ist es nun, das CAPM als Bezichung zwischen der erwarteten Uberrendite eines
Vermogenswertes und der des Marktportfolios Schritt fiir Schritt herzuleiten, um eine
Aussage tiiber die korrekte Definition der erwarteten Renditen im Rahmen des CAPM
treffen zu konnen. Die Herleitung basiert dabei bewusst auf der Verwendung von
logarithmierten Renditen. In einem ersten Schritt wird dazu ein Ausdruck fiir den
risikofreien Zinssatz in der beschriebenen Okonomie hergeleitet. Zu diesem Zweck wird
eine risikofreie Nullkuponanleihe betrachtet, die eine Einheit des Konsumguts zum
Zeitpunkt t = 1 in allen moglichen Zusténden der Welt zahlt, sodass ¢”/ = 1. Mithilfe der
Formel (6.4) zur Bewertung von Vermogenswerten und der beschriebenen Aquivalenz des
aggregierten Konsums zum Zeitpunkt ¢ = 1 und der Auszahlung des Marktportfolios aus

Gleichung (6.5) kann der Preis B der Nullkuponanleihe wie folgt ausgedriickt werden:

B:e_rfzd-E(ul(e ") -1),

up(Co)

wobei 7 den stetigen risikofreien Zinssatz bezeichnet. Setzt man nun die ersten Ablei-

tungen der gegebenen Nutzenfunktion aus Gleichung (6.1) ein, so ergibt sich:

1 e;ZM
o= 5.1@({/0 )

— 5. Cpy-E(e™™).
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GeméB Gleichung (4.4) folgt aus dem Erwartungswert des lognormalverteilten Payoffs

des Marktportfolios, dass

1
e =8-Cp-e Mt

Durch Umformung lasst sich der risikofreie Zinssatz wie folgt ausdriicken:

1
ry = —In(d) —In(Cy) + O — 5012\4. (6.6)

Mit dem Ausdruck fiir den risikofreien (logarithmierten) Zinssatz wird im néchsten
Schritt die logarithmierte Rendite des Marktportfolios hergeleitet, um so den Ausdruck
fiir die erwartete Uberrendite des Marktportfolios ableiten zu kénnen. Gleichung (6.4)

entsprechend ist der Preis des Marktportfolios My zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch

R (uuem )

up(Co)

gegeben, was sich zu dem Ausdruck

My=46-Cp (6.7)

vereinfachen ldsst. Der Preis § - Cy des Marktportfolios zum Zeitpunkt ¢ = 0 kann als der
Konsum zum Zeitpunkt ¢ = 0 interpretiert werden, auf den verzichtet werden muss, um
zum Zeitpunkt ¢ = 1 alle zur Verfiigung stehenden Einheiten des Konsumguts konsumieren

zu konnen.

Die Gleichung (6.7) kann nun verwendet werden, um einen Ausdruck fiir die logarith-
mierte Rendite des Marktportfolios herzuleiten, die mit 7 17 bezeichnet wird. Die Rendite

von Zeitpunkt ¢ = 0 bis Zeitpunkt ¢ = 1 lautet

o M
Téwg == ln (]\4_())
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und kann durch Einsetzen des Preises M, des Marktportfolios als

o egM
i =In (5.00)

= Fyr — In(C) — In(5) (6.8)

geschrieben werden.

Die erwartete Uberrendite des Marktportfolios E (?ﬁ&g ) — ry, die sich aus Gleichung (6.8)
und Gleichung (6.6) ergibt, kann wie folgt ausgedriickt werden:

~log _ ~ 1 2
E (TM) —rp = E(Zy) — In(Co) — In(d) — (—ln(é) —In(Co) + Oy — 20M> :

Unter Beriicksichtigung, dass E(Zy;) = 0y, vereinfacht sich die erwartete Uberrendite
des Marktes zu

E ('FJJ\‘}g) —ry= ;(7%4. (6.9)

In einem néchsten Schritt kann die erwartete (logarithmierte) Uberrendite eines Vermo-
genswertes hergeleitet werden. Analog zum Marktportfolio kann zunéchst der Preis des
Vermogenswertes zum Zeitpunkt ¢ = 0 mithilfe der Gleichung (6.4) wie folgt geschrieben

und vereinfacht werden:

=05-Cy-E (7). (6.10)

Da der Exponentialterm auf der rechten Seite lognormalverteilt ist, kann durch Be-
rechnung des Erwartungswertes unter Beriicksichtigung der Korrelation p zwischen den

Renditen des Vermogenswertes und des Marktportfolios der Preis des Vermogenswertes
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aus Gleichung (6.10) folgendermafen geschrieben werden:5

So = 8- Cy- s Outzotiol—osonp,

Die logarithmierte Rendite 77?5?9 des Vermogenswertes von Zeitpunkt ¢ = 0 bis Zeitpunkt

t = 1 kann mithilfe des Ausdrucks fiir den Preis des Vermogenswertes S, als

Ts
'Fls?g = ln (;)

e”s
=In T
6 . CO . 605_9A1+§0'5+§01\,1_0'S'UM'p

geschrieben und zu dem Ausdruck

~lo - 1 1
729 = —In(6) — In(Cy) + Eg — Og + Oy — 50?9 - 5012\4 +os-oNcp

umgeformt werden. Die erwartete logarithmierte Rendite des Vermogenswertes liest sich

dann wie folgt:

1o 1 1
E (7’159) = —In(0) — In(Coy) + Opr — 50% - 50@ +0g-0M P (6.11)

Unter Verwendung der Gleichung (6.11) und des Ausdrucks fiir den risikofreien Zinssatz
aus Gleichung (6.6) kann die erwartete Uberrendite des Vermogenswertes durch die

folgende Bedingung ausgedriickt werden:

o 1
E(’f’lsg) —Tf:—50§+US‘UM'P- (6.12)

Die prominente Beziehung des CAPM zwischen der erwarteten Uberrendite eines

Vermogenswertes und der des Marktportfolios kann nun mit den zuvor hergeleiteten

6GemiB Gleichung (4.4) kann der Erwartungswert von e#1~22 bei normalverteilten Variablen Z;

und Zs mit Mittelwert a; und ay, Standardabweichung b; beziehungsweise by und Korrelation p wie
folgt bestimmt werden:

]E(ezl—zz) _ eJE(eZI*ZZ)Jr%Var(Zl—Zz)
_ e]E(Zl)—HE(—Zg)-i-%(Var(Z1)+Var(—Z2)+2»Cov(Z1,—Zg))

— eal—a2+%bf+%b§—b1~b2~p_
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Gleichungen formuliert werden. Dazu wird zundchst die erwartete Uberrendite des
Marktportfolios aus Gleichung (6.9) um %aﬁ/[ erweitert und die des Vermogenswertes aus
Gleichung (6.12) umgestellt, sodass sich beide Formeln wie folgt schreiben:
E (7“"'[]\‘}9) + laﬂ —r; =03,
2
]E(?log)+1cr2 —Tf =05-0Mp-p

Durch Division beider Gleichungen und nach Umstellung ergibt sich der Zusammenhang;:

E (ngog) + ;Ué —rp= gs oM P .00]2\]4\4 i (]E ('FJ]\‘ZIQ) + ;afw — rf>

= B . (]E (ﬁ}g) + ;0]2\4 — rf> ,

wobei die bekannte Definition fiir den Beta-Faktor f = S5 genutzt werden kann.
M

Fiihrt man die aus den vorherigen Kapiteln vertraute Schreibweise fiir die erwartete

logarithmierte Rendite p,4s eines Vermogenswertes beziehungsweise fyoqn des Markt-

portfolios ein, so ergibt sich die grundlegende Bezichung;:

1 2 1 2
Hiogs =+ 575 =11 + 8- (MlogM + 5M ~ 'f’f) : (6.13)

Mithilfe des Verhéltnisses zwischen der erwarteten diskreten und logarithmierten Rendite,
zusammengefasst in Resultat 2, kann beziiglich der Renditebeziehung des CAPM das
Folgende festgehalten werden:

Resultat 7 (Renditebeziehung im CAPM) Das CAPM beschreibt die Beziehung
zwischen der erwarteten diskreten Rendite pug eines Vermadgenswertes und der erwarteten

diskreten Rendite pyr des Marktportfolios als:

ps=rp+ B (pa —ry).

Wenn die erwarteten logarithmierten Renditen [uogs oder puognr, das heifit das arithme-
tische Mittel der logarithmierten Renditen oder das eng verwandte geometrische Mittel,
verwendet werden, miissen die jeweiligen Varianzkorrekturen berticksichtigt werden, um

die erwarteten Renditen gemdfl Gleichung (6.13) anzupassen.
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6.2 Analyse potenzieller Fehler

Im Folgenden werden zwei typische Fehler und ihre Auswirkungen néher betrachtet,
die bei der Verwendung des CAPM in der Praxis auftreten konnen. Zu diesem Zweck
werden sowohl die Varianz des Marktportfolios 0%, als auch des Vermogenswertes 0%,
die erwartete logarithmierte Rendite des Marktes 1,437 und der risikofreie Zinssatz ry
als gegeben angenommen. Ferner wird davon ausgegangen, dass die Sensitivitdt der
Renditen des Vermogenswertes beziiglich der Renditen des Marktportfolios durch [
korrekt geschétzt wurde. Die Grofie des resultierenden Fehlers soll in Abhéngigkeit von

der Art des Fehlers und den Parametern des CAPM quantifiziert werden.

6.2.1 Bestimmung der erwarteten diskreten Rendite

Der erste betrachtete Fehler kann bei der Ermittlung des korrekten Diskontsatzes — die
erwartete diskrete Rendite pg — mithilfe des CAPM beispielsweise zur Schétzung der Ei-
genkapitalkosten eines Unternehmens als Bestandteil der gewichteten durchschnittlichen
Kapitalkosten (weighted average cost of capital, WACC) auftreten. Zur Bestimmung des
korrekten Diskontsatzes pg wird nun aber statt der erwarteten diskreten Rendite des
Marktes pups félschlicherweise die erwartete logarithmierte Rendite jio90s verwendet, um
die Marktrisikopramie zu schétzen. Dieser Fehler tritt in dhnlicher Form auf, wenn das
geometrische Mittel 7,4.,, das in enger Beziehung zur erwarteten logarithmierten Rendi-
te fogs steht, fir das richtige Mafl zur Herleitung der Marktrisikopramie gehalten wird.
Da, wie zu Beginn dieses Kapitels diskutiert, das arithmetische Mittel diskreter Rendi-
ten haufig als zu hoch im Vergleich zum geometrischen Mittel eingeschétzt wird, um die
Marktrisikopréamie korrekt widerzuspiegeln, ist diese Fehlerart in der Praxis regelméfig
zu beobachten (KPMG, 2019).

Die Grofle des resultierenden Fehlers wird aus dem Vergleich des korrekten Diskontsatzes
ps mit dem irrtiimlich erhaltenen Diskontsatz g abgeleitet. In Anlehnung an Gleichung
(6.13) kann die korrekte Renditebeziehung des CAPM als

1 2
ps =7+ [ (MlogM+20M—Tf> (6.14)

geschrieben werden, in der die erwartete logarithmierte Rendite fi,40s korrekterweise mit

der Varianzkorrektur angepasst wird. Das fehlerhafte Modell fiir den Diskontsatz, das die
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erforderliche Varianzkorrektur nicht berticksichtigt, liest sich wie folgt:

ps =15+ B+ (ogrs —7p) .- (6.15)

Durch Subtraktion der Gleichung (6.14) von Gleichung (6.15) erhdlt man den Ausdruck
fiir die Grofle des begangenen Fehlers:
1
s — phs = —f - 5012\/1-
Beruht die Schiatzung der Marktrisikopramie auf dem arithmetischen Mittel logarithmier-
ter Renditen 14043, ohne die erforderliche Varianzkorrektur, so ist der resultierende falsche
Diskontsatz pg kleiner als der zutreffende Diskontsatz pg fiir 5 > 0. Bei gegebener Vo-

latilitat des Marktportfolios steigt der Wert des Fehlers mit der Grofle des geschétzten

Beta-Faktors an.

Mit dem DAX Performance Index als Proxy fiir das Marktportfolio kann die Grélenord-
nung des Fehlers abgeschatzt werden. Aus Abschnitt 3.1 ist bekannt, dass die jahrliche
Volatilitit o5, der entsprechenden Zeitreihe 21,15 % betragt. Fur B = 1,5 fithrt dies
zu einer Unterschétzung des korrekten Diskontsatzes von 3,36 Prozentpunkten. Die
Verwendung dieses inkorrekten Diskontsatzes im Rahmen der DCF-Methode fiihrt daher

dazu, den Unternehmenswert (substanziell) zu tiberschitzen.

6.2.2 Bestimmung der erwarteten logarithmierten Rendite

Der zweite beriicksichtigte Fehler bezieht sich auf den Fall, dass das CAPM félschli-
cherweise als eine Beziehung zwischen erwarteten logarithmierten Renditen, p;,,s und
Hiogrr, anstatt der korrekten Beziehung zwischen erwarteten diskreten Renditen, pg
und pps, betrachtet wird mit dem Ziel, die erwartete logarithmierte Rendite 045 des
Vermégenswertes zu schéitzen. Die falsche erwartete logarithmierte Rendite wird als 1,,¢

bezeichnet und die unzutreffende Beziehung liest sich wie folgt:

:ugogS =Tr + 6 ’ (MlogM - Tf) ) (616)
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wahrend die korrekte CAPM-Beziehung fiir die erwartete logarithmierte Rendite fi045
aus Gleichung (6.13) folgt und lautet:

L, L,

Mogs =Tf+ [ - (MZOgM T 50m — 7"f> — 505 (6.17)

2 2
Subtrahiert man die Gleichung (6.17) von der Gleichung (6.16), so kann die Dimension
des begangenen Fehlers quantifiziert werden:

/ 1 2 2
Hiogs — Hiogs = 5 (US —B- UM) :

Um die Differenz néiher zu analysieren, kann die Gesamtvarianz 0% des Vermogenswertes

in die systematische Varianz %-02, und in die idiosynkratische Varianz o2 zerlegt werden

gemaf:

0§ =0y + ol (6.18)

Mithilfe der Zerlegung aus Gleichung (6.18) lasst sich der Fehler wie folgt darstellen:

1
:U’EogS_/”LlOgS = 5 (0-52_’_6 (6_ 1) 0-]2\/[> :

Die Grofle des Fehlers steigt demnach mit der idiosynkratischen Volatilitdt o, ceteris
paribus. Die quadratische Funktion pj,,s — fliogs in 8 hat ihr Minimum bei § = % mit

einem Wert des Fehlers von (03 — iaﬂ). Fir 8 = 0 und 3 = 1 entspricht der Fehler

%af und nimmt mit steigendem 3 weiter zu.

Abbildung 6.1 veranschaulicht die Grofle des Fehlers, wenn erneut der DAX Performance
Index als Marktportfolio mit &), = 21,15 % unterstellt wird, als Funktion von § fir drei
unterschiedliche Auspragungen des idiosynkratischen Risikos o.. Die Abbildung zeigt, dass
der Fehler bei geringem idiosynkratischen Risiko negativ sein kann. Der maximale negative
Fehler fir o = 0 % und 8 = 1 entspricht —}o3, und belduft sich in dem gegebenen
Beispiel auf etwa —55 Basispunkte. Ein positiver Fehler liegt in diesem konkreten Fall fiir

B > 1 vor.

Da die idiosynkratische Volatilitdt o. von Aktien jedoch typischerweise gleich oder grofier
als die Volatilitat o,; des Marktes ist, ist in der Regel ein positiver Fehler zu erwarten.

Daher wird die erwartete logarithmierte Rendite 14045 eines Vermogenswertes tiberschatzt,
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Abbildung 6.1: Gréfle des Fehlers p;, ¢ — fiogs in Abhéngigkeit von 3

Abbildung 6.1 veranschaulicht die Griofle des Fehlers M;ogS — ogs der erwarteten logarithmierten
Rendite, der resultiert, wenn das CAPM als Beziehung zwischen erwarteten logarithmierten Renditen
betrachtet wird. Dieser Fehler wird als Funktion von [ und fir vier Auspragungen des idiosynkratischen
Risikos o, dargestellt. Die Standardabweichung der Renditen des Marktportfolios op entspricht 21,15 %
und die des Vermaogenswertes s wird mit 50 % angenommen. Die Korrelation zwischen den Renditen
des Marktes und des Vermogenswertes ist 0,40. Der Fehler wird in Prozentpunkten ausgedriickt.
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wenn das CAPM als eine Beziehung zwischen erwarteten logarithmierten Renditen gese-
hen wird. Motiviert durch einen speziellen, aber nicht unrealistischen Fall einer Korrelation
von 0,40 zwischen den Renditen des Marktes und eines Vermogenswertes und einer Vola-
tilitdt og von 50 % ergibt sich eine idiosynkratische Volatilitat o, von etwa 45 %. Diese
Parameterangabe wird als das Maximum in Abbildung 6.1 betrachtet. Bei hohen Werten
des idiosynkratischen Risikos zeigt sich, dass der Fehler Werte von mehr als 10 Prozent-
punkten erreichen kann und die erwartete logarithmierte Rendite des Vermogenswertes

somit deutlich uberschatzt wird.



Kapitel 7

Basisinformationsblatter

7.1 Hintergrund

Im Zusammenhang mit der am 01.01.2018 in Kraft getretenen EU-Verordnung Nr.
1286/2014 iiber Basisinformationsblatter (BIBs) des Européaischen Parlaments und des
Rates” kann ein weiteres Beispiel fiir eine fehlerhafte Verwendung erwarteter Renditen
angefithrt werden. Geméf3 dieser Verordnung sind die Emittenten von verpackten An-
lageprodukten fiir Kleinanleger und Versicherungsanlageprodukten (packaged retail and
insurance-based investments products, PRIIPs) verpflichtet, einheitliche Basisinformati-
onsblatter fiir diese Produkte zu erstellen. Die PRIIP-Verordnung regelt zusammen mit
der Delegierten Verordnung (EU) 2017/653 der Européischen Kommission vom 08.03.2017
die Inhalte und Methodik fiir die Berechnung der im Basisinformationsblatt erforderlichen
Angaben.® Diese Vorgaben werden als technische Regulierungsstandards (regulatory tech-
nical standards, RTS) bezeichnet. Mit der am 01.01.2023 in Kraft getretenen Delegierten
Verordnung (EU) 2021/2268 vom 06.09.2021 wurden die urspriinglichen technischen Regu-
lierungsstandards modifiziert.” Der im Folgenden aufgezeigte methodische Fehler bezieht

sich auf die technischen Regulierungsstandards vom 08.03.2017.

Ziel der gesetzlichen Vorgaben ist die Schaffung eines gemeinsamen Standards fiir Pro-

duktinformationen, der Kleinanlegern eine Basis bieten soll, Produktcharakteristika zu

"EU-Verordnung Nr. 1286/2014 vom 26.11.2014, Amtsblatt EU L 352.
8Delegierte Verordnung (EU) 2017/653 vom 08.03.2017, Amtsblatt EU L 100.
9Delegierte Verordnung (EU) 2021/2268 vom 06.09.2021, Amtsblatt EU L 455.
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verstehen und verschiedene Produkte miteinander vergleichen zu kénnen (Bundesanstalt
fir Finanzdienstleistungsaufsicht, 2017). Solche PRIIP-Basisinformationsblatter charak-
terisieren die Produkte zum einen hinsichtlich ihres Markt- und Kreditrisikos, das durch
den Risikoindikator (summary risk indicator, SRI) zusammengefasst wird. Zum ande-
ren werden neben den Kosten des Produkts die Performanceszenarien ausgewiesen, die
mogliche Auszahlungen des Produkts unter Beriicksichtigung einer Investition von 10.000
Euro abhéngig von zugrunde gelegten kiinftigen Marktentwicklungen angeben. Diese Aus-
zahlungen werden zum Ende der empfohlenen Haltedauer (recommended holding period,

RHP) des Produkts sowie zu weiteren zwischenzeitlichen Zeitpunkten ausgewiesen.

Generell schreibt die Verordnung dabei vor, die Berechnung des Risikoindikators und
der Werte der Performanceszenarien auf logarithmierte Renditen zu stiitzen!®, sodass
infolgedessen auf das arithmetische Mittel ji,45 logarithmierter Renditen zuriickgegriffen
wird. Die Angemessenheit der angewandten Definition der erwarteten Rendite mit den
daraus resultierenden Konsequenzen fiir die in den Basisinformationsblattern dargestell-
ten Kennzahlen wird im Folgenden diskutiert. Auf Grundlage der Ergebnisse aus den
vorangegangenen Kapiteln wird der Fokus auf eine methodische Ungenauigkeit bei den
Performanceszenarien von Produkten der Kategorie 2 nach der PRIIP-Verordnung gelegt.
Zu den Produkten der zweiten Kategorie zdhlen Produkte, deren Auszahlungsprofile
linear sind, das heifit, die Wertentwicklung des Basiswertes eins zu eins (oder als ein

konstantes Vielfaches) abbilden.

7.2 Performanceszenarien

Nach der Verordnung sind Emittenten im Rahmen der Performanceszenarien verpflichtet,
die Werte und die entsprechenden Renditen eines Stressszenarios sowie eines pessi-
mistischen, moderaten und optimistischen Szenarios anzugeben. Das Stressszenario
findet im Folgenden keine Berticksichtigung, da geméfi der Verordnung eine erwartete
Rendite des Basiswertes von null unterstellt wird und somit fiir dieses Szenario kein
methodischer Fehler existiert. Die Werte der weiteren Szenarien werden auf Grundlage
von vorgegebenen Perzentilen der Standardnormalverteilung hergeleitet, die durch die

Approximation von Cornish und Fisher (1938) angepasst werden, um Abweichungen der

0Delegierte Verordnung (EU) 2017/653 vom 08.03.2017, Amtsblatt EU L 100.
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empirischen Verteilung von der Normalverteilung zu beriicksichtigen.!! Da die GroBe
des resultierenden methodischen Fehlers unabhéngig von der mithilfe der Anpassung
berticksichtigten Schiefe und Kurtosis der empirischen Verteilung ist, wird die Anwen-
dung der Cornish-Fisher-Erweiterung an dieser Stelle vernachlassigt. Die Werte fiir die
Performanceszenarien V' am Ende der empfohlenen Haltedauer 7' nach der Dele-
gierten Verordnung 2017/653 — angepasst an die eingefiihrte Notation der vorliegenden

Dissertation — werden wie folgt
VETS _ (mogs—30%) THosaaVT

bestimmt. Wéhrend sich die Parameter im Rahmen der PRIIP-Verordnung auf tégliche
Kennzahlen beziehen, wird die empfohlene Haltedauer 7' hier in Jahren ausgedriickt
und auch .45 sowie og stellen weiterhin annualisierte Kennzahlen dar. Die Berechnung
dieser Parameter basiert dabei, wie in der PRIIP-Verordnung vorgeschrieben, auf
taglichen logarithmierten Renditen. Des Weiteren bezeichnet x, das a-Perzentil der

Standardnormalverteilung:

Ty = (13_1(04),

wobei @(-) die kumulative Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsva-
riable bezeichnet. Fiir die jeweils betrachteten Performanceszenarien wird das zehnte,

fiinfzigste und neunzigste Perzentil der Standardnormalverteilung herangezogen.

Um den methodischen Fehler im Rahmen der RTS aufzuzeigen, wird in der folgenden
Herleitung beispielhaft das moderate Szenario betrachtet, wobei die Erkenntnisse auf
das pessimistische und optimistische Performanceszenario iibertraghar sind. Gemafl der
PRIIP-Verordnung ist der Wert des PRIIP im moderaten Szenario VT durch das fiinf-

zigste Perzentil x,—5 der Standardnormalverteilung, das null entspricht, charakterisiert

und léasst sich somit wie folgt

VWIEO:Z;[S — e(ﬂlogs_%ag)'T (71)

ausdricken.

1Die Cornish-Fisher-Approximation wird in Abschnitt 16.2 ausfiihrlich betrachtet.
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Nachfolgend wird der Wert des PRIIP im moderaten Szenario unter Beriicksichtigung

des Aktienpreisprozesses aus Kapitel 3 hergeleitet. Im Wesentlichen beschreiben die
In St
Performanceszenarien das Endvermogen e (Sto) zum Ende der empfohlenen Haltedauer

T in Abhéngigkeit des Perzentils des jeweiligen Performanceszenarios. Unter Verwendung
des Ausdrucks des Vermégensendwertes Sy aus Gleichung (3.8) kann der Wert des PRIIP
zum Zeitpunkt T" wie folgt geschrieben werden:

eln<gTTO) — eﬂlogS'T+US'ZT. (7.2)
Da sich das moderate Performanceszenario auf das fiinfzigste Perzentil bezieht, kann
der Wert des PRIIP V,,,q auf Basis des zugrunde gelegten Aktienpreisprozesses als
Median des Endvermégens zum Ende der empfohlenen Haltedauer T aus Gleichung (7.2)
abgeleitet werden. Da der Median des Wiener-Prozesses zr null entspricht, ergibt sich so

fiir den Wert des PRIIP im moderaten Szenario:

Vmod = e“logS'T‘ (73)

Wenn statt der erwarteten logarithmierten Rendite ji,45 die erwartete diskrete Rendite
s verwendet wird, um den Performancewert im moderaten Szenario zu bestimmen,

kann Formel (7.3) geméfl Resultat 2 wie folgt ausgedriickt werden:

Vinoa = 1572797 (7.4)

Ein Vergleich der Gleichung (7.1) mit Gleichung (7.4) deutet darauf hin, dass die Werte
der Performanceszenarien geméafl der PRIIP-Verordnung das Ergebnis einer fehlerhaften
Verwendung der erwarteten logarithmierten Rendite py045 statt der erwarteten diskreten
Rendite pg sein konnte. Die Subtraktion der Varianzkorrektur von fy.,s entspricht einer

doppelten und redundanten Varianzkorrektur. Das Ergebnis ist zusammengefasst in:

Resultat 8 (Performanceszenarien von PRIIPs) Der Wert des PRIIP zum Zeit-
punkt T gemdfl der Delegierten Verordnung (EU) 2017/653 im moderaten Szenario
unterschatzt den korrekten Wert aus Gleichung (7.3) aufgrund einer zweimaligen Vari-

anzkorrektur. Um den theoriekonformen Wert V zu erhalten, muss der Wert VE'S gemgfs
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des requlatorischen Rechnungsstandards wie folgt angepasst werden:

V = e2od T Y RTS, (7.5)

Diese Anpassung gilt auch fir das pessimistische und optimistische Szenario. Gleichung
(7.5) zeigt, dass die Werte VETS des PRIIP nach der PRIIP-Verordnung um den Faktor
25T Lleiner sind als die theorickonsistenten Werte V. Der Bewertungsfehler steigt so-
wohl mit der beriucksichtigten Haltedauer T' als auch mit der Volatilitit der Renditen des

Basiswertes.

Um ein Zahlenbeispiel fiir den in der PRITP-Verordnung enthaltenen Fehler zu liefern, wird
im Folgenden ein konstruiertes Open-End-Partizipationszertifikat der Kategorie 2 auf den
DAX Performance Index betrachtet. Dazu werden die Werte der Performanceszenarien
zum einen nach der Verordnung geméaf Formel (7.1) und zum anderen nach der theo-
riekonformen Herleitung geméf Formel (7.3) berechnet.!? Auflerdem wird angenommen,
dass die Verteilung der Renditen des DAX einer Normalverteilung unterliegen, sodass die
Anwendung der Cornish-Fisher-Erweiterung zur Beriicksichtigung der Schiefe und Kur-

tosis nicht erforderlich ist. Es werden dariiber hinaus eine empfohlene Haltedauer T von

Tabelle 7.1: Performanceszenarien eines Partizipationszertifikats

Die Tabelle 7.1 zeigt die nach der PRIIP-Verordnung und der theoriekonsistenten Herleitung berechneten
Performancewerte eines konstruierten Partizipationszertifikats auf den DAX Performance Index fir
eine empfohlene Haltedauer von dreifiig Jahren und eine Investition von 10.000 Euro gemdfl Formel
(7.1) und Formel (7.3). Die Rendite bezeichnet die annualisierte diskrete Rendite des jeweiligen
Performanceszenarios. Der Fehler ist definiert als der Prozentsatz, um den der theoriekonforme Wert
des Performanceszenarios V. den entsprechenden Wert VETS gemdfi Verordnung iiberschreitet. Der
Fehler entspricht dem Wert e395T — 1 fuir jedes Performanceszenario.

RTS Theoriekonsistent

VRTS Rendite Vv Rendite  Fehler

Pessimistisches Szenario 9.856 —0,05% 19.275 221 % 95,55 %
Moderates Szenario 43.482 502 % 85.032 7,40 % 95,55 %
Optimistisches Szenario 191.828 10,35 % 375.128 12,84 % 95,55 %

12Bei der Berechnung der Momente werden nicht — wie von der Verordnung vorgesehen — die téglichen
Renditen der letzten fiinf Jahre zugrunde gelegt, sondern, wie in den vorherigen Beispielen, die Historie
der téglichen Schlusskurse des DAX Performance Index von 1988 bis 2019.
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dreilig Jahren und eine im Rahmen der Verordnung vorgesehene Investitionssumme von

10.000 Euro angenommen.

Tabelle 7.1 zeigt die resultierenden Werte der Performanceszenarien, die annualisierten
diskreten Renditen und den Fehler definiert als den Prozentsatz, um den der theoriekon-
sistente Wert des Performanceszenarios V den entsprechenden Wert VTS gemifl Ver-
ordnung iiberschreitet. Gleichung (7.5) entsprechend kann festgestellt werden, dass die
theoriekonformen Werte der Performanceszenarien V die entsprechenden Werte VTS ge-
maf Verordnung um 95,55 % tbersteigen, das heifit knapp doppelt so hoch sind. Die
Unterschiede in den annualisierten Renditen von 2,25 Prozentpunkten im ungiinstigen
Szenario bis zu 2,5 Prozentpunkten im optimistischen Szenario fiihren zu Abweichungen

in den Werten von V und VT von 9.500 Euro beziehungsweise 183.300 Euro.



Kapitel 8

Zusammenfassende Beurteilung

Der Vergleich des arithmetischen Mittels diskreter Renditen mit dem geometrischen Mit-
tel ist eng verkniipft mit dem Vergleich der durchschnittlichen logarithmierten Rendi-
te mit der durchschnittlichen diskreten Rendite. Wéhrend beide Unterschiede fiir (ty-
pische) tagliche Aktienrenditen nahezu vernachlassigbar und von geringer Bedeutung zu
sein scheinen, ist der Differenzierung eine wesentliche Bedeutung beizumessen, wenn diese
Renditedurchschnitte beispielsweise auf jahrliche Kennzahlen skaliert werden. Bei einer
tiblichen Standardabweichung der Renditen von Aktien von 20 % konnen die Unterschie-
de zwischen den entsprechenden Renditekonzepten durchaus 2 Prozentpunkte betragen.
Folglich kommt es auf die richtige Wahl an, wenn (i) die ex ante erwartete Rendite eines
Vermogenswertes aus der historischen Wertentwicklung bestimmt und (ii) der Diskontsatz
zur Bestimmung des fairen Wertes einer kiinftigen (erwarteten) Auszahlung verwendet

werden soll.

Als Ergebnis der rigorosen Aufarbeitung etablierter Renditekonzepte kann nun die Ver-
wendung des arithmetischen Mittels der diskreten Rendite als geeignetes Performance-
maf fiir den erwarteten Vermogenszuwachs eines Vermogenswertes gerechtfertigt werden.
Ebenso muss dieses Konzept — das arithmetische Mittel diskreter Renditen — zur Be-
stimmung des angemessenen Diskontsatzes gewédhlt werden und nicht die durchschnittli-
che logarithmierte Rendite oder das eng verwandte geometrische Mittel. Hinsichtlich des
CAPM gilt die prominente Beziehung zwischen einer erwarteten Vermogensrendite und
der erwarteten Marktrendite ebenfalls nur fiir erwartete diskrete Renditen (arithmetische

Mittel der diskreten Renditen). Zusétzlich kann gezeigt werden, dass in der urspriingli-
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chen PRIIP-Verordnung eine inkorrekte Methode zur Bestimmung der erwarteten Rendite
im Rahmen der Performanceszenarien zugrunde gelegt wird. Fiir eine widerspruchsfreie
Anwendung kénnte die erwartete diskrete Rendite (arithmetisches Mittel) in Verbindung
mit der Varianzkorrektur verwendet werden. Die Verwendung des falschen Konzepts zur
Herleitung der durchschnittlichen Rendite kann in den erwéhnten Anwendungen zu gra-

vierenden Performanceunterschieden und Fehlbepreisungen fiihren.

Der in diesem Teil der vorliegenden Dissertation durchgefithrte rigorose Vergleich beider
Renditekonzepte und verschiedener Berechnungsmethoden durchschnittlicher Renditen
soll das Bewusstsein fiir die Relevanz dieses Themas scharfen, eine fundierte Erklarung
und Herleitung fiir ausgewéhlte Anwendungen liefern und alle damit verbundenen Fehler,
wie zum Beispiel die unzutreffenden Performanceszenarien im Rahmen der Basisinforma-

tionsblatter, verhindern.



Teil 11

Management von Tail-Risiken und

die Schiefepramie
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Dieser Teil der vorliegenden Dissertation beruht auf dem mit Prof. Dr. Christian Koziol
im Journal of Asset Management veroffentlichten Paper Tail Risk Management and the

Skewness Premium (Kipp und Koziol, 2022).



Kapitel 9

Motivation

Gemafl des Capital Asset Pricing Model von Sharpe (1964), Lintner (1965) und Mos-
sin (1966) kénnen optimale Investitionsentscheidungen lediglich auf Basis der erwarteten
Rendite und Standardabweichung der Gesamtrendite eines Portfolios getroffen werden, so-
dass hohere Momente keinerlei Berticksichtigung finden. Um dieses nachvollziehbare und
handhabbare Resultat zu erhalten, erfordert das Modell bestimmte Annahmen beziiglich
der Renditeverteilung und/oder der Nutzenfunktion der Investoren: Im vorherigen Teil
der Dissertation wurde die Herleitung des CAPM unter Annahme einer logarithmierten
Nutzenfunktion und normalverteilter Renditen in einem einperiodigen Modell aufgezeigt
(vgl. Abschnitt 6.1). Cochrane (2009) zeigt zudem, dass sich das CAPM im Rahmen eines
konsumbasierten Modells mit zwei Zeitpunkten aufierdem mit (i) quadratischer Nutzen-
funktion oder (ii) exponentieller Nutzenfunktion mit normalverteilten Renditen herleiten

lasst.

Die empirische Kapitalmarktforschung liefert jedoch Belege dafiir, dass weitere Risikocha-
rakteristika der Renditeverteilung fiir Marktteilnehmer von Bedeutung sind, die von der
Standardabweichung der Renditen nicht vollstandig erfasst werden (Harvey und Siddique,
2000, Ang et al., 2006 und Boyer et al., 2010). Ein Beispiel fir diese Risikoeigenschaften ist
das Tail-Risiko oder das Katastrophenrisiko. Fin Portfolio mit der Gefahr, mit einer sehr
kleinen Wahrscheinlichkeit einen grofien Teil des Vermogens des Portfolios — mit unter
Umstédnden ruinosen Folgen fiir den Investor — zu verlieren, ist fiir viele Anleger deut-
lich weniger attraktiv als ein Portfolio mit normalverteilten Renditen — trotz identischer

Mittelwerte und Standardabweichungen der Portfoliorenditen.
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Daher begiinstigen diese empirisch beobachteten Préferenzen eine zuséatzliche Pramie fir
das Tail-Risiko oder, technisch ausgedriickt, eine Schiefepramie fiir (systematisch) negativ
oder linksschief verteilte Vermogensrenditen. Da viele theoretische Anwendungen auf ei-
nem Konzept dhnlich des CAPM oder auf der Portfoliotheorie von Markowitz (1952, 1959)
beruhen, kénnen Schiefepramien in diesen Ansétzen nicht analysiert werden, da aufgrund
der bewusst getroffenen Annahmen per Definition keine Pramien fiir Tail-Risiken existie-
ren konnen. In der Praxis erfordert die optimale Zusammenstellung des Portfolios eines
Investors jedoch eine sorgfiltige Berticksichtigung der Tail-Risiken und — im Fall positi-
ver Schiefepramien — die freiwillige Auswahl und Aufnahme von Vermogenswerten mit

linksschiefer Renditeverteilung.

Da im Gegensatz zum Gesamtmarktrisiko kein etabliertes Framework fiir das Tail-Risiko
existiert, fehlt das Verstandnis fiir die grundlegenden Faktoren, die potenzielle Schiefe-
pramien beeinflussen. Dariiber hinaus ist es fraglich, ob jeder Investor beim erweiterten
Fall, wenn Marktteilnehmer nicht nur das Marktrisiko, sondern auch das Katastrophen-
risiko in ihre Portfolioallokation miteinbeziehen, weiterhin einen Teil des Marktportfolios

im Gleichgewicht halten sollte, wie das CAPM schlussfolgert.

Ziel dieses Teils der vorliegenden Dissertation ist die Entwicklung eines aufschlussreichen
Asset-Pricing-Modells zur Erklirung von Schiefepramien. Auf Basis dieses Modells wird
den Fragen nachgegangen, (i) welche Faktoren zu einer hohen Schiefepramie beitragen und
(ii) welches optimale Portfolio Investoren mit heterogenen Anlagehorizonten hinsichtlich

des Tail-Risikos wahlen.

Die Ergebnisse lauten wie folgt: Erstens zeigt sich in einer Okonomie mit Marktteil-
nehmern, die eine abnehmende relative Risikoaversion (decreasing relative risk aversion,
DRRA) aufweisen, dass eine positive Schiefepramie existiert, die mit der Lange der An-
lagehorizonte der Investoren abnimmt. Zweitens impliziert das eingefiihrte Asset-Pricing-
Modell unter Beriicksichtigung von Investoren mit heterogenen Anlagehorizonten, dass
das Portfolio von langfristigen Investoren durch eine hohere Aktienquote charakterisiert
ist als das Portfolio von kurzfristigen Investoren. Drittens ldsst sich mithilfe des Gleichge-
wichtsmodells zeigen, dass sich die Zusammensetzung des Portfolios mit risikobehafteten
Vermogenswerten — entgegen der Schlussfolgerung des CAPM, dass alle Marktteilneh-
mer einen Teil des Marktportfolios halten — der heterogenen Investoren unterscheidet:

Langfristige Investoren wéahlen hohere Portfoliogewichte als kurzfristige Investoren fiir
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Vermogenswerte, die durch das Katastrophenrisiko charakterisiert sind. Viertens wird ge-
zeigt, dass die Struktur der Marktteilnehmer die Hohe der Schiefepramie beeinflusst: Die

Schiefepramie steigt mit dem Anteil kurzfristiger Investoren in der Okonomie.

Dieser Teil der vorliegenden Dissertation steht im Kontext mit der umfangreichen Litera-
tur, die sich mit den Auswirkungen nicht normalverteilter Renditen in Finanzanwendun-
gen beschaftigt. Ausgehend von Arditti (1967) und Scott und Horvath (1980), die unter
allgemeinen Annahmen nachweisen, dass Investoren eine Préferenz fiir positive Schiefe
haben, wird die Rolle der Schiefe im Zusammenhang mit der Bewertung von Vermogens-
werten in zahlreichen Arbeiten untersucht. Zum Beispiel erweitern Kraus und Litzenber-
ger (1976) das CAPM und betonen die Bedeutung der systematischen Schiefe in einem
Drei-Momente-CAPM. Mitton und Vorkink (2007) fiithren ein einperiodiges Modell mit
Agenten ein, die heterogene Préferenzen fiir Schiefe haben, und kommen zu dem Schluss,
dass idiosynkratische Schiefe bepreist ist. Conrad et al. (2013) stellen einen 6konomisch
signifikanten negativen Zusammenhang zwischen der Schiefe von Aktienrenditen zu ei-
nem Zeitpunkt und den darauf folgenden Renditen fest. Aktien mit weniger negativer
oder positiver Schiefe erzielen demnach geringere Renditen in der Folgeperiode. In neuen
empirischen Studien bestitigen Baltas und Salinas (2022) und Langlois (2020) die Rele-
vanz positiver Schiefepramien auf dem Aktienmarkt, ebenso wie Fernandez-Perez et al.
(2018) fir Warentermingeschifte (commodity futures). Motiviert durch die Préaferenz von
Marktteilnehmern fiir Vermogenswerte mit lotteriedhnlichen Auszahlungen untersuchen
Bali et al. (2011) die Bedeutung extremer positiver Renditen auf die Preise von Aktien
und finden einen negativen und signifikanten Zusammenhang zwischen der maximalen Ta-
gesrendite des letzten Monats und den erwarteten Aktienrenditen. Dartiber hinaus wird
in mehreren Studien der Einfluss hoherer Momente auf die optimale Portfolioallokation
von Investoren hervorgehoben. Dazu gehoren unter anderem Liu et al. (2003), Wu (2003),

Jondeau und Rockinger (2006) und Harvey et al. (2010).

Wiéhrend die aufgefiihrten Studien die Bedeutung der Schiefe der Renditeverteilung von
Vermogenswerten im Bereich des Asset-Pricing unterstreichen, riicken Aretz und Arisoy
(2023) und Jin et al. (2022) die Frage, welchen Einfluss der Zeithorizont auf die Bepreisung
der Schiefe hat, in den Vordergrund. Die Autoren beider Papers schlussfolgern, dass die in
der empirischen Asset-Pricing-Literatur dokumentierte Pramie fiir (negative) Schiefe fast

ausschlieBlich auf historische oder zukunftsorientierte Proxies fur die Schiefe zuriickzufiih-
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ren sei, die die Schiefe {iber kurze — zumeist tiagliche Renditen oder Innertagesrenditen —

und nicht iber lange Zeitrdume erfassen.

Der vorliegende Teil dieser Dissertation tragt zu dieser Literatur bei, indem er aufzeigt,

wie das Tail-Risiko

(I)  die Portfolio-Entscheidung von Investoren, die sich lediglich hinsichtlich der Lénge

ihrer Anlagehorizonte unterscheiden, und

(IT) die Gleichgewichtspreise, die zu Schiefepramien in Abhéangigkeit von den Anla-
gehorizonten der Investoren in einem mehrperiodigen Framework fithren, beein-

flusst.

Es wird dabei von der typischen Annahme einer konstanten relativen Risikoaversion
(CRRA) oder einer Taylorreihenentwicklung zur Approximation von Nutzenfunktionen
abgewichen. Stattdessen wird von Investoren mit DRRA ausgegangen und damit das
beobachtete Verhalten von Marktteilnehmern, bei langeren Anlagezeitraumen hohere Ak-
tienquoten zu wahlen, erfasst (Hansson und Persson, 2000). Im Prinzip entspricht dieses
Ergebnis der héufig von Praktikern vorgeschlagenen und weitlaufig bekannten Investiti-
onsregel, einen Prozentsatz des Vermogens in risikoreiche Anlagen zu investieren, der 100
minus Alter des Investors entspricht (Willmroth, 2016). Auch wenn es sich hierbei um ei-
ne stilisierte Anlageempfehlung handelt, so greift sie doch die Idee, dass jiingere Anleger

mit langeren Anlagezeitraumen hohere Aktienquoten wéhlen (sollten), auf.

Die néchsten Kapitel sind wie folgt gegliedert: In Kapitel 10 wird zunédchst das Framework
des Asset-Pricing-Modells vorgestellt. Die Eigenschaften der Okonomien im Gleichgewicht
mit homogenen und heterogenen Anlagehorizonten der Investoren werden in Kapitel 11
beschrieben. Kapitel 12 befasst sich mit ausgewédhlten Parameteranderungen als Robust-

heitsprifungen. Kapitel 13 schliet mit einem Fazit.



Kapitel 10

Modellbeschreibung

Ziel dieses Kapitels ist die Einftihrung eines Gleichgewichtsmodells, mithilfe dessen
die Ursachen von Schiefeprdmien aufgezeigt werden konnen. Dazu wird im folgenden
Abschnitt zunichst die Struktur der zugrunde gelegten Okonomie mit zwei Aktien und
einem risikofreien Wertpapier sowie mit Investoren, die sich hinsichtlich der Léange ihrer
Anlagehorizonte unterscheiden, beschrieben. Die berticksichtigten Prozesse, die die Dy-
namiken der Aktienpreise bestimmen, werden im anschlieBenden Abschnitt konkretisiert
und erldutert. Die im Rahmen des Modells unterstellte Nutzenfunktion der Investoren
wird in Abschnitt 10.3 spezifiziert und die Wahl vor dem Hintergrund alternativer
Nutzenfunktionen begriindet. Abschliefend wird in Abschnitt 10.4 die Herleitung des
Gleichgewichts des Modells beschrieben.

10.1 Markt- und Zeitstruktur

Es wird eine Okonomie vom Zeitpunkt ¢, bis zum Zeitpunkt 7" betrachtet. In der Okono-
mie existieren neben einem risikofreien Wertpapier, welches den risikofreien Zinssatz ry¢
pro Jahr zahlt, zwei weitere risikobehaftete Wertpapiere. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit werden diese beiden Wertpapiere im Folgenden als Aktien bezeichnet. Wéhrend
beide Aktien identische erwartete diskrete Renditen und Standardabweichungen der Ren-
diten aufweisen, sind die Renditen von Aktie 1 normalverteilt und die Renditen von Aktie

2 weisen eine negative Schiefe auf. Die linksschiefe Renditeverteilung impliziert, dass die
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Wahrscheinlichkeit grofler negativer Renditen die Wahrscheinlichkeit ebenso grofler positi-
ver Renditen iibersteigt. Zum Zeitpunkt 7" zahlen beide Aktien ihre jeweiligen Fundamen-
talwerte 517T und 527T aus und es erfolgen keine weiteren zwischenzeitlichen Zahlungen

zu anderen Zeitpunkten.

Die Verteilungseigenschaften der Renditen beider Aktien sind den Marktteilnehmern
bekannt. Vor dem Zeitpunkt 7" werden die Gleichgewichtspreise der beiden Aktien durch
die Marktteilnehmer unter Berticksichtigung der Verteilungen gebildet. Zum Zeitpunkt %,
sind die Fundamentalwerte S;;, und Sy, von Aktie 1 beziehungsweise Aktie 2 auf eins
normiert. Diese Fundamentalwerte konnen dabei von den entsprechenden Handelspreisen
pf % und p2E7 ?0 im Gleichgewicht (equilibrium, EQ) abweichen. Damit die Summe der
Fundamentalwerte beider Aktien zum Zeitpunkt ¢, dem Wert eins entspricht, ist das

Angebot X; zum Zeitpunkt o der Aktie j = 1,2 durch

X1=X,=05 (10.1)
gegeben.

Zum Zeitpunkt ¢, treten (unendlich viele) Investoren in die Wirtschaft ein, die entweder
Anteile der beiden Aktien kaufen oder in das risikofreie Wertpapier investieren. Es wird
davon ausgegangen, dass die Nachfrage nach Aktien dabei durch vollkommenen Wettbe-
werb gekennzeichnet ist. Dies impliziert, dass alle Investoren Preisnehmer sind, sodass das
Konzept eines représentativen Investors verwendet werden kann (Huang und Litzenberger,
1988). Auf diese Weise konnen die Gleichgewichtspreise der beiden Aktien so bestimmt
werden, als gidbe es nur einen Investor in der Okonomie, der mit der Gesamtausstattung

der (unendlich vielen) Marktteilnehmer ausgestattet ist.

Damit unterschiedliche Anlagehorizonte von Investoren berticksichtigt werden konnen,
werden zwei Typen reprasentativer Investoren zum Zeitpunkt ¢y betrachtet. Dies ist zum
einen der repréasentative Investor L mit einem langfristigen Investitionshorizont bis zum
Zeitpunkt T und zum anderen der reprisentative Investor K mit einem kurzfristigen An-
lagehorizont bis zum Zeitpunkt Tk, wobei Zeitpunkt Ty vor Zeitpunkt T liegt. Beide
Investoren verfolgen dabei eine Buy-and-Hold-Strategie und kénnen wéhrend ihrer jewei-
ligen Anlagezeitrdume keine Portfolioanpassungen vornehmen. Die Aktien sind unendlich

teilbar und es existieren keine Handelskosten.
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Abbildung 10.1: Investitionshorizonte der reprisentativen Investoren
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Die reprasentativen Investoren sind zum Zeitpunkt ¢y zunéchst mit Geld ausgestattet,
wobei die gesamte Geldausstattung X cq,, aller Investoren dem aggregierten Fundamen-

talwert aller ausstehenden Aktien entspricht:

Xcash = X1+ S149 + X+ Sayy = 1. (10.2)

Gegen Zahlung der Gleichgewichtspreise pﬁ fg und pg fg erhalten die Investoren zum Zeit-
punkt #y Einheiten der beiden Aktien. Wéahrend der représentative langfristige Investor L
die Fundamentalwerte gl;p und §27T zum Zeitpunkt T erhalt, verlasst der reprasentative
kurzfristige Investor K die Okonomie zum Zeitpunkt 7% und bietet seine zum Zeitpunkt
to erworbenen Aktienbestinde X7* von Aktie 1 und X von Aktie 2 zum Verkauf an.
Diese verkauft er ohne Limit, das heifit, der kurzfristige Investor ist bereit, seine Aktien

ohne Mindestverkaufspreis zu verduflern.

Analog zum Zeitpunkt ¢, ist das Aktienangebot zum Zeitpunkt T damit vollkommen un-
elastisch und es werden unendlich viele Folge-Investoren angenommen, die zum Zeitpunkt
Tk in die Okonomie eintreten und die Aktien des reprisentativen kurzfristigen Investors
K erwerben konnen. Wie bereits zum Zeitpunkt tj, ist die Nachfrage zum Zeitpunkt
Tk somit erneut durch perfekten Wettbewerb gekennzeichnet. Dies ermoglicht es, den
reprasentativen Folge-Investor F zu beriicksichtigen, der mit der Gesamtausstattung aller
Folge-Investoren ausgestattet ist und tiber den verbleibenden Anlagehorizont T — Tk
verfiigt. Die aggregierte Geldausstattung Ygash zum Zeitpunkt Tk entspricht erneut der

Summe der Fundamentalwerte der zum Zeitpunkt Tk ausstehenden Aktien:

~F
Xcash = X1+ - Sime + X5 - Samye. (10.3)
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Damit werden die gleichen Bedingungen wie zum Zeitpunkt ¢, gewahrleistet. Der re-
prasentative Investor F' kann ebenfalls in das risikofreie Wertpapier investieren oder die
verfiigharen Aktieneinheiten des repréasentativen kurzfristigen Investors K erwerben, wo-
bei er hierzu die Gleichgewichtspreise pﬁ %{ und pg %{ zum Zeitpunkt Tk an Investor K
zahlt. Abbildung 10.1 gibt einen Uberblick iiber die Investitionshorizonte der Investoren

in der Okonomie.

Bevor auf die Gleichgewichtsbedingungen und die Herleitung der Gleichgewichtspreise zu
beiden Zeitpunkten eingegangen wird, werden im Folgenden zunéchst die statistischen Ak-

tieneigenschaften dargelegt und im Anschluss die Nutzenfunktion der Anleger spezifiziert.

10.2 Aktienpreisprozesse

In der beschriebenen Okonomie existieren neben einem risikofreien Wertpapier lediglich
zwei Aktien. Wahrend beide Aktien identische erwartete diskrete Renditen und Stan-
dardabweichungen der Renditen aufweisen, unterscheiden sie sich in Bezug auf die Schiefe
der Renditeverteilungen. Dies ermoglicht es, die Unterschiede in den Gleichgewichtsprei-
sen pf g und pg ,gQO zum Zeitpunkt ¢y auf das Tail-Risiko zurtickzufithren: Wahrend Aktie
1 normalverteilte Renditen hat und somit kein Tail-Risiko aufweist, sind die Renditen
von Aktie 2 dem Katastrophenrisiko ausgesetzt. Zu diesem Zweck werden zwei etablierte
stochastische Prozesse fiir Aktie 1 und Aktie 2 zugrunde gelegt: ein reines Diffusionsmo-
dell (geometrische Brownsche Bewegung) und ein Sprung-Diffusionsmodell (kompensierte

geometrische Brownsche Bewegung mit Spriingen).

Da die geometrische Brownsche Bewegung zur Modellierung der Renditen von Aktie 1
bereits im ersten Teil dieser Dissertation betrachtet wurde, wird an dieser Stelle auf eine
erneute Erlauterung verzichtet und lediglich die wesentlichen Gleichungen und Parameter
in der leicht modifizierten Darstellung rekapituliert (vgl. Abschnitt 3.2). Die bekannte
stochastische zeitkontinuierliche Differentialgleichung der geometrischen Brownschen

Bewegung fiir Aktie 1 lautet:

dSi .
Sty
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Gleichung (10.4) bezeichnet die instantane diskrete Rendite von Aktie 1 tber einen
infinitesimal kleinen Zeitschritt dt. Die Parameter ;1 und o bezeichnen die annualisierte
erwartete diskrete Rendite (oder Drift) beziehungsweise Standardabweichung und z
wie zuvor einen standardisierten Wiener-Prozess. Die Darstellung der logarithmierten

Rendite von Zeitpunkt ¢y bis Zeitpunkt 7" ist gegeben durch:

gl,T 1, ~
" (s) =(u=g7") T+o o (105)

wobei Zr normalverteilt ist mit Mittelwert null und Varianz T

In Anlehnung an Merton (1976) basiert das Sprung-Diffusionsmodell zur Modellierung
der Renditen von Aktie 2 auf der stochastischen Differentialgleichung der geometrischen
Brownschen Bewegung in Gleichung (10.4) mit einer zusétzlichen Poisson-verteilten
Sprungkomponente. Die diskrete Poisson-Wahrscheinlichkeitsverteilung ordnet der
Anzahl der Ereignisse oder Spriinge, die wahrend eines festen Zeitraums und einer
durchschnittlichen Ereignisrate auftreten, eine Wahrscheinlichkeit zu. Zur Vereinfachung
wird fiir den Fall, dass ein Sprung auftritt, eine nicht stochastische negative Sprunghohe
im Logarithmus des Aktienkurses der Grofle ¢ < 0 angenommen. Die stochastische
Differentialgleichung von Aktie 2 mit der sprungbereinigten annualisierten Drift p; und

der Volatilitdt o5 des Diffusionsterms lautet:

dSa

— . : C—1)-
5, =py-dt+oy dzt—|—<6 1) dJy. (10.6)

Der Poisson-Prozess wird mit J; bezeichnet und im Fall eines Sprungs springt der Ak-
tienpreis von S;; auf den niedrigeren Wert es - Sst. Die Volatilitat o; bezeichnet die
Standardabweichung (p.a.) der Renditen unter der Bedingung, dass kein Poisson-Ereignis
eintritt. Die Inkremente des Poisson-Prozesses dJ; und des Wiener-Prozesses dz; werden

als unabhangig angenommen.

Damit sichergestellt ist, dass die erwartete diskrete Rendite E (dsi 2:) von Aktie 2 der
erwarteten diskreten Rendite u - dt von Aktie 1 fiir gegebene Parameter der Sprungkom-

ponente entspricht, muss die sprungbereinigte Drift 17 in Gleichung (10.6) dem Ausdruck

pri=p—x- (= 1) (10.7)
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entsprechen, wobei A\ die Intensitdt des Poisson-Prozesses bezeichnet. Die instantane
Sprungwahrscheinlichkeit entspricht somit A - dt. Durch Subtraktion der erwarteten (ne-
gativen) diskreten Sprunggrofie (ec — 1) von g ergibt sich py; > p. Die erwartete diskrete
Rendite des Sprung-Diffusionsprozesses entspricht der erwarteten diskreten Rendite der
geometrischen Brownschen Bewegung in Gleichung (10.4), die der Drift x entspricht. Auf-
grund der Anpassung der Drift in Formel (10.7) um die erwartete Sprunggréfie wird der
Prozess als kompensierte geometrische Brownsche Bewegung mit Springen bezeichnet
(Merton, 1976 und Wu, 2003).

Die Darstellung der logarithmierten Rendite des betrachteten Prozesses fiir den Funda-
mentalwert Sy; kann geméafl der Ito-Formel fiir Sprung-Diffusionsprozesse von Cont und

Tankov (2003) hergeleitet werden:

So.1 1, _ -
l 27 ] = — — T . - J

" (SQ,to> <HJ 20‘]> tosar eI (10.8)
wobei Jr einer Poisson-Verteilung mit der Intensitit A - T folgt und die Anzahl der
Spriinge vom Zeitpunkt ¢y bis zum Zeitpunkt T bezeichnet. Die Varianz der logarith-

mierten Rendite vom Zeitpunkt ¢y bis zum Zeitpunkt 7" ist gegeben durch:

Var <ln <§2T>> = (5421 (10.9)

2,t0

Neben identischer erwarteter Rendite sollen beide Prozesse die gleiche Standardabwei-
chung der Renditen aufweisen. Dazu muss die Volatilitét o des Diffusionsterms so gesetzt
werden, dass die (gesamte) Standardabweichung der Renditen von Aktie 2, das heiit die
Quadratwurzel der Gleichung (10.9), pro Jahr der jahrlichen Standardabweichung o der
Renditen von Aktie 1 entspricht. Lost man nun nach der Volatilitit o; von Aktie 2 —
die Standardabweichung der Renditen unter der Bedingung, dass kein Poisson-Ereignis

eintritt — auf, so erhalt man:

05 = /o = A2, mit 0> — A- (2 > 0. (10.10)

Bei gegebener Volatilitat o, Sprungintensitat A und Sprunggrofie ( gewéahrleistet Glei-
chung (10.10) fir o, identische Standardabweichungen der Renditen von Aktie 1 und
Aktie 2.
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Die Schiefe der durch den Sprung-Diffusionsprozess erzeugten Renditen vom Zeitpunkt

to bis zum Zeitpunkt 7" entspricht dabei:

Ser\) A . ¢
sk (ln <S2,t0>> =7 oy C23. (10.11)

Im Gegensatz zu den normalverteilten logarithmierten Renditen des reinen Diffusionspro-
zesses aus Gleichung (10.5) weicht die Schiefe der Renditen des Sprung-Diffusionsprozesses
von null fir A > 0 und ¢ # 0 ab. Da ¢ < 0 ist, ist die Schiefe der Renditen von Aktie
2 immer negativ. Gleichung (10.11) zeigt, dass die Schiefe mit zunehmender Lange des
Anlagehorizontes T' gegen null konvergiert. Dementsprechend konvergiert die Verteilung
der Renditen, die durch den Sprung-Diffusionsprozess charakterisiert sind, fiir lange
Anlagehorizonte T' gegen die Verteilung der Renditen des reinen Diffusionsprozesses

gemaf des zentralen Grenzwertsatzes (Fama und French, 2018 und Cont, 2001).

10.3 Nutzenfunktion der Investoren

Es wird nun die Nutzenfunktion der (reprisentativen) Investoren spezifiziert. Dabei wird
von der haufig getroffenen Annahme einer Nutzenfunktion mit konstanter relativer Risi-
koaversion oder einer Taylorreihenentwicklung zur Approximation von Nutzenfunktionen
abgewichen (Liu et al., 2003 und Jondeau und Rockinger, 2006). Mit dem Ziel, bei der
Spezifikation der Nutzenfunktion das beobachtete Verhalten von Marktteilnehmern auf-
zugreifen, wonach Anleger mit einem langen Anlagehorizont, ceteris paribus, eine hohere
Aktienquote wéhlen als Anleger mit einem kurzen Anlagehorizont, wird auf (rationa-
le) Investoren mit abnehmender relativer Risikoaversion zurtickgegriffen (Thorley, 1995).
Um diesen Aspekt néher zu beleuchten, werden zunédchst die Implikationen unterschied-
lich langer Investitionshorizonte auf die optimale Portfolioallokation im Rahmen eines
statischen Optimierungsproblems mit einer Nutzenfunktion mit konstanter relativer Risi-
koaversion (constant relative risk aversion, CRRA) und DRRA-Nutzenfunktion rekapitu-
liert. Abschlielend wird zudem die diskretionire Vermégenshypothese von Wilcox (2003)
diskutiert und in Beziehung zur DRRA-Nutzenfunktion gesetzt.

In Anlehnung an Merton (1971) wird eine Funktionsform aus der Familie der hyperbo-

lischen absoluten Risikoaversion (HARA) zur Modellierung des Nutzens von Investoren
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angenommen. In Abhédngigkeit des Endvermogens W am Ende des Investitionshorizontes

eines beliebigen Investors i lautet die Nutzenfunktion

W —n)""
l—n
wobei v und 7’ die Risikoaversion von Investor ¢ mit v > 0(# 1) spezifizieren. Der

Koeffizient der relativen Risikoaversion (RRA) fiir U* (W) ist durch

U (W) = (10.12)

?

J2UL (W)
7 2
RRA'(W) = — 5000 W
ow

(e

gegeben. Daraus folgt, dass 1 angibt, ob Investor 7 eine mit dem Vermégen zunehmende,

(10.13)

konstante oder abnehmende relative Risikoaversion aufweist. Wahrend sich Gleichung
(10.12) fir n* = 0 zur bekannten CRRA-Nutzenfunktion reduziert, ist der Nutzen
fir n° > 0 durch eine abnehmende und fir ° < 0 durch eine zunehmende relative
Risikoaversion (increasing relative risk aversion, IRRA) gekennzeichnet. Da IRRA
eine abnehmende Aktienquote mit der Linge des Investitionszeitraums impliziert, was
nicht zum beobachteten Anlegerverhalten passt, findet sie im Folgenden keine weitere

Berticksichtigung (Thorley, 1995).

10.3.1 Konstante relative Risikoaversion

Wiéhrend die Verfiigbarkeit von geschlossenen Losungen die CRRA-Nutzenfunktion in
vielen Anwendungen zur bevorzugten Nutzenfunktion macht, ldsst sich zeigen, dass die
optimale Aktienquote, die sich aus einem statischen Portfoliooptimierungsproblem ergibt,
unabhéngig vom Anlagehorizont des Investors ist. Fir n = 0 resultiert aus Gleichung
(10.12) die bekannte CRRA-Nutzenfunktion

Wiy

Uw) =

mit v > 0(#£ 1), (10.14)

wobei die relative Risikoaversion konstant ist und ~ entspricht. Im Rahmen der Port-
foliooptimierung kann ein Investor den Anteil v seines Vermdogens in eine Aktie, deren

Preis der geometrischen Brownschen Bewegung aus Gleichung (10.4) folgt, und den
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Anteil 1 — v in ein risikofreies Wertpapier mit Zinssatz ry investieren. Die Entwicklung

des Gesamtvermogens kann geschrieben werden als:

Wi
Wt: [y~u—|—<]_—l/)'7’f]dt+l/0'dzt

=[rr+v-(u—rp)ldt+vodz.
Nach der Anwendung von Itos Lemma lasst sich die logarithmierte Rendite wie folgt
W 1
In <€> = [rf +uv- (,u — §VO'2 — rfﬂ T+ vozy

darstellen und das Endvermogen zum Zeitpunkt 7' als:

WT _ WO . e[rf+u-(u—%ya2—rf)]T+uaZT‘
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks fiir das Endvermoégen in die Nutzenfunktion aus

Gleichung (10.14) kann der erwartete Nutzen wie folgt geschrieben werden:

e

E[U (W) =E |

-6(1—7)[rf—&—u-(u—%uoj—rf)]T—&-(l—'y)VUZT

I
&=

|
Nach Berechnung des Erwartungswertes unter Beachtung von Gleichung (4.4) und Ver-
einfachung ergibt sich:

=l (ot T3 (1ot

E[UW)] =

I—x

6(1*7)[rerv-(H*%V’YUZ*Tf)]T 10.15
- 1—7 . ( | )

Die Maximierung des erwarteten Nutzens ist aquivalent zur Maximierung des Exponenten

im Zéhler der Gleichung (10.15). Die Bedingung erster Ordnung lautet:

!

(1—7)~(u—w<72—7“f)'Ti0
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und die optimale Aktienquote v* ist damit durch

*:/“’L_Tf

1%
yo?

(10.16)

gegeben. Gleichung (10.16) verdeutlicht, dass die optimale Aktienquote eines Investors
unabhéngig von der Lange des Anlagehorizontes T ist. Dabei liegt die Annahme zugrunde,
dass ein Anleger die identische Nutzenfunktion aufweist, das heifit, gleich risikoavers ist
(spezifiziert durch ), unabhéngig von der Lange des Anlagezeitraums des Investors. Fiir
eine erwartete Rendite p und Standardabweichung o der Renditen der Aktie von 10 %
und 20 %, einen risikofreien Zinssatz r; von 2 % und einen Risikoaversionparameter y von

8 resultiert eine optimale Aktienquote von 25 % unabhéngig von der Investitionsperiode.

In der Praxis sind die Spezifikation der Nutzenfunktion des Investors und die Abhéngig-
keit der Nutzenfunktion von der Lénge des Anlagehorizontes unbekannt: Konkret kann
ein Anleger mit CRRA je nach Anlagehorizont unterschiedlich risikoscheu sein, also ab-
hangig davon, ob er fir fiinf Jahre oder zwanzig Jahre investiert. Um dieser Tatsache
Rechnung zu tragen, wird die relative Risikoaversion v in einigen Studien als (abneh-
mende) Funktion der Lénge des Investitionszeitraums modelliert, das heifit v = ~(T)
(Jaggia und Thosar, 2000). Dartiber hinaus liefern empirische Studien Belege dafiir, dass
die Risikoaversion von Individuen im Laufe der Zeit schwankt (Campbell und Cochra-
ne, 1999 und Guiso et al., 2018). Alternativ konnte dementsprechend auch angenommen
werden, dass die Risikoaversion der Anleger anderen Faktoren wie der Wirtschaftslage
und (latenten) persénlichen Umsténden wie den Erwartungen hinsichtlich der gesamt-
wirtschaftlichen Entwicklung und der subjektiven Bewertung der Arbeitsmarktchancen

unterliegt.

Mit dem Ziel, beobachtete Verhaltensmuster von Marktteilnehmern aufzugreifen, um
so die Schiefeprdmie im Rahmen des Modells erkldren zu konnen, wird die CRRA-
Nutzenfunktion im Folgenden nicht weiter beriicksichtigt. Wéahrend die Moglichkeit
besteht, die relative Risikoaversion als Funktion des Anlagehorizontes zu definieren, wird
auf die DRRA-Nutzenfunktion zuriickgegriffen, die im folgenden Abschnitt vorgestellt

wird.
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10.3.2 Abnehmende relative Risikoaversion

Fiir ° > 0 ist die Nutzenfunktion von Investor i aus Gleichung (10.12) durch abnehmen-
de relative Risikoaversion charakterisiert. Aus dem Ausdruck der relativen Risikoaversion
aus Gleichung (10.13) folgt, dass je wohlhabender ein Investor ist, desto weniger risiko-
avers ist er, was wiederum zu einer mit dem Anlagehorizont steigenden Aktienquote fiihrt
(Thorley, 1995 und Jaggia und Thosar, 2000). Sharpe (2007) interpretiert 1’ dabei als
das erforderliche Mindestvermogen eines Investors zum Ende des Anlagezeitraums. Dies
greift die Tatsache auf, dass die Nutzenfunktion in Gleichung (10.12) nur fir W > #’
definiert ist. Diese Bedingung gewahrleistet einen positiven und abnehmenden Grenznut-
zen der Nutzenfunktion mit abnehmender relativer Risikoaversion. Sharpe (2007) betont,
dass nur Vermogensendwerte, die 7' iiberschreiten, in Betracht gezogen werden sollten.
In einem statischen Portfoliooptimierungsproblem impliziert die Anwendung der DRRA-
Nutzenfunktion daher eine Obergrenze moglicher Aktienquoten, die gewéhrleisten, dass
W > n'. In Anlehnung an Ogaki und Zhang (2001) kann 7’ auch als das anlegerspezifische

Existenzminimum zum Ende des Investitionshorizontes bezeichnet werden.

Waihrend der Risikoaversionsparameter v fiir alle berticksichtigten Investoren identisch

ist, entspricht 1’ einem Bruchteil der Geldausstattung von Investor ¢ geméaf

Ui =1n- YZCash? (1017)

wobei gilt, dass die monetdre Anfangsausstattung Yéash von Investor 7 stets positiv ist.
Gleichung (10.17) stellt sicher, dass Investoren unabhingig vom Anfangsvermogen bei
gegebenem Existenzminimum 7 zum Ende des Anlagehorizontes, ausgedriickt in Pro-
zent, identische Investitionsentscheidungen treffen. Fiir 7 = 0,8 verlangen alle Investoren
unabhéngig von ihrer Anfangsausstattung ein Vermogen von mindestens 80 % ihres ur-
spriinglichen Vermogens zum Ende des Investitionszeitraums, was zu identischen Portfo-

lioallokationsentscheidungen fiihrt.

Die Nutzenfunktion erméglicht es, die beobachtete Anlegergewohnheit (und die Empfeh-
lungen von Praktikern), bei lingeren Anlagezeitraumen hohere Aktienquoten zu wéh-
len, zu berticksichtigen. Wahrend keine geschlossene Losung des statischen Optimie-
rungsproblems fiir die optimale Aktienquote mit DRRA-Nutzenfunktion existiert, kann
diese durch numerische Methoden bestimmt werden. Abbildung 10.2 zeigt die resul-

tierenden Aktienquoten als Funktion des Anlagehorizontes fiir CRRA- und DRRA-
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Abbildung 10.2: Aktienquote in Abhangigkeit des Anlagehorizontes

Abbildung 10.2 illustriert die optimale Aktienquote v* resultierend aus einer statischen Portfolioop-
timierung fir die Nutzenfunktion mit konstanter relativer Risikoaversion aus Gleichung (10.14) und
abnehmender relativer Risikoaversion aus Gleichung (10.12) mit n* > 0 in Abhdngigkeit des Investitions-
horizontes. Die erwartete Rendite p und Standardabweichung o der Renditen der Aktie entsprechen in
diesem Beispiel 10 % und 20 % und der risikofreie Zinssatz vy liegt bei 2 %. Der Risikoaversionspara-
meter vy entspricht 8 fir die CRRA-Nutzenfunktion und 4 fir die DRRA-Nutzenfunktion.
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Nutzenfunktionen. Wéhrend die optimale Aktienquote mit CRRA-Nutzenfunktion 25 %
betragt und unabhéngig von der Lange des Anlagehorizontes ist, steigt die Aktienquote
von 10,72 % fir einen Anlagehorizont von einem Jahr bis 35,13 % fiir einen Investitions-

zeitraum von dreiflig Jahren mit DRRA-Nutzenfunktion.

Da der Nutzen des Investors mit der Nutzenfunktion aus Gleichung (10.12) ausschliefilich
vom Endvermégen zum Zeitpunkt 7" abhangt, werden die zwischenzeitlichen Vermogens-
bestande des Investors vor Zeitpunkt 7" nicht berticksichtigt und evaluiert: Wahrend die
Marktteilnehmer zwar ein zuvor definiertes Mindestvermodgen am Ende ihres Anlage-
zeitraums verlangen, sind sie jedoch bereit, in der Zwischenzeit (erhebliche) Verluste im
Wert ihres Portfolios hinzunehmen, ohne dass dies den resultierenden Nutzen beeinflusst.
Konkret kann dabei von Marktteilnehmern ausgegangen werden, die eine Buy-and-Hold-
Strategie verfolgen und zum Ende ihres Anlagehorizontes einen (Mindest-)Kapitalbedarf
sicherstellen wollen: Dies kénnen zum einen kurzfristig orientierte Anleger sein, die einen
gewissen Kapitalbedarf fir Konsumzwecke in der ndheren Zukunft haben, oder aber

langerfristig orientierte (junge) Investoren, die fiir den Ruhestand sparen und zu Beginn
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ihrer Rentenzeit zum Zeitpunkt T einen bestimmten, zuvor definierten Kapitalbedarf
haben. In beiden Féllen hat die zwischenzeitliche Portfolioentwicklung — bei gegebenem
Endvermégen — keinen Einfluss auf den Nutzen des Investors. Die spezifischen Ausdriicke

fiir das Endvermogen der drei repréisentativen Investoren sind im Folgenden gegeben.

Langfristiger Investor L

Das Endvermégen des reprasentativen langfristigen Investors L mit einem Anlagehorizont

bis zum Zeitpunkt T' lautet:

W:/% (XlLvX2L§p1,toap2,tg) = Xf : §1,T + X2L . gQ,T + Xéash et T

In dieser Darstellung bezeichnen X und XZ die Anzahl der zum Zeitpunkt t, gekauften
Anteile von Aktie 1 beziehungsweise Aktie 2 und §1,T und ggj die fundamentalen
Werte der beiden Aktien zum Zeitpunkt 7', die sich aus Gleichung (10.4) und Gleichung
(10.8) ergeben. Die Investition X}, ., in das risikofreie Wertpapier mit dem Zinssatz r;
lasst sich als Differenz aus der anfanglichen Geldausstattung Yéash und der Investition
in die risikobehafteten Aktien mit den Handelspreisen p;,, und ps,, darstellen. Unter
Beriicksichtigung dieser Budgetbeschrankung kann das Endvermogen des Investors L wie

folgt dargestellt werden:
—152)T40z
W/Il'v/ (XIL7X2L;p1,t07p2,t0) = XlL . SlvtO . e(u 3 )T"r T
+ X2L . SZtO . €(MJ_%03)'T+UJ';T+C'5T (1018)

I .
+ (XC'ash - XlL *Pig — XQL 'p27t0> -e'f T.

Kurzfristiger Investor K

Ahnlich zum Endvermégen des langfristigen Investors L lisst sich das Endvermégen des

repriasentativen Investors K mit dem Anlagehorizont Tk (< T') schreiben als:

W'][é( (X{{7X21<;p1,t07p2,t0) - Xll( : ]Ajl,TK + X21< 'ﬁQ,TK

(10.19)
K .
+ (XCash - Xll( .plﬂfo - X21< : p2,to) & f TK.
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Waéhrend die Budgetbeschrankung von Investor K identisch zur Budgetbeschrankung von
Investor L ist, erhélt Investor K nicht die Fundamentalwerte der Aktien, sondern die
Handelspreise py 7, und ps 7, zum Zeitpunkt T, die aus dem Handel mit Folge-Investor

F resultieren.

Folge-Investor F

Mit einem Investitionszeitraum vom Zeitpunkt Tk bis zum Zeitpunkt 7' erhélt der
reprasentative Investor F die Fundamentalwerte 51,T und gg,T zum Zeitpunkt 7. Die
Ausgaben zum Zeitpunkt 7% hdangen von den Handelspreisen p; 1, und ps 7, ab, sodass

das Endvermogen geschrieben werden kann als:

Wi (Xf>X§;p1,TK,p2,TK) = XF .S r+ X Sor

Xt (10.20)
+ (Xcash - Xr Py — xr 'ﬁQ,TK) et (T=Tx),

wobei die monetére Ausstattung Ygash des Folge-Investors F durch Gleichung (10.3)
gegeben ist.

10.3.3 Diskretionidre Vermogenshypothese

Ob der Nutzen der Marktteilnehmer nur vom Vermdgen zum Zeitpunkt 7" abhéingt, wie
von der angewandten Nutzenfunktion unterstellt, oder auch zwischenzeitliche erhebliche
Verluste den Nutzen der Investoren beeintrachtigen und/oder der Anleger nicht bereit ist,
diese Verluste wahrend der Investitionsperiode hinzunehmen, wird kontrovers diskutiert
(Bodie, 2015). GeméB der Hypothese des diskretiondren Vermogens von Wilcox (2020)
wird die Risikoaversion des Investors durch die Notwendigkeit bestimmt, Verluste wahrend
des gesamten Investitionszeitraums — und nicht lediglich zum Ende des Anlagehorizontes
— zu vermeiden. Dieser alternative Ansatz wird im Folgenden ndher betrachtet und in

Beziehung zur Nutzenfunktion mit abnehmender relativer Risikoaversion gesetzt.

Die Hypothese findet ihren Ursprung in der von Kelly (1956) eingefithrten Theorie
des optimalen Wachstums (optimal growth theory) und stellt eine Verallgemeinerung

des Mittelwert-Varianz-Kriteriums von Markowitz (1952) dar. In Kellys Framework
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maximieren die Marktteilnehmer die erwartete periodische logarithmierte Rendite

In(l+r),

die langfristig und tber viele Perioden hinweg den Median des Vermogens maximiert
(Wilcox, 2020). Die sich daraus ergebende optimale Vermogensallokation stimmt mit
der Mittelwert-Varianz-Optimierung und einem Risikoaversionskoeffizienten von 0,5 im
Framework von Markowitz tiberein, das einen Investor mit einer relativ geringen Risiko-

aversion charakterisiert.

Wilcox (2020) betont, dass diese Investitionsstrategie, die auf die Maximierung des erwar-
teten langfristigen mittleren Vermogens abzielt, von den Anlegern verlangt, (potenzielle)
erhebliche zwischenzeitliche Vermogensverluste in Kauf zu nehmen. Nach der Hypothese
des diskretiondren Vermogens wird die Risikoaversion durch die Notwendigkeit der Anle-
ger bestimmt, auch zwischenzeitliche Vermogensverluste zu vermeiden und nicht nur zum
Ende des Anlagehorizontes. Investoren versuchen demnach das langfristige mittlere dis-
kretiondare Vermoégen zu maximieren, indem sie die erwartete periodische logarithmierte
Rendite des diskretiondren Vermogens maximieren. Das diskretiondre Vermogen ist da-
bei als das Residualvermdgen oberhalb eines Unterschreitungspunktes (shortfall point)
oder anders ausgedriickt als das maximale Vermogen, das der Anleger im Rahmen der

Investitionstétigkeit bereit ist zu verlieren, definiert. (Wilcox und Fabozzi, 2009)

Formal ausgedriickt maximiert ein Investor also den Erwartungswert von

In(1+L-r), (10.21)

wobei L den Risikoaversionskoeffizienten und r die periodische Portfoliorendite bezeichnet.
Die Rendite r = —% kann als der prozentuale Verlust iiber einen bestimmten Zeitraum
interpretiert werden, der fiir einen Anleger nicht mehr tragbar ist. Fiir L = 5 verlangt der

Investor beispielsweise eine Rendite, die zumindest grofier als —20 % ist.

Konkret basieren die Anlageentscheidungen der Marktteilnehmer auf den Renditeei-
genschaften einer bestimmten Lénge eines Beobachtungszeitraums der Rendite r, bei-
spielsweise auf monatlichen oder jahrlichen Renditen. Durch Maximierung der Gleichung
(10.21) maximieren die Investoren das diskretiondre Medianverméogen tiber die Zeit, das

heifit iiber viele Perioden der betrachteten Léange. Somit werden in jeder Periode Vermo-
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gensverluste in bestimmter Hohe vermieden. Um hohere Momente als die Standardabwei-
chung der Renditen — die Schiefe und Kurtosis — zu berticksichtigen, kann die Taylor-Reihe
auf den Erwartungswert von Gleichung (10.21) angewandt werden. (Wilcox, 2020)

Wilcox (2003, 2020) setzt die vorgeschlagene Investitionsstrategie aus Gleichung (10.21)
in Beziehung zur Nutzentheorie. Driickt man das diskretionare Vermdégen als die Differenz
zwischen Vermogen W und Shortfall-Punkt ¢ aus, so ist die Investitionsstrategie nach
Wilcox aquivalent zu der logarithmierten Nutzenfunktion von Rubinstein (1976) gemé&fl

der Form:

In(W —c). (10.22)

Die Aquivalenz lisst sich wie folgt beweisen: In einem ersten Schritt kann das Vermogen
W in Gleichung (10.22) als das Anfangsvermogen Wy, multipliziert mit der periodischen
Bruttorendite 1 + r des Portfolios, als

W:WO<1—|—T)

und der Verlustpunkt ¢ in Abhédngigkeit des Risikoaversionsparameters L des

Investitionskriteriums nach Wilcox als

=W, (1 - i) (10.23)

ausgedriickt werden. Die Darstellung des Shortfall-Punktes ¢ als Funktion von L in
Gleichung (10.23) stellt sicher, dass der Investor bei der Nutzenfunktion von Rubinstein
und dem Investitionskriterium von Wilcox tibereinstimmende maximal hinnehmbare
Verluste grofier —% hat. Setzt man die Ausdriicke fiir W und ¢ in die Nutzenfunktion
von Rubinstein aus Gleichung (10.22) ein, so kann diese wie folgt geschrieben werden:

ln(W—c):ln<W0~(1+r)—W0«(1—2)).

Vereinfacht man die Gleichung, so ergibt sich der Ausdruck:

In(W —¢) :ln(Wo- (i—l—r)),
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der umgeformt werden kann zu:

In(W—c)=lIn (i + T) +in (Wo). (10.24)

Um die Aquivalenz von Rubinsteins Nutzenfunktion und der Investitionsstrategie von
Wilcox zu zeigen, kann die rechte Seite der Gleichung (10.24) mit In (L) —In (L) erweitert

werden, sodass die Gleichung nach Umformung wie folgt lautet:

In(W—-c¢)=In(l+L-r)+In (VZO> : (10.25)

Die Darstellung in Gleichung (10.25) zeigt, dass die Nutzenfunktion von Rubinstein mit
dem Investitionskriterium von Wilcox identisch ist, zusétzlich dem konstanten Term
In (%) Die additive Konstante hat jedoch keinen Einfluss auf die Ergebnisse einer
Erwartungswertoptimierung und beeinflusst lediglich das resultierende Nutzenniveau.
Daraus kann geschlossen werden, dass sowohl Rubinsteins Nutzenfunktion als auch die
Investitionsstrategie von Wilcox beziiglich der optimalen Portfolioallokation gleichwertig

sind.

Es ist zudem festzustellen, dass die Nutzenfunktion von Rubinstein formal identisch
ist mit der Nutzenfunktion mit abnehmender relativer Risikoaversion aus Gleichung
(10.12) fiir den speziellen Fall des Risikoaversionsparameters v von 1 und wenn die
gesamte Investitionsphase aus einer einzigen Periode besteht: Dazu kann die DRRA-
Nutzenfunktion aus Gleichung (10.12) mit 7, das sich im Grenzwert 1 nédhert, wie folgt

geschrieben werden:

— 7
iy W=m) "
y—1 1—7

Gemaéf der Regel von de I’'Hospital werden die Ableitungen der Terme im Zéahler und im

Nenner bestimmt:

o W =) - (W =)'

y—1 —1 ’
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sodass der Spezialfall der DRRA-Nutzenfunktion aus Gleichung (10.12) fir v =1

UW) = ln(W —mn)
lautet, was der Nutzenfunktion von Rubinstein fiir n = ¢ aus Gleichung (10.22) entspricht.

Als Ergebnis kann zusammengefasst werden, dass die Investitionsstrategie gemafl der dis-
kretiondren Vermogenshypothese von Wilcox und die Nutzenfunktion von Rubinstein mit

der in diesem Teil der Dissertation verwendeten DRRA-Nutzenfunktion identisch sind

(I)  fiir eine spezifische Parameterwahl des Existenzminimums oder des Defizitpunktes
(vgl. Gleichung (10.23)),

(IT) wenn der Risikoaversionsparameter « gleich 1 und

(III) der (gesamte) Investitionszeitraum aus einer einzigen Periode besteht.

Daraus folgt, dass die Anlagestrategie von Wilcox und die Nutzenfunktion von Rubin-
stein eine Teilmenge der DRRA-Nutzenfunktion aus Gleichung (10.12) darstellen. Letz-
tere ist daher flexibler, da sie ermoglicht, die Risikoaversion der Investoren mit den

Risikoaversionsparametern v und 7 zu erfassen.

Dartiber hinaus ermoglicht die DRRA-Nutzenfunktion Zeitdiversifikation — im Gegen-
satz zur diskretionaren Vermogenshypothese — wenn der gesamte Investitionszeitraum
nicht als eine Periode, sondern als sich wiederholende Einzelperioden mit periodischer
Portfoliorendite r betrachtet wird: Da Investoren geméfl der diskretionédren Vermogens-
hypothese periodische Ausfélle vermeiden, sind Investoren mit einem mehrperiodigen
Anlagehorizont nicht bereit, wiahrend ihres Investitionszeitraums (erhebliche) Verluste
hinzunehmen. Es folgt, dass als Resultat eines statischen Portfoliooptimierungsproblems
langfristig orientierte Investoren keine hoheren Aktienquoten halten als kurzfristig
orientierte Anleger. Mit L = 5 und einem Betrachtungszeitraum von beispielsweise einem
Jahr treffen Investoren, die nicht bereit sind, jahrliche Verluste von 20 % oder hoher zu
akzeptieren, im wiederholten einperiodigen Modell identische Investitionsentscheidungen

unabhéngig ihrer Gesamtinvestitionszeitraume.



10.4 Herleitung des Gleichgewichts 76

10.4 Herleitung des Gleichgewichts

Das Gleichgewicht der beschriebenen Okonomie ist durch die resultierenden endogenen
Gleichgewichtspreise von Aktie 1 und Aktie 2 und durch die Anzahl der erworbenen
Aktienanteile des kurzfristigen und langfristigen Investors charakterisiert. Zwei Be-
dingungen bestimmen dabei das Gleichgewicht des Modells. Zum einen treffen alle
reprasentativen Investoren Investitionsentscheidungen, die ihren erwarteten Nutzen
maximieren. Das Optimierungsproblem eines Investors ¢ zum Handelszeitpunkt ¢, fir
eine gegebene Preiskombination p; und py der beiden Aktien lautet demnach:

s [0 7 (55 X51.)]. o
Zum anderen gilt im Gleichgewicht, dass die zum Zeitpunkt fy und zum Zeitpunkt Ty
jeweils zum Kauf ausstehenden Aktien von den Investoren geméfl den erwartungsnutzen-
maximierenden Investitionsentscheidungen erworben werden. Diese Bedingung wird auch

als Marktraumung bezeichnet.

Wie im vorherigen Abschnitt erwahnt, existiert fiir die Nutzenfunktion mit abnehmender
relativer Risikoaversion aus Gleichung (10.12) keine geschlossene Losung fiir die optimale
Anzahl der gekauften Aktien, sodass Optimierung (10.26) durch numerische Methoden
gelost werden muss. Ziel ist die Bestimmung der Nachfragefunktionen von Investor ¢
fiir Aktie 1 und Aktie 2, jeweils in Abhéngigkeit der Preise p; und p, beider Aktien.
Zu diesem Zweck wird zunéchst die Verteilung des Endvermoégens W in Abhéngigkeit
von den von Investor 7 gewahlten Einheiten der Aktien fiir eine Preiskombination
generiert. Fir Aktie 1 und Aktie 2 werden dazu 50.000 Werte fiir den Diffusionsterm
Zr simuliert. Zur Gewahrleistung der numerischen Stabilitat wird explizit die Anzahl
der Spriinge von null bis zu einer Obergrenze J der Anzahl von Spriingen von Aktie 2
beriicksichtigt, anstatt die Poisson-verteilte Anzahl der Spriinge Jr fiir jede Realisierung
von Zr zu simulieren. Die maximale Anzahl der beriicksichtigten Spriinge Jr beziiglich
eines Investitionszeitraums 7' ist dabei so gewahlt, dass die kumulative Wahrschein-
lichkeit Zgjio p(& A - T) aller berticksichtigten Spriinge gerade iiber 99,9999 % liegt,
wobei p(&; A - T') die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung der Anzahl der
auftretenden Spriinge £ und Intensitat A - 1" bezeichnet:

A1) ar

p(&A-T) = a e
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Zu der Wahrscheinlichkeit der maximal beriicksichtigten Sprunganzahl J; wihrend des
Zeitraums 1" wird die Restwahrscheinlichkeit 1 — Zggo p(&; A - T') addiert. Der erwartete
Nutzen ergibt sich dann als Durchschnitt der Werte des Nutzens, gewichtet mit der Ein-
trittswahrscheinlichkeit p(&; A - T') der jeweiligen Sprunganzahl £ von Aktie 2, sodass die

optimale Aktienanzahl fiir eine gegebene Preiskombination bestimmt werden kann.

Auf diese Weise konnen die Nachfragefunktionen X} (py, p2) und X4 (p1, p2) von Investor ¢
fir Aktie 1 und Aktie 2 hergeleitet werden. Die Nachfrage nach einer Aktie ist dabei
grundsétzlich eine abnehmende Funktion des jeweiligen Preises der Aktie und eine zuneh-

mende Funktion des Preises der anderen Aktie.

Da Investor K zum Zeitpunkt Tk die Handelspreise p; 7, und ps 7, erhalt, die sich aus
dem Handel mit dem Folge-Investor F ergeben, ist eine rekursive Losung des Modells zur
Bestimmung der Gleichgewichtspreise pfg und pfg erforderlich. Dabei wird im Sinne
des vollkommenen Wettbewerbs sichergestellt, dass Investor K die Preise zum Zeitpunkt
Tk nicht beeinflussen kann, indem er die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢, gekauften Aktien

strategisch wahlt.

10.4.1 Zeitpunkt Tk

Zum Zeitpunkt Tk maximiert Folge-Investor F den erwarteten Nutzen in Abhéngigkeit
des Endvermégens aus Gleichung (10.20) durch Wahl der optimalen Anzahl an Aktien
fir die Preise py 1, und pa 7.
F(tF (vF vF.
XI??)‘?(QF ETK {U (WT (Xl 7X2 apl,TK7p2,TK>)} .

Daraus kénnen die entsprechenden Nachfragefunktionen  XI'(py 7., pa7,) und
XE (p17y P21y ) filr Aktie 1 und Aktie 2 abgeleitet werden. Die Gleichgewichtsprei-
se pf%{ und pf, %{ reprasentieren jene Preiskombination, bei der die Nachfrage des

Investors F nach beiden Aktien zum Zeitpunkt Tk dem jeweiligen Angebot des Investors

K entspricht. Die Marktraumungsbedingungen zum Zeitpunkt Tk lauten:

F/ E E K,EQ !
X3 (Pl,%(’pz%() - Xi 9=0

F( EQ EQ K,EQ !
Xy (pl,TKapz,TK) - Xy =
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In dieser Darstellung sind X{ (p{2, ,ps s, ) und X5 (p7% ,py,.) die mit den Gleichge-
wichtspreisen zum Zeitpunkt T ausgewerteten Nachfragefunktionen und bezeichnen die
Anzahl der Einheiten von Aktie 1 und Aktie 2, die Investor F im Gleichgewicht kauft.

K,E K.,E
P9 und x,079

Das Angebot beider Aktien von Investor K im Gleichgewicht wird mit X und

bezeichnet und entspricht den vom kurzfristigen Investor K in Zeitpunkt t, gewahlten

Einheiten:
K,EQ . K/ EQ _EQ
X3 = X1 (p1g Pasy)
K,EQ K, EQ E
XQ @ = X2 (pl,gﬂpZ,iQo)v

das heifit, X (pfg,pfg) und X& (pfg,pfg) sind die Nachfragefunktionen des Investors

K, die mit den Gleichgewichtspreisen zum Zeitpunkt ¢, ausgewertet werden.

10.4.2 Zeitpunkt

Zum Zeitpunkt ¢ty maximieren Investor L und Investor K den erwarteten Nutzen in Ab-
héngigkeit des Endvermogens, das in Gleichung (10.18) und Gleichung (10.19) gegeben
ist, indem sie die optimale Anzahl an Aktien fiir Preiskombinationen von p;;, und pay,

wahlen. Die Optimierungsprobleme von Investor L und Investor K lauten:

s By UE (WE (XE, XE:pry b2 ))] (10.27)
XI?%(}ZK E;, [UK (WY{; (Xf(,XQK;thO,pZtO))} . (10.28)

Aus den Nutzenmaximierungsproblemen folgen die Nachfragefunktionen X¥(pi 4, po.so),
XE (D14, P2.to) und XX (D1sg, Dato)s XE (D1tg, P2s,) fiir Aktie 1 und Aktie 2, die von den
Preisen zum Zeitpunkt ¢y abhéngen. Fir die Gleichgewichtspreise pf?o und pfg entspricht
die aggregierte Nachfrage von Investor L und Investor K den verfiigharen Aktienanteilen
von Aktie 1 und Aktie 2 aus Gleichung (10.1). Die Marktraumungsbedingungen zum

Zeitpunkt ¢y konnen wie folgt formuliert werden:

- !
XLy, phe) + X (e pae) — X1 =10 (10.29)

EQ E EQ E
Xg(pl,%ng) + Xf(pl,g,pz,g) -

>

5 = 0. (10.30)



Kapitel 11

Modellergebnisse

Ziel des Modells ist die Herleitung, welches optimale Portfolio Investoren mit unterschiedli-
chen Anlagehorizonten hinsichtlich des Tail-Risikos wéhlen und welche Faktoren eine hohe
Schiefepramie induzieren. Dazu werden aus den Gleichgewichtsergebnissen des Modells im
vorliegenden Kapitel Modellimplikationen abgeleitet und als Resultate zusammengefasst.
Aufgrund vereinfachender Annahmen des Modells, wie unter anderem der Beriicksich-
tigung von zwei riskanten, bis auf das Katastrophenrisiko identischen Vermoégenswerte,
erlauben die theoretischen Modellergebnisse nicht, Aussagen tiber die (tatséchliche) Hohe
von Schiefepramien zu treffen. Die Ergebnisse und Implikationen dieses Modells bieten
jedoch die Grundlage fiir eine empirische Analyse und werden vor diesem Hintergrund in

Kapitel 13 diskutiert.

Die in diesem Kapitel prasentierten Ergebnisse des Modells beruhen auf den im folgenden
Abschnitt erlduterten und in Tabelle 11.1 zusammengefassten Parameterspezifikationen.
Fir die Parameter der Aktienpreisprozesse wird dabei auf allgemein gehaltene, fir Aktien
und Indizes typische Groflen zuriickgegriffen. Kapitel 12 bietet eine Sensitivitdtsanalyse,
in der der Einfluss von Parameterdnderungen der Aktienpreisprozesse und der Nutzen-

funktion auf die Modellergebnisse analysiert wird.

Wihrend Abschnitt 11.2 zunéchst Investoren mit homogenen Anlagehorizonten betrach-
tet, wird in Abschnitt 11.3 eine Okonomie mit heterogenen Anlagehorizonten der Investo-
ren beriicksichtigt. Abschnitt 11.4 analysiert den Einfluss variierender Anteile kurz- und

langfristiger Investoren in der Okonomie auf die Gleichgewichtsergebnisse des Modells.
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11.1 Parameterwahl

In Anlehnung an die ersten beiden Momente der Renditeverteilung des DAX Performan-
ce Index wird fir beide Aktien eine erwartete diskrete Rendite p von 10 % und eine
Standardabweichung der Renditen o von 20 % angenommen (vgl. Abschnitt 3.2). Die
Sprungintensitat A von 0,1 bedeutet, dass im Durchschnitt alle zehn Jahre ein Sprung
mit einer Sprunggrofie ¢ von —30 % im Logarithmus des Preises auftritt. Tritt ein Sprung
auf, so fallt der Aktienkurs um die diskrete Sprunggrofie von rund 26 %. Damit beide
Aktien identische erwartete diskrete Renditen und Standardabweichungen der Renditen
aufweisen, werden die sprungadjustierte Drift und die Volatilitat gemafl den Gleichungen
(10.7) und (10.10) bestimmt. Die sprungadjustierte Drift p; ist dabei grofer als Drift u
und entspricht 12,59 % und kompensiert somit die negative Auswirkung der Sprungkom-
ponente auf die erwartete Rendite. Aus Gleichung (10.10) folgt, dass die Volatilitét o der
Renditen unter der Bedingung, dass kein Sprung auftritt, 17,61 % entspricht. Zusammen
mit der zusatzlichen Variation der Renditen, die durch die Poisson-verteilte Sprungkom-
ponente induziert wird, entspricht die Gesamtvolatilitit der Renditen von Aktie 2 der

Volatilitat der Renditen von Aktie 1. Der risikofreie Zinssatz r; betragt 2 % p.a.

Zudem wird davon ausgegangen, dass die Renditen von Aktie 1 und von Aktie 2 durch
denselben Wiener-Prozess z; bestimmt werden. Auf diese Weise wird die Moglichkeit zur
Diversifikation durch Aufnahme von Aktie 1 und Aktie 2 in das Portfolio der Investoren
abgeschwécht und so der Einfluss des Tail-Risikos von Aktie 2 auf die optimale Portfolio-

allokation der Investoren hervorgehoben.

Tabelle 11.1: Parameter

Tabelle 11.1 fasst die im Folgenden verwendeten Parameter zusammen. Der Parameter u bezeichnet die
erwartete diskrete Rendite und o die (gesamte) Standardabweichung der Renditen von Aktie 1 und Aktie
2 pro Jahr. Die Parameter py und oy bezeichnen die Drift und die Standardabweichung der Renditen
von Aktie 2 unter der Bedingung, dass kein Sprung stattfindet. Die Sprunggrofie ¢ im Logarithmus des
Preises und die Sprungintensitat A charakterisieren die Sprungkomponente von Aktie 2. Der Parameter
r¢ bezeichnet den risikofreien Zinssatz (p.a.). Die Nutzenfunktion in Gleichung (10.12) ist durch ~ und
n definiert, wobei das spezifische Existenzminimum des Anlegers n° von der Anfangsausstattung gemdaf
Gleichung (10.17) abhdngt.

Parameter 1 o 1%, oy ¢ A Ty v n

Value 0% 20% 1259% 1761 % —-30% 0,1 2% 4 0,8




11.2 Investoren mit homogenen Anlagehorizonten 81

Hinsichtlich der Spezifikation der Nutzenfunktion der Investoren wird angenommen, dass
der Risikoaversionsparameter v der Investoren dem Wert 4 und das Existenzminimum
n zum Ende ihres jeweiligen Anlagezeitraums dem Wert 0,8 entspricht. Dies impliziert,
dass die Investoren am Ende ihres Anlagehorizontes mehr als 80 % ihrer urspriinglichen
monetiren Ausstattung verlangen. Gemafi Gleichung (10.13) liegt die relative Risikoaver-

sion fir alle Vermogensniveaus daher stets tiber 4.

11.2 Investoren mit homogenen Anlagehorizonten

Mit homogenen Anlagehorizonten der Investoren, die durch den langfristigen Investor
L reprasentiert werden, entspricht die Lénge des Investitionszeitraums der Investoren
der Linge der betrachteten Okonomie. Fiir die beschriebenen Parameterspezifikationen
aus dem vorherigen Abschnitt werden die Gleichgewichtseigenschaften fiir Investitions-
horizonte T" des Investors L. von einem Jahr bis dreiflig Jahren hergeleitet. Mit lediglich
langfristigen Investoren folgt aus Gleichung (10.2), dass der représentative Investor L

mit dem aggregierten monetiren Vermogen X ¢4, aller Investoren ausgestattet ist, sodass:

Yéash = 1.

Die im vorherigen Kapitel beschriebene Herleitung des Gleichgewichts reduziert sich
damit auf das Optimierungsproblem des Investors L aus Gleichung (10.27) und die
Marktraumungsbedingungen fiir beide Aktien aus den Gleichungen (10.29) und (10.30)

vereinfachen sich zu:
!

E E = !
Xf(pl,g,pz,g) -X1=0

|

EQ E - !
X%(pl,fﬁ,pzfﬁ) - X, =0.

Fir die Gleichgewichtspreise pﬁ fg und pg fé kauft Investor L alle verfiigharen Aktienein-

heiten zum Zeitpunkt ¢y geméafl seiner Nachfragefunktion, sodass gilt:

E E E E
Xf(pl,iQoang) - Xg(pl,?mplg) - Oa5
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Das resultierende Gleichgewicht lasst sich mithilfe der annualisierten Rendite charak-
terisieren, die Investor L fiir beide Aktien jeweils fordert, damit er alle zur Verfiigung
stehenden Anteile der Aktien erwirbt. Im Gleichgewicht ergibt sich die geforderte
Rendite des Investors L fiir Aktie 1 und Aktie 2 (j = 1,2) aus der logarithmierten
Rendite des erwarteten Fundamentalwertes E (S;r) zum Zeitpunkt 7' bezogen auf
den Gleichgewichtshandelspreis pf,g zum Zeitpunkt ¢y3. Die geforderte jahrliche Rendite
von Investor L wird als ij’EQ definiert und die geforderte Rendite fiir Aktie ;7 kann

geschrieben werden als:
AT E, T
Yy =1In (O EQ] ) (l .])

Abbildung 11.1 zeigt die geforderten jéahrlichen Renditen von Investor L im Gleichgewicht
in Abhéngigkeit von der Lange des Anlagehorizontes T'. Es wird deutlich, dass ylL @ ynd

2L #Q monoton abnehmende Funktionen des Investitionshorizontes 7' darstellen. Wihrend

Y
Investor L bei einem Anlagehorizont von einem Jahr eine Rendite von Aktie 2 in Hohe
von 94,6 % verlangt, damit er alle ausstehenden Anteile der Aktien erwirbt, reduziert sich
die geforderte Rendite auf 12,9 % (p.a.) fur 7" = 30. Das Ergebnis verdeutlicht die Wirk-
samkeit der Zeitdiversifikation und dessen Einfluss auf die optimale Portfolioallokation
des Investors: Mit einem ldngeren Anlagehorizont des Investors L ist er bei sonst gleichen

Bedingungen bereit, niedrigere Renditen (p.a.) fiir beide Aktien zu akzeptieren, um alle

ausstehenden Aktien zu kaufen.

Dariiber hinaus zeigen die geforderten Renditen in Abbildung 11.1, dass Investor L fiir
Aktie 2 mit Katastrophenrisiko eine hohere jéhrliche Kompensation verlangt als fir
Aktie 1, da fiir alle beriicksichtigten Anlagezeitraume T gilt, dass die geforderte Rendite
fiir Aktie 2 die geforderte Rendite fiir Aktie 1 iibersteigt:

L,E L,E
Yy > e,

. T 11 .. L.EQ LEQ 1. .. . . .
Die zusétzliche jahrliche Vergiitung y5" ™~ —y;”" ™, die Investor L fiir Aktie 2 im Vergleich

zu Aktie 1 einfordert, nimmt dabei mit der Lange des Anlagehorizontes T' des Investors
ab. Da beide Aktien die identische erwartete diskrete Rendite und Standardabweichung
der Renditen aufweisen, Aktie 2 jedoch im Gleichgewicht einen niedrigeren Marktpreis

als Aktie 1 aufweist, muss es eine positive Pramie fiir das mit Aktie 2 einhergehende Tail-
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Abbildung 11.1: Geforderte Renditen des langfristigen Investors L

Abbildung 11.1 zeigt die von Investor L fiir Aktie 1 und Aktie 2 geforderten Renditen (p.a.) yf’EQ und
yQL EQ Die geforderte Rendite ist als die annualisierte logarithmierte erwartete Rendite fiir beide Aktien
im Gleichgewicht gemdfl Gleichung (11.1) definiert. Die Linge der Investitionsperioden T von Investor L
reichen von einem Jahr bis dreifiig Jahren. Die Werte der zugrunde gelegten Parameter sind in Tabelle

11.1 gegeben.
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——Aktie 1
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Risiko geben. Die Schiefepramie sk”"™ wird dafiir als die logarithmierte Preisdifferenz
zwischen Aktie 1 und Aktie 2 im Gleichgewicht definiert und kann wie folgt ausgedriickt

werden:

EQ
skPTe = n (p;@o) . (11.2)
P2y,
Die Schiefepramie misst demnach die zuséatzliche Rendite von Aktie 2 relativ zu Aktie 1,
die der Investor iiber den gesamten Anlagehorizont bis zum Zeitpunkt 7" als Ausgleich fir
das ungeliebte negative Sprungrisiko von Aktie 2 erhalt. Abbildung 11.2 zeigt, dass die
Schiefepramie fiir alle berticksichtigten Langen des Anlagehorizontes T stets positiv ist.
Dabei ist die Schiefepramie eine abnehmende Funktion des Anlagehorizontes T, die von
35,6 % fur T =1 auf 0,6 % fiur T = 30 sinkt und bei langeren Anlagehorizonten gegen

null konvergiert.

Bei kurzen Anlagehorizonten fordert Investor L. daher eine relativ hohe zusétzliche Ent-

schadigung dafiir, dass er dem Risiko eines negativen Kurssprungs von Aktie 2 ausgesetzt
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Abbildung 11.2: Schiefepramie

Abbildung 11.2 zeigt die resultierende Schiefepramie skP™™ fir Investitionsperioden T wvon Investor
L, die von einem Jahr bis dreif$ig Jahren reichen. Die Schiefepramie skP™™ ist die logarithmierte
Preisdifferenz zwischen Aktie 1 und Aktie 2 im Gleichgewicht, wie in Gleichung (11.2) definiert. Die
Werte der zugrunde gelegten Parameter sind in Tabelle 11.1 gegeben.

40%
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25%
20%
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ist. Auch wenn die Wahrscheinlichkeit, dass ein oder mehrere Spriinge auftreten, relativ
gering ist, fihrt bereits die Grofie ¢ = —30 % eines Sprungs zu erheblichen Vermogens-
verlusten, von denen sich das Endvermogen iiber kurze Anlagehorizonte kaum erholt. Bei
langeren Investitionshorizonten nimmt die Auswirkung negativer Spriinge auf das Endver-
mogen jedoch ab, da die Renditeverteilung von Aktie 2 fiir lange Investitionszeitraume T'
gegen die Renditeverteilung von Aktie 1 konvergiert, was durch den Grenzwert der Schiefe
in Gleichung (10.11) zum Ausdruck gebracht wird. Intuitiv gesprochen wird die Portfo-
liorendite eines Investors tiber einen kiirzeren Anlagezeitraum von einem iiberraschend
auftretenden Sprung im Preis der Aktie also starker beeinflusst als iiber einen ldngeren

Anlagezeitraum.

Dementsprechend sind die Auswirkungen des Katastrophenrisikos auf das Portfolio von
Investoren mit DRRA-Nutzen bei léngeren Anlagehorizonten weniger stark ausgeprégt,
sodass die Preise pfg und pf?o fiir lange Anlagehorizonte T' — trotz des Sprungrisikos in
den Preisen von Aktie 2 — konvergieren. Die erste Implikation des Modells wird in dem

folgenden Resultat zusammengefasst:
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Resultat 9 (Schiefepramie) Die Schiefepramie misst die zusdtzliche Kompensation,
die Investoren fir die Aktie mit Tail-Risiken im Vergleich zur Aktie mit normalverteilten
Renditen erhalten, wobei beide Aktien eine identische erwartete Rendite und Standardab-
weichung der Renditen aufweisen. Die Schiefepramie ist dabei positiv, nimmt mit dem
Anlagehorizont T der Investoren ab und konvergiert gegen null fiir lange Anlagehorizonte.
Dieses Resultat impliziert, dass Investoren — wenn sie tber einen ausreichend langen
Investitionshorizont verfigen — (anndhernd) indifferent sind, ob sie die Aktie mit

normalverteilten Renditen oder die Aktie mit Sprungrisiko halten.

11.3 Investoren mit heterogenen Anlagehorizonten

Betrachtet wird nun eine Okonomie mit sowohl langfristigen Investoren, die einen
Investitionshorizont von zehn Jahren haben, als auch kurzfristigen Investoren, die die
Okonomie bereits nach fiinf Jahren verlassen und ihre zum Zeitpunkt ¢, erworbenen
Aktienanteile an die Folge-Investoren verkaufen. Der residuale Anlagehorizont T — Ty
der Folge-Investoren betragt somit ebenfalls fiinf Jahre. Es wird zunéchst angenommen,
dass in der Okonomie gleich viele langfristige wie kurzfristige Investoren mit identischer
monetirer Ausstattung existieren. Geméfi des Konzepts repriasentativer Investoren
besitzen der représentative Investor L und der repriasentative Investor K folglich jeweils

die Hilfte der gesamten Geldausstattung X cqs, zum Zeitpunkt t:

Xéash = Xé(ash = 0’5

Analog zum langfristigen Investor L im vorherigen Abschnitt kénnen die geforderten
Renditen des kurzfristigen Investors K und des Folge-Investors F wie folgt ausgedriickt
werden: Im Gleichgewicht entspricht die geforderte Rendite von Investor K fiir Aktie
j (j = 1,2) der logarithmierten Rendite zwischen dem erwarteten Gleichgewichtshan-
delspreis E,, (p]E 7‘%{) zum Zeitpunkt Tk und dem Gleichgewichtshandelspreis pf fg zum
Zeitpunkt to. Mit y,f’EQ, definiert als die von Investor K geforderte jéahrliche Rendite,

lasst sich diese wie folgt schreiben:

KEQ . In (Eto (pfj%)) .

Tr -y, o2 (11.3)
Jito
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Entsprechend ist die geforderte Rendite des Folge-Investors F, bedingt auf die Erwartun-
gen zum Zeitpunkt ¢y, als die logarithmierte Rendite des erwarteten Fundamentalwertes
Ey, (Sjr) zum Zeitpunkt 7" und des erwarteten Gleichgewichtshandelspreises E;, (pfj%{)
zum Zeitpunkt Tk definiert:

E, (Sir)
(T - Tk) -y, =1In (“) 7 11.4
! Eto (prQK) ( . )

wobei yf’EQ die geforderte jahrliche Rendite des Investors F zum Zeitpunkt ¢y bezeichnet.

Da sich Investor K und Investor F den Investitionszeitraum des langfristigen Investors L
aufteilen und zum Zeitpunkt Tk die Aktie 1 und Aktie 2 handeln, kann die geforderte
Rendite von Investor L aus Gleichung (11.1) als die Summe der geforderten logarithmier-
ten Renditen von Investor K und Investor F aus Gleichung (11.3) und (11.4) ausgedriickt
werden. Formal kann dies wie folgt gezeigt werden: In einem ersten Schritt wird die ge-
forderte Rendite von Investor L mithilfe bekannter Regeln der Logarithmusberechnung

umgeschrieben als:

i (BL5) <t 500 0 12).
J>to

Dieser Ausdruck kann nun mit den erwarteten Gleichgewichtshandelspreisen

E,, (pijK) —E,; (ijjQK) zum Zeitpunkt Ty wie folgt erweitert werden:
Ey, (Sjr)
i (B) < 500 - (1R + B G - ).
j:tO
Nach Umstellung resultiert der Zusammenhang
EQ
Ey, (Sjr) By, (pjTK> Et, (Sj1)
In| "2~ =ln|—s~2 | +in|—"2%], 11.5
( i e B (115,) )

wobei sich in dieser Gleichung die Ausdriicke fiir die geforderten Renditen des kurzfristigen
Investors und des Folge-Investors aus Gleichung (11.3) und (11.4) wiederfinden. Setzt

man die beiden Ausdriicke fiir die geforderten Renditen in Gleichung (11.5) ein und
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dividiert durch die Lénge T" des gesamten Investitionszeitraums, so erhalt man:

T T—-1T,
L,EQ K K,EQ K F.EQ

Die Beziehung besagt, dass die geforderte jahrliche Rendite von Investor L fiir Aktie
j = 1,2 dem Durchschnitt der jeweils geforderten Renditen von Investor K und Investor

F, gewichtet mit dem Anlagehorizont des jeweiligen Investors, entspricht.

Die von einem Investor geforderte Rendite wird dabei grundsitzlich von zwei Faktoren
beeinflusst: zum einen von der Lange des Anlagehorizontes des Investors und zum anderen
von der Anzahl der Aktien, die der Investor bei gegebener monetirer Anfangsausstattung

insgesamt erwirbt.

Erstens ist aus den FErkenntnissen des vorangegangenen Abschnitts mit homogenen
Anlagehorizonten bekannt, dass die geforderten Renditen (p.a.) fiir beide Aktien abneh-
mende Funktionen des Anlagehorizontes des Investors darstellen. Daraus folgt, dass fur
den Fall, dass der langfristige Investor L und der kurzfristige Investor K zum Zeitpunkt
to gleich viele Anteile beider Aktien kaufen, die von Investor K geforderten Renditen
fir beide Aktien die entsprechenden Renditen, die Investor L fordert, tibersteigen.
Dies gilt entsprechend fiir den Folge-Investor F, das heifit, er verlangt aufgrund seiner
kiirzeren Anlageperiode ebenfalls hohere Renditen als Investor L fiir eine gegebene
Anzahl an Aktien. Bei identischer Anzahl an gekauften Anteilen der beiden Aktien
X[ = X} = 0,25 ubersteigt die rechte Seite der Gleichung (11.6) somit die linke Seite,

sodass diese Allokation kein Gleichgewicht darstellen kann:

Tk T —Tgk

T Y T Y

(11.7)

Infolgedessen konnen der langfristige Investor L und der kurzfristige Investor K im Gleich-

gewicht nicht die identische Anzahl beider Aktien kaufen.

Zweitens fithrt eine Reduzierung (Erhohung) der gekauften Anteile einer Aktie, ceteris
paribus, zu einer geringeren (héheren) geforderten Rendite fir diese Aktie. Tabelle 11.2
zeigt die Aktienanzahl, die Investor K und Investor L im Gleichgewicht erwerben und
Tabelle 11.3 die jeweils geforderten jéhrlichen Renditen. Im betrachteten Beispiel reduziert

Investor K die Anzahl der gekauften Aktien von jeweils 0,25 auf 0,21 Anteile von Aktie 1
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Tabelle 11.2: Gleichgewichtsergebnisse mit heterogenen Investoren

Tabelle 11.2 zeigt die wichtigsten Figenschaften der Okonomie mit gleichem Anteil von kurzfristigen
Investoren und langfristigen Investoren mit T = 10 und Tx = 5. Die Aktienquote bezeichnet den Wert
des Portfolios bestehend aus Aktie 1 und Aktie 2 zum Zeitpunkt to als Anteil des Anfangsvermdgens.
Der in Aktie 2 investierte Anteil ist definiert als der in Aktie 2 investierte Wert geteilt durch den
Wert des risikobehafteten Portfolios zum Zeitpunkt t. XIEQ und XQEQ bezeichnen die im Gleichgewicht
erworbenen FEinheiten von Aktie 1 und Aktie 2. Die Schiefeprimie skP™™ aus Gleichung (11.2) ist
definiert als die logarithmische Preisdifferenz zwischen Aktie 1 und Aktie 2 im Gleichgewicht.

Gewichtung
Investor | Aktienquote Aktie 2 Xf < XQE @ ggprem

=

41,8 % 51,4 % 0,29 0,33

7.2 %
K 25,3 % 43,0 % 021 0,17

Tabelle 11.3: Geforderte Renditen der Investoren

Tabelle 11.3 zeigt die jihrlichen Renditen, die in einer Okonomie mit gleichem Anteil an kurzfristigen
Investoren und langfristigen Investoren mit T = 10 und Tx = 5 von den Investoren gefordert werden.
Die geforderten Renditen des reprisentativen Investors L, des Investors K und des Investors F sind in
den Gleichungen (11.1), (11.3) und (11.4) gegeben.

Investor yf @ y2E @

L 20,6 % 21,3 %
K 157% 154 %
F 254 % 272 %

und 0,17 Anteile von Aktie 2. Dies senkt die geforderten Renditen auf der rechten Seite
von Gleichung (11.7).

Zusatzlich kann yJF Q als der zum Zeitpunkt t, erwartete Diskontsatz interpretiert wer-
den, den Investor K zum Diskontieren des erwarteten Fundamentalwertes E,, (S;r) an-
wendet. Investor K antizipiert die geforderten jahrlichen Renditen des Folge-Investors F,
die 25,4 % fur Aktie 1 und 27,2 % fiir Aktie 2 betragen. Fur die reduzierten Aktienkaufe
im Gleichgewicht fordert Investor K lediglich eine Rendite von 15,7 % beziehungsweise

15,4 %.
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Analog dazu erhoht Investor L seinen Aktienbestand und kauft 0,29 Einheiten von Aktie
1 und 0,33 Einheiten von Aktie 2 mit Sprungrisiko im Gleichgewicht, was wiederum die
geforderte jahrliche Rendite auf der linken Seite von Gleichung (11.7) auf 20,6 % bezie-
hungsweise 21,3 % erhoht. Die von Investor K und Investor L im Gleichgewicht gekauften
Aktienanteile gewéhrleisten, dass die Beziehung zwischen den geforderten Renditen in
Gleichung (11.6) gilt. Tabelle 11.2 zeigt, dass Investor L 41,8 % seines Vermogens in die
beiden Aktien investiert, wahrend das Portfolio von Investor K eine Aktienquote von nur

25,3 % aufweist. Die Implikation des Modells lasst sich wie folgt zusammenfassen:

Resultat 10 (Aktienquote) In einer Okonomie mit Investoren, die sich lediglich hin-
sichtlich der Ldnge ihrer Anlagehorizonte unterscheiden, wdhlen langfristige Investoren
eine hohere Aktienquote als kurzfristige Investoren. Bedingt durch die Nutzenfunktion mit
abnehmender relativer Risikoaversion fordern Investoren mit einem ldngeren Investitions-
zeitraum eine geringere Rendite als Investoren mit einem kiirzeren Investitionszeitraum.
Fiir die sich einstellenden Handelspreise der beiden Aktien im Gleichgewicht erwerben
langfristige Investoren eine gréfSere Anzahl beider Aktien als kurzfristige Investoren, sodass
das Portfolio der langfristigen Investoren durch eine héhere Aktienquote gekennzeichnet

15t.

Gleichung (11.6) kann dartiber hinaus zur Herleitung der Beziehung zwischen der
zusétzlichen jahrlichen Rendite verwendet werden, die von den Investoren fir Aktie 2
mit Tail-Risiko im Vergleich zu Aktie 1 im Gleichgewicht gefordert wird:

LEQ _  LEQ _ Tk

Yo T — o

= ( K,EQ _

Vs P9 + Cint) & (1579 —

o).
T

Y Y

Die Beziehung besagt, dass die zusitzliche Rendite (p.a.), die Investor L fiir Aktie 2
im Gleichgewicht verlangt, dem Durchschnitt der zusatzlich geforderten Renditen von

Investor K und Investor F, gewichtet mit ihren jeweiligen Anlagehorizonten, entspricht.

Das Ergebnis aus dem vorherigen Abschnitt mit homogenen Anlagehorizonten verdeut-
licht, dass die zusatzlich geforderte Rendite (p.a.) fir Aktie 2 im Vergleich zu Aktie 1
mit dem Anlagehorizont des Investors abnimmt. Damit Investor L und Investor K gleich

viele Aktienanteile erwerben, benotigen Investor K und Investor F daher im Durchschnitt
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eine hohere zusétzliche Kompensation als Investor L, sodass fir X = X7 = 0,25 gilt:

yQL—yf<?-(yf—yf)+T}TK-(ygF—yf). (11.8)

Es folgt, dass die paritatische Allokation kein Gleichgewicht darstellen kann und Investor
L beziehungsweise Investor K im Gleichgewicht nicht jeweils gleich viele Einheiten von

Aktie 1 beziehungsweise Aktie 2 kaufen kénnen.

Da eine Reduktion (Erhéhung) der von einem Investor gekauften Einheiten der Aktie
2 bei sonst gleichen Bedingungen die fiir Aktie 2 geforderte zusatzliche Vergilitung ver-
ringert (erhoht), erwirbt Investor L (Investor K) im Gleichgewicht 0,04 Einheiten mehr
(weniger) von Aktie 2 als von Aktie 1. Dies erhoht die zusétzlich geforderte Rendite von
Investor L auf der linken Seite von Gleichung (11.8) und reduziert die geforderte Rendite
von Investor K und Investor F auf der rechten Seite der Gleichung. Die von Investor L
geforderte zusitzliche Rendite betragt im Gleichgewicht 0,7 Prozentpunkte und entspricht
dem gewichteten Durchschnitt der geforderten Renditen von Investor K und F: Wéhrend
Investor F im Gleichgewicht eine zusétzliche Kompensation von 1,8 Prozentpunkten (p.a.)
fordert, verlangt Investor K fiir Aktie 1 eine hohere Rendite als fir Aktie 2 von 0,3 Pro-
zentpunkten aufgrund der geringeren Anzahl an Aktien von Aktie 2 im Vergleich zu Aktie

1, die Investor K zum Zeitpunkt ¢y erwirbt.

Daraus lésst sich schlielen, dass sich die Zusammensetzungen der Portfolios der Investoren
im Gleichgewicht unterscheiden: Neben der hoéheren Aktienquote des langfristigen
Investors L zeigt Tabelle 11.2, dass das Aktienportfolio von Investor L. durch eine hohere
Gewichtung von Aktie 2 mit 51,4 %, im Vergleich zu 43,0 % von Investor K, gekennzeich-
net ist. Fir die resultierende Schiefepramie von 7,2 % im Gleichgewicht ist der langfristige
Investor L demnach bereit, relativ und absolut mehr Tail-Risiko zu iibernehmen als der

kurzfristige Investor K.

Dieses Ergebnis stellt einen wesentlichen Unterschied zu der Schlussfolgerung des CAPM
dar, wonach alle Marktteilnehmer einen Teil ihres Vermdgens in ein identisches Portfo-
lio risikobehafteter Vermogenswerte, dem Marktportfolio, investieren, das als Two-Fund-
Separationstheorem bekannt ist (Copeland et al., 2005). Die Implikation des Modells 14sst

sich wie folgt zusammenfassen:
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Resultat 11 (Portfoliozusammensetzung) Mit  heterogenen  Anlagehorizonten,
Marktteilnehmern mit einer Nutzenfunktion, die durch abnehmende relative Risikoaver-
sion charakterisiert ist, und Vermogenswerten mit schiefer Renditeverteilung zeigt sich,
dass Investoren unterschiedliche Zusammensetzungen des risikobehafteten Portfolios
wdahlen, was dem Two-Fund-Separationstheorem — demnach alle Investoren in das
identische Portfolio risikobehafteter Vermdgenswerte investieren — widerspricht. Bei
lediglich unterschiedlicher Linge ihrer Anlagehorizonte wdhlen langfristige Investoren ein

héheres Portfoliogewicht in Vermdgenswerten mit Tail-Risiken als kurzfristige Investoren.

Wiéhrend Marktteilnehmer, unabhdngig von der Ldange ihres Investitionszeitraums,
das Risiko ihres Portfolios durch eine breite Streuung auf verschiedene Aktien und
Anlageklassen reduzieren koénnen, existiert eine weitere Moglichkeit der (kostenlosen)
Diversifikation, die durch den Investitionszeitraum des Investors exogen gegeben ist:
Durch einen lingeren Anlagehorizont sind Investoren weniger stark vom Tail-Risiko
eines Vermdgenswertes betroffen als Investoren mit kiirzeren Anlagezeitraumen, sodass
langfristige Investoren (relativ) mehr Aktien mit Katastrophenrisiko in ihr Portfolio

aufnehmen als kurzfristige Investoren.

11.4 Variierender Anteil von Investoren

Bei der zuvor betrachteten Okonomie mit heterogenen Anlagehorizonten wurde davon
ausgegangen, dass der Anteil kurzfristiger und langfristiger Investoren gleich grof3 ist,
sodass der repriasentative langfristige Investor L und der kurzfristige Investor K die glei-
che Geldausstattung aufweisen. Durch Variation der anfanglichen Geldausstattung Yéash
und Ygash bei gegebener aggregierter monetérer Ausstattung X cqs, aus Gleichung (10.2)
kann nun die Zusammensetzung der Investoren in der Wirtschaft verandert werden, um
so deren Auswirkung auf die Schiefeprdmie abzuleiten. Je grofler die Anfangsausstat-
tung Ygash des kurzfristigen Investors auf Kosten der Anfangsausstattung Yéash des
langfristigen Investors gewéahlt wird, desto hoher ist der Anteil der kurzfristigen Investoren
aller Marktteilnehmer in der Wirtschaft. Tabelle 11.4 fasst die wesentlichen Eigenschaften
der Okonomien im Gleichgewicht fiir verschiedene Anteile kurzfristiger Investoren zusam-
men. Die Lange des Investitionshorizontes des langfristigen Investors L entspricht nach

wie vor zehn Jahren und die des kurzfristigen Investors K fiinf Jahren.
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Tabelle 11.4: Variierender Anteil kurz- und langfristiger Investoren

Tabelle 11.4 zeigt die wesentlichen Merkmale von Okonomien mit Anteilen kurzfristiger Investoren
von 0 % bis 100 % durch Anpassung der Anfangsausstattung Yéash und Yé{ash der reprisentativen
Investoren bei gegebener Gesamtgeldausstattung X casn mit T = 10 und Tx = 5. Die Aktienquote
bezeichnet den Wert des Portfolios bestehend aus Aktie 1 und Aktie 2 zum Zeitpunkt to als Anteil des
Anfangsvermdgens. Der in Aktie 2 investierte Anteil ist definiert als der in Aktie 2 investierte Wert
geteilt durch den Wert des risikobehafteten Portfolios zum Zeitpunkt tq. X:{EQ und X2EQ bezeichnen
die im Gleichgewicht erworbenen FEinheiten von Aktie 1 und Aktie 2. Die Schiefepramie skP™®™ aus
Gleichung (11.2) ist als die logarithmische Preisdifferenz zwischen Aktie 1 und Aktie 2 im Gleichgewicht
definiert.

Anteil von Gewichtung
Investor K | Investor ~Aktienquote Aktie 2 X IE @ Xf @ gprem
0 % L 39,2 % 49,2 % 0,5 05 32%
L 40,6 % 50,2 % 0,41 0,43
25 % 4,9 %
K 22,9 % 41,0 % 0,09 0,07
L 41,8 % 51,4 % 0,29 0,33
50 % 72 %
K 25,3 % 43,0 % 0,21 0,17
L 44,9 % 52,4 % 0,15 0,19
75 % 10,5 %
K 28,8 % 44,8 % 0,35 0,31
100 % K 29,6 % 46,9 % 0,5 0,6 12,6 %

In Abwesenheit kurzfristiger Investoren erwirbt Investor L die ausstehenden 0,5 Einheiten
jeder Aktie im Gleichgewicht. Dieser Fall entspricht der in Abschnitt 11.2 berticksichtigten
Okonomie mit homogenen Investitionshorizonten mit 7' = 10. Das Portfolio des reprisen-
tativen Investors weist eine Aktienquote von 39,2 % auf. Das Investment in Aktie 2 mit
Tail-Risiko macht dabei 49,2 % des Gesamtvolumens des risikoreichen Portfolios aus. Die

Schiefepramie betragt 3,2 %.

Bei einem Anteil von 25 % aller Investoren, die kurzfristig orientiert sind, ist der reprasen-
tative langfristige Investor L im Zeitpunkt ¢y mit dreimal so viel Bargeld ausgestattet wie
der kurzfristige Investor K. Bei identischem Kaufverhalten der beiden Investoren wiirde

der kurzfristige Investor K demnach 0,125 Anteile und der langfristige Investor L 0,375



11.4 Variierender Anteil von Investoren 93

Anteile jeder Aktie kaufen. Da der kurzfristige Investor K und Folge-Investor F jedoch
héhere jahrliche Renditen fiir beide Aktien und eine héhere zuséitzliche Kompensation fiir
Aktie 2 im Vergleich zu Aktie 1 als der langfristige Investor L fordern, kann die paritéti-
sche Aufteilung der Aktien bezogen auf die monetére Anfangsausstattung der Investoren

kein Gleichgewicht darstellen.

Um die Aquivalenz in Gleichung (11.6) fiir Aktie 1 und Aktie 2 im Gleichgewicht zu
erfiillen, reduziert Investor K seine Aktienposition ausgehend von der beschriebenen Allo-
kation auf 0,09 Anteile von Aktie 1 und 0,07 Anteile von Aktie 2. Dementsprechend erhoht
Investor L die gekauften Aktienanteile auf 0,41 Einheiten von Aktie 1 und 0,43 Einheiten
von Aktie 2. Die Aktienquote von Investor L steigt von 39,2 % bei lediglich langfristigen
Investoren in der Okonomie auf 40,6 % im betrachteten Beispiel. In dhnlicher Weise steigt
der in Aktie 2 investierte Anteil des riskanten Portfolios von Investor L von 49,2 % auf

50,2 % und die Schiefepramie erhoht sich von 3,2 % auf 4,9 %.

Mit 75 % kurzfristigen Investoren in der Okonomie steigt die Aktienquote von Investor L
auf 44,9 % und die in Aktie 2 investierte Quote auf 52,4 %. Die Schiefepramie steigt auf
10,5 %. Bei ausschlielich kurzfristigen Investoren in der Okonomie kauft Investor K im
Gleichgewicht alle ausstehenden Aktienanteile. Die resultierende Schiefepramie betréigt
12,6 % und ist damit viermal so hoch wie bei ausschlieflich langfristigen Investoren in
der Okonomie. Die Ergebnisse verdeutlichen die Auswirkung der Zusammensetzung der
Investoren im Markt auf die Schiefepramie und auf die optimalen Portfolioallokationen

der Investoren. Die Ergebnisse des Modells konnen wie folgt zusammengefasst werden:

Resultat 12 (Marktteilnehmer) Die sich im Rahmen des Gleichgewichtsmodells ein-
stellende Schiefepramie hingt von der Zusammensetzung der Investoren in der Okonomie
ab. Da kurzfristige Investoren eine héhere zusdtzliche jahrliche Rendite fir Vermdgenswer-
te mit Tail-Risiken fordern als langfristige Investoren, steigt die Schiefepramie mit dem
Anteil kurzfristiger Investoren aller Marktteilnehmer in der Okonomie. Mit einem grife-
ren Anteil kurzfristiger Investoren im Markt wdhlen langfristige Investoren neben einer
héheren Aktienquote ein gréferes Portfoliogewicht in Vermdgenswerten mit Tail-Risiken.
Durch die hohere Schiefepramie — induziert durch den héheren Anteil kurzfristiger In-
vestoren — sind die langfristigen Investoren bereit, ein hoheres Katastrophenrisiko in ihr

Portfolio aufzunehmen.



Kapitel 12

Robustheitsanalyse

In diesem Kapitel werden die Auswirkungen von Parameterdnderungen auf die
wesentlichen Eigenschaften der Okonomie im Gleichgewicht mit heterogenen Investi-
tionshorizonten analysiert, um so weitere Faktoren, die die Hohe der Schiefepramie
beeinflussen, zu identifizieren. Zu diesem Zweck wird jeweils ein Parameter aus dem
zuvor verwendeten Parametersatz, der in Tabelle 11.1 in Abschnitt 11.1 zusammengefasst
ist, modifiziert. Die Gleichgewichtsergebnisse sind in Tabelle 12.1 dargestellt, wobei die
erste Zeile die Ergebnisse aus Tabelle 11.2 mit heterogenen Investoren aus Abschnitt 11.3

rekapituliert und nachfolgend als Benchmark bezeichnet wird.

12.1 Aktienpreisprozesse

Die ersten drei Analysen befassen sich mit Anderungen der Parameter beziiglich der Spezi-
fikation der beiden Aktienpreisprozesse. Zunéchst wird eine grofere negative Sprunggrofie
¢ von —40 % von Aktie 2 betrachtet, wobei die Standardabweichung der Renditen o kon-
stant bei 20 % gehalten wird. Die sprungadjustierte Drift 4y und die Standardabweichung
oy werden gemafl den Gleichungen (10.7) und (10.10) angepasst. So wird sichergestellt,
dass sowohl die erwartete diskrete Rendite beider Aktien als auch die Standardabweichung
der Renditen beider Aktien weiterhin iibereinstimmen. Aus Gleichung (10.11) folgt, dass
die sich ergebende negative Schiefe der Renditen von Aktie 2 starker ausgeprégt ist als

noch im Rahmen der Benchmark-Analyse mit der Sprunggréfie ¢ von —30 %. Tabelle 12.1
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zeigt, dass der langfristige Investor L und der kurzfristige Investor K jeweils identisch viele
Anteile der beiden Aktien im Vergleich zur Benchmark kaufen. Dementsprechend tragen
sowohl Investor L als auch Investor K mehr Tail-Risiken, fiir die die Investoren eine hohere
Kompensation verlangen: Die Schiefepramie verdoppelt sich von 7,2 % in der Benchmark
auf fast 13,6 %.2

Die beiden néchsten Robustheitsanalysen beriicksichtigen sowohl eine hohere als auch
eine niedrigere Standardabweichung o der Aktienrenditen. Fiir die feste Sprunggrofie
¢ = —30 % wird die Standardabweichung o; unter der Bedingung, dass kein Sprung
auftritt, gemédB Gleichung (10.10) fiir Aktie 2 angepasst. Aus Gleichung (10.11) folgt,
dass eine hohere (niedrigere) Standardabweichung o die negative Schiefe der Renditen
von Aktie 2 reduziert (erhoht). Eine hohere Standardabweichung der Renditen beider
Aktien von 24 % verringert dementsprechend die Schiefepramie im Gleichgewicht auf
2,3 %. Im Gegensatz dazu fihrt eine geringere Standardabweichung von 16 % zu einer
Schiefepramie von 24,2 %, die mehr als dreimal so hoch ist im Vergleich zur resultierenden
Pramie in der Benchmark. Es kann daher geschlussfolgert werden, dass die Hohe des
Tail-Risikos im Vergleich zum Gesamtrisiko von Bedeutung ist. Wenn das Tail-Risiko
im Verhéltnis zum Gesamtrisiko der Aktie hoch ist, resultieren ein héherer (negativer)
Wert fiir die Schiefe und eine ebenfalls starker ausgepréigte Schiefepramie im Rahmen
des Modells.

12.2 Nutzenfunktion

Die folgenden beiden Robustheitspriiffungen beziehen sich auf die Spezifikationen der
Nutzenfunktion der Investoren mit abnehmender relativer Risikoaversion aus Glei-
chung (10.12). Konkret wird die Auswirkung einer erhéhten relativen Risikoaversion
aus Gleichung (10.13) analysiert, indem zum einen der Risikoaversionsparameter v und
zum anderen die Hohe des mindestens erforderlichen Kapitalbedarfs n zum Ende des

Investitionszeitraums der Investoren erhoht werden.

Erstens erwirbt Investor L (Investor K) durch die Erhéhung des Risikoaversionsparameters
v von 4 auf 6 mehr (weniger) Anteile von Aktie 1, wiahrend die gekauften Aktienanteile

von Aktie 2 im Vergleich zur Benchmark unverédndert bleiben. Die Schiefepramie erhéht

13 Ahnliche Effekte treten bei Erhohung der Sprungintensitiat A\ auf.
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Tabelle 12.1: Robustheitsanalyse

Tabelle 12.1 zeigt die Gleichgewichtsergebnisse fiir ausgewdhlte Parameterdnderungen des in Tabelle
11.1 angegebenen Parametersatzes mit T = 10 und Tx = 5. Die Aktienquote bezeichnet den Wert des
Portfolios bestehend aus Aktie 1 und Aktie 2 zum Zeitpunkt to als Anteil des Anfangsvermégens. Der
in Aktie 2 investierte Anteil ist definiert als der in Aktie 2 investierte Wert geteilt durch den Wert
des risikobehafteten Portfolios zum Zeitpunkt tg. XlEQ und XQEQ bezeichnen die im Gleichgewicht
erworbenen Einheiten von Aktie 1 und Aktie 2. Die Schiefepramie skP™™ aus Gleichung (11.2) ist
definiert als die logarithmische Preisdifferenz zwischen Aktie 1 und Aktie 2 im Gleichgewicht.. Die
Benchmark rekapituliert dabei die Ergebnisse aus Tabelle 11.2 aus Abschnitt 11.3.

Gewichtung

Investor Aktienquote Aktie 2 X F @ X2E @ ggprem
L 41,8 % 51,4 % 0,29 0,33

Benchmark 72 %
K 25,3 % 43,0 % 0,21 0,17
L 41,8 % 49,2 % 0,29 0,33

¢=-40% 13,6 %
K 25,7 % 424 % 0,21 0,17
L 33,8 % 51,6 % 0,31 0,33

oc=24% 2.3 %
K 19,1 % 45,5 % 0,19 0,17
L 49,2 % 44,9 % 0,28 0,29

o=16% 24,2 %
K 36,5 % 42,7 % 0,22 0,21
L 33,9 % 49,9 % 0,31 0,33

7=6 7.8 %
K 18,9 % 44,8 % 0,19 0,17
L 34,3 % 50,7 % 0,29 0,35

n=20,9 16,0 %
K 19,0 % 37,5 % 0,21 0,15
L 42,9 % 50,3 % 0,32 0,33

T =20 & Tx = 10 1,4 %
K 23,6 % 47,6 % 0,18 0,17

sich dabei um 60 Basispunkte von 7,2 % auf 7,8 %. Dementsprechend fiihrt ein hoherer

Risikoaversionsparameter v der Investoren zu einer grofleren Schiefepramie.

Zweitens zeigt sich, dass die Erhohung des Existenzminimums der Investoren von n = 0,8
auf n = 0,9 die Schiefeprdmie mehr als verdoppelt. Entgegen eines Verlustes von weniger
als 20 % sind die Marktteilnehmer nun lediglich bereit, weniger als 10 % ihres Vermogens
zum Ende des Anlagehorizontes zu verlieren. Die Erhohung des Existenzminimums

n fihrt dazu, dass Investoren dem Tail-Risiko gegentiber besonders stark abgeneigt
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sind und dementsprechend fiir Aktie 2 mit Tail-Risiko im Vergleich zu Aktie 1 mit
normalverteilten Renditen eine hohere zusétzliche Kompensation als in der Benchmark
verlangen. Dabei ist dieser Effekt fiir den kurzfristigen Anleger K starker ausgepragt:
Bei der resultierenden Schiefepramie von 16 % im Gleichgewicht erhoht (verringert)
Investor L (Investor K) die Anzahl der gekauften Anteile von Aktie 2 im Vergleich zur
Benchmark, wiahrend die Aktienpositionen der Aktie 1 beider Investoren im Vergleich

zur Benchmark unverandert bleiben.

12.3 Investitionszeitraum

Wihrend die bisher betrachtete Okonomie mit heterogenen Investoren einen Anlageho-
rizont von zehn Jahren der langfristigen Investoren und von fiinf Jahren der kurzfristi-
gen Investoren beriicksichtigt, werden nun abschlieBend léngere Investitionsperioden der
Investoren unterstellt. Dazu werden langfristige Investoren mit einem Investitionszeit-
raum von zwanzig Jahren und kurzfristige und Folge-Investoren mit jeweils zehn Jahren

unterstellt.

Mit den nunmehr langeren Investitionszeitraumen aller Investoren reduziert sich die Schie-
fepramie von 7,2 % in der Benchmark auf 1,4 %. Wahrend das Portfolio der langfristi-
ge Investor weiterhin eine deutlich hohere Aktienquote mit 42,9 % im Vergleich zum
kurzfristigen Investor mit 23,6 % aufweist, ndhern sich die jeweiligen Portfoliogewichte
in Aktie 2 mit Tail-Risiko der beiden Investoren an: Durch einen Investitionszeitraum
von zehn Jahren sind Investor K und Investor F bereit, einen relativ grofleren Anteil von
Aktie 2 mit Tail-Risiken in ihr Portfolio aufzunehmen als in der Benchmark. Die von In-
vestor K und Investor F zusétzlich fiir Aktie 2 geforderten Renditen pro Jahr reduzieren
sich damit deutlicher als die von Investor L zusatzlich geforderte Kompensation durch die
jeweils doppelte Linge der Anlagehorizonte. Dieses Ergebnis steht im Einklang mit den
Resultaten aus Abschnitt 11.2, demzufolge die von einem Investor zusétzlich geforderte
Rendite fiir Aktie 2 mit Tail-Risiko im Vergleich zu Aktie 1 eine abnehmende Funktion des
Investitionshorizontes mit abnehmender Steigung darstellt, wie durch die Schiefepramie

in Abhéngigkeit des Investitionshorizontes in Abbildung 11.2 dargestellt.

Die Robustheitspriiffungen in diesem Abschnitt zeigen zum einen, dass die zuvor abge-

leiteten Resultate und Implikationen nicht nur fiir spezifische Parameter der DRRA-
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Nutzenfunktion oder der zugrunde liegenden Prozesse der Aktien gelten, sondern viel-
mehr fiir eine breite Spanne verschiedener Parameterkonstellationen Giiltigkeit beweisen.
Zum anderen fithren die Parametermodifikationen zu 6konomisch begriindbaren Ande-
rungen der Gleichgewichtsergebnisse aus Abschnitt 11.3. Daher erlaubt dieses Kapitel die
Identifikation weiterer Faktoren, die die Hohe der Schiefepramie im Rahmen des Modells
beeinflussen. Hinsichtlich der Auswirkungen dieser Faktoren auf die Schiefepréamie lésst

sich Folgendes zusammenfassend festhalten:

Resultat 13 (Einflussfaktoren auf die Schiefepriamie) Zum einen steigt die Schie-
fepramie mit der negativen Schiefe der Renditeverteilung eines Vermdgenswertes. Wenn
das Tail-Risiko im Verhdltnis zum Gesamtrisiko eines Vermdgenswertes hoch ist, resul-
tiert somit eine ebenfalls stirker ausgeprigte Schiefepramie im Rahmen des Modells. Mit
der unterstellten geometrischen Brownschen Bewegung mit Poisson-verteilten Springen
ist dies fiir eine gréfiere negative Sprunggrofle, eine hohere Sprungintensitat sowie eine
geringe Gesamtvolatilitat, ceteris paribus, der Fall (vgl. Gleichung 10.11). Zum ande-
ren wird die Schiefeprimie positiv von der relativen Risikoaversion der Investoren be-
einflusst, die mit der DRRA-Nutzenfunktion durch den Risikoaversionsparameter v und
das Ezistenzminimum n zum Ende eines Anlagehorizontes spezifiziert ist. Dahingehend
reduziert ein langerer Anlagehorizont der heterogenen Investoren die resultierende Schie-

fepramie, analog zu Resultat 9 fiir homogene Investoren aus Abschnitt 11.2.
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Zusammenfassende Beurteilung

In diesem Teil der vorliegenden Dissertation wird ein theoretisches Framework vorgestellt,
das es ermoglicht, die Auswirkungen von Tail-Risiken auf die Preise von Vermogenswerten
und die optimale Portfolioallokation von Investoren zu analysieren. Zum Verstdndnis der
Einflussfaktoren fiir Schiefepramien wird ein aufschlussreiches mehrperiodiges Gleichge-
wichtsmodell eingefiihrt, das heterogene Anlagehorizonte und Investoren mit abnehmen-
der relativer Risikoaversion berticksichtigt. So kann das empirisch beobachtete Verhalten
von Marktteilnehmern aufgegriffen werden, einen grofleren Teil des Vermogens in Aktien
zu investieren, wenn sie iiber langere Investitionszeitraume verfiigen. In dem vorgestellten
Modell wahlen mit Geld ausgestattete Investoren eine den erwarteten Nutzen maximieren-
de Portfolioallokation aus einer risikofreien Investitionsmoglichkeit und zwei Aktien mit
identischer erwarteter Rendite und Standardabweichung, die jedoch einen unterschiedli-
chen Grad an Schiefe aufweisen. Wahrend eine Aktie normalverteilte Renditen aufweist,
ist die andere Aktie dem Risiko negativer Spriinge im Aktienwert ausgesetzt. Die Port-
foliozusammensetzung der Investoren und die (endogenen) Marktpreise im Gleichgewicht
ermoglichen eine rigorose Analyse der Préaferenzen der Investoren hinsichtlich der Tail-
Risiken in Abhéngigkeit ihrer jeweiligen Anlagehorizonte sowie die Analyse der resultie-

renden Schiefepramien.

Wiéhrend gemafl des CAPM nur die erwarteten Renditen und Standardabweichungen der
Gesamtportfoliorenditen zur Bestimmung der optimalen Portfolioallokation von Relevanz
sind, erklart das eingefithrte empirisch begriindete Modell, dass Anleger die Verteilungs-

eigenschaften der Renditen von Vermogenswerten, die iiber das zweite (zentrale) Moment
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hinausgehen, in ihre Portfolioallokationsentscheidung miteinbeziehen. Da Investoren fir
die Aktie mit Katastrophenrisiko eine im Vergleich zu der Aktie mit normalverteilten Ren-
diten hohere Rendite fordern, resultiert eine positive Schiefepramie. Die Schiefeprédmie be-
zeichnet also die zusétzliche Rendite eines Vermogenswertes tiber die Standardabweichung

der Renditen hinaus aufgrund der Tail-Risiken dieser Aktie.

Ein wesentliches Ergebnis des Modells ist, dass diese Schiefepramie mit der Lange des
Anlagezeitraums der Investoren abnimmt, da ein (iiberraschender) Sprung im Preis ei-
ner Aktie das Endvermégen von Investoren mit einem kiirzeren Anlagezeitraum starker
beeinflusst als von Investoren mit einer langeren Investitionsperiode. Bei heterogenen An-
lagehorizonten der Investoren halten langfristige Investoren im Gleichgewicht des Modells
sowohl eine hohere Aktienquote als auch ein hoheres Portfoliogewicht in dem Vermo-
genswert mit negativer Schiefe als kurzfristige Investoren. Als wesentlicher Unterschied
zum grundlegenden CAPM resultiert somit, dass die Two-Fund-Separation im Rahmen
des eingefiihrten Modells nicht mehr gilt und Investoren aufgrund des Tail-Risikos unter-

schiedliche Portfolios risikobehafteter Vermogenswerte halten.

Die Ergebnisse des Modells bieten eine interessante Grundlage fiir eine empirische Analy-
se der Auswirkungen heterogener Anlagehorizonte auf die Schiefepriamie: Erstens ist die
Implikation des Modells, dass zuséatzliche Pramien fiir Vermogenswerte mit Tail-Risiken
existieren, nicht auf den Aktienmarkt beschrankt, sondern gilt auch fir andere Anlage-
klassen. Der Anleihemarkt kann hier als ein Beispiel mit stark ausgepriagter negativer
Schiefe genannt werden, wie dies inshesondere bei Hochzinsanleihen der Fall ist. Ebenso
sollten Vermogenswerte mit positiver Schiefe, wie Wachstumsaktien oder lotterieahnliche
Risikokapitalinvestitionen (Venture Capital), bei sonst gleichen Bedingungen, niedrigere
erwartete Renditen erbringen, da rationale Investoren Kapitalanlagen mit positiver Schie-
fe der Renditen bevorzugen. Zweitens kann es aus Anlegersicht fiir l&ngerfristig orientierte
Anleger, die eine Buy-and-Hold-Strategie verfolgen, optimal sein, bewusst Anlagen mit
Tail-Risiko auszuwédhlen, um von Tail-Risikopramien zu profitieren. Drittens sind diese

Schiefepramien hoher, je

(I)  negativer die Schiefe der Renditeverteilung ist,

(IT) hoher die relative Risikoaversion der Marktteilnehmer ist,
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(III) stérker die jeweiligen Mérkte von kurzfristig orientierten Anlegern dominiert wer-

den und

(IV) kiurzer die Anlagehorizonte der Investoren sind.

Folglich ist mit hohen Pramien am Aktienmarkt und bei Beteiligungskapital (Private
Equity Investments) zu rechnen, die durch Investoren mit relativ kurzen Anlagezeitraumen
und/oder erheblichen Tail-Risiken gekennzeichnet sind: Die durchschnittliche Haltedauer
der an der New York Stock Exchange (NYSE) gehandelten US-Aktien betrug von 2010 bis
2020 weniger als 12 Monate, was darauf hindeutet, dass kurzfristig orientierte Investoren
einen wesentlichen Anteil der Investoren am Aktienmarkt ausmachen (Chatterjee und
Adinarayan, 2020). Ebenso konnten bei Private-Equity-Fonds mit einer durchschnittlichen
Haltedauer ihrer Anlagen von etwa vier Jahren hohe Schiefepramien auftreten (Jenkinson

und Sousa, 2015).

Auflerdem ist zu erwarten, dass hohere Transaktionskosten und/oder eine geringere Liqui-
ditat von Vermogenswerten Marktteilnehmer dazu veranlassen, die entsprechenden Ver-
mogenswerte fir langere Zeitraume zu halten. Da der Anteil der langerfristig orientier-
ten Anleger an diesen Méarkten betrichtlich ist, legen die Erkenntnisse des theoretischen
Modells nahe, dass die Eigentiimerstruktur die jeweiligen Schiefepramien senkt. Hohere
Einstiegs- und Ausstiegskosten sind zum Beispiel typisch fiir Investmentfonds und Im-
mobilienanlagen oder Immobilienfonds. Immobilienanlagen und Pfandbriefe sind weitere
Beispiele fiir (eher) illiquide Vermogenswerte, die daher fir kurzfristige Anleger weniger

attraktiv sind.

Die in diesem Teil der Dissertation hergeleiteten Implikationen des Modells sollen das
Bewusstsein fiir die Existenz von Schiefepramien schéarfen, ein intuitives Verstdndnis
fir die Ursachen dieser Pramien vermitteln und die praktische Relevanz fiir Investoren,
Tail-Risiken bei ihren Anlageentscheidungen sorgfaltig zu berticksichtigen, unterstreichen.
Ein und dasselbe Portfolio risikoreicher Vermégenswerte zu halten, ist fiir Marktteilneh-
mer moglicherweise nicht gleichermafien optimal, da die Aufnahme von Tail-Risiken fiir

Investoren je nach Lange des Anlagehorizontes mehr oder weniger attraktiv sein kann.
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Kapitel 14

Motivation

Seit der Einfithrung des Pensionsfonds als zusétzlichen Durchfiihrungsweg in der betrieb-
lichen Altersvorsorge (bAV) in Deutschland zum 1. Januar 2002 besteht fiir Unternehmen
die Moglichkeit, Pensionsverpflichtungen aus Pensionszusagen auf Pensionsfonds auszula-
gern (Leiber, 2005). Die Auslagerung der Pensionsverpflichtungen auf den Pensionsfonds
durch Zahlung einer Einmalpramie hat zur Folge, dass Unternehmen ihre dafiir gebildeten
Riickstellungen in der Bilanz auflosen konnen — mit zumeist positiven Effekten: Aus der
Vorgabe des § 253 HGB (Handelsgesetzbuch), Pensionsverpflichtungen mit dem von der
Bundesbank veréffentlichten Abzinsungszinssatz (HGB-Zinssatz) zu bewerten, resultiert
eine Abhéngigkeit der Hohe zu bildender Riickstellungen gegeniiber dem Zinsumfeld. Der
infolge der Finanzkrise gesunkene HGB-Zinssatz — als durchschnittlicher Marktzinssatz
der letzten zehn Jahre mit fiinfzehnjahriger Restlaufzeit — stellte fiir Unternehmen mit
Pensionsverpflichtungen daher in den vergangenen Jahren eine Belastung dar. Durch eine
Erhohung der anzusetzenden Riickstellungen entstehen héhere Aufwendungen fiir Unter-
nehmen, was unter anderem zu niedrigeren ausgewiesenen Gewinnen fiihrt (Heinemann,
2020). Der anzuwendende Abzinsungssatz reduzierte sich im Zeitraum von Anfang 2017 bis
Ende 2022 von rund 4 % auf 1,8 % (Deutsche Bundesbank, 2023). Dies fiihrte zu einer Viel-
zahl von Auslagerungen von Pensionsverpflichtungen auf Pensionsfonds: Die Bilanzsumme
aller in Deutschland registrierten Pensionsfonds wuchs in diesem Zeitraum von 35,6 auf
61,4 Milliarden Euro (Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht, 2022). Durch eine
Ausfinanzierung konnten Tragerunternehmen — Unternehmen, die Versorgungsleistungen

tiber einen externen Versorgungstrager zusagen — so (weitere) Mehraufwendungen fir die
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Bildung von Riickstellungen vermeiden. Die infolge einer Auslagerung der Pensionsver-
pflichtungen verkiirzte Bilanz des Unternehmens kann sich zudem positiv auf wesentliche
Geschaftskennzahlen (key performance indicators, KPIs) auswirken, wie zum Beispiel die

Eigenkapitalquote oder die Gesamtkapitalrendite (Heinemann, 2020).

Mit der Novellierung des fiir Pensionsfonds zugrunde liegenden Versicherungsaufsichts-
gesetzes (VAG) im Jahr 2005 ist neben der versicherungsformigen auch die nicht
versicherungsformige Kalkulation des Pensionsfonds moglich, was die Attraktivitdat von
Auslagerungen von Pensionsverpflichtungen weiter gesteigert hat: Einem nicht versiche-
rungsformigen Pensionsfonds werden neben Freiheiten bei der Wahl des Rechnungszinses
auch Freiheiten bei der Kapitalanlage eingeraumt, was grundséitzlich eine ertragreiche
Form der Kapitalanlage ermoglicht. Das Tragerunternehmen steht bei dieser Auslegung
weiterhin in der Pflicht, dem Pensionsfonds Kapital zuzufiihren, falls der Wert der Ka-
pitalanlage eine kritische Schwelle, die die kiinftige Auszahlungsfidhigkeit der Altersver-
sorgungsleistung gewahrleisten soll, unterschreitet. Dies wird als Nachschussverpflichtung

bei Unterdeckung bezeichnet. (Industrie-Pensions-Verein e.V., 2020)

Mit dem grundsétzlichen Ziel von Pensionsfonds, eine Unterdeckung wéhrend der gesam-
ten Auszahlungsphase der Versorgungsanspriiche zu vermeiden, sodass Triagerunterneh-
men keine weiteren Zahlungen an Pensionsfonds nach Auslagerung leisten miissen, stellt
sich bei der Portfolioallokation von Pensionsfonds somit die Frage nach der Ausrichtung
der strategischen Asset-Allokation und hierbei insbesondere, welche Performance- und

Risikokennzahlen zu diesem Zweck herangezogen werden sollten.

Zur Charakterisierung und Steuerung der Risikoeigenschaften von Kapitalanlagen steht
dabei grundsétzlich eine Vielzahl etablierter Risikomafle zur Auswahl. In der modernen
Portfoliotheorie nach Markowitz (1952) findet einzig die Standardabweichung der Port-
foliorenditen als Risikokennzahl Beriicksichtigung, wie in Teil 2 dieser Dissertation dis-
kutiert wurde. Dagegen kommen im Bereich des Risikomanagements, in der Finanzbe-
richterstattung und in der Bankenaufsicht sowohl dem Value-at-Risk (VaR) als auch dem
damit eng verwandten Conditional Value-at-Risk (CVaR) eine grofie Bedeutung zu (Jo-
rion 2002, 2007). Als Risikokennzahlen fir die maximale Verlusthéhe eines Portfolios in-
nerhalb eines Zeitraums beziiglich eines bestimmten Konfidenzniveaus (VaR) und fiir die
durchschnittliche Hohe der Verluste, die diese maximale Verlusthohe iibersteigen (CVaR),

werden neben der Standardabweichung der Portfoliorenditen mit der Schiefe und Kurto-
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sis weitere Verteilungseigenschaften der Renditen aufgegriffen. Grundséatzlich bieten beide
Risikokennzahlen mit der Betrachtung der Portfolioentwicklung in einem Extremszenario
ein anschauliches Risikoverstindnis und stellen aussagekraftige Risikomafle dar, deren

Relevanz in der Portfolioallokation unbestritten ist.

Wiéhrend es naheliegend erscheint, eine weit verbreitete und etablierte Risikokennzahl
(standardméBig) in die strategischen Asset-Allokation zu integrieren, sollte grundsétzlich
kritisch hinterfragt werden, ob dieses Risikomafl auch das tatsdchliche Risiko im Rah-
men einer spezifischen Anwendung aufgreift. Vor dem Hintergrund der gesetzlichen Vor-
schriften zu Nachschussverpflichtungen spiegeln beispielsweise die Standardabweichung
der Portfoliorenditen oder die jahrliche durchschnittliche Verlusthohe extremer negativer
Wertentwicklungen eines Portfolios — ausgedriickt durch den CVaR — nicht das tatsachli-
che Risiko von Pensionsfonds in der Kapitalanlage wider, sodass auf Basis dieser Kenn-
zahlen getroffene Anlageentscheidungen nicht optimal sein kénnen. Vielmehr kénnen aus
den Vorschriften kontextspezifische Risikokennzahlen, die das mit einer Unterdeckung
verbundene Risiko direkt aufgreifen, hergeleitet werden. In diesem Teil der Dissertation
werden zum einen die Nachschusswahrscheinlichkeit, die ex ante Wahrscheinlichkeit, dass
es lUber die gesamte Auszahlungsphase der Versorgungsanspriiche zu einer Unterdeckung
mit Nachschussverpflichtungen kommt, und zum anderen der Nachschuss-at-Risk, der die
Hohe der Nachschusszahlung des Tréagerunternehmens an den Pensionsfonds in einem (ex-
trem) ungiinstigen Szenario ausdriickt, herangezogen. Die Beriicksichtigung dieser beiden
Risikomafle bei der Anlageentscheidung von Pensionsfonds deckt damit die Zweidimen-
sionalitdt des vorliegenden Risikos ab: die Eintrittswahrscheinlichkeit eines Nachschusses

und die Hohe der Ausgleichszahlung im Fall einer Unterdeckung.

Ziel dieses Teils der Dissertation ist zu zeigen, dass die strategische Asset-Allokation
von Pensionsfonds — als ein beispielhaftes Portfolioallokationsproblem in der Finanzwirt-
schaft — hinsichtlich kontextspezifischer Risikomafle ausgerichtet und nicht standardméfig
auf etablierte Risikomafle zuriickgegriffen werden sollte. Auf Basis der gesetzlichen Vor-
schriften zu Pensionsfonds wird dazu die strategische Asset-Allokation von Pensionsfonds
anhand einer beispielhaften Struktur und Entwicklung der Versorgungsanwarter und Ver-
sorgungsempfanger analysiert. Zunéchst wird dabei eine auf einem Standard-Risikomafl
basierende Portfolioallokationsstrategie eingefiihrt, die den einjdhrigen CVaR unter Be-
riicksichtigung einer Mindestrendite, die bei jahrlicher Erzielung zur Erfiillung aller kiinfti-

gen Altersversorgungsleistung ohne Nachschuss ausreicht, minimiert (u-CVaR Strategie).
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Die resultierende Portfolioallokation und die Portfolioeigenschaften werden dann mit hin-
sichtlich der Nachschusswahrscheinlichkeit und dem Nachschuss-at-Risk effizienten Port-
folios verglichen. Diese Portfolios werden im Folgenden risikoeffiziente Portfolios genannt.
Des Weiteren wird in diesem Teil der Frage nachgegangen, wie diese risikoeffizienten Port-
folioallokationen und -eigenschaften von der ausgelagerten Struktur und Entwicklung der

Versorgungsanwéarter und -empfanger abhangen.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Portfolioallokation, die auf Basis der u-CVaR Strategie ge-
troffen wird, zu keiner hinsichtlich der kontextspezifischen Risikomafle wiinschenswerten
Allokation fiihrt. Vielmehr existieren Portfolioallokationen, die substanziell verbesserte
Risikokennzahlen der Nachschusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk aufwei-
sen. Wahrend mit den risikoeffizienten Portfolios aufgrund ihrer vergleichsweise hohen
Aktienquote ein hoheres Risiko — gemessen an Standard-Risikomaflen, wie der Standard-
abweichung der Renditen oder dem CVaR — einhergeht, fiihrt die hohere erwartete Rendite
dieser Portfolios zu substanziell verbesserten kontextspezifischen Risikokennzahlen. Auf-
grund des (typischerweise) langfristigen Investitionshorizontes des Pensionsfonds ist eine
hohe Portfoliorendite notig, um ausreichend Kapital zu akkumulieren, sodass die Pensions-
anspriiche auch langfristig ohne zuséatzliche Nachschusszahlungen des Triagerunternehmens
bedient werden koénnen. Dabei zeigt sich, dass je jlinger die Versorgungsanwarter und
-empfanger sind und somit langer der Investitionszeitraum des Pensionsfonds ist, desto
hoher fallt die Aktienquote risikoeffizienter Portfolios aus. Daraus folgt, dass der Pensions-
fonds ein vergleichsweise hohes Risiko gemessen an Standard-Risikomaflen eingehen muss,
um das tatsachliche Risiko, einhergehend mit einer Unterdeckung, reduzieren zu kénnen.
Die Ausrichtung der Portfolioallokation nach der Minimierung von Standard-Risikomaflen

bei Beachtung der Zielrendite fithrt damit zu einer fehlgeleiteten Investitionsentscheidung.

Dieser Teil der vorliegenden Dissertation gliedert sich wie folgt: In Kapitel 15 werden
zunachst die zur Analyse der strategischen Asset-Allokation von Pensionsfonds notwendi-
gen gesetzlichen Vorschriften erlautert und darauf autbauend die anwendungsspezifischen
Risikomafe hergeleitet. Das dem Pensionsfonds im Rahmen der Portfolioallokation zur
Verfiigung stehende Anlageuniversum wird zusammen mit der Methodik zur Renditesi-
mulation, der Cornish-Fisher-Erweiterung, in Kapitel 16 erldutert. Die Portfolioallokation
und -eigenschaften resultierend aus der CVaR-Strategie werden in Kapitel 17 erldutert und
mit den der risikoeffizienten Portfolios verglichen. Die Ergebnisse der Robustheitsanalysen

sind in Kapitel 18 aufgefithrt. Kapitel 19 schliefit mit einem Fazit.



Kapitel 15

Ausgewahlte Aspekte zu

Pensionsfonds

In diesem Kapitel werden zunéchst die im Kontext dieses Teils der Dissertation relevanten
Aspekte zu Pensionsfonds betrachtet. Dazu zéhlt neben den gesetzlichen Vorschriften zur
Auslagerung von Pensionsverpflichtungen aus einer Pensionszusage von Tragerunterneh-
men auf Pensionsfonds (vgl. Abschnitt 15.1) die Nachschusspflicht von Trégerunternehmen
bei Eintritt einer Unterdeckung (vgl. Abschnitt 15.2). Auf der Grundlage der Vorschrif-
ten zu Pensionsfonds werden im Rahmen dieses Kapitels zudem die (vereinfachenden)
Annahmen hinsichtlich der Hohe der Einmalprédmie zur Auslagerung der Pensionsver-
pflichtungen, der Bildung von Deckungsriickstellungen des Pensionsfonds und der Hohe
der Ausgleichszahlung bei Unterdeckung vorgestellt, die der Analyse der strategischen
Asset-Allokation in Kapitel 17 zugrunde liegen.

Neben der Direktzusage, den Unterstiitzungskassen, Direktversicherungen und Pensions-
kassen bildet der Pensionsfonds einen von insgesamt fiinf der im Betriebsrentengesetz
vorgesehenen Durchfithrungswege der betrieblichen Altersversorgung. Dabei unterfallen
Pensionsfonds der Richtlinie iiber die Téatigkeiten und die Beaufsichtigung von Einrichtun-
gen der betrieblichen Altersversorgung (EbAV-Richtlinie).!* (Bundesanstalt fiir Finanz-
dienstleistungsaufsicht, 2023b) Die Beaufsichtigung der Pensionsfonds erfolgt durch die
Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht (Bafin) im Rahmen des Versicherungs-

aufsichtsgesetzes (VAG). Die Rechtsgrundlagen der Pensionsfonds sind in Teil 4 Kapitel

HEU-Richtlinie 2016/2341 vom 14.12.2016, Amtsblatt EU L 354/37.
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2 des VAG geregelt. Sofern dieser Teil keine abweichenden Regelungen enthélt, gelten
gemaf § 237 Abs. 1 VAG die Vorschriften, die auch fiir Lebensversicherungsunternehmen

und Pensionskassen gelten. (Bundesanstalt fir Finanzdienstleistungsaufsicht, 2021)

Grundsatzlich darf der Pensionsfonds geméfl § 236 Abs. 1 VAG Leistungen der betriebli-
chen Altersversorgung, die auch Leistungen der Invaliditats- oder Hinterbliebenenversor-
gung umfassen, erbringen. Ferner diirfen Sterbegeldzahlungen geleistet werden. Dabei ist
zwischen dem versicherungsformigen und nicht versicherungsférmigen Durchfithrungsweg
des Pensionsfonds zu differenzieren, was sich aus § 236 VAG ergibt. § 236 Abs. 1 Satz 1
Nr. 4 VAG definiert den versicherungsformig kalkulierten Pensionsfonds. Danach ist dieser
verpflichtet, , die Altersversorgungsleistung als lebenslange Zahlung oder als Einmalkapi-
talzahlung zu erbringen® § 236 Abs. 2 VAG ermoglicht die nicht versicherungsférmige
Durchfithrung der Rentenzahlung abweichend von § 236 Abs. 1 Satz 1 Nr. 4 VAG durch
Verpflichtung des Arbeitgebers zu nicht befristeten Nachschussverpflichtungen wéahrend
der Rentenbezugszeit. Die Verpflichtung des Tragerunternehmens zur Erbringung von
Nachschussbeitragen muss im Pensionsplan festgehalten werden. (Bundesanstalt fiir Fi-

nanzdienstleistungsaufsicht, 2021)

Im Rahmen dieses Teils der vorliegenden Dissertation wird die Auslagerung von Pensions-
verpflichtungen auf einen nicht versicherungsformig kalkulierten Pensionsfonds betrachtet.
Diese Form der Auslagerung von Pensionsverpflichtungen stellt dabei die sich in der Pra-
xis durchgesetzte Form der Auslagerung dar. So dominiert die nicht versicherungsférmige
Durchfithrung von Pensionsfondszusagen mit einem Wert der Riickstellungen aller Pen-
sionsfonds in Deutschland Ende 2021 von 57,5 Milliarden Euro die versicherungsférmige
Losung mit Riickstellungen von 3,4 Milliarden Euro (Bundesanstalt fir Finanzdienstlei-
stungsaufsicht, 2022). Durch den grofieren Freiraum bei der Wahl der Rechnungsgrund-
lagen des Pensionsfonds bei nicht versicherungsformigen Loésungen, die auf Basis bester
Schatzwerte getroffen werden koénnen, stellen nicht versicherungsférmige Auslagerungen
die kostengiinstigere Form der Auslagerung beziiglich der vom Trigerunternehmen zu zah-
lenden Einmalpramie zur Auslagerung dar. (Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsauf-
sicht, 2021). Dem gegentiber steht das Tragerunternehmen zur Leistung von Nachschiissen
im Fall einer Unterdeckung in der Verpflichtung und iibernimmt somit bei nicht versiche-
rungsformigen Losungen das mit der Wertentwicklung des vom Pensionsfonds angelegten

Kapitals verbundene Risiko.
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§ 124 VAG legt die fiir Pensionsfonds geltenden Anlagegrundsitze fest, die dem
Pensionsfonds Freiheiten bei der Ausgestaltung der strategischen Asset-Allokation (in
Abstimmung mit dem Trégerunternchmen) gewéhren. Geméaf § 124 Abs. 1 VAG sind
Pensionsfonds verpflichtet, die Vermogenswerte ,nach dem Grundsatz der unternehme-
rischen Vorsicht“ anzulegen. Zudem bestimmen die Anlagegrundsitze des § 124 Abs.
1 Nr. 2 VAG Vermoégenswerte ,,so anzulegen, dass Sicherheit, Qualitiat, Liquiditdt und
Rentabilitdt des Portfolios als Ganzes sichergestellt werden*. Ferner ist der Pensionsfonds
geméfl § 124 Abs. 1 Nr. 7 VAG verpflichtet, eine angemessene Diversifikation im Rahmen
der Anlagepolitik hinsichtlich der Vermogenswerte, Emittenten und geographischer
Konzentration sicherzustellen. § 239 Abs. 1 VAG schreibt Pensionsfonds vor, unter
Berticksichtigung der jeweiligen Pensionspléne Sicherungsvermdgen zu bilden, sodass
Forderungen, die Versorgungsberechtigte gegeniiber Pensionsfonds haben, im Insolvenz-
fall geschiitzt sind. (Bundesanstalt fur Finanzdienstleistungsaufsicht, 2016) Dabei sind
die Bestédnde des Sicherungsvermogens ,in einer der Art und Dauer der zu erbringenden
Altersversorgung entsprechenden Weise unter Berticksichtigung der Festlegungen des
jeweiligen Pensionsplans® anzulegen (vgl. § 239 Abs. 1 VAG). Geméa$ § 239 Abs. 2 VAG
sind Pensionsfonds generell verpflichtet, der Aufsichtsbehorde die Grundsétze ihrer An-
lagepolitik zu erkldaren und das ,Verfahren zur Risikobewertung und zur Risikosteuerung

sowie zur Strategie in Bezug auf den jeweiligen Pensionsplan® offenzulegen.

15.1 Auslagerung von Pensionsverpflichtungen

Die Auslagerung etwaiger Pensionsverpflichtungen auf einen Pensionsfonds erfolgt durch
Zahlung einer Einmalpramie an den Pensionsfonds. Nach der Auslagerung ist das Trager-
unternehmen nicht mehr verpflichtet, entsprechende Pensionsriickstellungen in der Bilanz
zu bilden. Durch die Vorgabe fiir Tragerunternehmen geméafl § 253 HGB Altersversor-
gungsverpflichtungen mit dem HGB-Zinssatz zu bewerten, reduziert das Tragerunterneh-
men somit bilanzielle Risiken und Belastungen, die sich unter anderem aus Zinsanderun-
gen ergeben. § 253 Abs. 2 HGB gibt vor, dass Riickstellungen fiir Altersversorgungsver-
pflichtungen pauschal mit dem aus den vergangenen zehn Geschéftsjahren durchschnittli-
chen Marktzinssatz, der sich auf eine Restlaufzeit von fiinfzehn Jahren bezieht, abgezinst

werden konnen.



15.1 Auslagerung von Pensionsverpflichtungen 111

Dabei diirfen lediglich bereits erdiente Rentenanspriiche (past services) durch Leistung
der Einmalpramie iiber einen Pensionsfonds ausfinanziert werden. Die erst kiinftig zu er-
dienenden Anspriiche (future services) kénnen dahingehend nicht auf einen Pensionsfonds
ausgelagert werden. Es besteht die Moglichkeit, diese auf eine Unterstiitzungskasse gegen

laufende Zahlungen zu tibertragen. (Industrie-Pensions-Verein e.V., 2020)

Fir eine dem Tragerunternehmen zum Zeitpunkt der Auslagerung vorliegende Struktur
von Anwértern und Rentnern werden in diesem Teil der Dissertation somit lediglich die bis
zu diesem Zeitpunkt bereits erdienten Anspriiche berticksichtigt. Gemafi § 138 Abs. 1 VAG
muss die vom Triagerunternehmen an den Pensionsfonds gezahlte Pramie auf Basis ,an-
gemessener versicherungsmathematischer Annahmen® bestimmt werden und ausreichend
hoch sein, sodass der Pensionsfonds ,allen seinen Verpflichtungen nachkommen und ins-
besondere fiir die einzelnen Vertréage ausreichende Deckungsriickstellungen bilden kann*.
Um diese Vorgabe angemessen zu beriicksichtigen, wird die Annahme getroffen, dass die
Einmalpramie, die vom Triagerunternehmen zur Auslagerung der Pensionsverpflichtun-
gen an den Pensionsfonds gezahlt wird, dem Wert der mit dem HGB-Zins bewerteten
Pensionszusagen von Versorgungsanwartern und -empfangern entspricht. Dazu wird der
HGB-Zins von Ende Mérz 2022 in Hohe von 1,79 % herangezogen (Deutsche Bundesbank,
2023).

Fiir nicht versicherungsformige Pensionsfonds bestehen innerhalb des gesetzlichen Rah-
mens Freiheiten bei der Ausgestaltung der Rechnungsgrundlagen. So sind versicherungs-
formige Pensionsfonds geméf § 2 DeckRV (Deckungsriickstellungsverordnung) verpflich-
tet, den Ho6chstrechnungszins zur Berechnung der Deckungsriickstellungen anzuwen-
den. (Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht, 2023a). Nicht versicherungsférmige
Pensionsfonds kénnen im Gegensatz dazu den zur Bestimmung der Deckungsriickstel-
lung angewandten Rechnungszins aus der Kapitalanlage ableiten. Dabei gilt nach § 24
Abs. 2 PFAV (Pensionsfonds-Aufsichtsverordnung) der Grundsatz, diesen Rechnungszins
vorsichtig anzusetzen und nach § 341f HGB die Deckungsriickstellungen auf Basis der
prospektiven Methode als Barwert kiinftiger Leistungen zu bilden. (Bundesanstalt fiir Fi-
nanzdienstleistungsaufsicht, 2023a) Um der Vorgabe des § 24 PFAV Rechnung zu tragen,
wird zur Analyse der strategischen Asset-Allokation der zugrunde gelegte Rechnungszins
dem auf 1,80 % gerundeten HGB-Zins zuziiglich eines Aufschlags von 50 Basispunkten
gleichgesetzt. Der Rechnungszins zur Bestimmung der Riickstellungen fiir die Anwéarter

und Rentner als Barwert der Anspriiche der jeweiligen Gruppe entspricht damit 2,30 %.



15.1 Auslagerung von Pensionsverpflichtungen 112

Nachfolgend wird eine beispielhafte Entwicklung der fiir die Versorgungsanwéarter und

-empfanger gebildeten Deckungsriickstellungen des Pensionsfonds illustriert. Dabei wer-

den die folgenden Annahmen zur Struktur und zum Verlauf der Deckungsriickstellungen

der Anwérter und Rentner getroffen:

(D

(IT)

(I11)

Das Renteneintrittsalter betriagt 65 Jahre und bleibt tiber den gesamten Auszah-

lungszeitraum der Versorgungsanspriiche unverandert.

Das Sterbealter liegt bei 85 Jahren. Es wird dabei vereinfacht angenommen, dass
es im Fall des Ausscheidens des Versorgungsempfiangers zu keinen weiteren, mit

dem Versorgungsempfinger in Verbindung stehenden Auszahlungen kommt.

Zum Auslagerungstermin tibertragt das Tragerunternehmen die Pensionsriickstel-
lungen auf den nicht versicherungsférmigen Pensionsfonds. Zu diesem Stichtag
umfasst die Struktur der Versorgungsanwarter und Versorgungsempfinger insge-
samt 31 gleichverteilte Anwéarter und Rentner im Alter von vierzig bis siebzig Jah-
ren. Der Altersdurchschnitt der Versorgungsanwérter und -empfanger entspricht

damit zum Auslagerungszeitpunkt 55 Jahre.

Mit einem Alter von 25 Jahren sind alle Versorgungsanwarter und -empfinger
dem Unternehmen beigetreten. Zur Vereinfachung werden jéahrliche Rentenbei-
trage der Versorgungsanwéarter wihrend der Anwartschaftszeit von einem Euro

angenomimen.

Auf den Pensionsfonds ausgelagert werden die bis zum Stichtag der Auslagerung
erdienten Anwartschaften (past services). Auf Basis der bis zur Auslagerung ge-
tatigten Renteneinzahlungen wird fiir alle Versorgungsanwérter und -empfanger
die individuelle (nachschiissige) jahrliche Rente, die bei Erreichen des Rentenein-
trittsalters von 65 Jahren vom Pensionsfonds ausbezahlt wird, bestimmt. Dabei
wird eine jahrliche Verzinsung der getétigten Renteneinzahlungen in Hohe des

auf 1,80 % gerundeten HGB-Zinssatzes unterstellt.

Abbildung 15.1 illustriert die auf diesen Annahmen basierende Ansparphase und Renten-

bezugszeit exemplarisch flir den zum Zeitpunkt der Auslagerung 55-jéhrigen Versorgungs-

anwérter. Wahrend der beispielhafte Anwérter beginnend mit dem Unternehmensbeitritt

im Alter von 25 Jahren bis zum Rentenbeginn mit 65 Jahren jahrliche Rentenbeitrége in



15.1 Auslagerung von Pensionsverpflichtungen 113

Abbildung 15.1: Auslagerung der Pensionsverpflichtungen des 55-jahrigen Ver-
sorgungsanwarters

i Auslagerung der erdiente
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die betriebliche Altersvorsorge leistet, werden lediglich die bis zum Zeitpunkt der Ausla-
gerung mit 55 Jahren bereits erdienten Versorgungsanspriiche (past services) auf den Pen-
sionsfonds ausgelagert. Bis der Versorgungsanwérter das Renteneintrittsalter zehn Jahre
nach der Auslagerung erreicht, werden die gebildeten Riickstellungen des Pensionsfonds
fiir diesen Versorgungsanwérter als Deckungsriickstellungen fiir Anwérter ausgewiesen —

wahrend der Rentenbezugszeit als Deckungsriickstellungen fiir Rentner.

Abbildung 15.2 zeigt die Entwicklung der vom Pensionsfonds gebildeten Deckungsriick-
stellungen aller Versorgungsanwérter und -bezieher. Aus Annahme III) folgt, dass die
Anwaérter- und Rentnerstruktur zum Zeitpunkt der Auslagerung durch 25 Anwérter und
sechs Rentner charakterisiert ist. Durch die Gleichverteilung der Versorgungsanwérter und
-empfanger erreicht wihrend der ersten 25 Jahre nach Auslagerung der Pensionsverpflich-
tungen jedes Jahr ein zusétzlicher Anwérter das Renteneintrittsalter. Damit nehmen die
Deckungsriickstellungen der Versorgungsanwarter — gekennzeichnet durch die dunkelrote

Flache in Abbildung 15.2 — stetig ab und werden 26 Jahre nach Auslagerung aufgelost.

Mit der zunehmenden Anzahl der Versorgungsempfinger wahrend der ersten vierzehn
Jahre nach Auslagerung der Pensionsverpflichtungen steigen die Deckungsriickstellungen
der Rentner — illustriert durch die anthrazite Flache in Abbildung 15.2 — stetig an.
Mit dem Erreichen des Sterbealters des zum Zeitpunkt der Auslagerung 70-jahrigen
Versorgungsempfangers reduzieren sich die Deckungsriickstellungen der Versorgungsemp-
fanger und konvergieren gegen null. Nach 46 Jahren endet die Rentenbezugszeit aller

Versorgungsempfinger und die Deckungsriickstellung der Rentner entspricht null.
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Abbildung 15.2: Riickstellungen des Pensionsfonds (Alters-@ = 55 Jahre)

Abbildung 15.2 stellt den Verlauf der Deckungsrickstellungen des Pensionsfonds iber den gesamten
Auszahlungszeitraum der Versorgungsanspriiche der Versorgungsanwdrter und -empfanger fir die in
diesem Abschnitt eingefihrten Annahmen dar. Der Altersdurchschnitt der Versorgungsanwdrter und
-empfanger betragt 55 Jahre. Der Rechnungszins zur Bestimmung der Rickstellungen fir die Anwdrter
und Rentner als Barwert der Anspriiche der jeweiligen Gruppe entspricht 2,30 %.
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15.2 Unterdeckung und Nachschussverpflichtung

Bei nicht versicherungsférmigen Losungen tibernimmt der Pensionsfonds keine Garantien
fiir die Wertentwicklung der Kapitalanlage und das Tragerunternehmen ist dementspre-
chend zu Zahlungen von Nachschiissen bei Unterdeckung verpflichtet. Eine Unterdeckung
liegt vor, wenn der Wert der Kapitalanlage des Pensionsfonds zu einem Zeitpunkt die
Deckungsriickstellung der Versorgungsempfanger unterschreitet. Dies ergibt sich aus der
Vorgabe des § 24 PFAV Abs. 2, die Deckungsriickstellung in der Rentenbezugszeit pro-
spektiv als Barwert der Leistungen zu bilden. Eine Mindestanforderung hinsichtlich der
Deckungsriickstellung fiir Versorgungsanwérter ist dahingehend nicht gegeben. Gemafl
§ 138 VAG ist eine Unterdeckung nicht zuldssig, sodass hieraus eine Forderung des Pen-
sionsfonds gegentiiber dem Tréagerunternehmen in Hohe der Differenz zwischen dem Wert
der Kapitalanlage und der Deckungsriickstellung der Rentner resultiert. Daraus folgt, dass
ein Ausgleich seitens des Tragerunternehmens erforderlich ist oder ein Bedeckungsplan

der Aufsichtsbehorde vorgelegt werden muss. (Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungs-
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aufsicht, 2021) § 239 Abs. 1 und Abs. 2 VAG legen dabei die Vorgaben zu den Planen zur

Wiederherstellung des vorgeschriebenen Vermogens fest.

Im Rahmen der Analyse der strategischen Asset-Allokation in Kapitel 17 wird von der
Moglichkeit eines Bedeckungsplans abgesehen und unterstellt, dass eine Unterdeckung
durch eine sofortige Zahlung des Trigerunternehmens ausgeglichen wird. Dabei wird
angenommen, dass das Trédgerunternehmen eine Zahlung leistet, die die gesetzlich vor-
geschriebene Nachschussverpflichtung iibersteigt, sodass ein Puffer zwischen dem Wert
der Kapitalanlage und den Deckungsriickstellungen der Rentner resultiert. Damit wird
die Wahrscheinlichkeit einer erneuten Unterdeckung mit Nachschussverpflichtung in den
Folgejahren reduziert. Per Annahme soll der Wert der Kapitalanlage des Pensionsfonds
nach der Nachschusszahlung dem Barwert der Versorgungsanspriiche der Rentner,
bewertet mit dem im Vergleich zum Rechnungszins geringeren HGB-Zins, betragen.
Damit entspricht die Hohe der Ausgleichszahlung der Differenz zwischen dem Barwert
der Rentenanspriiche der Rentner bewertet mit dem HGB-Zins und dem Wert der

Kapitalanlage des Pensionsfonds zum Zeitpunkt der Unterdeckung.

15.3 Anwendungsspezifische Risikokennzahlen

Aus den in den vorherigen Abschnitten dargelegten gesetzlichen Vorschriften zu Nach-
schussverpflichtungen nicht versicherungsférmiger Pensionsfonds lassen sich kontextspe-
zifische Risikomafle ableiten, die die tatsdchlichen Risiken von Tragerunternehmen und
Pensionsfonds aufgreifen und dementsprechend bei der strategischen Asset-Allokation
von Pensionsfonds Berticksichtigung finden koénnten. Die Besonderheit, dass das Trager-
unternehmen nach Auslagerung der Pensionsverpflichtungen aus Pensionszusagen wei-
tere Zahlungen an den Pensionsfonds lediglich bei Eintritt einer Unterdeckung tétigen
muss, impliziert, dass gingige Risikokennzahlen, die typischerweise zur Charakterisierung
und Steuerung von Kapitalanlagen herangezogen werden, das tatséchliche mit einer Un-
terdeckung verbundene Risiko nicht aufgreifen. Wahrend etablierte Risikomafle wie die
Standardabweichung der Renditen oder der Value-at-Risk (VaR) auch fir Pensionsfonds
aussagekraftige Risikomafle zur Charakterisierung der Kapitalanlage darstellen, greifen
sie das spezifische Risiko von Pensionsfonds nicht explizit auf und stellen somit keine

passgenauen Risikokennzahlen dar.
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Zwei Risikomafe, die dieser Anforderung gerecht werden, sind die Nachschusswahrschein-
lichkeit und der Nachschuss-at-Risk.

Nachschusswahrscheinlichkeit (NW):

Die Nachschusswahrscheinlichkeit ist als die ex ante Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt
der Auslagerung der Pensionsverpflichtungen, dass es iiber die gesamte Auszahlungsperi-
ode des Pensionsfonds zu einer oder auch mehreren Unterdeckungen kommt, definiert. Um
einen damit verbundenen Nachschuss zu vermeiden, ist es im Interesse des Tragerunter-
nehmens und des Pensionsfonds, im Rahmen der Portfolioallokation die Nachschusswahr-
scheinlichkeit in den Fokus zu nehmen. Die (isolierte) Ausrichtung der Portfolioallokation
nach der Nachschusswahrscheinlichkeit wird der ganzheitlichen Betrachtung des Risikos
in diesem Kontext allerdings nicht vollumfénglich gerecht, da auch die Hohe der anfal-
lenden Ausgleichszahlungen bei Unterdeckung fiir das Tragerunternehmen eine weitere
Risikoquelle darstellt. So konnte die gewédhlte Portfolioallokation dazu fithren, dass die
Wahrscheinlichkeit einer eintretenden Unterdeckung zwar (vergleichsweise) niedrig ist,
die Hohe der Ausgleichszahlungen im Fall einer Unterdeckung jedoch (vergleichsweise)
hoch. Dies kénnte eine fiir das Tragerunternehmen nicht wiinschenswerte Allokation dar-
stellen und untermauert die Notwendigkeit der Einbeziehung eines weiteren Risikomafes,

welches die Hohe der Ausgleichszahlung bei Eintritt einer Unterdeckung beriicksichtigt.

Nachschuss-at-Risk (NaR):

Das konstruierte Risikomafl des Nachschuss-at-Risk basiert auf dem Konzept des Value-
at-Risk, das ein etabliertes Standard-Risikomaf§ darstellt (Jorion 2002, 2007). Der VaR
beziiglich des Konfidenzniveaus (1 — «) ist als die Verlusthohe definiert, ausgedriickt in
Prozent oder in der Einheit des Portfoliowertes, die mit Wahrscheinlichkeit 1 — « fiir einen
definierten Zeitraum nicht iiberschritten wird (Rockafellar und Uryasev, 2000). Typischer-
weise werden fir das Konfidenzniveau (1 — o) Werte von 90 %, 95 % oder 99 % gewéhlt
(Rockafellar und Uryasev, 2000, S. 2). Mit dem Nachschuss-at-Risk wird der Grundge-
danke des VaR nun auf den spezifischen Kontext von Pensionsfonds tibertragen: Mit dem
(1 — «)-NaR wird die (barwertige) Nachschusshohe ausgedriickt, die mit der Wahrschein-
lichkeit (1 — «) tiber die gesamte Auszahlungsphase des Pensionsfonds nicht tberschritten
wird. Fir (1 —a) = 99 % wird demnach die barwertige Nachschusshohe beriicksichtigt,
die im schlechtesten Ein-Prozent-Fall zu erwarten ist. Die barwertige Nachschusshohe ist
dabei als der Barwert der Summe aller iiber die gesamte Auszahlungsphase des Pensions-

fonds anfallenden Ausgleichszahlungen unter Beriicksichtigung des Rechnungszinssatzes
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definiert und wird in Prozent der Einmalpramie zur Ausfinanzierung der Pensionsver-

pflichtungen, die im vorliegenden Beispiel rund 867 FEuro entspricht, ausgedriickt.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass klassische, nicht kontextspezifische Risiko-
mafe als Anlagekriterium fiir die Portfolioallokation von Pensionsfonds nicht zwingend
geeignet sind: Grundsétzlich kann die vom Pensionsfonds gewédhlte Allokation durchaus
eine hohe — beispielsweise einjahrige — Standardabweichung oder auch einen hohen Value-
at-Risk aufweisen, solange die Allokation die beiden eingefiihrten maflgeschneiderten Ri-
sikokennzahlen, die das tatsidchliche Risiko einer Unterdeckung tiiber die gesamte Auszah-
lungsphase des Pensionsfonds erfassen, minimiert. Daraus folgt eine inhaltliche Analogie
zum zweiten Teil der vorliegenden Dissertation: Im Rahmen des dort beschriebenen Mo-
dells ist fiir langfristig orientierte Investoren, die Investitionsentscheidungen anhand ihres
erwarteten Nutzens in Abhéngigkeit des Portfoliowertes zum Ende ihres Anlagehorizon-
tes treffen, die einjédhrige Verteilung der Portfoliorenditen, die durchaus durch eine hohe
negative Schiefe gekennzeichnet sein kann — einhergehend mit zwischenzeitlichen, sub-
stanziellen Wertverlusten des Portfolios — nicht von Bedeutung. Vielmehr ist die Rendite-
verteilung zum Ende des Investitionshorizontes relevant, die bei langen Anlagehorizonten

(annéhernd) der einer Normalverteilung entspricht.

Bevor die hinsichtlich der Nachschusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk ef-
fizienten Portfolios betrachtet werden, wird in Kapitel 17 zunéchst die Portfolioalloka-
tionsstrategie, die sich auf die Minimierung des einjéhrigen Conditional Value-at-Risk
unter Beachtung einer Mindestzielrendite, die dem zugrunde liegenden Rechnungszins ent-
spricht, stiitzt, analysiert (u-CVaR Strategie). Der CVaR stellt ein aussagekriftiges Maf}
iiber die zu erwartende Verlusthohe beziiglich eines definierten Konfidenzniveaus tiber
einen bestimmten Zeitraum dar — jedoch kein passgenaues Risikomaf in diesem Kontext.
Auch bekannt als expected shortfall, ist der CVaR eng mit dem Konzept des Value-at-
Risk verkniipft. In Anlehnung an die Definition des (1 — «)-VaR gibt der (1 — a)-CVaR
den bedingten Erwartungswert der Verluste wieder, der die Verlusthohe des (1 — a)-VaR
tibersteigt (Rockafellar und Uryasev, 2000).



Kapitel 16

Anlageuniversum und

Renditesimulation

Das dem Pensionsfonds im Rahmen der Portfolioallokation zur Verfiigung stehende
Anlageuniversum — bestehend aus Aktien- und Anleiheindizes — wird in Abschnitt
16.1 eingefiihrt und charakterisiert. Die Verteilungseigenschaften der Indizes dienen als
Grundlage des simulationsbasierten Ansatzes, auf die sich die Analyse der strategischen
Asset-Allokation in Kapitel 17 stiitzt. Abschnitt 16.2 erldutert, wie die Cornish-Fisher-
Methode zur Abschétzung von Quantilen nicht normaler Renditeverteilungen zur
Renditesimulation verwendet werden kann. Mithilfe dieses Ansatzes konnen Verteilungen
erzeugt werden, die den empirischen Verteilungseigenschaften und der erwarteten
Renditen der Vermogen entsprechen, sodass mit der Schiefe und Kurtosis der Indizes

weitere Verteilungseigenschaften berticksichtigt werden.

16.1 Anlageuniversum

Das fiir die Portfolioallokation des Pensionsfonds zur Verfiigung stehende Anlageuniver-
sum umfasst vier Indizes. Mit dem Ziel, ein breites und kostengiinstiges Spektrum an
Investitionsmoglichkeiten zugrunde zu legen, stehen dem Pensionsfonds neben einem di-
versifizierten Aktienportfolio drei Anleiheindizes zur Auswahl. Das Aktienportfolio besteht

dabei zu je 50 % aus dem européaischen Aktienindex STOXX Europe 600 Performance-
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index und dem S& P500 Performanceindex, sodass das Aktienportfolio die gréfiten bor-
sennotierten 600 europaischen und 500 US-amerikanischen Unternehmen umfasst. Zudem
werden drei Anleiheindizes mit européischen Staatsanleihen mit hochstem Rating, eu-
ropéischen Pfandbriefen und US-amerikanischen Staatsanleihen berticksichtigt. Konkret

werden die folgenden Indizes herangezogen:!®

(I)  1—3 Year Euro AAA-AA Government Bond Index
(II) 5 —7 Year Euro Covered Bond Index

(III) 5 —10 Year US Treasury Index

Der AAA-AA Government Bond Index beinhaltet européaische Staatsanleihen mit hoher
Kreditwiirdigkeit und Restlaufzeiten von einem bis drei Jahren. Durch die kurze Restlauf-
zeit der beinhalteten Anleihen unterliegt der Index einem geringen Zinsédnderungsrisiko.
Der Covered Bond Index umfasst europaische Pfandbriefe — besicherte, vorrangige Schuld-
titel, die von Banken ausgegeben werden — mit einer Restlaufzeit zwischen fiinf und
sieben Jahren (Anand, 2016). Durch die gesetzlich vorgeschriebene Art der Besicherung
gelten sie als ebenfalls sichere Anlageform fiir Investoren (Anand, 2016, S. 1). Aufgrund
einer geringeren Liquiditdt bei &hnlicher Sicherheit im Vergleich zu Bundesanleihen
bieten Pfandbriefe in der Regel einen kleinen Renditeaufschlag (Bérse Online, 2019). Der
US Treasury Inder umfasst US-amerikanische Staatsanleihen mit Laufzeiten zwischen
finf und zehn Jahren. Durch die Notierung in US Dollar beinhaltet die Investition in
diesen Index — wie auch in den S&P500 Index als Teil des Aktienportfolios — durch die
eingenommene Euro-Perspektive des Pensionsfonds das Wechselkursrisiko zwischen US
Dollar und Euro. Im Folgenden werden die empirischen Renditeverteilungen der Anlagen

charakterisiert und die Korrelation zwischen den Indizes betrachtet.

16.1.1 Charakterisierung der Renditezeitreihen

Tabelle 16.1 zeigt die Verteilungseigenschaften der Renditen des Aktienportfolios und der
Anleiheindizes. Dabei werden neben der jahrlichen Durchschnittsrendite und der annuali-

sierten Standardabweichung auch die Schiefe und Uberkurtosis!® der Renditeverteilungen

15Der Herausgeber der Indizes ist ICE Data Indices, LLC.
16Die Uberkurtosis, oder auch Exzess Kurtosis, driickt die Differenz zwischen der Wélbung der Ver-
teilung und der Wélbung der Normalverteilung in Hohe von 3 aus.
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angegeben. Die Werte beziehen sich auf einen Zeitraum von knapp dreizehn Jahren von
Juli 2009 bis Méarz 2022 und werden auf Basis wochentlicher — fiir die in USD notieren-
den Indizes in Euro konvertierte — Renditen bestimmt.'” Die Zeitreihen entstammen der
Datenbank Thomson Reuters Datastream. Wahrend zur Renditesimulation nicht auf die
diskrete Durchschnittsrendite als Proxy fiir die erwartete diskrete Rendite des Aktien-
portfolios und der Anleiheportfolios zuriickgegriffen wird, wird diese in Tabelle 16.1 zur
vollstandigen Charakterisierung der Zeitreihen dennoch beriicksichtigt. Die Bestimmung

der erwarteten Rendite wird in Abschnitt 16.1.2 erlautert.

Das Aktienportfolio, bestehend aus européischen und US-amerikanischen Unternehmen,
weist eine diskrete jahrliche Durchschnittsrendite von 12,47 % und eine Standardab-
weichung der Renditen von 15,46 % auf. Zudem ist die Renditeverteilung durch eine
negative Schiefe geprigt, die zugleich den hochsten negativen Wert aller berticksichtig-
ten Anlageklassen mit —0,147 aufweist. Die Uberkurtosis betrigt 0,109. Durch den im
Aktienportfolio beinhalteten S&P500 Index unterliegen die historischen Renditen des Ak-
tienportfolios auch der Wechselkursentwicklung des US-Dollar beziiglich des Euro, die

Tabelle 16.1: Historische Verteilungseigenschaften

Tabelle 16.1 zeigt die Eigenschaften der Renditeverteilungen von Juli 2009 bis Mdrz 2022 des Aktien-
portfolios und der drei Anleiheindizes. Das Aktienportfolio beinhaltet den STOXX FEurope 600 (total
return) Index und SEP500 (total return) Index, gewichtet zu je 50 %. Furopdische Staatsanleihen
bezeichnen den 1 — 3 Year Euro AAA-AA Government Bond Index, europdische Pfandbriefe den
5 — 7 Year Furo Covered Bond Indexr und US-Staatsanleihen den 5 — 10 Year US Treasury Index.
Die angegebenen Verteilungseigenschaften beziehen sich auf annualisierte Werte und sind auf Basis
wéchentlicher Renditen berechnet. Die Durchschnittsrendite ist als das annualisierte arithmetische Mittel
diskreter Renditen definiert.

Européische  Européische US-
Aktienportfolio Staatsanleihen Pfandbriefe Staatsanleihen

Durchschnittsrendite 12,47 % 0,32 % 2,96 % 4,65 %
Standardabweichung 15,46 % 0,92 % 2,87 % 9,68 %
Schiefe —0,147 0,311 —0,056 0,045
Uberkurtosis 0,109 0,485 0,065 0,029

"Da der Covered Bond Index erst im Juli 2009 aufgelegt wurde, wird der Beobachtungszeitraum zur
Bestimmung der Verteilungseigenschaften der Renditen aus Konsistenzgriinden fiir alle Anlagen entspre-
chend gewahlt.
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durch die Abwertung des Euro im betrachteten Zeitraum positiv zur Durchschnittsrendi-

te US-amerikanischer Investitionen beitrug.

Dies gilt entsprechend fiir den Index mit US-amerikanischen Staatsanleihen, der mit einer
Durchschnittsrendite von 4,65 % die hochste Durchschnittsrendite aller Anleiheindizes
aufweist und mit einer Standardabweichung der Renditen von 9,68 % zugleich die risiko-
reichste Anleiheklasse — gemessen an der Volatilitit — darstellt, gefolgt von den Indizes mit
europaischen Pfandbriefen und Staatsanleihen mit deutlich geringeren Volatilitdten von
nur 2,87 % beziehungsweise 0,92 %. Die historischen Durchschnittsrenditne der beiden
Indizes betragen 1,13 % und —0,04 %. Die Renditeverteilung des Index mit européaischen
Staatsanleihen weist dabei mit einer Schiefe von 0,311 und einer Uberkurtosis von 0,485

die grofite Abweichung von der Normalverteilung auf.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass das Aktienportfolio sowohl die héchste Stan-
dardabweichung der Renditen als auch die grofite negative Schiefe aufweist. Der Index mit
fiinf- bis zehnjéhrigen US-amerikanischen Staatsanleihen stellt nicht zuletzt durch das zu-
sitzliche Wechselkursrisiko den Anleiheindex mit der hochsten Standardabweichung der
Renditen dar, gefolgt von europédischen Pfandbriefen mit fiinf- bis siebenjéhriger Restlauf-
zeit. Unter anderem durch die vergleichsweise kurze Laufzeit der européaischen Anleihen
mit hochster Kreditwiirdigkeit liegt die Volatilitat bei unter einem Prozent pro Jahr und

der Index stellt damit den risikodrmsten Anleiheindex dar.

Tabelle 16.2: Korrelationsmatrix

Tabelle 16.2 zeigt die Korrelationsmatriz von Juli 2009 bis Mdrz 2022 auf Basis wdchentlicher Ren-
diten des Aktienportfolios und der drei Anleiheindizes. Das Aktienportfolio beinhaltet den STOXX
Europe 600 (total return) Index und SE&P500 (total return) Index, gewichtet zu je 50 %. Europdische
Staatsanleihen bezeichnen den 1 — 3 Year Euro AAA-AA Government Bond Index, europdische Pfand-
briefe den 5—7 Year Furo Covered Bond Index und US-Staatsanleihen den 5—10 Year US Treasury Index.

FEuropéaische = Européische US-
Aktienportfolio Staatsanleihen Pfandbriefe Staatsanleihen

Aktienportfolio 1 0,02 —0,07 —0,08
Europ. Staatsanleihen 0,02 1 0,63 0,26
Europ. Pfandbriefe —0,07 0,63 1 0,44

US-Staatsanleihen —0,08 0,26 0,44 1
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Tabelle 16.2 stellt dariiber hinaus die Korrelationsmatrix der Anlagemoglichkeiten dar. Es
zeigt sich, dass die Renditen des Aktienportfolios mit den Renditen der Anleiheportfolios
mit Korrelationskoeffizienten von betragsméaflig kleiner als 0,1 nahezu unkorreliert sind.
Wiéhrend die Korrelation zwischen dem Index mit européaischen Pfandbriefen und dem
der européischen Staatsanleihen einen Wert von 0,63 aufweist, ist der Zusammenhang
zwischen der Wertentwicklung US-amerikanischer Staatsanleihen und europaischen
Pfandbriefen beziehungsweise Staatsanleihen mit Werten von 0,44 beziehungsweise 0,26
weniger stark ausgepréigt. Dies ist neben makrookonomischen Aspekten auch auf die
Wechselkursentwicklung zuriickzufiihren, die die Renditezeitreihe der US-Staatsanleihen

durch Konversion in Euro beeinflusst.

16.1.2 Definition der erwarteten Rendite

Wiéhrend auf die empirisch beobachtete Standardabweichung, Schiefe und Kurtosis der
Indizes aus Tabelle 16.1 zur Renditesimulation zuriickgegriffen wird, basiert die Bestim-
mung der erwarteten Rendite nicht auf dem arithmetischen Mittel diskreter Renditen
wie noch im ersten Teil der vorliegenden Dissertation. Da die historische Durchschnitts-
rendite der Anleiheindizes nicht die Hohe des aktuellen Zinsumfeldes aufgreift, wird in
Anlehnung an Fritzsch et al. (2020) die aktuelle Effektivverzinsung (yield to maturity)
als zukunftsorientiertes Mafl zur Schatzung der erwarteten Rendite der Anleiheindizes
herangezogen.'® Tabelle 16.3 zeigt die resultierenden erwarteten Renditen zum 31. Mérz
2022. Die erwartete Rendite der US-amerikanischen Staatsanleihen betragt 2,53 % und
die der Pfandbriefe 1,13 %. Infolge der kiirzeren Restlaufzeit der européischen Anleihen
ist die erwartete Rendite negativ und betragt —0,04%.

Der von Fritzsch et al. (2020) vorgeschlagenen Methodik folgend wird in diesem Teil der
Dissertation auflerdem die erwartete Rendite des Aktienportfolios bestimmt. Anstelle der
historischen diskreten Durchschnittsrendite ziehen die Autoren als Proxy fiir die erwartete
Rendite von Aktienindizes die Summe aus der aktuellen Effektivverzinsung hochverzins-
licher Unternehmensanleihen und einer empirischen Risikopramie, die mit 2 % angegeben

wird, heran (Fritzsch et al., 2020, S. 34).

18Djie Effektivverzinsung entstammt ebenfalls der Datenbank Thomson Reuters Datastream.
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Tabelle 16.3: Erwartete Rendite des Aktienportfolios und der Anleiheindizes

Tabelle 16.3 zeigt die erwarteten Renditen des Aktienportfolios und der drei Anleiheindizes. Das
Aktienportfolio beinhaltet den STOXX FEurope 600 (total return) Index und SE&P500 (total return)
Indezx, gewichtet zu je 50 %. Furopdische Staatsanleihen bezeichnen den 1 — 3 Year FEuro AAA-AA
Government Bond Index, Pfandbriefe den 5 — 7 Year Furo Covered Bond Index und US-Staatsanleihen
den 5 — 10 Year US Treasury Index. Die erwarteten Renditen der Anleiheindizes entsprechen der
Effektivverzinsung (yield to maturity) am 31. Mdrz 2022. Die erwartete Rendite des Aktienportfolios
wird als Summe der Effektivverzinsung hochverzinslicher Unternehmensanleihen und einer empirisch

geschatzten Risikopramie bestimmt (vgl. Tabelle 16.4).

Européaische = Europaische US-
Aktienportfolio Staatsanleihen Pfandbriefe Staatsanleihen

Erwartete Rendite 7,84 % -0,04 % 1,13 % 2,53 %

Die Herleitung der erwarteten Rendite des Aktienportfolios mit europaischen und US-
amerikanischen Aktien erfordert die Bestimmung der historischen Risikopramie beider
Indizes. Dazu werden die Indizes BB-B US High Yield fir den US-amerikanischen und
BB-B FEuro High Yield fur den europdischen Markt herangezogen. Auf der Grundlage
von rund 25 Jahren von Januar 1997 bis Mérz 2022 wird die historische Risikopréamie
des STOXX Europe 600 Index (S&P500 Index) als Differenz zwischen dem annualisierten
arithmetischen Mittel diskreter Renditen des STOXX Europe 600 Index (S&P500 Index)
und des jeweiligen hochverzinslichen Anleiheindex bestimmt. Mit einer jahrlichen diskre-
ten Durchschnittsrendite von 7,92 % des européischen Aktien- und 5,40 % des hochver-
zinslichen européaischen Anleiheindex betragt die historische Risikopramie 2,52 %. Analog
resultiert eine Risikopramie von 3,73 % fiir den US-amerikanischen Index aus der Differenz
der Durchschnittsrendite von 10,53 % des S&P Index und von 6,80 % des hochverzinsli-
chen US-amerikanischen Anleiheindex. (vgl. Tabelle 16.4)

Die erwartete Rendite des européischen und des US-amerikanischen Index kann nun als
die aktuelle Effektivverzinsung der jeweiligen hochverzinslichen Anleihe zuziiglich der
zuvor abgeleiteten Risikopramie bestimmt werden. Die Effektivverzinsung der hochver-
zinslichen Euro-Anleihen entspricht dabei 3,95 % und die der US-amerikanischen 5,49 %.
Daraus resultiert eine erwartete Rendite des STOXX Europe 600 von 6,47 % und des
S&P500 von 9,22 %. Durch die Gleichgewichtung beider Indizes innerhalb des Aktien-
portfolios entspricht die erwartete Rendite des Aktienportfolios 7,84 % (vgl. Tabelle 16.3).
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Tabelle 16.4: Bestimmung der historischen Risikopramie

Tabelle 16.4 zeigt die Herleitung der historischen Risikoprdmie fiir den STOXX FEurope 600 und den
SEP500 Index, die als die Differenz zwischen der Durchschnittsrendite von Januar 1997 bis Mdrz 2022
des Aktienindexr und eines hochverzinslichen Anleiheindex bestimmt wird. Fir den europdischen und
US-amerikanischen Markt werden der BB-B FEuro High Yield und der BB-B US High Yield Index
als hochverzinsliche Anleiheindizes herangezogen. Die Durchschnittsrendite ist als das annualisierte
arithmetische Mittel diskreter Renditen und die historische Risikoprdimie als die Differenz der Durch-

schnittsrendite des jeweiligen Aktienindex und des Anleiheindex definiert.

STOXX  BB-B Euro BB-B US
Europe 600 High Yield S&P500 High Yield

Durchschnittsrendite 7,92 % 5,40 % 10,53 % 6,80 %
Historische Risikopramie 2,52 % 3,73 %

16.2 Renditesimulation mittels der Cornish-Fisher-

Erweiterung

In diesem Abschnitt wird dargelegt, wie die Cornish-Fisher-Approximation — als Verfah-
ren zur Schitzung von Quantilen — zur Renditesimulation verwendet werden kann. Dabei
sollen die Verteilungseigenschaften der simulierten Renditen den empirischen Verteilungs-
eigenschaften der Anlagemoglichkeiten aus Tabelle 16.1 und den erwarteten Renditen
aus Tabelle 16.2 entsprechen. Generell erméglicht die Cornish-Fisher-Methode, neben der
erwarteten Rendite und Standardabweichung der Renditen auch das dritte und vierte
Moment — ausgedriickt durch die Schiefe und Wélbung — der zugrunde gelegten Vertei-
lung im Rahmen der Quantilsbestimmung zu berticksichtigen (vgl. Abschnitt 16.2.1). Als
Methode zur Simulation von Renditen erlaubt die Cornish-Fisher-Methode somit, nicht
normalverteilte Renditen mit gewiinschter Schiefe und Kurtosis zu simulieren (vgl. Ab-
schnitt 16.2.2). Damit findet unter anderem das Katastrophenrisiko bei der Bestimmung

der optimalen Portfolioallokation und deskriptiver Risikokennzahlen Berticksichtigung.

Wahrend in diesem Teil der Dissertation die Cornish-Fisher-Methode zur Renditesi-
mulation eingefithrt und angewandt wird, existieren weitere Verfahren zur Simulation
von Renditen. Ein verbreiteter, nicht parametrischer Ansatz stellt die (bootstrapped)
historische Simulation dar (Dowd, 2007, S. 85 f.). Hierbei werden aus der empirischen

Renditezeitreihe einzelne Beobachtungen per Zufall gezogen und wieder ersetzt, sodass
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eine oder eine Vielzahl von Zeitreihen erzeugt werden kénnen. Dieses Verfahren findet
unter anderem zur Bestimmung der Performanceszenarien von Produkten der dritten
Kategorie im Rahmen der Basisinformationsblitter Anwendung.!® Alternativ kann die
in Teil 2 der vorliegenden Dissertation beschriebene geometrische Brownsche Bewegung
mit Poisson-verteilten Spriingen zur Renditesimulation verwendet werden (vgl. Abschnitt
10.2). Diese Methode erfordert jedoch zunédchst die Schatzung der Sprungintensitit
und -grofe des Poisson-Prozesses sowie der Standardabweichung des Diffusionsterms.
Diese Parameter konnen mittels einer Maximum-Likelihood-Schatzung bestimmt werden
(Ait-Sahalia, 2004 und Ramezani und Zeng, 2007).

16.2.1 Hintergrund

Der als Cornish-Fisher-Erweiterung bekannte Ansatz zur Bestimmung von Quantilen ba-
siert auf der Arbeit von Cornish und Fisher (1938). Generell dient die Erweiterung der
Approximation von Quantilen nicht normaler Verteilungen durch Einbeziehung hoherer
Momente — typischerweise des dritten und vierten Moments. So kénnen Abweichungen
hinsichtlich der Symmetrie und Woélbung der vorliegenden Verteilung von einer Normal-
verteilung bei der Bestimmung von Quantilen berticksichtigt werden (Amédée-Manesme
et al., 2019). Dementsprechend stellt die Erweiterung einen giangigen Ansatz zur Bestim-
mung des VaR und CVaR dar. Wie in Kapitel 7 dieser Dissertation erlautert, findet die
Erweiterung unter anderem bei der Bestimmung der Performanceszenarien von Produkten
der Kategorie 2 im Rahmen der Basisinformationsblitter?® Anwendung sowie im Rahmen

des Risikomanagements von Portfolios (Cao et al., 2010 und Fabozzi et al., 2013).

Die Cornish-Fisher-Approximation wird im Folgenden zunéchst allgemein beschrieben,

bevor dargelegt wird, wie die Erweiterung zur Renditesimulation verwendet werden

kann. Das standardisierte Cornish-Fisher-Quantil z¢cp, baut auf dem a-Quantil der

Standardnormalverteilung x,, auf und lasst sich wie folgt ausdriicken (Maillard, 2018, S. 4):
L s

1 1
TOFa = To + é(xa — 1) sker + ﬁ(xi —3x,) - ker — %(21’3 —514) - sk, (16.1)

wobei skcp den Cornish-Fisher-Schiefe-Parameter und kcp den Cornish-Fisher-

Uberkurtosis-Parameter bezeichnet. Unter Beriicksichtigung der erwarteten logarithmier-

YEU-Verordnung Nr. 1286/2014 vom 26.11.2014, Amtsblatt EU L 352.
20Delegierte Verordnung (EU) 2017/653 vom 08.03.2017, Amtsblatt EU L 100.
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ten Rendite y4,, und der Standardabweichung der Renditen ist das Cornish-Fisher-Quantil

gcFo durch

qCFa = Hlog T OCF * TCF,a (16.2)

gegeben, wobei oop die Cornish-Fisher-Standardabweichung darstellt. Der VaR — wie
auch der CVaR — wird als positiver Wert ausgedriickt, sodass der (1 —a)-VaR dem

negativen Cornish-Fisher-Quantil gor, entspricht:

(1 —«)-VaR := —qcpa-

Fiir nicht normale Verteilungen weichen die Cornish-Fisher-Parameter von den Vertei-
lungseigenschaften der zugrunde gelegten tatsdchlichen Verteilung ab, da die Cornish-
Fisher-Erweiterung eine Expansion dritter Ordnung darstellt, sodass eine Transformation
der beobachteten Momente notig ist (Amédée-Manesme et al., 2019, S. 429). Somit stellen
die Cornish-Fisher-Parameter adjustierte Input-Parameter zur Bestimmung von Quanti-
len der zugrunde gelegten tatsachlichen Verteilung dar. Lediglich im Fall einer Normal-
verteilung der urspriinglichen Verteilung entsprechen die empirischen Verteilungseigen-
schaften den Cornish-Fisher-Parametern. Fiir Werte der Schiefe und Uberkurtosis von
null entspricht das standardisierte Cornish-Fisher-Quantil z¢p, aus Formel (16.1) dem

a-Quantil der Standardnormalverteilung z,,.

Maillard (2018) zeigt, wie sich die Schiefe sk und Uberkurtosis k& der wahren Verteilung
als Funktionen der Cornish-Fisher-Parameter skcp und kop ausdriicken lassen (Maillard,
2018, S. 6 f.). Da zur Bestimmung des Cornish-Fisher-Quantils in Gleichung (16.2) aller-
dings von der Schiefe und Kurtosis der tatsichlichen Verteilung auf die Cornish-Fisher-
Parameter geschlossen werden muss, ist eine Inversion der beiden Gleichungen notwendig.
Fiir die invertierten Zusammenhange existieren jedoch keine geschlossenen Formen und
konnen so lediglich durch nicht lineare Funktionen, reprasentiert durch ¢ und v, ausge-
driickt werden (Maillard, 2018, S. 8):

skor = p(sk, k) (16.3)
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Zur Losung des Gleichungssystems sind numerische Methoden erforderlich. Mit den
daraus resultierenden Cornish-Fisher-Parametern skcpr und kcp kann die Cornish-Fisher-

Standardabweichung ocr wie folgt bestimmt werden (Maillard, 2018, S. 6):

o

OCcF = y (165)

wobei ¢ der Standardabweichung der Renditen der tatsachlichen Verteilung entspricht.

Waihrend die Cornish-Fisher-Erweiterung zur Bestimmung von Quantilen den Vorteil bie-
tet, keine Annahme tiber die zugrunde liegende Verteilung der beobachteten Renditen
treffen zu miissen, gilt fiir die Validitdt der Erweiterung ein eingeschrankter Geltungsbe-
reich. Wird dieser Geltungsbereich, der sowohl beziiglich der beobachteten als auch der
Cornish-Fisher-Parameter definiert werden kann, verletzt, fiihrt dies zu verzerrten Ergeb-
nissen bei der Bestimmung von Quantilen und stellt eine (mogliche) Fehlerquelle bei der
Verwendung der Cornish-Fisher-Approximation dar. Bei substanziellen Abweichungen der
tatséchlichen Verteilung beobachteter Renditen von der Normalverteilung wird der Gel-
tungsbereich typischerweise verletzt. Dies kann insbesondere bei Renditebeobachtungen
auf hoherer Frequenz, beispielsweise bei taglichen Renditen mit hoher (absoluter) Auspré-
gung der Schiefe und Kurtosis, vorliegen (Maillard, 2018). Die Verteilungseigenschaften
der wochentlichen Renditen der vier eingefiihrten Anlagemoglichkeiten (vgl. Tabelle 16.1)

liegen innerhalb des Geltungsbereichs, sodass eine Verletzung ausgeschlossen werden kann.

Die Verwendung der Schiefe- und Kurtosis-Parameter der tatsachlichen Verteilung in Glei-
chung (16.1) — ohne notwendige Transformation — stellt eine weitere Fehlerquelle in der
Verwendung der Cornish-Fisher-Erweiterung dar, die zu substanziellen Fehlern bei der
Bestimmung von Quantilen fithren kann. Tabelle 16.5 zeigt zum einen die resultierenden
Cornish-Fisher-Parameter fiir eine Standardabweichung der tatséchlichen Verteilung von
20 % und fiir beispielhafte Werte der Schiefe von —1,5 bis 1,5 und Uberkurtosis von 0
bis 10. Wéhrend die Cornish-Fisher-Parameter den tatsdchlichen Verteilungseigenschaften
einer Normalverteilung mit einer Schiefe sk und Uberwodlbung k& von null und die Cornish-
Fisher-Standardabweichung der empirischen Standardabweichung entsprechen, steigen die
Abweichungen zwischen den empirischen Verteilungsparametern und den Cornish-Fisher-
Parametern mit starker ausgeprégten hoheren Momenten an (Maillard, 2018 und Amédée-
Manesme et al., 2019). Fiir eine Schiefe und Uberkurtosis von —1,5 (1,5) und 10 resultieren
Cornish-Fisher-Parameter von skcp = —0,867 (0,867) und kcp = 3,919.
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Tabelle 16.5: Cornish-Fisher-Parameter

Tabelle 16.5 zeigt die Cornish-Fisher-Parameter in Abhdngigkeit verschiedener empirischer Verteilungs-
parameter. Die Cornish-Fisher-Standardabweichung lasst sich gemaf$ Gleichung (16.5) bestimmen und
die Cornish-Fisher-Schiefe und -Kurtosis ergeben sich aus dem Gleichungssystem aus den Gleichungen
(16.3) und (16.4). qcp,, ist das inkorrekte Quantil, das aus der Cornish-Fisher-Approrimation bei
Verwendung der tatsdchlichen Verteilungsparameter resultiert. Das korrekt geschétzte Quantil qor,q

basiert auf den transformierten Cornish-Fisher-Parametern.

Verteilungsparamter Cornish-Fisher-Parameter 1%-Quantil

o sk k oCcF skcr kcr qlcp,a 4CF,a
20 % -15 10 19,16 % —0,867 3,919 —-98,41 % —68,94 %
20 % -0,5 3 19,76 % —0,356 1,715 —66,03 % —58,11 %
20 % —0,25 1 19,95 % —0,212 0,767 54,41 % —-52,73 %
20 % 0 0 20 % 0 0 —46,53 % —46,53 %
20 % 0,25 1 19,95 % 0,212 0,767 —47,06 % —46,55 %
20 % 0,5 3 19,76 % 0,356 1,715 —-51,32 % —47,77 %
20 % 1,5 10 19,16 % 0,867 3,919 —54,29 % —44,50 %

Tabelle 16.5 gibt zum anderen einen Eindruck iiber die Hohe des Fehlers der Quan-
tilsschitzung, der auftritt, wenn die Transformation nicht beriicksichtigt wird. qop,
ist als das inkorrekte Quantil definiert, das resultiert, wenn die Verteilungsparameter
der tatsachlichen Verteilung zur Bestimmung des Quantils mithilfe der Cornish-Fisher-
Approximation genutzt werden. Das korrekt geschatzte Quantil ¢cp, basiert auf
den transformierten Cornish-Fisher-Parametern. Betrachtet wird das 1%-Quantil. Es
zeigt sich, dass bereits Abweichungen in der Quantilsbestimmung von bis zu 1,68
Prozentpunkten fiir Verteilungen mit einer Schiefe von 0,25 und Uberkurtosis von
1 resultieren. Eine Abweichung von 30 Prozentpunkten entsteht bei einer Verteilung
mit einer Schiefe der Renditeverteilung von —1,5 und einer Uberkurtosis von 10. Die
Resultate unterstreichen die notwendige Transformation der empirisch beobachteten
Momente bei Verwendung der Cornish-Fisher-Erweiterung auch bei Verteilungen die der

Normalverteilung approximativ entsprechen.
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16.2.2 Renditesimulation

Die Cornish-Fisher-Expansion zur Bestimmung eines Quantils einer Verteilung und des
VaR kann, wie im Folgenden beschrieben, zur Simulation von Renditen verwendet wer-
den. Die (jahrliche) logarithmierte Rendite 7,, kann durch Einsetzen der Cornish-Fisher-

Erweiterung aus Gleichung (16.1) in Gleichung (16.2) als

1
—(2353 —bxy) - kQCF)

1 1
Tlog = Hiog + OCF (xa + é(xi — 1) sker + o (25 — 32a) - skor — 36
(16.6)

24

geschrieben werden. Das Signifikanzniveau o zur Bestimmung des a-Quantils der Stan-
dardnormalverteilung x, in Formel (16.2) entspricht nun keinem vorgegebenen Wert zur
Berechnung eines gewiinschten Quantils. Zur Simulation von Renditen stellt o in Glei-
chung (16.6) die Realisation einer gleichverteilten Zufallsvariablen aus dem Bereich [0; 1]

dar, sodass x,, einer Realisation, gezogen aus einer Standardnormalverteilung, entspricht.

Die Renditesimulation mit Gleichung (16.6) zur Erzeugung einer Renditeverteilung, die
den Eigenschaften der tatsichlichen Verteilung einer Anlagemoglichkeit — oder eines
Portfolios aus zwei oder mehreren der vorliegenden Indizes — entspricht, erfordert neben
der Bestimmung der (annualisierten) Cornish-Fisher-Parameter ocr, skor und kop aus
den empirischen Verteilungseigenschaften der tatsachlichen Verteilung der historischen
Portfoliorenditen, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, die Bestimmung der erwar-
teten logarithmierten Rendite fy04. Mit der erwarteten diskreten Rendite der Assets aus
Tabelle 16.3 kann die erwartete logarithmierte Rendite f1,4 eines Vermogenswertes unter

Beriicksichtigung hoherer Momente anhand der Beziehung

Hiog = — 50 — 20— =0 (16.7)

bestimmt werden. Formel (16.7) baut dabei auf der Varianzkorrektur aus Gleichung (3.11)
aus Teil 1 auf und beriicksichtigt zusatzlich das dritte und vierte zentrierte Moment der

Renditeverteilung, die durch o3 und o* gegeben sind.?!

21 Analog zur Herleitung der Varianzkorrektur mit normalverteilten Renditen und der geometrischen
Brownschen Bewegung als zugrunde liegendem Prozess (vgl. Teil 1), kann fiir nicht normalverteilte Rendi-
ten, die einer geometrischen Brownschen Bewegung mit Poisson-verteilten Spriingen folgen (vgl. Teil 2),
gezeigt werden, dass der Zusammenhang e# 2t = E (e’:"vlog) gilt. Mithilfe einer Taylor-Approximation
kann darauf aufbauend die Beziehung zwischen der erwarteten diskreten und der erwarteten logarith-
mierten Rendite aus Formel 16.7 hergeleitet werden.



Kapitel 17

Strategische Asset-Allokation

Die Implikationen der in Kapitel 15 dargelegten gesetzlichen Vorschriften zur Auslage-
rung von Pensionsverpflichtungen aus einer Pensionszusage von Trégerunternehmen auf
Pensionsfonds und die daraus abgeleiteten kontextspezifischen Risikokennzahlen der Nach-
schusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk auf die strategische Asset-Allokation
von Pensionsfonds werden in diesem Kapitel analysiert. In Abschnitt 17.1 wird zunachst
das pu-CVaR Portfolio als eine mdogliche Portfolioallokationsstrategie des Pensionsfonds
vorgestellt. Die Verwendung dieser Strategie — die Minimierung des CVaR unter Be-
achtung einer mindestens zu erzielenden Rendite — ist durch die grofle Bedeutung des
Conditional Value-at-Risk in der Regulatorik und im Portfolio- und Risikomanagement
motiviert. Wie bereits in Abschnitt 15.3 diskutiert, stellt diese Strategie jedoch keine pass-
genaue Strategie dar, da sie die Risiken einer Unterdeckung nicht explizit aufgreift. Die aus
dieser Strategie resultierende Portfolioallokation wird auf Basis der in Abschnitt 15.1 vor-
gestellten beispielhaften Anwéarter- und Rentnerstruktur beziiglich der Nachschusswahr-

scheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk evaluiert.

Dazu werden in Abschnitt 17.2 die hinsichtlich beider kontextspezifischen Risikomafle ef-
fizienten Portfolioallokationen charakterisiert. Durch die simultane Betrachtung von zwei
Risikomaflen werden die risikoeffizienten Portfolios durch Vorgabe eines Niveaus fiir den
Nachschuss-at-Risk und Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit hergeleitet. Als
beispielhafte risikoeffiziente Portfolioallokation wird das NW-NaR Portfolio herangezogen.

Dieses illustrative Portfolio zeichnet sich durch die minimale Nachschusswahrscheinlich-
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keit unter der Voraussetzung, dass der erzielte Nachschuss-at-Risk den Nachschuss-at-Risk

des p-CVaR Portfolios nicht tibersteigt, aus.

17.1 u-CVaR Strategie

Die p-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des einjiahrigen 99%-CVaR unter
Beachtung einer mindestens zu erzielenden Rendite, die im Folgenden als Zielrendite
bezeichnet wird und dem Rechnungszins in Héhe von 2,30 % entspricht (vgl. Abschnitt
15.1). Eine jéhrlich erzielte Portfoliorendite in Héhe des Rechnungszinssatzes gewéhr-
leistet, dass der Pensionsfonds alle zukiinftigen Rentenzahlungen ohne zwischenzeitliche
Unterdeckung mit Nachschussverpflichtung des Tragerunternehmens leisten kann. Die
Allokationsentscheidung wird dabei zum Zeitpunkt der Auslagerung der Pensionsver-
pflichtungen getroffen und es erfolgt eine jéahrliche Wiederherstellung der hergeleiteten
Portfoliogewichte der Kapitalanlage (rebalancing). Das Optimierungsproblem schreibt

sich als:
mxin 99%-CVaR u.d.Nb. pupr >2,30 %, (17.1)

wobei = die Portfoliogewichte der vier Assets darstellt. Leerverkéufe sind ausgeschlossen
und es gilt, dass das gesamte zur Verfiigung stehende Kapital zum Zeitpunkt der Aus-
lagerung in die vier zur Auswahl stehenden Assets investiert wird, sodass die folgenden

beiden Bedingungen bei der Portfoliooptimierung zusétzlich beriicksichtigt werden:

4
;>0 und > oz =1 (17.2)
i=1

Zur Bestimmung des einjahrigen 99%-CVaR wird ebenfalls auf die Cornish-Fisher-
Erweiterung zuriickgegriffen. Fiir eine gegebene empirische Verteilung der Renditen kann
der — als positiver Wert definierte — einjahrige (1 — a)-CVaR unter Berticksichtigung der
ersten vier Momente der Verteilung wie folgt bestimmt werden (Maillard, 2018, S. 12):

o \/%e 2 (17.3)
1 Lo 1 2 2
. (1 — —x4Skor + — (a:a — 1) ker + 36 (1 — 2xa) . skCF) ,

1 1 =2

(1-a)-CVaR = — <,ulog +ocr -

6 24
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Tabelle 17.1: Eigenschaften des pu-CVaR Portfolios (Alters- = 55 Jahre)

Tabelle 17.1 zeigt die Portfolioallokation der p-CVaR Strategie in Panel A und die Charakteristika
des Portfolios in Panel B. Die u-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des einjihrigen 99%-CVaR
unter Beachtung der Zielrendite in Hohe des Rechnungszinssatzes von 2,30 % (vgl. Formel (17.1)).
Die erwartete diskrete Portfoliorendite und Standardabweichung der Portfoliorenditen werden als ppp
und opr bezeichnet und NW ist die Nachschusswahrscheinlichkeit. Der 1-Jahres 99%-CVaR gibt den
bedingten Erwartungswert der 1 % grofiten Verluste an und der 99%-NaR die (barwertige) Nachschus-
shohe, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % nicht tiberschritten wird. Der Altersdurchschnitt der

Versorgungsanwdrter und -empfanger betrigt 55 Jahre (vgl. Abschnitt 15.1).

Panel A: Portfolioallokation

Européische Furopéische US-
Aktienportfolio Staatsanleihen Pfandbriefe Staatsanleihen

u-CVaR Portfolio 17,7 % 8,3 % 63,2 % 10,8 %

Panel B: Portfoliocharakteristika

1-Jahres
UpF opF 99%-CVaR NW 99%-NaR
1-CVaR Portfolio 2,30 % 3,53 % 7,51 % 25,61 % 16,62 %

wobei erneut die (transformierten) Cornish-Fisher-Parameter anstelle der empirischen

Verteilungsparameter Anwendung finden.

Tabelle 17.1 zeigt die resultierende Portfolioallokation der u-CVaR Strategie in Panel A
sowie die Eigenschaften des Portfolios in Panel B. Mit einer Aktienquote von 17,7 % ent-
spricht die erwartete Rendite ppr des Portfolios dabei der Zielrendite von 2,30 %. Zudem
werden alle zur Auswahl stehenden Anleihen in das Portfolio aufgenommen, wobei 8,3 % in
européische Staatsanleihen, 63,2 % in Pfandbriefe und 10,8 % in US-Staatsanleihen inve-
stiert wird. Durch die hohe Gewichtung der beiden — gemessen an der Standardabweichung
der Renditen — risikodrmsten Anleiheindizes (Pfandbriefe und européische Staatsanleihen)
mit einem kumulierten Anteil am Portfolio von tiber 70 % betragt die Standardabwei-
chung opr des Portfolios, das zur Minimierung des einjahrigen 99%-CVaR fihrt, lediglich
3,53 %. Der resultierende CVaR weist einen Wert von 7,51 % auf. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Tragerunternehmen dem Pensionsfonds wahrend der gesamten Rentenbezugszeit

nochmals Kapital zufithren muss, betragt dabei 25,61 %. Der 99%-NaR impliziert, dass
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die Hohe des Nachschusses mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % nicht 16,62 % des initial

ausgelagerten Kapitals tibersteigt.

Wie in Abschnitt 15.3 diskutiert, stellt die u-CVaR Strategie, die unter Berticksichtigung
einer mindestens zu erzielenden Rendite die zu erwartende jahrliche durchschnittliche
Verlusthohe der 1 % schlechtesten Wertentwicklungen minimiert, keine kontextspezifische
Strategie dar, die die tatsdchlichen Risiken eines Nachschusses beriicksichtigt. Mit der
Nachschusswahrscheinlichkeit und dem Nachschuss-at-Risk als passgenaue Risikomafle
werden im folgenden Abschnitt hinsichtlich dieser Kriterien risikoeffiziente Portfolioallo-
kationen identifiziert und mit der Portfolioallokation und den Portfolioeigenschaften der

u-CVaR Strategie verglichen.

17.2 Risikoeffiziente Portfolios

Hinsichtlich der Nachschusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk effiziente Port-
folioallokationen sind dadurch gekennzeichnet, dass die Verbesserung eines Risikomafles
— die Reduktion der Nachschusswahrscheinlichkeit oder des Nachschuss-at-Risk — ledig-
lich durch Verschlechterung des jeweils anderen Risikomafles zu erzielen ist. Eine risiko-
ineffiziente Portfolioallokation impliziert dahingehend, dass durch eine Reallokation der
Portfoliogewichte die Verbesserung einer Risikokennzahl moglich ist, wahrend die zweite

Risikokennzahl unverandert bleibt oder ebenfalls verbessert wird.

Abbildung 17.1 illustriert die mithilfe der vier Assets zu bildenden Portfolios in Ab-
hangigkeit der kontextspezifischen Risikomafle der Nachschusswahrscheinlichkeit und des
Nachschuss-at-Risk. Analog zum p-CVaR Portfolio sind Leerverkéufe ausgeschlossen und
das zur Verfiigung stehende Kapital bei Auslagerung wird in die vier Anlagemdglichkei-
ten investiert (vgl. Gleichung (17.2)). Dabei weisen alle Portfolios Werte fiir die beiden
Risikomafle auf, die auf dem — durch die gestrichelte und durchgezogene Linie dargestell-
ten — Rand oder in dem durch den Rand aufgespannten Bereich liegen. Portfolios, die in
diesem Bereich liegen, stellen keine NW-NaR effizienten Portfolios dar, da eine Verbes-
serung beider Risikokennzahlen durch Reallokation der jeweiligen Portfoliogewichte stets
moglich ist. Dies gilt ebenso fiir Portfolios die den risikoineffizienten Rand, der durch die

gestrichelte Linie gekennzeichnet ist, bilden.
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Abbildung 17.1: NW-NaR Diagramm (Alters-@ = 55 Jahre)

Abbildung 17.1 stellt die kontextspezifischen Risikomafle der Nachschusswahrscheinlichkeit und des
Nachschuss-at-Risk aller mithilfe der vier zur Auswahl stehenden Assets aller Portfolios dar. Dabei
weisen die Portfolios Werte fiir die beiden Risikomajfle auf, die auf dem Rand, oder innerhalb des durch
den Rand aufgespannten Bereichs liegen. Der risikoeffiziente (risikoineffiziente) Rand ist durch die
durchgezogene (gestrichelte) Linie gekennzeichnet. Die u-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des
etnjahrigen 99%-CVaR unter Beachtung der Zielrendite in Hohe des Rechnungszinssatzes von 2,30 %
(vgl. Formel (17.1)). Die NW-NaR Strategie umfasst die Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit
unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den 99%-NaR der -CVaR Strategie nicht ibersteigt (vgl.
Gleichung (17.4)). Der Altersdurchschnitt der Versorgungsanwdrter und -empfinger betragt 55 Jahre
(vgl. Abschnitt 15.1).
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Das im vorherigen Abschnitt betrachtete p-CVaR Portfolio ist in Abbildung 17.1 im
NW-NaR Raum eingetragen. Das Portfolio liegt mit einer Nachschusswahrscheinlichkeit
von 25,61 % und einem Nachschuss-at-Risk von 16,62 % nahe des linken ineffizienten
Randes der moglichen Portfolioallokationen und stellt somit keine NW-NaR effiziente

Portfolioallokation dar.

Die durchgezogene Linie in Abbildung 17.1 représentiert den risikoeffizienten Rand. Alle
Portfolios, die diesen Rand charakterisieren, stellen NW-NaR effiziente Portfolios dar, da
die Verbesserung eines Risikomafles nur durch Verschlechterung des jeweils anderen zu ge-
wahrleisten ist. Es zeigt sich, dass ein Trade-off zwischen einer minimalen Nachschusswahr-
scheinlichkeit und eines minimalen Nachschuss-at-Risk bei der Wahl des risikoeffizienten
Portfolios besteht und somit nicht nur ein hinsichtlich beider Risikokennzahlen effizientes

Portfolio existiert. Das Portfolio am linken Ende des risikoeffizienten Randes stellt dabei
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das Nachschuss-at-Risk minimierende Portfolio dar; welches einen Nachschuss-at-Risk von
15,03 % und eine Nachschusswahrscheinlichkeit von 9,75 % aufweist. Einhergehend mit
einer Erhohung des Nachschuss-at-Risk verringert sich die Nachschusswahrscheinlichkeit
entlang des risikoeffizienten Randes und miindet in dem Portfolio, das die geringste Nach-

schusswahrscheinlichkeit aller Portfolios mit 6,13 % bei einem NaR von 18,86 % aufweist.

Zusétzlich ist in Abbildung 17.1 das Portfolio der NW-NaR Strategie gekennzeichnet.
Aufbauend auf dem resultierenden Nachschuss-at-Risk der p-CVaR Strategie umfasst
die NW-NaR Strategie die Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit NW unter der
Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den resultierenden 99%-NaR der pu-CVaR Strategie
nicht tbersteigt:

rnxin NW u.d.Nb. NaRNW—NaR S NaR,u—CVaR' (17 4)

Wiéhrend eine Vielzahl risikoeffizienter Portfolioallokationen existiert, dient die Betrach-
tung dieses beispielhaften Portfolios der Einordnung der u-CVaR Strategie. Demnach zeigt
die NW-NaR Strategie, in welchem Umfang die Nachschusswahrscheinlichkeit bei identi-
schem (oder verbessertem) Nachschuss-at-Risk reduziert werden kann und verdeutlicht so-
mit die Vorteilhaftigkeit der Integration kontextspezifischer Risikokennzahlen in die stra-
tegische Asset-Allokation. Abbildung 17.1 zeigt, dass bei einem identischen Nachschuss-
at-Risk beider Strategien in Hohe von 16,62 % die Nachschusswahrscheinlichkeit des NW-
NaR Portfolios mit 6,45 % im Vergleich zu 25,61 % des u-CVaR Portfolios mit mehr als
19 Prozentpunkten substanziell geringer ausfallt. Fiir die u-CVaR Strategie kann zusam-

mengefasst werden:

Resultat 14 (u-CVaR Strategie) Die u-CVaR Strategie stellt hinsichtlich der beiden
Risikokennzahlen der Nachschusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk keine ri-
sikoeffiziente Portfolioallokationsstrategie dar. Vielmehr existieren Portfolioallokationen
mit substanziell verbesserten kontextspezifischen Risikokennzahlen. Die p-CVaR Strate-
gie als nicht passgenaue Strategie bericksichtigt die tatsdichlichen Risiken beziglich einer
Unterdeckung mit Nachschussverpflichtung nicht und stellt dementsprechend fir die Port-

folioallokation von Pensionsfonds keine perfekt geeignete Strategie dar.

Die Betrachtung der Gewichtungen in Abbildung 17.2 der Portfolios, die den risikoef-
fizienten Rand der Portfolios in Abbildung 17.1 bilden, ermoglicht es, die Unterschiede
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hinsichtlich der Portfolioallokation im Vergleich zum risikoineffizienten p-CVaR Portfolio
abzuleiten. Die Portfoliogewichte der risikoeffizienten Portfolios sind dabei nach aufstei-
gendem Nachschuss-at-Risk sortiert und die senkrechte Linie zeigt das NW-NaR Portfolio.
Es wird deutlich, dass die risikoeffizienten Portfolios durch héhere Gewichtungen der In-
vestitionsalternativen gekennzeichnet sind, die sowohl ein vergleichsweise hohes Risiko —
ausgedriickt durch die Standardabweichung der Renditen — als auch eine hohere erwarte-
te Rendite aufweisen. Dementsprechend werden in keinem der risikoeffizienten Portfolios
europaische Staatsanleihen mit einer erwarteten Rendite nahe null aufgenommen und alle
risikoeffizienten Portfolios weisen eine substanziell hohere Aktienquote als das pu-CVaR
Portfolio auf. So steigt die Aktienquote entlang des risikoeffizienten Randes mit zuneh-
mendem Nachschuss-at-Risk und abnehmender Nachschusswahrscheinlichkeit von 30 %
des NaR minimierenden Portfolios auf 57 % des Nachschusswahrscheinlichkeit minimie-
renden Portfolios an. Zugleich steigt analog zur Aktienquote die Gewichtung in den An-

leiheindex mit der hochsten erwarteten Rendite und Volatilitét — den US-Staatsanleihen

Abbildung 17.2: Portfolioallokation risikoeffizienter Portfolios (Alters-@ = 55
Jahre)

Abbildung 17.2 illustriert die Portfoliozusammensetzung der Portfolios, die den risikoeffizienten Rand
der Portfolios in Abbildung (17.1) bilden in Abhdingigkeit des 99%-Nachschuss-at-Risk. Europdische
Staatsanleihen werden nicht beriicksichtigt, da der Anleiheindex in keinem der risikoeffizienten Portfolios
aufgenommen wird. Die senkrechte Linie markiert die Portfolioallokation des NW-NaR Portfolios mit
einem Nachschuss-at-Risk in Hohe von 16,62 %. Die NW-NaR Strategie umfasst die Minimierung der
Nachschusswahrscheinlichkeit unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den 99%-NaR der u-CVaR
Strategie nicht tbersteigt (vgl. Gleichung (17.4)). Der Altersdurchschnitt der Versorgungsanwdrter und
-empfinger betragt 55 Jahre (vgl. Abschnitt 15.1).
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—von 18 % auf 42 % an, die beim p-CVaR Portfolio bei rund 11 % liegt. Entsprechend
reduziert sich die Gewichtung in Pfandbriefe bei steigendem Nachschuss-at-Risk der risi-

koeffizienten Portfolios ausgehend von 52 % und lauft gegen null.

Das beispielhafte risikoeffiziente NW-NaR, Portfolio — gekennzeichnet durch die senkrechte
Linie in Abbildung 17.2 — weist eine Aktienquote von 46,3 % auf und die Gewichtung in
US-Staatsanleihen und Pfandbriefen betragt 31,6 % und 22,1 %. Damit iibersteigt die
Aktienquote des NW-NaR Portfolios die Aktienquote des u-CVaR Portfolios von 17,7%

um etwa 30 Prozentpunkte.

Abbildung 17.3: Eigenschaften risikoeffizienter Portfolios (Alters-@ = 55 Jah-
re)

Abbildung 17.3 veranschaulicht die Nachschusswahrscheinlichkeit, die erwartete Rendite, die Volatilitat
und den CVaR der Portfolios, die den risikoeffizienten Rand der Portfolios in Abbildung (17.1)
bilden in Abhdngigkeit des Nachschuss-at-Risk. Die NW-NaR Strategie umfasst die Minimierung der
Nachschusswahrscheinlichkeit unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den 99%-NaR der u-CVaR
Strategie nicht tbersteigt (vgl. Gleichung (17.4)). Der Altersdurchschnitt der Versorgungsanwdrter und
-empfinger betragt 55 Jahre (vgl. Abschnitt 15.1).
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Abbildung 17.3 zeigt neben der Nachschusswahrscheinlichkeit mit der erwarteten Rendite,
der Volatilitat und dem einjahrigen 99%-CVaR weitere Eigenschaften der risikoeffizien-
ten Portfolios in Abhéngigkeit des Nachschuss-at-Risk und bestéatigt, dass durch die i)
hohere Aktienquote sowie ii) grofere Gewichtung hoher verzinster Anleihen der risikoef-
fizienten Portfolios im Vergleich zum pu-CVaR Portfolio die risikoeffizienten Portfolios die
vergleichsweise offensiven Portfolios darstellen. Die erwartete Rendite der risikoeffizienten
Portfolios liegt dabei zwischen 3,4 % und 5,6 % und fallt damit bei allen Portfolios hoher
als der zugrunde liegende Rechnungszins und die erwartete Rendite des p-CVaR Portfolios
aus (vgl. Abbildung 17.3 (b)). Damit einhergehend weisen die risikoeffizienten Portfolios
zugleich hohere Auspréagungen der Risikokennzahlen als das u-CVaR Portfolio auf: Wéh-
rend die Standardabweichung der Renditen der risikoeffizienten Portfolios zwischen 5 %
und knapp 10 % und der CVaR zwischen 11 % und 21,4 % liegen (vgl. Abbildung 17.3
(c) und (d)), weist das p-CVaR Portfolio Werte von 3,53 % und 7,51 % auf (vgl. Tabel-
le 17.1). Die Standard-Risikoeigenschaften der risikoeffizienten Portfolios iibersteigen die

jeweiligen Eigenschaften des u-CVaR Portfolios somit um das bis zu Dreifache.

Die Ergebnisse implizieren, dass eine groflere Risikoaufnahme — messbar an der Stan-
dardabweichung der Renditen oder dem CVaR — im Vergleich zum p-CVaR Portfolio zur
Reduktion pensionsfondsspezifischer Risikokennzahlen nétig ist. Ein Portfolio mit erhoh-
ter Aktienquote und héherer erwarteter Rendite erweist sich damit als vorteilhaft, da die
positiven Effekte der Zeitdiversifikation aufgrund des langfristigen Anlagehorizontes des
Pensionsfonds zum Tragen kommen. Wahrend kurzfristig eintretende hohere Wertverluste
dieser Portfolios durch den langfristigen Investitionszeitraum in den Folgejahren ausge-
glichen werden konnen, wirkt sich die hohere erwartete Rendite der Portfolios langfristig
vorteilhaft auf die kontextspezifischen Risikomafle aus. Beziiglich der Portfoliogewichtung

und den Eigenschaften risikoeffizienter Portfolios kann festgehalten werden:

Resultat 15 (Risikoeffiziente Portfolios) Hinsichtlich der Nachschusswahrschein-
lichkeit und des Nachschuss-at-Risk effiziente Portfolios weisen zum einen eine deutlich
héhere Aktienquote als das pu-CVaR auf. Zum anderen ist die Gewichtung in vergleichs-
weise renditestarke US-Staatsanleihen héoher und es werden keine europdischen Staatsan-
leihen mit einer erwarteten Rendite nahe null in die risikoeffizienten Portfolios aufgenom-

men. Es folgt, dass alle risikoeffizienten Portfolios eine héhere erwartete Rendite als das
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u-CVaR Portfolio aufweisen — bei zugleich damit einhergehenden grofferen Ausprdagungen

der Standard-Risikomafse.

Das Ergebnis verdeutlicht, dass ein gemessen an Standard-Risikomaflen risikoarmes Port-
folio — mit einer zur Erfillung aller Versorgungsanspriche ausreichend hohen jahrli-
chen erwarteten Rendite —, wie das pu-CVaR Portfolio, nicht zugleich ein hinsichtlich der
kontextspezifischen RisikomafSe der Nachschusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-
Risk risikoarmes Portfolio darstellt. Das beispielhafte risikoeffiziente NW-NaR Portfo-
lio stellt mit einer Standardabweichung der Renditen von 7,61 % und einem CVaR von
16,83 % im Vergleich zum u-CVaR Portfolio zwar das an Standard-Risikomafen gemes-
sene risikoreichere Portfolio dar, fihrt jedoch mit der hiéheren erwarteten Rendite von
4,66 % zu einer Reduktion der Nachschusswahrscheinlichkeit von rund 75 % bei identi-

schem Nachschuss-at-Risk.

Mit der Aktienquote als Hauptunterscheidungsmerkmal zwischen dem p-CVaR, Portfolio
und den risikoeffizienten Portfolios werden im Folgenden zunéchst allgemein die Auswir-
kungen einer niedrigen beziehungsweise hohen Aktienquote auf die kurz- und langfristige
Kapitalentwicklung von Portfolios betrachtet. Abbildung 17.4 zeigt dazu neben dem Medi-
an das 90%-Konfidenzintervall der Kapitalentwicklung eines Portfolios mit einer niedrigen
Aktienquote von 10 % und einer hohen Aktienquote von 90 % ohne Berticksichtigung von
Rentenzahlungen.?? Das Portfolio mit der geringen (hohen) Aktienquote weist dabei eine
erwartete Rendite von 2,42 % (7,20 %) und eine Standardabweichung der Renditen von
3,68 % (13,87 %) auf.

Die Abbildung verdeutlicht die Vorteilhaftigkeit einer hohen Aktienquote bei ausreichend
langen Investitionshorizonten und greift den bereits in Teil 2 dieser Dissertation beschrie-
benen Aspekt der Zeitdiversifikation auf: Durch die hohe Standardabweichung der Rendi-
ten des Portfolios mit hoher Aktienquote im Vergleich zum Portfolio mit niedriger Aktien-
quote resultieren zwar vergleichsweise breite Konfidenzintervalle der Kapitalentwicklung,
was dazu fithrt, dass das 5%-Quantil der Kapitalanlage mit niedriger Aktienquote das
5%-Quantil der Kapitalanlage mit hoher Aktienquote wihrend der ersten zwolf Jahre
nach initialer Investition tubersteigt. Der Vergleich der 5%-Quantile beider Kapitalent-

22Das Anleiheportfolio, das mit der residualen Gewichtung von 90 % (10 %) in das Portfolio mit
der niedrigen (hohen) Aktienquote aufgenommen wird, besteht dabei aus den drei Anleiheindizes, die
gleichgewichtet in das Anleiheportfolio aufgenommen werden.
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Abbildung 17.4: Entwicklung des Medians und des 90%-Konfidenzintervalls
von Portfolios mit unterschiedlichen Aktienquoten

Abbildung 17.4 idllustriert den Median und das 90%-Konfidenzintervall der Kapitalentwicklung eines
Portfolios mit hoher (90 %) und niedriger (10 %) Aktienquote. Das Aktienportfolio beinhaltet zu je 50 %
den STOXX FEurope 600 Performance Index und den SEP500 Performance Index. Das Anleiheportfolio,
bestehend aus den drei in Kapitel 16.1 eingefiihrten Anleitheindizes, wird mit der residualen Gewichtung
von 10 % und 90 % in das jeweilige Portfolio aufgenommen. Das Portfolio mit der hohen (geringen)
Aktienquote weist eine erwartete Rendite von 7,20 % (2,42 %) und eine Standardabweichung der
Renditen von 13,87 % (3,68 %) auf (vgl. Abschnitt 16.1).
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wicklungen impliziert damit das kurzfristig hohere Verlustrisiko des Portfolios mit hoher
Aktienquote. Nach zwolf Jahren tbersteigt die 5 % schlechteste Wertentwicklung des
Portfolios mit hoher Aktienquote jedoch die entsprechende Entwicklung des Portfolios
mit geringer Aktienquote. Bereits nach 22 Jahren weist das 5%-Quantil der Kapitalent-
wicklung des Portfolios mit hoher Aktienquote einen grofleren Wert auf als die mittlere
(Median-)Entwicklung des Portfolios mit niedriger Aktienquote und nach 36 Jahren tiiber-
steigt das 5%-Quantil der Kapitalentwicklung des Portfolios mit hoher Aktienquote das
95%-Quantil mit niedriger Aktienquote.

Es folgt, dass wahrend eine vergleichsweise hohe Aktienquote durch das damit einherge-
hende grofiere Risiko (u.a. der Standardabweichung der Renditen) zu grofieren kurzfristi-
gen Verlusten fithren kann, die hohere erwartete Rendite des Portfolios mit einem langeren

Investitionszeitraum zunehmend zum Tragen kommt, sodass das Portfolio mit der hohen
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Abbildung 17.5: Entwicklung des 5%-Quantils der Kapitalanlage mit Renten-
zahlungen (Alters-@ = 55 Jahre)

Abbildung 17.5 idllustriert die Entwicklung des 5%-Quantils der Kapitalanlage der p-CVaR Strategie
und der NW-NaR Strategie unter Beachtung der (jihrlichen) Rentenzahlungen vor dem Hintergrund
des Verlaufs der Deckungsriickstellungen des Pensionsfonds der Versorgungsanwdrter und -empfinger
(vgl. Abschnitt 15.1). Die u-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des einjahrigen 99%-CVaR unter
Beachtung der Zielrendite in Hohe des Rechnungszinssatzes von 2,30 % (vgl. Formel (17.1)). Die NW-
NaR Strategie umfasst die Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit unter der Nebenbedingung,
dass der 99%-NaR den 99%-NaR der u-CVaR Strategie nicht ibersteigt (vgl. Gleichung (17.4)). Der
Altersdurchschnitt der Anwdrter und Rentner betrigt 55 Jahre. Die gesetzlich vorgeschriebene Nach-
schussverpflichtung bei Unterdeckung wird bei der Entwicklung der Kapitalanlage nicht beriicksichtigt.
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Aktienquote langfristig substanziell mehr Kapital akkumuliert und damit — gemessen am
5%-Quantil der Kapitalentwicklung beider Portfolios — das langfristig risikodrmere Port-

folio darstellt.

Abbildung 17.5 stellt nun die Entwicklung des 5%-Quantils der Kapitalanlage der u-CVaR
Strategie und der NW-NaR Strategie unter Beriicksichtigung der jahrlichen Rentenzah-
lungen iiber den gesamten Auszahlungszeitraum der Versorgungsanspriiche dar. Aus der
Abbildung lésst sich ableiten, weshalb das vergleichsweise risikoarme p-CVaR, Portfolio zu
einer deutlich hoheren Nachschusswahrscheinlichkeit im Vergleich zum NW-NaR Portfolio
fithrt. Verpflichtende Nachschusszahlungen des Tragerunternehmens an den Pensionsfonds

bei Unterdeckung sind in der Kapitalentwicklung nicht berticksichtigt.

Die starker ausgeprigten Risikoeigenschaften des NW-NaR Portfolios im Vergleich zum
u-CVaR Portfolio fithren durch die vergleichsweise hohe Akteinquote zunéchst zu den
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hoheren kurzfristigen potenziellen Verlusten: Das auf der u-CVaR Strategie basieren-
de 5%-Quantil der Kapitalanlage tibersteigt das 5%-Quantil der Kapitalentwicklung der
NW-NaR Strategie wahrend der ersten elf Jahre nach Auslagerung der Pensionsverpflich-
tungen. Aufgrund des Puffers zwischen dem Wert des ausgelagerten Kapitals und den
Deckungsriickstellungen fiir Rentner zum Zeitpunkt der Auslagerung, der die Hohe der
Deckungsriickstellung der Anwérter iibersteigt, liegt die Wahrscheinlichkeit einer Unter-
deckung — auch im Fall der vergleichsweise risikoreichen NW-NaR Strategie — innerhalb
der ersten Jahre nach Auslagerung bei (nahe) null. Die erhohte Risikoaufnahme impliziert
damit kein hoheres kurzfristiges Risiko einer Unterdeckung. Trotz des grofleren Verlustri-
sikos wirkt sich die hohere Aktienquote somit nicht negativ auf die kontextspezifischen
Risikoeigenschaften wahrend der ersten Jahre nach Auslagerung aus. Nach elf Jahren ent-
sprechen sich beide 5%-Quantile und das Quantil der Kapitalentwicklung der NW-NaR
Strategie tibersteigt das Quantil der pu-CVaR Strategie tiber die restliche Rentenbezugs-
zeit. Die hohere erwartete Rendite des NW-NaR Portfolios kommt somit langfristig zum
Tragen, sodass die NW-NaR Strategie lediglich kurzfristig das hohere Verlustpotenzial —

gemessen am 5%-Quantil — analog zu den Erkenntnissen aus Abbildung 17.4 birgt.

Es wird deutlich, weshalb die resultierende Nachschusswahrscheinlichkeit der p-CVaR
Strategie um ein Vielfaches hoher als die Nachschusswahrscheinlichkeit der NW-NaR
Strategie ist: Bereits nach 21 Jahren fithrt die Kapitalentwicklung des 5%-Quantils der
u-CVaR Strategie unter Beachtung der Rentenzahlungen zu einer Unterdeckung. Durch
die vergleichsweise geringe Aktienquote des u-CVaR Portfolios ist die erzielte Rendite des
Portfolios daher — im Gegensatz zur Rendite des NW-NaR Portfolios — nicht ausreichend
hoch, um einer Unterdeckung langfristig vorzubeugen, sodass der einjihrige CVaR als
Zielkriterium fiir die Anlageentscheidung unter Berticksichtigung einer dem Rechnungs-
zins entsprechenden Mindestrendite zu einer fehlgeleiteten Portfolioallokation fithrt. Zu-

sammenfassend lasst sich festhalten:

Resultat 16 (Strategische Asset-Allokation) Die wergleichsweise hohe  Nach-
schusswahrscheinlichkeit der p-CVaR Strategie ist auf die im Vergleich zur NW-NaR
Strategie geringe Portfoliorendite in Hohe des Rechnungszinssatzes zuriickzufiihren.
Wihrend die durch die héohere Aktienquote stirker ausgeprigten (Standard-)RisikomajSe
des NW-NaR Portfolios kurzfristig héhere potenzielle Verluste implizieren, haben diese

aufgrund des Puffers zwischen dem Wert der Kapitalanlage und den Deckungsriickstel-
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lungen der Rentner kurzfristig kein erhéhtes Risiko einer Unterdeckung zur Folge, die zu
Nachschussverpflichtungen des Trdagerunternehmens fihren. Es zeigt sich vielmehr, dass
die erhéhte Risikoaufnahme der risikoeffizienten Portfolios und die damit einhergehende
héhere Portfoliorendite, die den Rechnungszins deutlich tibersteigt, notig ist, um mittel-
und langfristig ausreichend Kapital zu akkumulieren, sodass die Rentenzahlungen auch

tber diese Zeitraume mit geringer Nachschusswahrscheinlichkeit bedient werden konnen.

Die Ergebnisse betonen i) die notwendige Differenzierung zwischen kontextspezifischen und
Standard-Risikomaf$en sowie ii) die Vorteilhaftigkeit einer hohen Aktienquote im Rahmen
der strategischen Asset-Allokation von Pensionsfonds. Diese impliziert zwar kurzfristig
héhere potenzielle Verluste, durch den langfristigen Anlagehorizont des Pensionsfonds ver-
bessert sie jedoch die Risikokennzahlen im Zusammenhang mit einer Nachschussverpflich-
tung des Tragerunternehmens — die Nachschusswahrscheinlichkeit und den Nachschuss-
at-Risk. Das gemessen an den Standard-Risikomaflen risikoreichere Portfolio gemdf der

NW-NaR Strategie stellt somit das kontextspezifisch risikoarmere Portfolio dar.



Kapitel 18

Robustheitsanalyse

Im Rahmen der Robustheitsanalyse werden in diesem Kapitel die Auswirkungen modifi-
zierter Annahmen und Parameterspezifikationen auf die Portfolioallokation und auf die
kontextspezifischen Risikomafle der u-CVaR Strategie und der risikoeffizienten Portfolios
analysiert. Dazu werden in Abschnitt 18.1 zunédchst die Implikationen unterschiedlicher
Anwérter- und Rentnerstrukturen und in Abschnitt 18.2 die Implikationen modifizierter
Auspragungen der hoheren Momente der Renditeverteilung — der Schiefe und Kurtosis —
des Aktienportfolios auf die strategische Asset-Allokation von Pensionsfonds abgeleitet.
Der Einfluss der Hohe des dem Pensionsfonds initial zur Verfiigung stehenden Kapitals

wird abschlieBend in Abschnitt 18.3 betrachtet.

18.1 Anwarter- und Rentnerstruktur

Die von Trégerunternehmen ausgelagerten Pensionsverpflichtungen koénnen sich hinsicht-
lich der Anwérter- und Rentnerstruktur wesentlich voneinander unterscheiden. Im Rah-
men dieses Abschnitts wird gepriift, wie die Portfolioallokation der risikoeffizienten Port-
folios von den zugrunde liegenden Anwértern und Rentnern abhéngt. Dazu wird zunéchst
eine im Vergleich zum vorherigen Kapitel zehn Jahre jingere Anwarter- und Rentnerstruk-
tur mit einem Altersdurchschnitt von 45 Jahren beriicksichtigt. Wéhrend die Annahmen
aus Abschnitt 15.1 weiter Anwendung finden, werden Pensionsverpflichtungen von An-

wartern im Alter von dreiflig bis sechzig Jahren auf den Pensionsfonds iibertragen.



18.1 Anwarter- und Rentnerstruktur 145

Abbildung 18.1 zeigt die Entwicklung der Deckungsriickstellungen iiber die gesamte Lauf-
zeit des Pensionsfonds. Zum Zeitpunkt der Auslagerung liegen dem Pensionsfonds keine
Versorgungsempfanger vor, sodass keine Deckungsriickstellungen fiir Rentner gebildet wer-
den. Mit der ersten Rentenzahlung fiinf Jahre nach Auslagerung der Pensionsverpflich-
tungen weist der Barwert der Anspriiche der Rentner einen positiven Wert auf und steigt
in den folgenden fiinfzehn Jahren durch die jahrlichen Renteneintritte an, bevor die gebil-
deten Deckungsriickstellungen kontinuierlich sinken und 55 Jahre nach Auslagerung der
Pensionsriickstellungen null entsprechen. Somit verschiebt sich die Flache der Deckungs-
riickstellung der Rentner mit einem Altersdurchschnitt von 45 Jahren in Abbildung 18.1
im Vergleich zu den Deckungsriickstellungen mit einem Altersdurchschnitt von 55 Jahren
in Abbildung 15.2 nach rechts. Das Maximum der gebildeten Deckungsriickstellungen fiir
Rentner wird demnach zu einem spéteren Zeitpunkt erreicht. Der Planungshorizont des
Pensionsfonds verlangert sich dariiber hinaus um zehn Jahre, wobei die letzte Rentenzah-

lung 55 Jahre nach Auslagerung der Pensionsverpflichtungen erfolgt.

Abbildung 18.1: Riickstellungen des Pensionsfonds (Alters-0 = 45 Jahre)

Abbildung 18.1 illustriert den Verlauf der Deckungsrickstellungen tber den gesamten Auszahlungs-
zeitraum  der Versorgungsanspriiche des Pensionsfonds der Versorgungsanwdrter und -empfanger
fur die in Abschnitt 15.1 eingefihrten Annahmen mit einem Altersdurchschnitt der Anwdrter und
Rentner zum Auslagerungszeitpunkt von 45 Jahren. Der Rechnungszins zur Bestimmung der Riickstel-
lungen fiir die Anwdrter und Rentner als Barwert der Anspriiche der jeweiligen Gruppe entspricht 2,30 %.
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Abbildung 18.2: NW-NaR-Diagramm (Alters-@ = 45 Jahre)

Abbildung 18.2 stellt die kontextspezifischen Risikomafle der Nachschusswahrscheinlichkeit und des
Nachschuss-at-Risk aller mithilfe der vier zur Auswahl stehenden Assets aller Portfolios dar. Dabei
weisen die Portfolios Werte fiir die beiden Risikomafle auf, die auf dem Rand oder innerhalb des durch
den Rand aufgespannten Bereichs liegen. Der risikoeffiziente (risikoineffiziente) Rand ist durch die
durchgezogene (gestrichelte) Linie gekennzeichnet. Die u-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des
einjahrigen 99%-CVaR unter Beachtung der Zielrendite in Hohe des Rechnungszinssatzes von 2,30 %
(vgl. Formel (17.1)). Die NW-NaR Strategie umfasst die Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit
unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den 99%-NaR der u-CVaR Strategie nicht tbersteigt
(vgl. Gleichung (17.4) ). Der Altersdurchschnitt der Versorgungsanwarter und -empfinger betragt 45 Jahre.

35% ’
® 1-CVaR Strategie 7/
A NW-NaR Strategie 4
= 30% . : s
5] —risikoeffizienter Rand ,
é = =risikoineffizienter Rand /
= 25% b s
E e
5} ®
= 7
Qé 20% r 7
-
: .
% 15% _ -
= -~
=
S 10% - -7
-~ e
5 P
Z. 5% < oo -
0% I I I |
13% 15% 17% 19% 21%

Nachschuss-at-Risk

Abbildung 18.2 illustriert neben dem risikoeffizienten und risikoineffizienten Rand der
moglichen Portfolioallokationen die Risikoeigenschaften des p-CVaR und des NW-NaR
Portfolios hinsichtlich der Nachschusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk un-
ter Berticksichtigung der jiingeren Anwarter- und Rentnerstruktur. Wéhrend das pu-CVaR
Portfolio mit einem Nachschuss-at-Risk von 18,52 % und einer Nachschusswahrscheinlich-
keit von 22,03 % erneut nahe des oberen risikoineffizienten Randes liegt, zeigt Abbildung
18.2, dass das NW-NaR Portfolio neben einer substanziell geringeren Nachschusswahr-
scheinlichkeit von 3,72 % zudem einen geringeren Nachschuss-at-Risk von 15,88 % auf-
weist. Das NW-NaR, Portfolio entspricht in diesem Beispiel somit dem Portfolio mit mi-

nimaler Nachschusswahrscheinlichkeit.

Wihrend die Portfolioallokation des p-CVaR Portfolios und damit die resultierenden
(Standard-)Risikomafle unabhéngig von der Anwérter- und Rentnerstruktur sind und den

Werten aus Tabelle 17.1 entsprechen, zeigt Abbildung 18.3, dass die Portfolios, die den
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risikoeffizienten Rand in Abbildung 18.2 bilden, neben einer hoheren Gewichtung in US-
Staatsanleihen vor allem durch eine hohere Aktienquote gekennzeichnet sind im Vergleich
zu den risikoeffizienten Portfolios unter Annahme einer alteren Anwérter- und Rentner-
struktur. So steigt die Aktienquote der risikoeffizienten Portfolios fiir die in diesem Kapitel

berticksichtigte Anwérter- und Rentnerstruktur von 39 % auf rund 58 % an.

Als Folge dieser Portfolioallokationen weisen die risikoeffizienten Portfolios vergleichswei-
se hohe erwartete Renditen und Auspriagungen der (Standard-)Risikomafle auf. Fiir ein
beispielhaftes risikoeffizientes Portfolio stellt Tabelle 18.1 neben der Portfolioallokation
(Panel A) auch die Portfolioeigenschaften (Panel B) des NW-NaR Portfolios denen des
1-CVaR Portfolios gegentiber. Durch die im Vergleich zur alteren Anwérter- und Rent-
nerstruktur héheren Aktienquote von 57,7 % (46,3 %) resultiert eine héhere erwartete
Portfoliorendite von 5,57 % (4,62 %) als auch eine Standardabweichung der Renditen und
ein 99%-CVaR von 9,45 % (7,51 %) und 21,21 % (16,83 %).

Abbildung 18.3: Portfolioallokation risikoeffizienter Portfolios (Alters-0 = 45
Jahre)

Abbildung 18.3 illustriert die Portfoliozusammensetzung der Portfolios in Abhdngigkeit des 99%-
Nachschuss-at-Risk, die den risikoeffizienten Rand der Portfolios in Abbildung (18.2) bilden. Europdische
Staatsanleihen werden in der Abbildung nicht beriicksichtigt, da der Anleiheindexr in keinem der
risikoeffizienten Portfolios aufgenommen wird. Die NW-NaR Strategie umfasst die Minimierung der
Nachschusswahrscheinlichkeit unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den 99%-NaR der u-CVaR
Strategie nicht tbersteigt (vgl. Gleichung (17.4)). Der Altersdurchschnitt der Versorgungsanwdrter und
-empfinger betrigt 45 Jahre.
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Tabelle 18.1: Eigenschaften des u-CVaR und des NW-NaR Portfolios (Alters-
@ = 45 Jahre)

Tabelle 18.1 zeigt die Portfolioallokation der pu-CVaR Strategie in Panel A und ihre Charakteristika in
Panel B. Die u-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des einjihrigen 99%-CVaR unter Beachtung
der Zielrendite in Héohe des Rechnungszinssatzes von 2,30 % (vgl. Formel (17.1)). Die NW-NaR Strategie
umfasst die Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit unter der Nebenbedingung, dass der 99%-
NaR den 99%-NaR der p-CVaR Strategie nicht ibersteigt (vgl. Gleichung (17.4)). Die erwartete diskrete
Portfoliorendite und Standardabweichung der Portfoliorenditen werden als ppp und opp bezeichnet und
NW ist die Nachschusswahrscheinlichkeit. Der 1-Jahres 99%-CVaR gibt den bedingten Erwartungswert
der 1 % grofiten Verluste an und der 99%-NaR die (barwertige) Nachschusshohe, die mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99 % nicht tberschritten wird. Der Altersdurchschnitt der Versorgqungsanwarter

und -empfinger betrigt 45 Jahre.

Panel A: Portfolioallokation

Furopaische Furopaische US-
Aktienportfolio Staatsanleihen Pfandbriefe Staatsanleihen

1-CVaR Portfolio 17,7 % 8.3 % 63,2 % 10,8 %
NW-NaR Portfolio 57,7 % 0% 0,6 % 41,7 %

Panel B: Portfoliocharakteristika

1-Jahres
UPF OpF 99%—CVaR NW 99%—NaR
p-CVaR Portfolio 2,30 % 3,53 % 7.51 % 22,03 % 18,52 %
NW-NaR Portfolio 5,57 % 9,45 % 21,21 % 3,72 % 15,88 %

Abbildung 18.4 illustriert die 5%-Quantile der Kapitalentwicklungen beider Strategien,
sodass erneut die Implikationen der Portfolioallokationen hinsichtlich des kontextspezi-
fischen Risikos abgeleitet werden konnen. Wie bereits im vorherigen Kapitel zeigt sich,
dass das 5%-Quantil der Kapitalentwicklung des Portfolios der u-CVaR Strategie durch
die (vergleichsweise) geringe Aktienquote zwar ein (vergleichsweise) geringes kurzfristi-
ges Verlustrisiko birgt, nach 26 Jahren jedoch die Deckungsriickstellungen der Rentner
unterschreitet und somit zu einer Nachschussverpflichtung fiithrt. Das 5%-Quantil der Ka-
pitalentwicklung des risikoeffizienten NW-NaR Portfolios impliziert mogliche substanzielle
kurzfristige Verluste, die die Verluste des NW-NaR Portfolios aus dem vorherigen Kapitel

aufgrund der héheren Aktienquote nochmals tibersteigen. Diese potenziellen Portfoliover-
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Abbildung 18.4: Entwicklung des 5%-Quantils der Kapitalanlage mit Renten-
zahlungen (Alters-() = 45 Jahre)

Abbildung 18.4 illustriert die Entwicklung des 5%-Quantils der Kapitalanlage der u-CVaR Strategie und
der NW-NaR Strategie unter Beachtung der (jihrlichen) Rentenzahlungen vor dem Hintergrund des
Verlaufs der Deckungsriickstellungen des Pensionsfonds der Versorgungsanwdrter und -empfanger. Die
u-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des einjihrigen 99%-CVaR unter Beachtung der Zielrendite
in Hohe des Rechnungszinssatzes von 2,30 % (vgl. Formel (17.1)). Die NW-NaR Strategie umfasst
die Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den
99%-NaR der u-CVaR Strategie nicht ibersteigt (vgl. Gleichung (17.4)). Der Altersdurchschnitt der
Versorgungsanwdrter und -empfanger betrigt 45 Jahre. Die gesetzlich vorgeschriebene Nachschussver-
pflichtung bei Unterdeckung wird bei der Entwicklung der Kapitalanlage nicht bericksichtigt.
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luste fithren aufgrund der zeitlich nach hinten verlagerten Deckungsriickstellungen der
Rentner in Folge der im Durchschnitt jiingeren Anwérter und Rentner jedoch zu keinem
erhohten Unterdeckungsrisiko. Nach knapp fiinfzehn Jahren tibersteigt das 5%-Quantil
der Kapitalentwicklung der NW-NaR Strategie zudem das entsprechende Quantil der
u-CVaR Strategie mittel- und langfristig und fiihrt iiber die gesamte Laufzeit des Pensi-
onsfonds zu keiner Unterdeckung. Auch wegen des insgesamt lingeren Planungshorizontes
des Pensionsfonds ist eine im Vergleich zur alteren Anwarter- und Rentnerstruktur hohere
Aktienquote mit resultierender hoherer erwarteter Rendite optimal, um das Risiko einer

Unterdeckung so langfristig reduzieren zu kénnen.

Tabelle 18.2 zeigt mit der Aktienquote, der erwarteten Rendite, dem 99%-CVaR und
den beiden kontextspezifischen Risikomaflen der Nachschusswahrscheinlichkeit und des
Nachschuss-at-Risk wesentliche Eigenschaften des p-CVaR und des NW-NaR Portfolios
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fiir weitere Strukturen der Versorgungsanwirter und -empfanger. Unter gleichen Annah-
men wie zuvor werden Anwérter und Rentner mit Altersdurchschnitten zum Zeitpunkt der
Auslagerung der Pensionsverpflichtungen zwischen 40 und 65 Jahren berticksichtigt. Ta-
belle 18.2 bestétigt die im Rahmen dieses Kapitels bereits aufgezeigte Abhéngigkeit der ri-
sikoeffizienten Portfolioallokation von der Anwarter- und Rentnerstruktur: Die Aktienquo-
te des risikoeffizienten NW-NaR Portfolios steigt mit sinkendem Altersdurchschnitt der
Versorgungsanwarter und -empfinger und damit auch die erwartete Rendite des Portfoli-
os. Die Aktienquote des NW-NaR Portfolios steigt dabei von 26,4 % (Altersdurchschnitt
von 65 Jahren) auf 58,2 % (Altersdurchschnitt von 40 Jahren) an.

Wihrend der mit der steigenden Aktienquote der risikoeffizienten Portfolios zunehmende
99%-CVaR — als nicht kontextspezifisches Risikomafl — das damit einhergehende grofiere
Risiko der Portfolios widerspiegelt, wird fiir alle Anwarter- und Rentnerstrukturen die
Vorteilhaftigkeit der Berticksichtigung kontextspezifischer Risikokennzahlen in der Port-
folioallokation deutlich: Bei einem maximalen Nachschuss-at-Risk in Hohe des resultie-
renden NaR der u-CVaR Strategie fiihrt die NW-NaR Strategie zu einer Reduktion der
resultierenden Nachschusswahrscheinlichkeit der p-CVaR Strategie von 42 % (65 Jahre)

bis zu 85 % (40 Jahre). Zusammenfassend kann festgehalten werden:

Resultat 17 (Anwirter- und Rentnerstruktur) Die Portfolioallokation hinsichtlich
der Nachschusswahrscheinlichkeit und des Nachschuss-at-Risk effizienter Portfolios hdingt
von der Anwdrter- und Rentnerstruktur zum Zeitpunkt der Auslagerung der Pensions-
verpflichtungen ab. Es existiert somit keine Portfolioallokation, die fir unterschiedliche
Anwdrter- und Rentnerstrukturen ein risikoeffizientes Portfolio darstellt. Daraus erqibt
sich fiir die strategische Asset-Allokation von Pensionsfonds die Notwendigkeit, die aus-
gelagerte Anwdrter- und Rentnerstruktur bei der Wahl eines hinsichtlich der beiden kon-

textspezifischen Risikomafe effizienten Portfolios zu berticksichtigen.

Die Ergebnisse dieses Kapitels zeigen, dass — induziert durch eine jiingere Anwdrter- und
Rentnerstruktur — je (i) linger der Planungshorizont des Trigerunternehmens und (ii)
spdter der Héhepunkt der Deckungsriickstellung fiir Rentner, desto héher fallt die Aktien-
quote risikoeffizienter Portfolios aus. Neben einer hoheren erwarteten Rendite der Port-
folios fiihrt die hohere Aktienquote zu starker ausgeprigten (Standard-)Risikokennzahlen
der Portfolios. Das dadurch vergréfierte Verlustrisiko der Kapitalanlage fihrt aufgrund
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des Puffers zwischen der erhaltenen Einmalprimie und den Deckungsriickstellungen der
Rentner im Fall (ausreichend) junger Anwdrter- und Rentnerstrukturen dabei allerdings
zu keinem gestiegenen Risiko einer Unterdeckung. Vielmehr ist die hohe Aktienquote
aufgrund des ldngeren Investitionszeitraums und den spdter anfallenden Rentenzahlungen
bei einer jungen Anwdrter- und Rentnerstruktur zum Auslagerungsstichtag zur langfristi-

gen Vermeidung von Nachschiissen erforderlich.

18.2 Schiefe und Kurtosis des Aktienportfolios

In Anlehnung an den zweiten Teil der vorliegenden Dissertation, in dem der Einfluss des
Katastrophenrisikos auf Anlageentscheidungen von Investoren analysiert wird, werden in
diesem Abschnitt die Auswirkungen héherer Momente der Renditeverteilung des Akti-
enportfolios auf die Portfolioallokationen und -eigenschaften der p-CVaR und NW-NaR
Strategie untersucht. Dazu wird fiir ein groferes mit dem Aktienportfolio einhergehendes
Tail-Risiko eine negative Schiefe von —1,1 sowie eine Uberkurtosis von 2,5 bei ansonsten

identischen Verteilungseigenschaften angenommen (vgl. Tabelle 16.1).

Tabelle 18.3 zeigt die resultierenden Portfolioallokationen und -eigenschaften beider Stra-
tegien unter Beriicksichtigung der modifizierten Verteilungseigenschaften des Aktienport-
folios fiir die Anwérter- und Rentnerstruktur mit einem Altersdurchschnitt von 55 Jahren.
Zu Vergleichszwecken sind die Resultate aus Kapitel 17 in Klammern angegeben. Die ho-
here negative Schiefe und Kurtosis des Aktienportfolios fithren beim p-CVaR, Portfolio zu
einer Reduktion der Aktienquote von einem Prozentpunkt auf 16,7 % (17,7 %). Zur Erfiil-
lung der Zielrendite wird die Gewichtung in Pfandbriefe und européische Staatsanleihen
reduziert und mit 15,1 % ein hoherer Anteil in US-Staatsanleihen mit der hochsten erwar-
teten Verzinsung investiert. Der resultierende CVaR erhoht sich von 7,51 % auf 9,52 %.
Waihrend die Nachschusswahrscheinlichkeit mit 25,27 % nahezu unverdandert bleibt, resul-

tiert ein mit 17,51 % hoherer Nachschuss-at-Risk (16,62 %).

Die Portfolioallokation des risikoeffizienten NW-NaR Portfolios weist trotz der starkeren
Ausprégung hoherer Momente des Aktienportfolios eine nach wie vor hohe Aktienquote
von 41,0 % (46,3 %) auf. Die Gewichtung in Pfandbriefe erhoht sich von 22,1 % auf
30,5 % und die Gewichtung in US-Staatsanleihen betragt 28,5 % (31,6 %). Das mit dem
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Tabelle 18.3: Portfolioeigenschaften mit héherer (negativer) Schiefe und Kur-
tosis des Aktienportfolios (Alters-@ = 55 Jahre)

Tabelle 18.3 zeigt die Portfolioallokation der p-CVaR Strategie und der NW-NaR Strategie in Panel
A und ihre Charakteristika in Panel B. Fiir das Aktienportfolio wird eine Schiefe von —1,1 und eine
Uberkurtosis von 2,5 bei ansonsten identischen Verteilungseigenschaften angenommen. In Klammern
sind die Ergebnisse aus Kapitel 17 gegeben. Die p-CVaR Strategie umfasst die Minimierung des
einjahrigen 99%-CVaR unter Beachtung der Zielrendite in Hohe des Rechnungszinssatzes von 2,30 %
(vgl. Formel (17.1)). Die NW-NaR Strategie umfasst die Minimierung der Nachschusswahrscheinlichkeit
unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den 99%-NaR der p-CVaR Strategie nicht ibersteigt (vgl.
Gleichung (17.4) ). Die erwartete diskrete Portfoliorendite und Standardabweichung der Portfoliorenditen
werden als upp und opp bezeichnet und NW ist die Nachschusswahrscheinlichkeit. Der 1-Jahres
99%-CVaR gibt den bedingten Erwartungswert der 1 % grifiten Verluste an und der 99%-NaR die
(barwertige) Nachschusshohe, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % nicht tiberschritten wird. Der

Altersdurchschnitt der Anwdrter und Rentner betrdgt 55 Jahre.

Panel A: Portfolioallokation

Européische Européische US-
Aktienportfolio Staatsanleihen Pfandbriefe Staatsanleihen

u-CVaR Portfolio 16,7 % 7,6 % 60,6 % 15,1 %
17,7 %) (8,3 %) (63,2 %) (10,8 %)
NW-NaR Portfolio 41,0 % 0% 30,5 % 28,5 %
(46,3 %) (0 %) (22,1 %) (31,6 %)

Panel B: Portfoliocharakteristika

1-Jahres
HUPF opfF 99%—CV&R NW 99%—NaR
u-CVaR Portfolio 2,30 % 3,59 % 9,52 % 25,72 % 17,51 %
(2,30 %) (3,53 %) (7,51 %) (25,61 %) (16,62 %)
NW-NaR Portfolio 4,27 % 6,82 % 20,50 % 7,24 % 17,51 %

(4,66 %) (7,61 %) (16,83 %) (6,45 %) (16,62 %)

Aktienportfolio einhergehende grofiere Tail-Risiko fiihrt zu einer Erhéhung des CVaR des
NW-NaR Portfolios von 16,83 % auf 20,50 %.

Mit der zuséatzlich um rund 40 Basispunkten geringeren erwarteten Rendite des risikoef-
fizienten Portfolios von 4,27 % (4,66 %) resultiert eine von 6,45 % auf 7,24 % gestiegene

Nachschusswahrscheinlichkeit. Die vergleichsweise hohe Aktienquote des risikoeffizienten
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Portfolios fithrt damit zu einer groferen Abhéngigkeit der resultierenden Nachschusswahr-
scheinlichkeit von den Verteilungseigenschaften der Renditen des Aktienportfolios im Ver-
gleich zum p-CVaR Portfolio. So steigt die Nachschusswahrscheinlichkeit des NW-NaR
Portfolios um 79 Basispunkte und die des -CVaR Portfolios um lediglich 11 Basispunkte.
Die bei einem identischen Nachschuss-at-Risk im Vergleich zum p-CVaR Portfolio weiter-
hin um mehr als 18 Prozentpunkte geringere Nachschusswahrscheinlichkeit des NW-NaR
Portfolio verdeutlicht jedoch weiterhin die Vorteilhaftigkeit einer hohen Aktienquote trotz
der stérkeren Auspriagung der (negativen) Schiefe und Kurtosis aufgrund des langfristigen

Anlagehorizontes des Pensionsfonds. Zusammenfassend kann festgehalten werden:

Resultat 18 (Schiefe und Kurtosis des Aktienportfolios) Aufgrund des langfri-
stigen Anlagehorizontes des Pensionsfonds haben die stirker ausgepragte (negative)
Schiefe und Kurtosis der Renditeverteilung des Aktienportfolios nur einen geringen
Finfluss auf die Portfolioallokation des beispielhaften risikoeffizienten NW-NaR Port-
folios. Das risikoeffiziente Portfolio weist eine nur geringfiigig niedrigere Aktienquote
im Vergleich zur Aktienquote des risikoeffizienten Portfolios unter Bericksichtigung der
empirisch beobachteten FEigenschaften des Aktienportfolios auf. Nach wie vor tbersteigt
die Aktienquote die Aktienquote des u-CVaR Portfolios substanziell. Trotz des héheren
Katastrophenrisikos und des damit verbundenen gestiegenen kurzfristigen Verlustpoten-
zials des Aktienportfolios wird eine hohe Gewichtung von Aktien zur Erzielung einer
ausreichend hohen Rendite bendtigt, um langfristig die Risiken verbunden mit einer

Unterdeckung zu reduzieren.

18.3 Einmalpramie zur Auslagerung der Pensions-

verpflichtungen

Die Einmalpramie, die vom Tragerunternehmen zur Auslagerung der Pensionsverpflich-
tungen an den Pensionsfonds gezahlt wird, entspricht fir die bisherigen Analysen per
Annahme dem Barwert der mit dem HGB-Zins bewerteten Pensionszusagen der Anwér-
ter und Rentner. Im Folgenden wird der Einfluss eines um 50 Basispunkte geringeren
Zinssatzes von 1,30 % (1,80 %) zur Bestimmung der Einmalpramie bei identischem Rech-

nungszins von 2,30 % auf die Portfolioallokation analysiert. Wahrend durch den unveran-
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derten Rechnungszins die Deckungsriickstellungen vom Pensionsfonds fiir Anwéarter und
Rentner mit einem Altersdurchschnitt von 55 Jahren unveréndert gebildet werden, er-
hoht sich das vom Pensionsfonds zum Zeitpunkt der Auslagerung zur Verfiigung stehende
Kapital. Als Folge dieser Modifikation vergréflert sich der Puffer zwischen dem Wert der

Kapitalanlage und den Deckungsriickstellungen der Rentner zum Auslagerungsstichtag.

Tabelle 18.4: Portfolioeigenschaften mit héherer Einmalprimie zur Auslage-
rung der Pensionsverpflichtungen (Alters-( = 55 Jahre)

Tabelle 18.4 zeigt die Portfolioallokation der pu-CVaR Strategie und der NW-NaR Strategie in Panel
A und ihre Charakteristika in Panel B. Der Zinssatz zur Bestimmung der Einmalpramie als Barwert
der Pensionszusagen der Versorgungsanwdrter und -empfinger entspricht 1,80 %. In Klammern
sind die FErgebnisse aus Kapitel 17 fiir einen Zinssatz von 1,80 % gegeben. Die u-CVaR Strategie
umfasst die Minimierung des einjihrigen 99%-CVaR wunter Beachtung der Zielrendite in Hohe des
Rechnungszinssatzes von 2,30 % (vgl. Formel (17.1)). Die NW-NaR Strategie umfasst die Minimierung
der Nachschusswahrscheinlichkeit unter der Nebenbedingung, dass der 99%-NaR den 99%-NaR der
u-CVaR Strategie mnicht tubersteigt (vgl. Gleichung (17.4)). Die erwartete diskrete Portfoliorendite
und Standardabweichung der Portfoliorenditen werden als pprp und opp bezeichnet und NW ist die
Nachschusswahrscheinlichkeit. Der 1-Jahres 99%-CVaR gibt den bedingten Erwartungswert der 1 %
grofsten Verluste an und der 99%-NaR die (barwertige) Nachschusshiohe, die mit einer Wahrscheinlich-
keit von 99 % nicht tiberschritten wird. Der Altersdurchschnitt der Anwdrter und Rentner betragt 55 Jahre.

Panel A: Portfolioallokation

Européische Européische US-
Aktienportfolio Staatsanleihen Pfandbriefe Staatsanleihen

1-CVaR Portfolio 17,7 % 8,3 % 63,2 % 10,8 %
(17,7 %) (8,3 %) (63,2 %) (10,8 %)
NW-NaR Portfolio 43,6 % 0% 27,2 % 29.2 %
(46,3 %) (0 %) (22,1 %) (31,6 %)

Panel B: Portfoliocharakteristika

1-Jahres
UpE opr 99%-CVaR NW 99%-NaR
1-CVaR Portfolio 2,30 % 3,53 % 751 % 8,61 % 9,45 %
(2,30 %) (3,53 %) (7,51 %) (25,61 %) (16,62 %)
NW-NaR Portfolio 4,45 % 7,18 % 15,82 % 3,20 % 9,45 %

(4,66 %) (7,61 %) (16,83 %) (6,45 %) (16,62 %)
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Tabelle 18.4 zeigt die resultierenden Portfolioallokationen und -eigenschaften. Da die Port-
folioallokation der p-CVaR Strategie unabhéngig von der Hohe des ausgelagerten Kapi-
tals ist, weist das u-CVaR Portfolio eine identische Portfolioallokation sowie Standard-
Risikoeigenschaften im Vergleich zu Kapitel 17 auf (vgl. Tabelle 18.4). Aufgrund des gro-
Beren Puffers zwischen dem initialen Anlagebetrag des Pensionsfonds und den Deckungs-
riickstellungen der Rentner resultieren mit einer Nachschusswahrscheinlichkeit von 8,61 %
(25,61 %) und einem Nachschuss-at-Risk von 9,45 % (16,62 %) hingegen substanziell ge-
ringere Werte der kontextspezifischen Risikomafle. Da der Nachschuss-at-Risk als Prozent
des ausgelagerten Kapitals definiert ist, wird die Reduktion des NaR durch die hohere

Einmalpramie teilweise kompensiert. Es ergibt sich eine (effektive) Reduktion von 38 %.

Das risikoeffiziente NW-NaR Portfolio weist bei einem im Vergleich zur p-CVaR Strate-
gie identischen Nachschuss-at-Risk eine weiterhin deutlich hohere Aktienquote von 43,6 %
und Gewichtung der US-Staatsanleihen von 27,2 % auf. Die resultierende Nachschusswahr-
scheinlichkeit betragt 3,2 % (6,45 %) und halbiert sich infolge des hoheren Anlagebetrags
des Pensionsfonds zum Zeitpunkt der Auslagerung. Zusammenfassend kann festgehalten

werden:

Resultat 19 (Einmalpramie) Die Hohe des dem Pensionsfonds zur Verfigung stehen-
den Kapitals, ceteris paribus, beeinflusst wesentlich die Ausprigungen der kontextspezifi-
schen Risikomafle. Dabei fiihrt ein grofferer initialer Kapitalbetrag aufgrund des grofieren
Puffers zu den Deckungsriickstellungen der Rentner zu einem geringeren kontextspezifi-
schen Risiko: Die Nachschusswahrscheinlichkeit und der Nachschuss-at-Risk weisen infol-
ge des héoheren Anlagebetrags geringere Auspragungen auf. Die resultierende Portfolioallo-
kation des NW-NaR Portfolios verdeutlicht weiterhin die Notwendigkeit einer vergleichs-
weise hohen Aktienquote und damit hohen erwarteten Rendite zur Reduzierung der mit

einer Unterdeckung verbundenen Risiken.



Kapitel 19

Zusammenfassende Beurteilung

Dieser Teil der Dissertation beschéftigt sich mit der strategischen Asset-Allokation von
Pensionsfonds mit dem Ziel, das Bewusstsein fiir die (notwendige) Differenzierung zwi-
schen Standard-Risikomaflen und kontextspezifischen Risikomaflen bei der Portfolioallo-
kation von Pensionsfonds im Besonderen — aber auch im Rahmen weiterer Anlageent-
scheidungen im Allgemeinen — zu schérfen. Die Ergebnisse zeigen, dass die Ausrichtung
der strategischen Asset-Allokation von Pensionsfonds nach einem etablierten (und aus-
sagekriftigen) Risikomafl — beispielhaft wird eine Strategie beriicksichtigt, die den ein-
jahrigen 99%-CVaR unter Beachtung einer jahrlichen Mindestrendite, die bei Erzielung
zur Erfillung aller Versorgungsanspriiche iiber den gesamten Auszahlungszeitraum des
Pensionsfonds ohne zusétzlichen Nachschuss ausreicht, minimiert — zu einer fehlgeleiteten
Portfolioallokation fithrt und nicht als Kriterium fiir Anlageentscheidungen herangezogen

werden sollte.

Gemaf den gesetzlichen Vorschriften zu nicht versicherungsféormigen Pensionsfonds muss
ein Tragerunternehmen nach Auslagerung seiner Pensionsverpflichtungen aus Pensions-
zusagen weitere Zahlungen an den Pensionsfonds lediglich bei Eintritt einer Unter-
deckung leisten. Da géngige Risikokennzahlen, die typischerweise zur Charakterisierung
und Steuerung von Kapitalanlagen herangezogen werden, das tatsdchliche Risiko einer
Unterdeckung mit Nachschussverpflichtung nicht aufgreifen, stellen sie keine passgenauen

Risikomafle und damit keine geeigneten Kennzahlen fiir die Anlageentscheidung dar.
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Im Gegensatz dazu werden in diesem Teil als konstruierte Kennzahlen, die das tatséchli-
che Risiko einer Unterdeckung explizit beriicksichtigen, die Nachschusswahrscheinlichkeit
und der Nachschuss-at-Risk, eingefithrt. Die Analyse zeigt, dass die u-CVaR Strategie
aufgrund der geringen Aktienquote im Vergleich zu den hinsichtlich beider Risikomaflen
effizienten Portfolios zu einer substanziell hoheren Nachschusswahrscheinlichkeit fiihrt.
Wiéhrend die starker ausgeprigten (Standard-)Risikomafle der risikoeffizienten Portfoli-
os zwar kurzfristig hohere potenzielle Verluste implizieren, erhohen diese aufgrund des
(typischerweise) groen Puffers zwischen dem Wert der Kapitalanlage und den Deckungs-
riickstellungen der Rentner zum Zeitpunkt der Auslagerung jedoch das kurzfristige Risiko
einer Unterdeckung nicht. Die groflere Risikoaufnahme der risikoeffizienten Portfolios ist
durch die damit einhergehende hohere (erwartete) Portfoliorendite vielmehr notwendig,
um langfristig ausreichend Kapital akkumulieren zu kénnen und um so die Wahrscheinlich-
keit zu erhohen, dass der Pensionsfonds seine Pensionsverpflichtungen iiber die gesamte

Auszahlungsperiode ohne zusétzliche Nachschusszahlungen bedienen kann.

Das in diesem Teil der Dissertation aufgezeigte illustrative Beispiel der strategischen
Asset-Allokation von Pensionsfonds mit der Schlussfolgerung, die Wahl eines Risikomafles
als Kriterium zur Portfoliosteuerung kritisch zu hinterfragen, soll Marktteilnehmer dafiir
sensibilisieren — wenn erforderlich — auf kontextspezifische Risikomafle zuriickzugreifen.
Dieses Ergebnis von hoher praktischer Relevanz kann auf eine Vielzahl von Applikationen
in der Finanzwirtschaft ibertragen werden: Dazu zéhlen beispielsweise Portfolioallokati-
onsprobleme, bei denen i) ein vordefinierter Portfoliowert zu einem zukiinftigen Zeitpunkt
(mindestens) zu erzielen ist, oder ii) regelméfBige Auszahlungen iiber einen gewissen Zeit-
raum aus einer Kapitalanlage gewahrleistet werden sollen, was im Rahmen der privaten
Altersvorsoge im Anschluss an die Ansparphase héufig das gewiinschte Ziel von Privat-
anlegern ist. Die Resultate dieses Teils der Dissertation unterstreichen die Notwendigkeit,
anwendungsspezifische Ziel- und Risikoparameter herzuleiten, um darauf aufbauend eine

passgenaue Strategie ableiten und eine optimale Portfolioallokation treffen zu kénnen.






Teil IV

Schlussbetrachtung
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Diese Dissertation wirft einen frischen Blick auf die Rendite-Risikobeziehung und setzt
sich zum einen mit der methodisch korrekten Bestimmung der durchschnittlichen Rendite
in bedeutenden Anwendungen in der Finanzwirtschaft und zum anderen mit der Auswahl
aussagekraftiger Risikomafle in der Portfolioallokation kritisch auseinander. Zusammen-
gefasst zeigen die Ergebnisse der drei Teile dieser Dissertation die Notwendigkeit auf, die
Wahl der Rendite- und Risikokennzahlen vor dem Hintergrund einer spezifischen Anwen-
dung sorgfaltig zu priifen. Die in dieser Arbeit dargelegten gravierenden Fehlbepreisungen,
die aus einer fehlerhaft bestimmten erwarteten Rendite resultieren konnen, sowie fehlgelei-
teten Portfolioallokationen, zu denen die Bertiicksichtigung von Risikomaflen als Grundlage
fiir Anlageentscheidungen fithren, die das tatsachliche Risiko von Marktteilnehmern nicht

aufgreifen, sollen das Bewusstsein fiir die Relevanz dieses Themas stéarken.

Teil 1 dieser Arbeit rekapituliert fundamentale Konzepte zur Bestimmung der durch-
schnittlichen Rendite eines Vermogenswertes auf Basis historischer Daten und vergleicht
das arithmetische Mittel diskreter Renditen mit dem geometrischen Mittel, was eng ver-
kniipft ist mit dem Vergleich zwischen der durchschnittlichen diskreten und der durch-
schnittlichen logarithmierten Rendite. Aus einer rigorosen Aufarbeitung ergibt sich die
Rechtfertigung fiir die Verwendung des arithmetischen Mittels diskreter Renditen als ge-
eignetes Performancemaf fiir den erwarteten Vermogenszuwachs eines Vermogenswertes.
Dabei wird festgestellt, dass der Unterschied zwischen der erwarteten diskreten Rendite
(arithmetisches Mittel diskreter Renditen) und der erwarteten logarithmierten Rendite
(arithmetisches Mittel logarithmierter Renditen, das eng mit dem geometrischen Mittel
diskreter Renditen verwandt ist) eines Vermogenswertes unter der Annahme normalver-
teilter Renditen der halben Varianz der Renditen entspricht. Damit steigt die Differenz
zwischen den beiden Definitionen erwarteter Renditen mit der Volatilitat des zugrunde
liegenden Vermogenswertes an: Fiir eine fiir Aktienindizes typische Volatilitdt von etwa
20 % ubersteigt die erwartete diskrete Rendite die erwartete logarithmierte Rendite be-
reits um 2 Prozentpunkte, was die 6konomische Relevanz der korrekten Wahl des Konzepts
zur Bestimmung von Durchschnittsrenditen unterstreicht. Zudem ist es erforderlich, das
arithmetische Mittel der diskreten Renditen zur Bestimmung eines angemessenen Diskont-
satzes auszuwahlen, anstatt sich auf die durchschnittliche logarithmierte Rendite oder das
geometrische Mittel zu stiitzen. Im Hinblick auf das CAPM gilt die bekannte Beziehung
zwischen der erwarteten Vermogensrendite und der erwarteten Marktrendite ebenfalls nur

fur erwartete diskrete Renditen (arithmetisches Mittel diskreter Renditen). Die inkorrekte
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Verwendung der erwarteten logarithmierten Rendite anstelle der korrekten erwarteten dis-
kreten Rendite zur Berechnung der Performanceszenarien im Rahmen der am 01.01.2018
in Kraft getretenen PRIIP-Verordnung?® kann dariiber hinaus zu substanziell nach unten

verzerrten Werten der Performanceszenarien fiithren.

Die rigorose Aufarbeitung dieser grundlegenden Konzepte mit fundierten Erklarungen und
Herleitungen hat weitreichende Implikationen fiir eine Vielzahl von Anwendungen in der
Finanzwirtschaft und soll dazu beitragen, Fehler zu verhindern, die mit der Wahl des (kor-
rekten) Konzepts zur Bestimmung erwarteter Renditen im Zusammenhang stehen — ob
in der Unternehmensbewertung oder im Rahmen der Basisinformationsblétter. Die Aus-
fiihrungen bieten einen Ansatzpunkt fiir weiterfithrende Forschung, beispielsweise durch
die Beriicksichtigung hoherer Momente der Renditeverteilung mithilfe eines alternativen
Renditeprozesses. Zudem konnen die korrekten Renditekonzepte zur Bestimmung der er-

warteten Rendite fiir weitere Applikationen in der Finanzwirtschaft hergeleitet werden.

Motiviert durch die empirische Kapitalmarktforschung, die Belege dafiir liefert, dass Ri-
sikocharakteristika der Renditeverteilung fiir Marktteilnehmer von Bedeutung sind, die
von der Standardabweichung der Renditen nicht vollstédndig erfasst werden (Harvey und
Siddique, 2000, Ang et al., 2006 und Boyer et al., 2010), wie beispielsweise das Katastro-
phenrisiko, wird im zweiten Teil dieser Arbeit ein mehrperiodiges Gleichgewichtsmodell
prasentiert, das die Analyse der Auswirkungen von Tail-Risiken auf die Preise von Ver-
mogenswerten und die optimale Portfolioallokation von Investoren mit abnehmender re-
lativer Risikoaversion und heterogenen Investitionshorizonten ermoglicht. Im Rahmen des
CAPM - als einperiodiges Modell, in dem Anlageentscheidungen lediglich auf Grundlage
der erwarteten (diskreten) Rendite und der Standardabweichung von Renditen getroffen
werden — ist die Analyse von Tail-Risiken aufgrund bewusst getroffener Annahmen per
Definition nicht moglich. Ein grundlegendes Verstandnis fiir die Entstehung von Préamien,

die durch Tail-Risiken induziert werden, fehlt somit.

In dem eingefithrten Modell mit perfektem Wettbewerb wéihlen mit Geld ausgestattete
Investoren eine den erwarteten Nutzen maximierende Portfolioallokation aus einer risiko-
freien Investitionsmoglichkeit und zwei Aktien mit identischer erwarteter diskreter Ren-
dite und Standardabweichung, die jedoch unterschiedlich schiefe Verteilungen aufweisen:

Wihrend eine Aktie normalverteilte Renditen aufweist, unterliegt die andere Aktie dem

ZEU-Verordnung Nr. 1286,/2014 vom 26.11.2014, Amtsblatt EU L 352.
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(ungeliebten) Katastrophenrisiko. Die Portfolioallokation der Investoren und die endoge-
nen Marktpreise ermoglichen die Analyse der Praferenzen der Investoren hinsichtlich der
Tail-Risiken in Abhéngigkeit ihrer jeweiligen Investitionshorizonte und der resultierenden
Schiefepramie. Die Ergebnisse des Modells zeigen, dass die Investoren eine vergleichs-
weise hohe Rendite fiur die Aktie mit Katastrophenrisiko fordern, was zu einer positiven
Schiefepramie fithrt. Mit der Lénge des Anlagehorizontes der Investoren nimmt die Ho-
he der Schiefeprdmie ab, da der Einfluss eines (iiberraschenden) Sprungs im Preis einer
Aktie auf das Endvermogen bei kiirzeren Anlagezeitraumen grofier ist als bei ldngeren
Investitionsperioden. Im Gleichgewicht des Modells mit heterogenen Anlagehorizonten
der Investoren halten langfristig orientierte Investoren sowohl eine héhere Aktienquote
als auch ein hoheres Portfoliogewicht in der Aktie mit Tail-Risiko als kurzfristige Investo-
ren. Das Ergebnis, dass Investoren aufgrund des Katastrophenrisikos und in Abhéngigkeit
des Anlagehorizontes unterschiedliche Zusammensetzungen der risikobehafteten Portfolios
halten, impliziert, dass im eingefiihrten Modell die Two-Fund-Separation nicht mehr gilt,
was einen wesentlichen Unterschied zum grundlegenden CAPM darstellt. Zusétzlich zeigt
das Modell, dass eine stérker ausgepréigte negative Schiefe der Renditeverteilung einer Ak-
tie, eine grofere Risikoaversion der Marktteilnehmer sowie ein starker von kurzfristigen

Investoren dominierter Markt die Schiefepramie erhoht.

Das prasentierte Modell soll das Bewusstsein fiir die Existenz von Schiefepramien stérken,
ein intuitives Verstédndnis fiir die Ursachen dieser Pramien vermitteln und die praktische
Relevanz fiir Investoren, Tail-Risiken bei ihren Anlageentscheidungen sorgfiltig zu beach-
ten, unterstreichen. Das Modell impliziert, dass es fiir Investoren moglicherweise nicht
gleichermaflen optimal ist, ein und dasselbe Portfolio risikoreicher Vermogenswerte zu
halten, da die Aufnahme von Tail-Risiken fiir Investoren je nach Lénge des Anlagehori-
zontes mehr oder weniger attraktiv ist. Mit der empirischen Analyse der Implikationen
des Gleichgewichtsmodells bietet der zweite Teil dieser Arbeit zudem einen interessanten
Ansatzpunkt fiir weitere Forschung. In diesem Rahmen konnten die Auswirkungen un-
terschiedlicher Anlagehorizonte auf die Héhe von Schiefepramien analysiert werden. Es
ware zudem interessant zu untersuchen, auf welchen Markten — wie beispielsweise dem
Aktien- und Anleihemarkt — solche Pramien besonders ausgeprigt sind und welche Rol-
le Marktcharakteristika wie Transaktionskosten und die Liquiditdt der Vermogenswerte

dabei spielen.
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Aus den Erkenntnissen des zweiten Teils der vorliegenden Dissertation lasst sich aufler-
dem die Notwendigkeit ableiten, die fir eine Anlageentscheidung beriicksichtigten Risi-
komafle vorab einer kritischen Priifung zu unterziehen. So sollten sich Anleger dariiber
bewusst sein, dass die Standardabweichung von Renditen beispielsweise keine geeigne-
te Risikokennzahl darstellt, um Tail-Risiken in der Portfolioallokation zu berticksichti-
gen. Mit dem Value-at-Risk und dem Conditional Value-at-Risk existieren zwei etablierte
Downside-Risikomafle mit einem — durch die Betrachtung der Wertentwicklung in einem
Extremszenario — grundlegend anderen Risikoverstiandnis, wobei neben der Standard-
abweichung auch hohere Verteilungseigenschaften der Renditen miteinbezogen werden.
Wenngleich diese Risikokennzahlen aussagekriftige Mafle darstellen, besteht die Gefahr,
dass sie das tatsachliche Risiko einer spezifischen Anwendung nicht (vollsténdig) erfassen,

was in diesen Fillen zu fehlgeleiteten Portfolioallokationen fithren kann.

Mit der strategischen Asset-Allokation von Pensionsfonds wird im dritten Teil der vorlie-
genden Arbeit die nicht passgenaue Verwendung von Risikokennzahlen in der Portfolioal-
lokation anhand eines illustrativen Beispiels betrachtet: Vor dem Hintergrund gesetzlicher
Vorschriften sind Unternehmen nach der Auslagerung von Pensionsverpflichtungen auf
Pensionsfonds lediglich bei einer eintretenden Unterdeckung zu Nachschusszahlungen ver-
pflichtet. Daraus lassen sich mit der Nachschusswahrscheinlichkeit und dem Nachschuss-
at-Risk Risikokennzahlen ableiten, die im Gegensatz zu Standard-Risikomaflen das tat-
sichliche Risiko von Pensionsfonds in der strategischen Asset-Allokation direkt aufgrei-
fen. Die Analyse der Portfolioallokation und der Portfolioeigenschaften zeigt deutlich die
Unzulanglichkeit eines auf der Minimierung des einjahrigen Conditional Value-at-Risk
unter Beachtung einer Mindestrendite basierenden Ansatzes (u-CVaR Strategie): In dem
betrachteten Beispiel kann durch eine auf den anwendungsspezifischen Risikomaflen ba-
sierende Anlageentscheidung die Nachschusswahrscheinlichkeit um 19 Prozentpunkte von
25,61 % auf 6,45 % bei identischem Nachschuss-at-Risk reduziert werden. Dies ist vor
allem auf die deutlich hohere Aktienquote im Vergleich zum p-CVaR Portfolio mit einer
entsprechend hoheren (erwarteten) Portfoliorendite zurtickzufithren, die erforderlich ist,
um langfristig ausreichend Kapital zu bilden, sodass die Risiken einer Unterdeckung auch
langfristig reduziert werden kénnen. Mit der vergleichsweise hohen Aktienquote des ri-
sikoeffizienten Portfolios geht jedoch auch ein erhohtes kurzfristiges Verlustrisiko einher,
welches im Rahmen der u-CVaR Strategie gerade minimiert wird und damit zu einer

fehlgeleiteten Asset-Allokation fiihrt.
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Dieses zentrale Ergebnis des dritten Teils der Dissertation hat weitreichende Implika-
tionen fiir eine Vielzahl von Asset-Allokationsentscheidungen, sowohl fiir institutionelle
Anleger als auch fiir private Investoren. Es soll das Bewusstsein von Marktteilnehmern
dafiir schérfen, die Wahl von (Standard-)Risikomaflen als zugrunde liegende Kennzahlen
fir Anlageentscheidungen grundséatzlich kritisch zu hinterfragen. Auch vor dem Hinter-
grund des zweiten Teils dieser Arbeit konnte beispielsweise eine Anlagestrategie, die auf
einem Zielwert fiir den jahrlichen (Conditional) Value-at-Risk basiert, moglicherweise kei-
ne optimale Strategie fiir Privatinvestoren darstellen, die langfristiges Kapitalwachstum
anstreben und dabei bereit sind, kurzfristig hohe Verluste zu akzeptieren. Analog zur
strategischen Asset-Allokation von Pensionsfonds ist es fiir Investoren unter Umstédnden
erforderlich, flir sie passgenaue Ziel- und Risikokennzahlen abzuleiten, um so optimale

Portfolioallokationsentscheidungen treffen zu koénnen.
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