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Zusammenfassung

Wir betrachten ein uniformes, kokompaktes Gitter I' in der Gruppe PGLy(F'). Ist
" torsionsfrei, so kann man den Quotientengraphen X = I'\X bilden, wobei X den
Bruhat-Tits-Baum von F' bezeichnet. Wir zeigen, dass die Langlands-L-Funktion
des unverzweigten Teils der Rechtsdarstellung auf L*(T\PGLy(F')) dem Determi-
nantenterm in der Ihara-Formel der Graph-Zetafunktion von X entspricht, wenn
man u = q ° setzt:

L(R™,s — 1)~" = det (1 —uAx + qu2) : (%)
Betrachtet man den hoheren Rang, d.h. ein Gitter I" in PGL, (F'), dann gibt es im
zugehorigen Bruhat-Tits-Gebdude mehrere Adjazenzoperatoren Aq,... A, 1. Wir
zeigen, dass man den unverzweigten Teil der L-Funktion wieder als eine Determi-
nante schreiben kann:

n—1 _
L(R"™,s —"31) ™" = det (1 3 () Ay g <—u>”) Ju=q

k=1

Weiter zeigen wir, dass man jede Langlands-L-Funktion L(R",r,s) als geeignete
Determinante schreiben kann, sofern r algebraisch ist. Aus einer Symmetrie der Ope-
ratoren Ay x folgern wir eine Invarianz der L-Funktion L(R™,r,s) = L(R"™,r*,s).

In héherem Rang gibt es viele Moglichkeiten, einem Quotienten des Bruhat-Tits-
Gebaudes eine Zetafunktion zuzuordnen. Wir betrachten einen multivariaten An-
satz von Deitmar, Kang und McCallum [DKM20] und setzen diese Zetafunkti-
on in Bezug zu den Satake-Parametern der irreduziblen Hauptserie. Im Fall der
PGL; erhalten wir ferner, dass die Langlands- L-Funktion der Rechtsdarstellung auf
L*(T\PGLy(F)) bereits bis auf einen trivialen Faktor die Graph-Zetafunktion von
X =T\X ist:

1—¢ % falls X bipartit,

X,¢%)=L(R,s— ).
(&™) ( 2) {1 —q° sonst.

Wir verfolgen dann den geometrischen Ansatz aus [DKM20] und verallgemeinern den
Translationsoperator T' von Bass aus dem Graph-Setting fiir Quotienten des Bruhat-
Tits-Gebaudes der PGL,,(F'). Wir zeigen, dass fiir irreduzible, unverzweigte Haupt-
seriendarstellungen 7w ebenfalls ein Zusammenhang zu Langlands-L-Funktionen be-
steht:

k(n—k)

det(l — UT/CJT)_I — L(T{', /\k7 q —S)k!(n—k)!

, u=q".

Zuletzt nutzen wir eine Konstruktion aus der Theorie der Ramanujan-Graphen,
um eine globale Situation zu erhalten. Wir starten hierbei mit einer Quaternio-
nenalgebra, die tiber den reellen Zahlen eine Divisionsalgebra ist, und erhalten ein
kokompaktes, uniformes Gitter I" in den projektiven adelischen Punkten. Hieraus



konstruieren wir fiir fast alle Primzahlen p kokompakte Gitter F}? in PGL2(Q,). Die-
se Gitter operieren auf dem Bruhat-Tits-Baum X, und der Quotient X, = I')\X,
ist ein bipartiter, p+ 1-regularer Graph, sofern die Quaternionenalgebra keine nicht-
trivialen Torsionselemente enthalt. Wir bilden das Euler-Produkt

H g(Xp’p_s)

iiber die Graph-Zetafunktionen und untersuchen dieses globale Produkt auf seine
analytischen FEigenschaften. Wir zeigen, dass das Produkt fiir rationale, torsionsfreie
Quaternionenalgebren nicht iiber die Gerade Re(s) = % hinaus fortgesetzt werden
kann. Jedoch kann das Euler-Produkt iiber die Determinantenterme in der Ihara-

Formel

[Tdet(1 —p=Ax, +p- (p %)%
p

im Wesentlichen als Rankin-Selberg-L-Funktion interpretiert werden und besitzt
daher eine analytische Fortsetzung und Funktionalgleichung.



1 Einleitung

Thara definiert in seinem grundlegenden Paper [Tha66] eine Zetafunktion fiir torsi-
onsfreie Gitter von PGLy(F') tiber einem lokalen Korper F'. Serre zeigte darauf in
[Ser03], dass diese Zetafunktion eine geometrische Interpretation besitzt und sich
fiir beliebige, endliche Graphen definieren lésst.
Ihara und Sunada bewiesen, dass diese Graph-Zetafunktion eine rationale Funkti-
on ist und eine bemerkenswerte Determinantenformel erfiillt, die sogenannte Ihara-
Formel:

C(X,u)™ = (1 —u?)"Mdet(l — udx +u*Qx).
Hashimoto und Bass gelang es zu zeigen, dass die Graph-Zetafunktion auflerdem
noch eine zweite Determinantenformel erfiillt:

C(X,u)™t =det(1 —ul).

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die in der Ihara-Formel auftretenden Terme darstellungs-
theoretisch zu verstehen und einen Zusammenhang mit Langlands-L-Funktionen
herzustellen. Ferner betrachten wir zwei Verallgemeinerung der Graph-Zetafunktion
in hoherem Rang und untersuchen diese auf ihre Verbindung zu L-Funktionen.

In Kapitel [2f fithren wir in aller Kiirze die benotigten Konzepte und Grundlagen ein.
Ausgehend davon zeigen wir in Kapitel [3] wie man die Standard-L-Funktion einer
unverzweigten Unterdarstellung der Rechtsdarstellung auf L?*(T\PGLy(F')) durch
geometrische Daten ausdriicken kann. Hieraus folgern wir dann, dass der Determi-
nantenterm in der Thara-Formel der Langlands-L-Funktion entspricht, die zu den
unverzweigten Unterdarstellungen der Rechtsdarstellung auf L*(T\PGLy(F)) ge-
hort:

L(R™,s — )7 =det(l — Au+qu®), u=q" (%)
Wir verallgemeinern diese Resultate anschliefend fiir Gitter in héherem Rang und
zeigen, dass fiir eine irreduzible, unverzweigte Darstellung 7 jede Langlands-L-
Funktion L(m,r, s) durch geometrische Daten ausgedriickt werden kann. Damit gibt
es fiir L(R"™,r,s) eine zu analoge Formel. Aufgrund einer Symmetrie der geo-
metrischen Operatoren folgern wir:

L(R™,r,s) = L(R™,r",s).

In hoherem Rang gibt es viele Moglichkeiten, einem Quotienten des Bruhat-Tits-
Gebaudes eine Zetafunktion zuzuordnen. In Kapitel 4] betrachten wir einen multi-
variaten Ansatz von Deitmar, Kang und McCallum [DKM20] und setzen diese Ze-
tafunktion in Bezug zu den Satake-Parametern der irreduziblen Hauptserie. Im Fall
der PGL;y erhalten wir ferner, dass die Langlands-L-Funktion der Rechtsdarstellung
auf L?(T\PGLy(F)) bereits bis auf einen trivialen Faktor die Graph-Zetafunktion
von X = I\ X ist:

1—¢ % falls X bipartit,

1—q° sonst.

((X,q*)=L(R,s — 3)- {



Wir verfolgen dann den geometrischen Ansatz aus [DKM20] und verallgemeinern den
Translationsoperator T von Bass aus dem Graph-Setting fiir Quotienten des Bruhat-
Tits-Gebaudes der PGL,,(F'). Wir zeigen, dass fiir irreduzible, unverzweigte Haupt-
seriendarstellungen 7 ebenfalls ein Zusammenhang zu Langlands- L-Funktionen be-
steht:

k(n—k)

det(1 — uTy ) = L(m,A\¥, q (- =5 kl(n—k)!

__ =S
) 'LL—(] :

In Kapitel [5| nutzen wir eine Konstruktion aus der Theorie der Ramanujan-Graphen,
um eine globale Situation zu erhalten. Wir starten hierbei mit einer Quaternio-
nenalgebra, die tiber den reellen Zahlen eine Divisionsalgebra ist, und erhalten ein
kokompaktes, uniformes Gitter I" in den projektiven adelischen Punkten. Hieraus
konstruieren wir fiir fast alle Primzahlen p kokompakte Gitter F}? in PGL2(Q,). Die-
se Gitter operieren auf dem Bruhat-Tits-Baum X, und der Quotient X, = I')\X,
ist ein bipartiter, p+ 1-regularer Graph, sofern die Quaternionenalgebra keine nicht-
trivialen Torsionselemente enthélt. Wir bilden das Euler-Produkt

H C(Xp’p_s)

iiber die Graph-Zetafunktionen und untersuchen dieses globale Produkt auf seine
analytischen FEigenschaften. Wir zeigen, dass das Produkt fiir rationale, torsionsfreie
Quaternionenalgebren nicht iiber die Gerade Re(s) = 1 hinaus fortgesetzt werden
kann. Jedoch kann das Euler-Produkt iiber die Determinantenterme in der Ihara-

Formel
[Tdet(1 —p~*Ax, +p- (p™*)?)
p

im Wesentlichen als Rankin-Selberg-L-Funktion interpretiert werden und besitzt
daher eine analytische Fortsetzung und Funktionalgleichung.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel fithren wir die fiir diese Arbeit notwendigen Grundlagen ein.
Alle in diesem Kapitel eingefithrten Objekte und die zugehorigen Resultate sind
wohlbekannt.

2.1 Zetafunktionen von Graphen

In diesem Abschnitt definieren wir die Zetafunktion eines endlichen Graphen und
diskutieren die fiir uns wesentlichen Eigenschaften. Unter Graphen verstehen wir
hierbei ungerichtete Graphen, die Schleifen und mehrfache Kanten enthalten diirfen.
Wir folgen der Darstellung in [Ter1I].

Sei X = (V(X), E(X)) ein endlicher, zusammenhdngender Graph, der weder ein
Kreis, noch ein Baum ist und keine Ecke von Valenz 1 besitzt.

Wir definieren OE(X) als die Menge der orientierten Kanten von X. Dann gilt
|OE(X)| = 2|E(X)|. Fir eine orientierte Kante e bezeichnen wir mit o(e) bzw.
t(e) den Startpunkt bzw. Endpunkt von e. Eine Folge (ey,...,e,) von orientierten
Kanten von X nennen wir einen Kantenzug der Lange m, wenn t(e;) = o(e;1)
fir alle 7 gilt. Ein Kantenzug (ey,...,e,) heiit geschlossen, wenn o(e;) = t(e,,)
gilt. Wir sagen der Kantenzug (ey,...,e,) hat Backtracking, wenn es ein i gibt,
sodass e;11 = e; . Ein geschlossener Kantenzug (ey, ..., e,) heiit primitiv, wenn
er nicht dadurch entsteht, dass man einen anderen Kantenzug mehrfach durchlauft.
Auf der Menge aller geschlossenen Kantenziige der Lénge n operiert die Gruppe
Z./nZ durch Verschiebung des Startpunkts. Wir sagen, eine solche Aquivalenzklasse
P hat Backtracking, wenn es einen Vertreter fiir P gibt, der Backtracking hat. Ferner
nennen wir eine Aquivalenzklasse P primitiv, wenn ein (und damit jeder) Vertreter
von P primitiv ist. Wir bezeichnen mit [(P) die Lange eines (und damit jedes)
Vertreters von P.

2.1.1 Definition ([Terlll, Definition 2.2]).
Die Graph-Zetafunktion oder Ihara-Zetafunktion von X ist definiert als

((X,u) = H (1 — ul(P))il,

wobei P alle primitiven Aquivalenzklassen geschlossener Wege ohne Backtracking
durchlauft.

Die Thara-Zetafunktion konvergiert fiir u € C mit |u| hinreichend klein (siehe [Ter11
8.1]) und erfiillt zwei bemerkenswerte Determinantenformeln.

2.1.2 Theorem (Ihara-Formel, [Tha66]).
Sei r == |E(X)| — |[V(X)| + 1 der Rang der Fundamentalgruppe von X, Ax die
Adjazenzmatriz von X und Qx die Diagonalmatriz

Qx = diag(deg(v) — 1,v € V(X)),



wobei deg(v) den Grad von v bezeichnet. Dann gilt fir alle w € C mit |u| hinreichend
klein

C(X,u)™t = (1 —u?)""det (1 —uAx + U2QX).
Insbesondere ist (X, u)~! ein Polynom und ¢ (X, u) ist auf C eine rationale Funktion
ohne Nullstellen.

Fur die zweite Determinantenformel betrachten wir den von den orientierten Kanten
erzeugten freien C-Vektorraum, d. h. den Vektorraum

POE(X) = @ Ce
ecOE(X)

Hierauf definieren wir den Operator T als
T(e)=>_1
f

wobei f alle orientierten Kanten durchlduft, sodass der Endpunkt von e der Start-
punkt von f ist und f # e~!. Dann gilt:

2.1.3 Theorem (Bass-Determinantenformel, [Bas92, Theorem 3.3]).
FEs gilt fir alle w € C mit |u| hinreichend klein:

(X, )™t =det(1 —uT).

2.2 PGL,(F) und PGL,(O)
Sei F' ein Korper und n € N. Wir definieren die projektive lineare Gruppe als
PGL,(F) = GL,(F)/F*.

Ist R ein Unterring von F', dann kénnen wir GL,(R) als Untergruppe von GL,(F)
auffassen. Dann konnen wir auch die folgende Gruppe als Untergruppe der PGL,, (F')
betrachten:

PGL,(R) = GL,(R)/R*.

Wir schreiben Elemente der PGL,, mit eckigen Klammern und Elemente der GL,,
mit runden Klammern.

2.2.1 Notation (Lokaler Korper).
Im Folgenden betrachten wir einen nicht-archimedischen, lokalen Korper F. Die
Bewertung auf F' bezeichnen wir mit v, den Betrag mit | |. Wir schreiben O fiir den
diskreten Bewertungsring von F', d. h.

O={zeF: |z <1}

Das eindeutig bestimmte maximale Ideal in O bezeichnen wir mit m und wir fixieren
ein w € F mit |w| = 1. Der Restklassenkérper O/m ist endlich, d.h. es gibt eine
Primzahl p und ein n € N mit |O/m| = p™. Wir bezeichnen mit ¢ die Kardinalitat
von O/m und nehmen ferner an, dass der Betrag so normiert ist, dass |w| = % gilt.



Sei ab jetzt F ein nicht-archimedischer, lokaler Korper.

2.2.2 Bemerkung (Ganze Vertreter).
Fir viele Rechnungen bietet es sich an, mit moglichst einfachen Vertretern fiir ein

Element g von PGL, (F) zu arbeiten. Ein ganzer Vertreter fiir g ist eine Matrix
x € GL,(F) mit gF* = xF* und

x € M,(O)\ M,(m).

Beachte, dass ganze Vertreter immer existieren und bis auf Multiplikation mit einem
Element aus O eindeutig bestimmt sind.

2.2.3 Bemerkung.

Wir haben die Gruppe PGL,, ad hoc definiert. Unsere Definition stimmt fiir allge-
meine Ringe nicht mit der Defintion aus der Theorie der Gruppenschemata tiberein.
Fiir faktorielle Ringe ist dies jedoch der Fall (siehe Lemma 6.1 in [DM18]).

Ein niitzliches Werkzeug fir uns ist der Elementarteilersatz (siche zum Beispiel
[Wae67, § 85]).

2.2.4 Satz (Elementarteilersatz).
Sei M € GL,(F). Dann gibt es Matrizen S, T € GL,(O) und eindeutig bestimmte
ganze Zahlen e; < ey < ... < e,, sodass

S-M-T = diag(w®,...,w").
Man nennt @, ..., w die Elementarteiler von M.
Fiir die PGL,(F) erhalten aus Satz[2.2.4}

2.2.5 Korollar.
Sei M € PGL,(F). Dann gibt es Matrizen S,T € PGL, (O) und eindeutig bestimmite
ganze Zahlen 0 < ey < ... < e,, sodass

S-M-T =diag(l,@w?,..., @™)F*.

2.2.6 Bemerkung.

Wir ordnen auch Elementen von PGL,(F') Elementarteilern zu, obwohl diese nur
bis auf Multiplikation mit einem gemeinsamen Skalar eindeutig bestimmt sind.
Wir wahlen diesen Skalar so, dass e; = 0 gilt. Dies entspricht dann den Zahlen
1,w®, ..., w aus Korollar 2.2.5

2.2.7 Proposition (Iwasawa-Zerlegung).

Sei G = GL,(F) oder G = PGL,(F), A die Untergruppe der Diagonalmatrizen,
N die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit trivialer Diagonale und K die
kanonische mazimal kompakte Untergruppe von G, d. h. GL,(O) bzw. PGL,(O).
Dann gilt G = ANK und fiir f € LY(G) gilt

/Gf(w)dwz/A/N/Kf(ank:)dk:dnda.



Beweis: Die erste Aussage folgt aus [Car79, S. 140]. Die zweite Aussage folgt aus
[DE14, Proposition 1.5.6] und [PROS| 2.6]. O

2.3 Der Bruhat-Tits-Baum

In diesem Abschnitt sei F' ein nicht-archimedischer, lokaler Kérper und O, w, ¢ wie

zuvor (siehe [2.2.1). Wir definieren G = PGLy(F) und K = PGLy(0O). Dieser Ab-
schnitt folgt [Ser03), Kapitel II].

Wir betrachten den Quotienten G/K. Diesen Quotienten statten wir mit einem
Nachbarschaftsbegriff aus und erhalten dann einen (g + 1)-reguliren Baum, den
sogenannten Bruhat-Tits- Baum.

Um die Nachbarschaftsrelation auf G/ K zu definieren, betrachten wir die Menge al-
ler Gitter in /2 und nennen zwei Gitter 4quivalent, wenn sie sich nur um einen Skalar
unterscheiden. Jede Linksnebenklasse gK definieren eine Aquivalenzklasse von Git-
tern. Wir nennen ¢; K und g2 K benachbart, wenn es Vertreter xy, x5 € GLy(O) gibt,
sodass r1 K = g1 K, x9K = g9 K und sich die von x; und x5 definierten Gitter wie
folgt enthalten:

wrs(? - 2,02 - 202,

Diese Relation definiert auf G/K eine Graphstruktur. Dieser Graph ist ein g + 1-
regulérer Baum (siehe [Ser03, I1.1.1]), der Bruhat-Tits-Baum X,. Wir bezeichnen
mit o die Ecke, der zur trivialen Nebenklasse K gehort. Wir konnen jede Kante mit
dem abgeschlossenen Einheitsintervall [0, 1] identifizieren und erhalten damit eine
Topologie und eine Metrik auf dem Baum.

Dann gelten die folgenden Eigenschaften (siehe [Ser03|, 2.1], [ABOS8| 6.9], [New72l
11.6]):

1. Die Gruppe GLo(F) bzw. PGLy(F') operiert durch Linkstranslation auf den
Ecken von X,. Diese Operation ist transitiv.

2. Die Wirkung setzt sich in kanonischer Weise zu einer Wirkung auf X, fort.

3. Sei g € G. Dann ist der Abstand der Ecke gK zu o genau gleich dem Expo-
nenten des nichttrivialen Elementarteilers von g aus [2.2.6]

4. Ein Vertretersystem fir die Ecken von X ist gegeben durch

{[w ;b] ca,b,x € Ng, x € O/w®O, mindestens ein Eintrag liegt in (’)X} .

10



2.3.1 Beispiel.
Fiir Q, kann man den Graph wie folgt veranschaulichen. Jede Ecke entspricht jeweils
einer PGLy(Z,)-Nebenklasse. Angegeben ist jeweils der Vertreter aus 4.

2.4 Das Gebdude der PGL,,(F)

Im vorigen Abschnitt haben wir den Bruhat-Tits-Baum eingefithrt. In diesem Ab-
schnitt fithren wir nun das Bruhat-Tits-Gebdude der Gruppe PGL, (F) ein, wobei
F' ein nicht-archimedischer, lokaler Korper ist.

Wir verwenden die Notation wie in [2.2.1] Sei weiter G = PGL,(F) und K =
PGL,(O). Wir folgen der Darstellung in [ABOS8, 6.9]. Fiir uns ist hauptséchlich die
Eckenstruktur des Gebaudes interessant. Das Bruhat-Tits-Gebaude hat jedoch viele
weitere interessante Eigenschaften. Hierfiir (und fir eine ausfithrliche Einfithrung in
die allgemeine Theorie von Gebéduden) verweisen wir auf [AB0§|] und [Gar97].



Wir betrachten die Menge aller Gitter in F™ und nennen zwei Gitter dquivalent,
wenn sie sich nur um einen Skalar aus F'* unterscheiden. Sind ¢; K und g, K zwei
Linksnebenklassen von G/ K, dann definieren g; und g, jeweils eine Aquivalenzklasse
von Gittern. Wir nennen ¢; K und g2 K benachbart, wenn es jeweils z1, 2 € GL,(O)
gibt, sodass v1 K = g1 K, 22K = go K und sich die von x; und x5 definierten Gitter
wie folgt enthalten:

wrO" C 20" C 2,0,
Seien g1 K, ..., gm K paarweise benachbart. Dann nennen wir {¢: K, ..., ¢, K } einen
Simplex der Dimension m — 1. Simplizes der Dimension 0 nennen wir Fcken, Simpli-
zes der Dimension 1 Kanten. Jeder Simplex hat maximal die Dimension n — 1. Einen

solchen Simplex nennen wir Kammer. Jeder Simplex ist in einer Kammer enthalten

(siehe [ABOS 3.1]).

2.4.1 Beispiel.
Im Bruhat-Tits-Baum hat jeder Simplex die Dimension < 1, d. h. es gibt nur Ecken
und Kanten. Im Fall n = 3 sind die Ecken

1 1 1
w K

paarweise benachbart. Sie bilden eine Kammer. Fiir beliebiges n sind die Ecken
{diag(wel, ) K e € {0,1}, e =0, e; < e Vi}

paarweise benachbart und bilden eine Kammer.
Wir definieren

ao = {diag(w®,...,w™)K: e; € Z}

und koénnen ag so in R®! einbetten, dass benachbarte Ecken Abstand 1 erhalten.
Wir identifizieren dann ay mit R"~! und erhalten eine Topologie und Metrik auf aj.

2.4.2 Beispiel.
Im Bruhat-Tits-Baum ist ay eine Gerade.

12



Im Fall n = 3 ergibt sich eine Kachelung von R? durch gleichseitige Dreiecke. Jedes
solche Dreieck entspricht einer Kammer.

Fir g € G nennen wir gay ein Apartment des Gebaudes. Dann gilt (siehe [ABOS]
4.1, 6.9], [New72, I1.6]):

o Fiir je zwei Simplizes A, B gibt es ein Apartment, das sowohl A als auch B
enthalt.

o Sind ay,ay zwei Apartments, die die Simplizes A, B enthalten, dann gibt es
einen Isomorphismus a; — as, der A und B punktweise fixiert.

o Die Metrik auf ag induziert eine Metrik auf dem Gebéaude.

o Seien z,y zwei Punkte im Gebdude und a ein Apartment, das x und y enthélt.
Dann liegt jede Geodéte v, die x und y verbindet, bereits in a. Die Geodéte
ist insbesondere eindeutig bestimmt.

o G operiert durch Linkstranslation auf X. Diese Operation ist transitiv auf den
Kammern.

o Ein Vertretersystem fiir die Ecken von X ist gegeben durch

[.I] Ty = w® fur a; € NO, Lij = 0Ve> j, Lij S (’)/w‘“(’) Vi > j,
“1ij" mindestens ein Eintrag liegt in O* '

Wir definieren die Abbildung
7: G/K —{0,...,n—1}, gK — v(det(g)) mod n.

Diese Abbildung ist wohldefiniert und ordnet jeder Ecke des Gebaudes eine Zahl aus
{0,...,n—1} zu. Wir nennen 7(gK) den Typ der Ecke g K. Die Operation von G auf
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X ist nicht typerhaltend. Jedes g € G verschiebt die Typen jeweils v(det(g)) modulo
n, d.h. wir erhalten einen surjektiven Gruppenhomomorphismus G — Z/nZ. Jede
Kammer besteht aus genau n Ecken, wobei jeder Typ genau einmal vertreten ist.
Insbesondere haben zwei benachbarte Ecken des Gebdude verschiedene Typen.

'\‘\ /'[/' ...... \/ \/ \ / _____ :

S / \VAVA b

Das Gebaude X definieren wir dann als die Vereinigung aller Simplizes. Dies ent-
spricht der Vereinigung aller Apartments, wobei wir je zwei Apartments entlang
ihrer Schnittmenge verkleben.

Fiir spéter halten wir das folgende Resultat fest.

2.4.3 Lemma.
Ein Element g € G operiert auf ag genau dann als Translation, wenn g eine Diago-
nalmatriz ist.

Beweis: Sei g = diag(e;@", ..., e,w’) fiir gewisse b; € Ny und &; € O*. Dann gilt
fur alle a; € Ny
g - diag(w™, ..., @)K = diag(e;w™ ™, ... e, @™ ") K
= diag(w™ ™, ... o T")K.
Damit operiert g auf ay als Translation.
Sei g auf ag eine Translation, d. h. es gebe by, ..., b, € Z, sodass fur alle a4, ...,a, €
No
g - diag(w™,..., @)K = diag(w™ ™, ... oK.

Die Bedingung ist dquivalent dazu, dass fiir alle aq, ..., a, € Ny
diag(c= 7", ... @ ). g diag(w™,..., @) € K.

Wir schreiben g = [gij} . Setzt man a; = ... = a, = 0 und lasst a; gegen oo gehen,
ij

dann folgt g1 = ... = g1, = 0. Analog erhélt man durch Variation von ay, dass die
Eintrage der k-ten Zeile von g, die nicht auf der Diagonalen liegen, verschwinden. [

14



2.4.4 Korollar.
Sei g € G. Wenn es ein Apartment a gibt, auf dem g durch Translation operiert,
dann ist g uber F' diagonalisierbar.

Beweis: Sei g € G und a ein Apartment. Dann gibt es ein z € G mit a = zay. Wenn
¢ auf a durch Translation operiert, dann operiert das Element gz~ als Translation
auf ag, ist also nach der Proposition diagonal. O

2.5 Die Wirkung von PGL2(F') auf dem Bruhat-Tits-Baum

Wir verwenden in diesem Abschnitt dieselbe Notation wie in 2.3 Wir fassen F
als Quotientenkérper des faktoriellen Rings O auf. Dieser Abschnitt folgt [Ser03]
Kapitel I1].

Sei g € G. Wir betrachten die Operation von G auf dem Bruhat-Tits-Baum X und
sagen

o g fiziert eine Ecke, wenn es ein z € GG gibt mit gz K = 2 K;

o g ist eine Kanteninversion, wenn es benachbarte Ecken /K und yK gibt, die
durch die Wirkung von ¢ vertauscht werden;

o g ist hyperbolisch oder operiert fixpunktfrei, wenn g weder eine Ecke fixiert,
noch eine Kante invertiert.

2.5.1 Beispiel.

e |7 | ist hyperbolisch.

. é 1- fixiert die Ecken K und {1 w]K und damit auch die Kante, die diese
beiden Ecken verbindet.

. >w 1 ist eine Kanteninversion, denn es vertauscht die Ecken K und {1 w}K .

Sei g € G. Wir definieren
l(g) = inf d(gz, ),

wobei z alle Punkte des Bruhat-Tits-Baumes X durchlauft. {(g) gibt den minimalen
Abstand an, den ein Punkt x von seinem Bildpunkt unter der Wirkung von ¢ hat.
Da die Wirkung von G die Eckenstruktur erhélt, ist {(g) € Ny und das Infimum
wird angenommen. Ist g keine Kanteninversion, dann geniigt es das Minimum tiber
alle Ecken V(X) des Bruhat-Tits-Baumes X zu erstrecken, d. h.

ig) = min d(gz,z).
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2.5.2 Lemma ([Ser03, Kapitel II.1]).

Sei g € G hyperbolisch. Dann ist [(g) > 0 und es gibt genau eine Gerade L(g)
im Bruhat-Tits-Baum, die invariant unter g ist. Auf dieser Gerade operiert g als
Translation um l(g). Genauer gilt

L(g) = {r € X: d(gz,z) = l(g)}.

Insbesondere ist wegen Korollar jedes hyperbolische g € G bereits iiber F
diagonalisierbar.

2.5.3 Lemma.
Sei g € G iber F diagonalisierbar mit Eigenwerten e1w® und 9w, wobei e1,e9 €
O* und ey, ey € Z. Dann gilt

I(g) = ler — ezl
Beweis: Da [ unter Konjugation invariant ist, konnen wir annehmen, dass

. Elwel
g £0T0%?

gilt. Ferner konnen wir annehmen, dass e; > e, gilt, andernfalls konjugieren wir noch
mit der Matrix {1 1}. Nach Division durch den Skalar 9w kénnen wir aulerdem

annehmen, dass e = 1 und e; = 0 gilt, d. h.

gwofr—e2
- 1

mit ¢ € O*. Wir kénnen annehmen, dass e; > ey, denn sonst hétte g den Fixpunkt
o und damit I(g) = 0. Es folgt L(g) = ap und g operiert auf ay als Verschiebung um
e1 — eg. Aus Lemma folgt die Behauptung. ]

2.5.4 Korollar.
Sei v € I' hyperbolisch. Dann gibt es ein ¢ € O, sodass v in G zu dem Element

1
P

konjugiert ist.

Gitter in PGLy(F)

2.5.5 Proposition.
Sei I' ein kokompaktes, uniformes Gitter in G.

o v €T ist genau dann ein Torsionselement, wenn l(y) =0, d. h. wenn v einen
Fixpunkt hat.

o Ist T' torsionsfrei, dann ist jedes v # 1 hyperbolisch und damit tiber F diago-
nalisierbar.
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Beweis: Sei 7 € I" mit 4" = 1. Dann folgt I(y"*) =n - I(v), d.h. I(y) = 0.

Sei umgekehrt v € T mit /() = 0. Dann fixiert 42 eine Ecke x K. Die von 72 erzeugte
Gruppe (7?) fixiert ebenfalls die Ecke /K und ist damit in der Stabilisatorgruppe
xKx7! von zK enthalten. Diese ist kompakt, denn sie ist zu K konjugiert. Gleich-
zeitig ist (7?) eine Untergruppe von I, also diskret. Somit ist (7o) endlich und ~ ein
Torsionselement.

Die zweite Aussage folgt nun aus Lemma [2.5.2] m

2.5.6 Bemerkung.

o Ist X der Bruhat-Tits-Baum von F und I' ein torsionsfreies Gitter in PGLy(F),
so ist I'\X ein endlicher, zusammenhéngender ¢ + 1-regularer Graph (siehe
[Tha66]). Die universelle Uberlagerung dieses Graphen ist X und I ist die Fun-
damentalgruppe.

o Jedes Gitter I' von PGLy(F') enthélt ein Untergitter von endlichem Index, das
torsionsfrei ist (siche Lemma 8 in [Sel60]).

Wir halten fiir spater noch das folgende Korollar fest.

2.5.7 Korollar.
Sei I' ein torsionsfreies Gitter und v € I', v # 1. Dann gibt es ein eindeutig be-
stimmtes primitives Element vy € I' und eine natirliche Zahl n mit

Y="-

Hierbei heifit o primitiv, falls es nicht als Potenz eines anderen FElementes in I’
geschrieben werden kann.

Beweis: 7 operiert entlang der Gerade L(7) (siche Lemma als Translation.
Wir identifizierten L(7y) mit Z und nehmen ohne Beschrinkung an, dass v eine
positive Translation auf Z induziert. Wir wahlen 9 € I', sodass 7y eine positive,
minimale Verschiebung auf der Geraden L(7) induziert. Dann ist 7o primitiv. Sei
74 ein weiteres Element mit minimaler Verschiebung, dann lisst v v, die Gerade
L() fest, hat also Fixpunkte. Aus Proposition [2.5.5] folgt 7o = ~(. Mit dem gleichen
Argument sieht man, dass die Untergruppe von I" aller Elemente, die L(+y) invariant
lassen, eine freie Gruppe vom Rang 1 ist. O

2.6 Bass-lhara-Zetafunktionen

In Kapitel 5| werden wir Gitter betrachten, die kokompakt aber nicht torsionsfrei
sind. Um den Quotientengraphen I'\X bilden zu kénnen, darf I' keine Kantenin-
versionen enthalten. Der Quotientengraph ist im Allgemeinen kein ¢ + 1-regulérer
Graph, denn I' kann Drehungen enthalten, welche von einer Ecke ausgehende Kanten
identifiziert. Insbesondere ist der Bruhat-Tits-Baum nicht die universelle Uberlage-
rung.
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Bass fiihrt in [Bas92] eine gewichtete Zetafunktion ein und zeigt, dass damit analoge
Aussagen zu der Thara-Formel und der Determinantenformel gelten.

In diesem Abschnitt nutzen wir die Notation aus dem vorigen Abschnitt, d.h. F
ist ein nicht-archimedischer, lokaler Kérper und X der zu F' gehorige Bruhat-Tits-
Baum. Dieser Abschnitt folgt [Bas92] und [DK18§].

2.6.1 Definition.
Sei e eine orientierte Kante von X und = = o(e) der Startpunkt von e. Dann defi-
nieren wir das Gewicht w(e) als

w(e) = [Fa(e)],

d.h. w(e) zéhlt, wie viele Kanten in X unter I' mit e identifiziert werden. Dies
definiert dann auch w auf dem Quotientengraph X. Fiir zwei Kanten e, ¢’ mit t(e) =
o(€e’) definieren wir

we,e') = w(e) falls ¢/ # e,
w(e’) —1 sonst.
Ferner setzen wir w(e,e’) = 0, falls t(e) # o(e’). Fur einen geschlossenen Kantenzug
P =(ey,...,e,) von X definieren wir
w(P) =w(ey,eg) ... wle,_1,e,) - wey,er).
2.6.2 Definition ([Bas92, Definition II1.2.7]).

Wir definieren die Bass-Ihara-Zetafunktion von X als

C(X ) = TJ(1 = w(P)yu' ™),

P

wobei P alle geschlossenen, primitiven Kantenziige modulo Verschiebung des Start-

punktes durchlauft (vgl. Definition [2.1.1)).

Im Gegensatz zur Definition der Graph-Zetafunktion in durchlaufen wir hier
nicht nur die Kantenziige ohne Backtracking. Ist I' torsionsfrei, dann gilt

1 falls P kein Backtracking hat,
w(P) =
0 sonst.

Also stimmt in diesem Fall die Definition mit der Definition der Graph-Zetafunktion
iiberein.

2.6.3 Definition.

Sei vy, ..., v, ein Vertretersystem fiir die Ecken von X unter der Wirkung von I'. Die
induzierte Adjazenzmatriz Ar ist die n x n-Matrix, die angibt, wie sich die Nachbarn
einer Ecke auf die I'-Orbits verteilen:

(Ar)i; = [{v € V(X): d(vi,v) = 1, Tv = T}

Ist T" torsionsfrei, so ist Ar die Adjazenzmatrix von I'\ X.
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2.6.4 Beispiel.
Wir veranschaulichen die Wirkung von I' auf X, indem wir Ecken gleich férben,
wenn sie unter I' identifiziert werden.

Jede rote Ecke hat zwei blaue und zwei rote Nachbarn, aber jede blaue Ecke hat
vier rote Nachbarn. Als induzierte Adjazenzmatrix erhalten wir:

)

Beachte, dass die induzierte Adjazenzmatrix nicht symmetrisch sein muss, also ins-
besondere nicht die Adjazenzmatrix des Quotientengraphen I'\ X sein kann.

2.6.5 Satz ([Bas92, Theorem II.3.9]).

Sei Ar die von T' induzierte Adjazenzmatriz und r = |E(X)| —|V(X)|+ 1 der Rang
der Fundamentalgruppe von X.

Dann gilt fir alle w € C mit |u| hinreichend klein

C(X,u)™ = (1 —u?)"det (1 —uAr + qu2).

2.6.6 Definition ([Bas92, Definition 1I.3.2]).
Seien ey, ..., e, die Kanten von X. Wir betrachten die Menge OE(X) der 2m ori-
entierten Kanten und den davon erzeugten freien C-Vektorraum

@ Ce.

e€OE(X)

Wir statten diesen Raum mit dem kanonischen Skalarprodukt aus und definieren
den Operator T hierauf, sodass fiir e, f € OE(X) gilt:

(T'(e), fy = w(e, f) genau dann, wenn der Endpunkt von e der Startpunkt von f ist
und 0 sonst.
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Falls T torsionsfrei ist, stimmt die Definition von 7' mit der Definition aus [2.1] iiber-
ein.

2.6.7 Satz ([Bas92, Theorem II.3.3]).
Es gilt fir alle w € C mit |u| hinreichend klein

C(X,u)™! = det(1 — uT).

2.7 Die Hauptseriendarstellungen der GL,,(F') und PGL,,(F)

In diesem Abschnitt sei F' ein nicht-archimedischer, lokaler Kérper und G die Gruppe
GL,(F) oder PGL,(F). Wir verwenden weiterhin die Notation wie in [2.2.1] Der
gesamte Abschnitt folgt [PROS].

Sei A die Untergruppe der Diagonalmatrizen, N die Untergruppe der oberen Drei-
ecksmatrizen mit trivialer Diagonale und K die kanonische maximal kompakte Un-
tergruppe von G, d.h. GL,(O) bzw. PGL,(O). Aufgrund der Iwasawa-Zerlegung
gilt nun G = ANK (siehe [2.2.7)).

Eine Darstellung (7, V') von G heift glatt, wenn fir jedes v € V' eine kompakte, offene
Untergruppe H von G existiert, die v fixiert. Eine glatte Darstellung heif3t zuldssig,
wenn fiir jede kompakte, offene Untergruppe H von G der Raum der invarianten
Vektoren endlichdimensional ist.

Ein Quasicharakter einer topologischen Gruppe H ist ein stetiger Gruppenhomo-
morphismus x: H — C*. Er heifit Charakter, wenn |x(h)| = 1 fir alle h € H
gilt.

2.7.1 Definition.

Seien i, ..., X, Quasicharaktere von F'*. Ist G = PGL,,(F'), so fordern wir zusétz-
lich x1-...-xn=1.

Die Hauptseriendarstellung m(x1, - .., Xn) ist definiert als Rechtsdarstellung auf dem
Raum

v | f+ G — C lokal konstant,
i) flanx) = o(a)xi(ar) - ...  xn(an) f(x) Va€e A,ne N,z e G|~

Hierbei ist p der Quasicharakter von A mit

ntl

o(diag(ay, ..., a,)) = H la;| 2
i=1

Die Hauptseriendarstellungen haben die folgenden FEigenschaften [PROS, 4.2, 5.5,
5.10]:

1. m(x1,--.,Xn) ist eine zuldssige Darstellung von G.

2. w(x1,---,Xn) ist genau dann reduzibel, wenn es i und j gibt mit Xin_l =1
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3. (X1, .-, Xn) besitzt genau eine irreduzible Unterdarstellung.

4. Zwei irreduzible Hauptseriendarstellungen 7(x1, - . ., X»n), 7(01, - - -, 0n) sind ge-
nau dann isomorph, wenn es eine Permutation o € S, gibt, sodass ¢; = X, ()
fir alle 4.

Wir nennen einen Quasicharakter x von F* unverzweigt, falls x(O*) = 1. Ferner
nennen wir eine zuléssige, irreduzible Darstellung (7, V) von G unverzweigt, wenn
der Raum

VE={veV,:gv=0vVg € K}
nichttrivial ist. In diesem Fall ist V¥ eindimensional (siche [GJ72, p. 74]).
Theorem 9.10 in [PRO§| besagt: Eine Hauptseriendarstellung m(x1, ..., xn) ist ge-
nau dann unverzweigt, wenn die Quasicharaktere y1, ..., x, unverzweigt sind. Um-
gekehrt gibt es fiir jede irreduzible, unverzweigte Darstellung m von G unverzweigte
Quasicharaktere xi,...,xn, sodass m eine Unterdarstellung von m(x1,...,Xn) ist.
Die Menge {x1,-- -, Xx} ist dann eindeutig festgelegt.

Ist 7 eine unverzweigte Hauptseriendarstellung, dann gibt es also unverzweigte Qua-

sicharaktere x1,..., X, mit 7 = 7(x1,...,Xxn). Da die Quasicharaktere y; jeweils
unverzweigt sind, gibt es komplexe Zahlen \, € C/27iZ, sodass x; = | [*. Man
nennt |ww|*, ..., |@|* dann die Satake-Parameter der Darstellung .

Wir definieren die Twahori-Gruppe I als die Untergruppe aller Elemente von K, die
modulo m eine obere Dreiecksmatrix sind, d. h.

I = {(aij)ij: (CLU)U S K, ai; € m Vi >]}

In dieser Arbeit werden nur die Darstellungen interessant sein, welche Vektoren
besitzen, die unter I invariant sind.

2.7.2 Satz ([PRO8, Theorem 9.15]).
Ist w eine zuldssige, irreduzible Darstellung von GG. Dann ist

Vi={veV,:gu=vVgecl}

genau dann nichttrivial, wenn m isomorph zu einer Unterdarstellung einer unver-
zweigten Hauptseriendarstellung ist.

Umgekehrt besitzt jede Unterdarstellung einer unverzweigten Hauptseriendarstellung
nichttriviale Twahori-Fizvektoren.

Im Fall G = PGLy(F') kénnen wir die unverzweigten Darstellung und die Darstellun-
gen mit Iwahori-fixen Vektoren noch weiter prazisieren, denn die Unterdarstellungen
der reduziblen Hauptserie sind leicht zu klassifizieren.

Sei y = | |%. Die irreduzible Unterdarstellung von 7(, x ') aus dem vorigen Satz
heifit Steinberg-Darstellung. Wir bezeichnen sie mit St. Fiir einen Quasicharakter y
mit x? = 1 definieren wir die getwistete Darstellung y ® 7 als

x ® 7(g) = x(det(g)) - 7(g)

und nennen diese Darstellung eine spezielle Darstellung.
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2.7.3 Satz ([PROS, 8.3]).

Sei m eine zuldssige, irreduzible Darstellung von PGLy(F'). Dann besitzt m genau
dann nichttriviale Vektoren, die unter der Iwahori-Gruppe invariant sind, wenn m
zu einer der folgenden Darstellungen isomorph ist:

e FEine irreduzible Hauptseriendarstellung m(x, x™ "), wobei x # | ]i% ein unver-
zweigter Quasicharakter von F* ist.

o Fine eindimensionale Darstellung der Form yodet, wobei x ein unverzweigter
Charakter von F* mit x* = 1 ist.

o Fine spezielle Darstellung, d.h. x ® St, wobei x ein unverzweigter Quasicha-
rakter mit x* = 1 ist.

m ist genau dann unverzweigt, wenn 7w zu einer Darstellung aus den ersten beiden
Fdllen isomorph ist.

2.8 Langlands-L-Funktionen

In diesem Abschnitt fithren wir L-Funktionen von Darstellungen ein. Wir folgen
hierbei [GJ72] und [Bor79).

Sei F' ein nicht-archimedischer, lokaler Korper, G = GL,,(F) oder PGL,,(F) und G
die zu G duale Gruppe (siehe [Bor79]), d. h.

b GL,(C) falls G = GL,(F),
SL,(C) falls G = PGL,(F).

Ist 7 eine irreduzible, unverzweigte Darstellung von G mit zugehorigen Satake-
Parametern ||, ..., |w|*, dann setzen wir

c(n) = diag(|w|™, ..., |w|*) = diag(¢™™,...,¢ ).

Ist r eine endlichdimensionale Darstellung von G , dann ist die Langlands- L-Funktion
von 7 und r definiert als

L(m,r, s)_l = det(1 —r(c(m))q?).
Ist 7 = rgq: GL,(C) — GL,(C) die identische Darstellung, so gilt

n

L(m,rsa, S) = H(l A
i=1
Man nennt diese L-Funktion auch die Standard-Langlands- L-Funktion und schreibt
L(m,s).
Jede Darstellung von PGL,(F') kann als Darstellung von GL,(F') aufgefasst wer-
den. Umgekehrt kann eine Darstellung von GL,, (F') genau dann als Darstellung von
PGL, (F') aufgefasst werden, wenn diese auf den Vielfachen der Einheitsmatrix trivi-

al ist. Die Definition der L-Funktion ist unabhéngig davon, ob man 7 als Darstellung
von PGL, (F') oder GL,(F) auffasst.
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2.8.1 Beispiel.

Sei G = GLy(F) und r = ®%: GLy(C) — GLy(C) ® GLy(C) das Tensorprodukt der
identischen Darstellung. Ist 7 eine unverzweigte Darstellung mit Satake-Parametern
|w|?, |@|#, dann folgt

L(m,®%,s) = (1—q MM (1 — g 5T (1 — g 5 M) (1 — g5,

2.8.2 Beispiel.
Sei 7 = AF: GL(C") — GL(A*C") die Darstellung auf das k-te Hutprodukt und 7

eine irreduzible, unverzweigte Darstellung mit Satake-Parametern ||, ... |w|*.
Dann gilt
L(7T7 /\kvs)_l - H (1 _q_qu_)\i> :
IC{1,..n} i€l
I|=k
Beweis: Wir erinnern daran, dass fiir jede Basis ey, ..., e, eines Vektorraumes V'

ean N Ne,, 1< <...<iy <n
eine Basis fir A*V ist. Damit folgt
r(c(n)) = diag(qg ™1 - ... - g, 1 < iy < ... < <)
und

det(l—r(c(m)g™)= [ (1—qg ™ ....q7™)

1<i1<...<ip<n

= H (1—q*s~Hq*’\i). O

IC{1,..n} il
\I|=k

Der Ansatz von Godement, Jacquet und Langlands

Bislang haben wir nur L-Funktionen fiir unverzweigte Darstellung 7 definiert. In
den Arbeiten |[JL70] und [GJ72] zeigen Jacquet, Godement und Langlands, dass
man die Standard-L-Funktion fiir die Gruppe GL,(F) iiber einem lokalen Korper
F auch tiber einen Integralansatz definieren kann. Mit diesem Ansatz kann man die
L-Funktion fiir jede irreduzible, zuldssige Darstellung von GL,,(F') definieren.

Sei 7 eine irreduzible, zuldssige Darstellung von GL,,(F), ¢ € S(M,(F)) und f ein
Matrixkoeffizient von 7. Dann definieren wir

26,5, 0) = [ o) f(@)] det(x)|" da.

GLn (F)
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Dann gilt (siehe S. 30ff in [GJ72]):

1.

Es gibt ein sy € R, sodass das Integral Z(¢,s, f) fir alle ¢ € S(M,(F)),
jedes s € C mit Re(s) > so und jeden Matrixkoeffizienten f von 7 absolut
konvergiert.

Es gibt eine Funktion L(7,s), sodass fir alle ¢ € S(M,(F)) und jeden Ma-
trixkoeffizienten von

Z(¢s+ "5 f)
L(m,s)

§(,s, f) =

ein Polynom in ¢° und ¢—* ist. Dabei ist L(7, s) das Inverse eines Polynoms in
q~° mit konstantem Term 1.

Es gibt endlich viele Funktionen ¢; € S(M,(F)) und Matrixkoeffizienten f;

von m, sodass
Z 5(92527 S, fl)

)

eine Konstante # 0 ist.

Die Funktion L(7,s) ist durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt. Man nennt
sie die Langlands-L-Funktion (d la Godement-Jacquet) der Darstellung 7. Fiir un-
verzweigte Darstellungen stimmt diese mit L(7, 744, s) tiberein.

2.9

Quaternionenalgebren

In diesem Abschnitt fithren wir Quaternionenalgebren und ihre fiir uns wesentlichen
Eigenschaften ein. Wir orientieren uns hierbei an [Voi21] und [Vig80].

Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und seien a,b € K*. Dann definieren wir eine
Quaternionenalgebra M, tiber K wie folgt: Wir betrachten den vierdimensionalen
K-Vektorraum M, ; der Form

M,, = K &iK & jK & kK

auf dem wir durch i? = a, j2 = b, ij = k = —ji eine Multiplikation definieren.
Damit entspricht M, der Algebra

K{i, j, k}/(i* = a,5* = bij = k, —ji = k).

Hierbei bezeichnen wir mit K{i, j, k} die Ringerweiterung von K um die nicht-
kommutierenden Variablen ¢, j, k. Wie bei Zahlkorpern definieren wir zu einem Ele-

ment

v =+ Bi+j+ ok

das konjugierte Element

T=a«a— pi—yj—ok.
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Damit erhalten wir eine Norm und eine Spurabbildung

N(z) = 2T = o — af8*> — by* + abs®
tr(x) =z +7 = 2a.

Dann gilt wie bei Zahlkérpern N(zy) = N(z) - N(y), tr(z + y) = tr(z) + tr(y) und =
ist in M genau dann invertierbar, wenn N(x) # 0.

Wir kénnen M in natiirlicher Weise auch tiber Erweiterungskorpern L von K be-
trachten, indem wir Koeffizienten aus L zulassen. Dies entspricht dem Tensorprodukt
von M mit L

M@k L=L®iL®jLDEL.

Es gibt verschiedene Paare a, b, die (bis auf Isomorphie) dieselbe Quaternionenalge-
bra definieren. Allerdings kann man fiir Zahlkorper Quaternionenalgebren durch ihr
Zerfallsverhalten tiber den Primstellen des Korper bis auf Isomorphie klassifizieren:

2.9.1 Theorem ([Voi21, Theorem 14.6.1]).

1. Fine Quaternionenalgebra M iiber einem Koérper F der Charakteristik O ist
entweder eine Divisionsalgebra oder isomorph zu My(F'). In dem Fall, dass sie
isomorph zu My (F) ist, nennen wir M dber F unverzweigt. Falls F' = K,
d.h. F' ist die Vervollstaindigung von K beziglich einer Primstelle v, dann
nennen wir M an der Primstelle v unverzweigt.

2. Fine Quaternionenalgebra M 1iber einem Zahlkorper K ist fiir fast alle Prim-
stellen v diber dem Korper K, unverzweigt, d. h. M ® K, ist nur fir endlich
viele v eine Divisionsalgebra.

3. Sei K ein Zahlkorper. Die Abbildung, die einer Quaternionenalgebra M iber
K die Primstellen zuordnet, tiber denen M verzweigt ist, induziert eine Bijek-
tion zwischen Quaternionenalgebren tiber K modulo Isomorphie und endlichen
Mengen von Primstellen von gerader Mdchtigkeit.
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3 Unverzweigte Langlands- L-Funktionen

In diesem Kapitel sei F' ein nicht-archimedischer, lokaler Korper. In betrachten
wir kokompakte, uniforme Gitter I' in PGLy(F') und zeigen, wie man die Standard-
Langlands- L-Funktion einer irreduziblen, unitaren, unverzweigten Darstellung von
PGLy(F') geometrisch ausdriicken kann. Operiert I' ohne Kanteninversion auf dem
Bruhat-Tits-Baum X, dann kénnen wir den Quotientengraphen X = I'\X bilden.
In dieser Situation folgern wir, dass die L-Funktion des unverzweigten Teils der
Rechtsdarstellung auf L?(T\PGLy(F')) dem Determinantenterm in der Thara-Formel
entspricht

L(R™,s — 1)7h = det(1 — udy + qu?), (1)

wenn wir u = ¢~ ° setzen.

In[3.2) verallgemeinern wir dieses Ergebnis dann fiir die irreduziblen, unitaren, unver-
zweigten Darstellungen der Gruppe PGL,,(F'). Wir zeigen weiter, dass fiir jede alge-
braische Darstellung r die L-Funktion L(R",r,s) eine zu analoge Determinan-
tenformel erfiillt. Daraus folgen wir eine Symmetrie der unverzweigten L-Funktionen
beziiglich r» und der zu r dualen Darstellung r*

L(R™,r,s) = L(R™,r",s).

Notation: Wir verwenden die Notation wie in Weiter bezeichne G die Gruppe
PGL,(F) und K die maximal kompakte Untergruppe PGL,(O). Ferner sei I' ein
kokompaktes, uniformes Gitter in G. Wir normalisieren das Haar-Maf§ auf G so,
dass K das Maf} 1 erhalt.

3.1 Unverzweigte L-Funktionen und Graph-Zetafunktionen

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall n = 2.
Sei X der Bruhat-Tits-Baum aus und V(X) die Eckenmenge von X. Dann be-
trachten wir den von den Ecken erzeugten freien Vektorraum

@ Cuv
veV(X)

und seine Vervollstandigung als Hilbertraum

PV(E) = @ Cv:{ S () cw) €C, Y yc(v)|2<oo}.

veV(X) veV(X) veV(X)

Auf 12(V (X)) betrachten wir wie Serre in [Ser03, p. 73] fiir n € Ny die folgenden

Operatoren:
A(v)= ) w.

weV (X)
d(v,w)=n

Hierbei bezeichnet d(v,w) den Abstand von v und w in X. Der Operator A, bildet
also eine Ecke v auf alle Ecken vom Abstand n ab.
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Die Operatoren erfiillen die folgenden Rekursionsgleichungen (siehe [Ser03| p. 73]):
1. AjA; = Ay + ¢+ 1,
2. AA, = Apy1 +qA,q firn > 2.

Als erzeugende Funktion erhalten wir damit:

3.1.1 Lemma.
Fiir v € C mit |u| hinreichend klein gilt

> utA, = (1—u?) (1 —uA; + quz)i1 .
n=0

Beweis: Die Reihe Y u"™A,, ist fiir |u| hinreichend klein absolut konvergent, denn
der Baum ist ¢ + 1-regulér. Mit den Rekursionsgleichungen folgt

(1 —uA; +qu®) > u"A,
n=0

= (1+qu*) > u"4, = > u" A4,
n=0 n=0

— (L ) S Ay = (D 0 A (4 D g 3 0 A )
n=0 n=0 n=2

=1—u>

Insbesondere ist der Operator 1 —uA; +qu? fiir |u| hinreichend klein invertierbar. Da
1—u? ein Skalar ist und damit mit dem Operator kommutiert, folgt die Behauptung.

[

Sei 7 eine Darstellung. Die Operatoren Ay, induzieren eine Operation auf V. (siche
[KIW10])

Af@K) = > f(yK).

yK
d(zK,yK)=k
3.1.2 Satz.
FEs sei (m,Vy) eine irreduzible, unitdre, unverzweigte Darstellung von G. Wir schrei-
ben Ay fir den Skalar, mit dem Ay, auf dem eindimensionalen Raum VE operiert.
Dann gilt mit u = q°

L(m,s— 1) = (1 —udy, + qu2) :

Beweis: Das zentrale Werkzeug ist ein Resultat von Jacquet und Langlands, spater
verallgemeinert von Godement und Jacquet. Nach [GJ72, § 6] und [Deil3] 8.2] kon-
nen wir fiir eine irreduzible, unitire, unverzweigte Darstellung (7, V;) von GLy(F)
die Standard-Langlands- L-Funktion wie folgt berechnen:
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Wiéhle das Haar-Mafl auf GLo(F') so, dass GLo(O) das Mafl 1 erhélt. Fiir Re(s)
hinreichend grof§ konvergiert das Bochner-Integral

Loy B0 (@) det(a) ' (2) @

im Banachraum der beschrankten Operatoren auf V, mit der starken Operatorto-
pologie. Fiir f € V, gilt dann

oy Bra@ @ et @) m(0)f o = L5 = PP,

Um das Bochner-Integral tiber GLy auf ein Integral tiber PGLy zuriickzufiihren,
definieren wir auf PGLy(F) die folgende Funktion:

k=0 K

| |: PGLy(F) — C, xHil F k}K(x).q—k.

Ist z € G und y € GLy(F) ein ganzer Vertreter von x, dann gilt |z| = | det(y)|.
Auflerdem gilt |z| = ¢~* genau dann, wenn die Ecke 2K im Bruhat-Tits-Baum den

Abstand k von der Ecke o hat, das heifit |z| = ¢g~4@5°),
Wir wenden die Quotientenintegralformel [DE14] 1.5] auf an und erhalten

/GLQ(F) o) ()] det(z)|"n(z) dz

= Ly, 0)(Az)| det(Az)|*m(Ax) dA da
PGLy(F) J Fx

= 1 Ax)|A2|° - | det(z)[® dAdz.
i o Ba@ )X et (@) () A da

Damit die Haar-Mafle auf GLy und PGLy zusammenpassen, wihlen wir das Haar-
Maf3 p auf F* so, dass O* Maf§ 1 erhalt. Wir wéhlen x jeweils als ganzen Vertreter.
Dann liegt Az genau dann in Mp(O), wenn A € O \ {0}. Der Term |A|* héngt nur
von der Bewertung von A ab. Wir schreiben das Integral iiber F'* entsprechend um
und erhalten fiir Re(s) hinreichend grof:

/P%(F [ Lo () [of'x() A
PGLy(F) Z:/wnoX N |z (z) dA da
:/PGL2 Z/“L ¢ ")’ |z (x) da
:<§: p(w "OX)(q%)s) /PGLQ(F) 2l (x) de

n=0

(S [, s

n=0

1
= / |z|*m(z) de.
T 11— ¢ % JeaLyp)
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Sei f € VE und y € G. Wir identifizieren G/K mit den Ecken des g + 1-reguliren
Bruhat-Tits-Baumes und bezeichnen mit o die Ecke, die zu der trivialen Nebenklasse
K gehort. Dann folgt

([ lefe@rar)w) = [ e fum)de= 5 Jalflyak)

rKeG/K

=Y q¢"* > f(yzK)

=0 zeG/K
d(zK 0)=l

= ¢ (A )W)
Aus Lemma folgt
/ alr(a)fde = (1—u?) (1 - uip+qu?) " f.

Insgesamt gilt dann nach

L(m,s — 2)Pr = / |z|*m(z) de Py = (1 — Aju+ un)_l P,. O

2 u2

3.1.3 Beispiel.
Sei 7 eine irreduzible, unitare, unverzweigte Hauptseriendarstellung von G mit
Satake-Parametern |ww|?, ||~ und G = AN K die Iwasawa-Zerlegung. Die Funktion

1
M2

az

flank) = |ai|*a| ™

U«Z

ist wohldefiniert und liegt in V.X. Die ¢ + 1 Nachbarn von o sind gegeben durch

{7 ik ecomofu{]' _|x}.

At = 3 D+ L =ae

2€0/wO

Dann gilt

d.h. A;, operiert als Skalar ¢~ + ¢*2 auf VX Aus Satz [3.1.2| folgt

1
(I—g =) (1 —g=)

Insbesondere liefert die Definition von Jacquet, Langlands und Godement in der Tat
L-Funktionen im Sinne von Langlands.

L(m,s) =
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Sei nun I' ein kokompaktes, uniformes Gitter, das ohne Kanteninversion auf dem
Bruhat-Tits-Baum X operiert. Als Folgerung aus Satz erhalten wir, dass die
L-Funktion des unverzweigten Teils der Rechtsdarstellung auf L*(T'\G) gleich dem
Determinantenterm in der IThara-Formel 2.1.2 bzw. 2.6.5] ist.

Sei R die Rechtsdarstellung auf L?(T'\G) und

R= P N(m)m

WE/G\

die Zerlegung der Rechtsdarstellung in irreduzible Unterdarstellungen (siehe [DEI4]
9.1, 9.2]). Wir definieren den unverzweigten Teil der Rechtsdarstellung als

RY= & N(mm.
el
unverzweigt
Diese Summe ist endlich, denn I" ist kokompakt. Die L-Funktion von R"" definieren
wir als
LR™,s)= [] L(ms)N™.
reG
unverzweigt
3.1.4 Satz.
Sei A die von T' induzierte Adjazenzmatriz (siehe . Dann gilt mit u = q*°

L(R™,s —3)7" = det (1 —uA + qu2> :

3.1.5 Bemerkung.

Beachte, dass A die Adjazenzmatrix des Graphen X = I'\ X ist, wenn I" torsionsfrei
ist. Der Determinantenterm ist dann der Determinantenterm in der Thara-Formel
der Graph-Zetafunktion. Ist I" nicht torsionsfrei, aber operiert ohne Kantenin-
version auf X, so entspricht der obige Determinantenterm dem Term in der Thara-
Formel der Bass-Thara-Zetafunktion von I'\ X.

Beweis: Sei R = m @ ...® 7 die Zerlegung des unverzweigten Teils der Rechts-
darstellung in irreduzible Unterdarstellungen. Dann ist

L*(T\G)¥ = é v

Ur
=1

eine direkte Zerlegung von L?(I'\G)¥ in eindimensionale Unterridume. Nach Satz
ist 1 — uA; + qu® bzgl. dieser Zerlegung durch die Diagonalmatrix

diag (L(m,s — %)_1, ey LT, s — %)_1)

gegeben. O]
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3.2 Hoherer Rang

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir und fiir hoheren Rang. Sei dazu
[" ein torsionsfreies, kokompaktes, uniformes Gitter in G = PGL,,(F').

Die Nachbarn einer Ecken im PGL,-Gebaude besitzen verschiedene Typen, d.h.
wir erhalten im PGL,-Gebaude mehrere Adjazenzoperatoren Ai,..., A, 1 (siehe
[LPS8S]).

Sei X das Bruhat-Tits-Gebdude von PGL, (F) und V(%) die Eckenmenge von X.
Wir betrachten fir i € {1,...,n — 1} das Element

x; = diag(1,...,1,w,...,w)
—_——— ———

n—i 7
und definieren den Operator

Ai(zK)= ) ayK

yKeKx; K

auf dem Hilbertraum

2V (%)) = @ Co = {Z i cw) €C, Y Je())? < oo} .

veV veV veV(X)

Dann gilt

yKeV (%)

wobei die Summe sich iiber alle zu x K benachbarten Ecken y K erstreckt, sodass fiir
den Typ von yK gilt
T(yK)=7(xK)+1i mod n.

A; ist folglich der Operator, der eine Ecke xK vom Typ k auf alle Nachbarn vom
Typ k 4 i (modulo n) abbildet. Da jeder Nachbar von K einen anderen Typ hat

n—1
als K, ist Z A; der geometrische Adjazenzoperator auf V(X).

i=1
Dann gilt (siche [LSV05]): Die Operatoren A, ..., A, sind beschrankt, normal
und kommutieren miteinander.

Seien K und yK benachbarte Ecken von X. Wir definieren den Typ der orientierten
Kante, die von 2K nach yK fiihrt, als 7(yK) — 7(xK) mod n. A;; definieren wir
dann als den Operator, der eine Ecke x K auf alle Ecken yK abbildet, sodass es einen
gerichteten Kantenzug der Lénge [ gibt, der nur Kanten vom Typ 1 verwendet. Im
Fall von n = 2 hat jede Kante den Typ 1, d.h. A;; ist gleich dem Operator A; aus
B.11
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3.2.1 Satz.

Sei w eine irreduzible, unitire, unverzweigte Darstellung von PGL,(F). Dann ist
VE unter Ay invariant und wir schreiben Ay fir den Skalar, mit dem Ay auf dem
eindimensionalen Raum VX operiert. Dann gilt mit uw = q~*

Wie im Fall n = 2 kénnen wir dann die L-Funktion des unverzweigten Teils der
Rechtsdarstellung als Determinante schreiben.

3.2.2 Korollar.

Sei I' ein torsionsfreies, kokompaktes, uniformes Gitter in G und X der Quotient
[\X. Die Adjazenzoperatoren Ay, ..., A,_1 von X induzieren dann die entsprechen-
den Adjazenzoperatoren Ay x, ..., An_1x auf I*(V(X)). Dann gilt mit u = q*

L(R™,s — "31) ! = det <1+Z gDy, +q"“‘z”<—u>">'

k=1

Beweis des Satzes: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz|3.1.2] Nach
[GJ7T2, § 6] gilt fur f € V, und Re(s) hinreichend gro83

Lim s = 5P = [ Doy ()| det(a) 'm(2)  d (3

Sei z € G und y ein ganzer Vertreter fiir . Wir definieren |x| = | det(y)|. Dann gilt
|zK| = ¢~ % genau dann, wenn K € Ay ;(o0).

Wie im Beweis von Satz konnen wir mit u = ¢~° das Integral in in ein
Integral iiber die Gruppe PGL,, umschreiben:

1
1 det dr = / “r(x) da.
L. oy @@l det@)n@yde = = [ fapn(e) do

Fiir Re(s) hinreichend grof folgt dann fiir f € VX

[lebr@fde = [ laln@)fdo =3 a3 we)f =3 a " Aulh

1=0 zeV () 1=0

|z|=q~"

Aus Theorem 3 in [Tam63|] erhélt man

- -1
ZUZAU =(1—-u" (1 + Z k k(k 1) /2A + qn(n; )(—u)”>

=0

fir alle u € C mit |u| hinreichend klein. Damit folgt die Behauptung,. O
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Bisher haben wir lediglich die Standard-Langlands- L-Funktion L(7, s) = L(7, rga, S)
betrachtet. Wir zeigen nun, dass analoge Aussagen auch fiir alle L-Funktionen
L(m,r,s) gelten, sofern r eine endlichdimensionale, algebraische Darstellung ist.

3.2.3 Satz.
Sei r eine endlichdimensionale, algebraische Darstellung von SL,(C). Dann gibt es
ein Polynom ¢, inn Variablen, sodass fiir jede irreduzible, unverzweigte Darstellung
™ gilt

L(m,r,8) = ¢p (A1, ooy Ap_1m, ).

Hierbei ist uw = q~*.
Insbesondere erhalten wir: Ist ' ein torsionsfreies, kokompaktes, uniformes Gitter
in G und X der Quotient T\X, so gilt

L(R™,r, 3)’1 = det(¢r (A1 x, -, An1.x,1)).

Beachte, dass die Auswertung von ¢, wohldefiniert ist, denn Ay,..., A, ; kommu-
tieren.

Fiir den Beweis benétigen wir eine einfache Proposition (siehe [LSV05, Proposition
2.1]):

3.2.4 Proposition.
Wir bezeichnen mit oy das k-te elementarsymmetrische Polynom in n Variablen

Op(T1, . xy) = Z Tiy et Ty
1<ii<..<ip<n

Sei m eine irreduzible, unverzweigte Hauptseriendarstellung mit Satake-Parametern
||, ..., |@|™. Dann operiert der Operator Ay, auf VX als Skalar

n—k
Ak,ﬂ' - qu : O-k(q_)\la v )q_)\n)'

Beweis des Satzes: Seien ||, ... |@w|* die Satake-Parameter von . L(m,7,s)
ist definiert als

L(m,r,8)"" = det(1 — r(c(m))u),

wobei ¢(m) = diag(¢~™,...,¢"*). Nach [FH91, Kapitel 15] ist die Darstellung r
durch Polynome gegeben und damit ist dieser Ausdruck ein symmetrisches Polynom
in den Variablen ¢=*t,..., ¢ ** (iiber dem Ring C[u]). Nach dem Hauptsatz iiber
symmetrische Polynome und der Proposition gibt es ein Polynom ¢,, sodass

L(m,7,s)"" = det(1 — r(c(m))u) = ¢p(Aray .oy Ap1ms ).

Beachte hierbei, dass es keinen Operator gibt, der zum n-ten elementarsymmetri-
schen Polynom in n Variablen korrespondiert. Dieses ist jedoch wegen g~ = = 1
trivial. ]
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3.2.5 Beispiel.
Sei A?: SL3(C) — SL(C3 A C3) die Darstellung auf das Hutprodukt und seien
|w|M ||, || die Satake-Parameter der irreduziblen, unverzweigten Darstellung

7. Dann gilt mit u = ¢~* (siehe Beispiel [2.8.2)

S | (R )

i<j
Wegen ¢g~M~*2=% = 1 folgt
L(m A% s) = 1= (72 g 4 g ut (0 + g2 g e -

Dies ist der Skalar, mit dem der Operator 1—¢ luds+q u?A; —u? auf VX operiert.
Wir erhalten

L(R™, A% s — 1) =det(l —udxs + QUQAXJ —¢’u’).

[LSVO05, S. 279] besagt, dass (Ax2)" = Ax;. Damit folgt die Gleichheit der L-

Funktionen

L(R™, A2, s — 1)’1 =det(1 —uAxs+ qu2Ax,1 - Q3U3)
=det(1 —uAx; + qu2Ax,2 - ¢*u?)
= L(R™, rga,s —1)7".

Dieses einfache Beispiel motiviert den folgenden Satz, der sich aus der Symmetrie
(Ax;)t = Ax i ergibt:

3.2.6 Satz.
Sei r eine endlichdimensionale, algebraische Darstellung von SL,(C) und r* die
duale Darstellung zu r. Dann gilt

L(R™,r,s) = L(R™,r",s).

Beweis: Sei 7 eine irreduzible, unitare, unverzweigte Darstellung mit zugehorigen
Satake-Parametern ||, |*». Nach dem vorigen Satz gibt es ein Polynom ¢,,
sodass

N oy

L(ﬂ-7 r, 5)71 = ¢T(A1,7r7 s 7A7L71,7r7 U)

Sei 7 die kontragrediente Darstellung zu 7, d. h. die irreduzible, unverzweigte Dar-
stellung mit Satake-Parametern |@|™*1,... |w|™" (siche [Car79, Theorem 3.2]).
Dann gilt

L(7~T, r, S)_l = ¢T(A1,%7 P aAn—lfra U,)

Wegen Proposition und ¢ ..o q7M =1 gilt A;, = A,_; 7 und damit

L(z,r, s)_1 = (Ap1my -y Arry ).
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Nach Definition gilt
det(1 — r*(c(m))u) = det(1 — r((c(m)") Hu) = det(1 — r(c(m) Hu),
d.h. L(m,r*,s) = L(w,r,s). Es folgt
L(R™,r*, s)™ " = det(¢p(An—1.x,- .., A1 x,u)).

Wegen (A; x)' = A,_i x (siehe [LSV03, p. 279]) und da ¢, ein Polynom ist, erhalten
wir

L(R™,r", S)_1 = det(¢r(Arx, ., An_1.x,u)) = L(R™, r, s)_l. O

3.2.7 Beispiel.
Es gilt L(R™Y,A* u) = L(R™, A" % u) fir k=1,...,n — 1.
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4 Zetafunktionen in hoherem Rang

Sei F' ein nicht-archimedischer, lokaler Korper, X das Bruhat-Tits-Gebdude der
Gruppe G = PGL,(F) und I' ein uniformes, kokompaktes, torsionsfreies Gitter
in G. Es gibt mehreres Ansétze, wie man dem Quotienten I'\X eine Zetafunkti-
on zuordnen kann. In [DKM20] werden zwei Moglichkeiten aufgezeigt, wie man in
einem allgemeineren Setting eine multivariate Zetafunktion definieren kann.

In fihren wir die Zetafunktion S(u) aus [DKM20] im Fall der PGL, (F) ein.
Ausgehend davon definieren wir fiir eine irreduzible, zulassige Darstellung 7 eine
Zetafunktion S;(u) und zeigen, dass man S(u) durch geeignete S;(u) ausdriicken
kann. In bestimmen wir S, in Abhéngigkeit von den Satake-Parametern von 7.
In betrachten wir den Fall n = 2 und zeigen, dass ein enger Zusammenhang zur
Graph-Zetafunktion von X = I'\X besteht:

<
¢

Ferner zeigen wir, dass die Zetafunktionen S, (u) mit den entsprechenden Langlands-
L-Funktionen eng zusammenhéngen und folgern, dass die Graph-Zetafunktion be-
reits bis auf einen trivialen Faktor die Langlands-L-Funktion der Rechtsdarstel-
lung ist. In bestimmen wir S, fiir alle zuldssigen, unitaren Darstellungen von
PGL3(F).

Inverfolgen wir den geometrischen Ansatz aus [DKM20] und verallgemeinern den
Translationsoperator 7" aus 2.1 Wir erhalten fir irreduzible, unverzweigte Haupt-
seriendarstellungen einen Zusammenhang mit gewissen Langlands-L-Funktionen:

S(u) =u-=(X,u).

k(n—k)

det(1 — uTh.) ' = L(m, A¥, g 2 O E =1 n—1, u=q"

Notation: F' sei ein nicht-archimedischer, lokaler Kérper und O, m und @ wie in
Weiter bezeichne G die Gruppe PGL, (F) und K die maximal kompakte Un-
tergruppe PGL,,(O). Ferner sei I' ein torsionsfreies, kokompaktes, uniformes Gitter
in G. Wir normalisieren das Haar-Maf} auf GG so, dass die Iwahori-Gruppe I das Maf3
1 erhalt.

4.1 Eine Zetafunktion

Wir fassen hier die Notation und fiir uns wesentlichen Definitionen und Ergebnisse
aus [DKM20] zusammen. Hierbei beschrianken wir uns auf den Fall des Bruhat-Tits-
Gebaudes X der Gruppe PGL,,(F).

Sei C eine Kammer im sphérischen Gebédude bei oo (siehe [ABO8| 11.8]). Dann gibt
es ein Apartment a, sodass C C Oda gilt. Damit gibt es eine eindeutig bestimmte
Kammer C C 9a, die C entgegengesetzt ist. Sei P bzw. P die Stabilisatorgruppe von
C bzw. C in G. Wir setzen L = P N P. L stabilisiert a und operiert auf a durch
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Translationen. Sei M die punktweise Stabilisatorgruppe von a. Dann ist M eine
normale Untergruppe von L und die Gruppe A(a) = L/M ist isomorph zu Z" .
Wir fixieren eine sphérische Kammer C und ein entsprechendes Apartment a. Wei-
ter sei C' eine beliebige Kammer in a, sodass eine Wand von C' zu C korrespondiert,
und [ die punktweise Stabilisatorgruppe von C' in G. Wir definieren A~ als die-
jenige Halbgruppe, die aus allen a € A(a) besteht, die von C weg in Richtung C
translatieren.

Sei (m,V;) eine zuldssige Darstellung von G. Wir definieren 7; auf A~ als das
Bochner-Integral

mi(a) = 7(1gar) = /G 1rar(2) () da.

Dann definiert 77(a) eine endlichdimensionale Darstellung der Halbgruppe A~ auf
dem Raum V. Fiir eine messbare Menge Teilmenge M von G schreiben wir

[v: M] =vol({zx € G/G, : zyx~' € M}).

Wir bezeichnen mit £(I") die Menge aller Konjugationsklassen [v] in I', sodass 7 in
G zu einem Element aus I A~ [ konjugiert ist. Ferner bezeichnen wir mit G* bzw. I'*
die jeweilige Untergruppe von G bzw. I', die auf dem Apartment a als Translation
operieren.
Dann gilt:

4.1.1 Satz ([DKM20, Theorem 2.3.8]).
Sei das Haar-Maf$ auf G so normalisiert, dass I Maf$ 1 erhdlt. Weiter sei fiir jedes
v €I das Haar-Maf$ auf G- so normalisiert, dass I NG, Maf$ 1 erhdlt. Dann gilt

tr Ry(a) =Y |G5/T8 [y : Tall,

[]

wobei a jeweils das Apartment bezeichnet, auf dem a als minimale Verschiebung
operiert (siehe [DKM20, 2.2.2]), und sich die Summe tber alle Konjugationsklassen
in I' erstreckt. Ferner ist [y : Lal] fiir jedes a € A~ eine ganze Zahl.

Sei x diejenige Ecke von C, die C entgegengesetzt ist (diese existiert nach Wahl
von C'). Wir wéhlen z, als Ursprung und geben a damit die Struktur eines reel-
len Vektorraumes. Dann definieren die anderen Ecken x4, ..., x, von C eine Basis
V1,...,Up_1 von a. Zu jedem a € A~ kann man den zugehorigen Translationsvektor
v, als Linearkombination der Basis schreiben

Vg = 612}1 +...+ gn—lvn—la
wobei & € N. Fiir a € A~ und u € C"! definieren wir dann

uS@ =8 S

38



Ferner setzen wir fur « € lal
w0 — @)

Dies ist nach Lemma 2.3.9 in [DKM20] wohldefiniert. Damit kann man nun eine
Zetafunktion in n — 1 Variablen uq, ..., u,_; definieren.

4.1.2 Definition ([DKM20, 2.4]).
Wir definieren
S(u)= > [G/T5|: TA™Tus™,

[y]eET)
Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass die Funktion S(u) auf der Menge

{ueC ! lulle < ¢}
lokal gleichméafBig konvergiert und dort eine rationale Funktion darstellt (siehe Theo-
rem 2.4.3 in [DKM20]).

Die Funktion S(u) kénnen wir mit Satz auch als Summe von Spuren der Ope-
ratoren Ry(a) schreiben. Sei R = @ N(m)w die Zerlegung der Rechtsdarstellung auf

L*(T'\G) in irreduzible Unterdarstellungen. Wir definieren fiir eine zulissige Dar-
stellung m

Se(u) = Y trm(a)us@.

a€A~
Dann kénnen wir S(u) auch als Summe der S, ausdriicken.

4.1.3 Lemma.
Es gilt

S(u) = ZN(W) - Se(u).
In der Summe sind hierbei nur endlich viele Summanden nichittrivial.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus Satz |4.1.1} L?*(I'\G)! ist endlichdimensional,
denn T ist kokompakt. Es gibt damit nur endlich viele 7 mit V! # 0 und nur diese
Darstellung kénnen einen nichttrivialen Summanden liefern. ]

4.2 S, fiir unverzweigte Hauptseriendarstellungen

In diesem Abschnitt betrachten wir S, fiir unverzweigte Hauptseriendarstellungen
und driicken S, durch die Satake-Parameter von 7 aus.

Sei ap das Apartment aus [2.4] d.h. ay enthélt die Ecken
diag(w®, ..., o) K

mit e, ..., e, € Z. Wir wahlen die Kammer C', sodass sie die n paarweise benach-
barten Ecken

{diag(w™, ..., @)K :e; €{0,1}, e; < e;4q Vi}
enthalt (siehe [2.4.1)).
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4.2.1 Lemma.
Die punktweise Stabilisatorgruppe der Kammer C' ist die ITwahori-Untergruppe

I = {[aijL‘jZ (aij)ij S GLn(O), a;; €m Vi > j} .

Beweis: Sei g € G gegeben durch einen ganzen Vertreter. Dann fixiert g genau
dann die Ecke o, wenn g € K. Sei m € {0,...,n — 1} und

T, =diag(l,...,1,w,..., ).

m n—m

Dann gilt gz,,K = x,K genau dann, wenn z'gz,, € K. Das Element z_'gz,,
entsteht hierbei aus g durch Multiplikation der letzten m Spalten mit @ und der
letzten m Zeilen mit co~!. Damit fixiert g € K genau dann z,, K, wenn g;; fiir alle
n—m<i<nund 1 <7 <m in m enthalten ist.

Insgesamt erhalten wir, dass g genau dann die Kammer C' punktweise stabilisiert,

wenn x € [. N
4.2.2 Lemma.
Es gilt

A = {diag(w“l,w“1+a2, ottt g € Ny, ag,. .., a, € N} .

Beweis: Sei A die Gruppe der Diagonalmatrizen in GG. Die Gruppe der Translatio-
nen A(ag) auf ag ist gegeben durch A (siehe Proposition [2.4.3)). Hierbei operieren
genau die Elemente aus AN K trivial, d. h.

A(ag) = {diag(@®,...,@w™), e1,...,e, € L}.
Ein Element von A(ag) verschiebt genau dann in Richtung C, wenne; < ... <e,. [

Viele der folgenden Resultate gelten nicht nur fir a € A, sondern fiir eine Halb-
gruppe, die A~ enthélt. Wir definieren

A = {diag(w“l,w"1+“2, N AR FR P < NO}
und werden im Folgenden immer ohne Einschrankung annehmen, dass a; = 0 gilt.

4.2.3 Lemma.

Sei a = diag(@w™, w1tz . gut-tan) e AS0 mit g = 0.

Dann ist Ial eine disjunkte Vereinigung von qzk(”“_k)(k_l)“’“ verschiedenen Links-
nebenklassen.

Genauer gilt: Sei Vi; fiiri > j ein Vertretersystem fir m/w®%+ "% m ynd

M(a) = { E

ixy =1, ZEijZOVi<j, l'UEV;J\V/Z>j}
)

Dann ist
Ial = |_| mal.

meM (a)
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Beweis: Wir zeigen zuerst, dass jede Nebenklasse einen solchen Vertreter hat. Sei
v = [zy];; € I. Dann gibt es nach der Iwahori-Zerlegung [Gar97, 18.6] Matrizen
xy, T, € I mit z;x, = x, wobei z; eine untere Dreiecksmatrix mit trivialer Diagonale
und z,, eine obere Dreiecksmatrix ist. Wie man leicht sieht, gilt z,a € al und damit
xal = xjal. Wir konnen also ohne Einschrénkung annehmen, dass x eine untere
Dreiecksmatrix mit trivialer Diagonale ist:

1 1
To1 1 T21 w2
xal = | . ) al = | . ) ) 1.
Tn1 Tp2 - 1 Tn1 wa2$n2 o wa2+‘..+an

Durch die Wirkung von I kénnen wir annehmen, dass fiir alle i > j auch w®**% g

in m/gltezt-+a liegt.

Zur Eindeutigkeit: Seien = = [Iw] LY = [yij} . € M mit zal = yal. Dann folgt
ij i

a~ly~lza € I. Wir betrachten die Elemente auf der erste Nebendiagonalen von

a 'y 'xa und erhalten

Tk+1,k — Ye+1k
To%k+1

(a 'y za) ki1 =

fir £k = 1,...,n — 1. Dann folgt zj 14,@' "%+ 0 = ypyp@w' T+ O und damit
Tr1k = Yk+1k. Setzen wir dies ein und betrachten die Elemente auf der zweiten
Nebendiagonale, dann erhalten wir

(y_lx)k+2 .= Tk4+2,k — Y42,k

To0k+1Tak12

Wie oben folgt zji0k = Yprox fir £ = 1,...,n — 2. Induktiv erhédlt man so die
Eindeutigkeit.

Wir miissen noch zeigen, dass M (a) genau g2=i
Aus |m/w*m| = ¢* folgt

nt1-i)(i-1)ai yiele Elemente enthilt.

M(a)] = [Laro = g,

wobei
me = |{(i,): .5 € {1,...,n}, j <k <i}
=|{izie {10}, k<) [G:d e {1.....n}, § <k}
=Mn—-k+1)(k-1). 0

Mit Lemma [£.2.3] konnen wir S, fir eindimensionale unverzweigte Darstellungen
bestimmen. Fiir alle anderen Darstellungen benotigen wir genauere Kenntnis des
Raumes V!.
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4.2.4 Proposition (S, fiir eindimensionale Darstellungen).
Sei 7 eine eindimensionale, unverzweigte Darstellung von G. Dann gibt es einen
unverzweigten Charakter x mit x" = 1, sodass m = x odet. Dann gilt

n—1 q(nfk)kx<w

Pl 1 — q(n—k)kx(w)n—kuk :

)nfkuk

Sﬁ(ul, e 7un—1) =

Beweis: Die erste Aussage folgt aus [PROS, 3.6]. Sei f € V! mit f # 0. Da 7
unverzweigt und eindimensional ist, gilt V; = V1. Sei

a = diag(1,@®,..., @™ty e A~
Dann folgt wegen dim(V?!) =1

mr(a)f = tr(mr(a))f.
Wir berechnen mit Lemma [£.2.3]

mila)f = [ Lnas(a)n(e) -]
= 3 x(det(@) -/

zlclal
= [lal/I]-x(det(a)) - f
_ qzk(n-i-l—k)(k—l)akx(w)zk ar(n+1-k) | ¢

?

d.h. tr(m(a)) = g2 R E=Dary ()3 e t1=k) - Algo

[e.9]

Sﬂ(“l; Ce 7Un_1) = Z qzk(n+1_k)(k_1)akx(w>zk a‘k(n+1_k)u‘17'2 e uan

n—1
ag,...,an=1
n oo
_ (n+1—k)(k—1)a ag(n+1-k), ag
= H q x(@) Up—q
k=2 ap=1

n+1—k)(k—1)X(w)n+1—kuk_1

(
o q
= H 1 — gt =R (k=1 y (g )ynt 1=y,

1)

I — g PRy (@)

V! fiir unverzweigte Hauptseriendarstellungen

In diesem Abschnitt bestimmen wir eine Basis fiir den Raum V!, wobei 7 eine
unverzweigte Hauptseriendarstellung ist. Da jede irreduzible Darstellung 7 mit V! #
0 eine Unterdarstellung einer unverzweigten Hauptseriendarstellung ist, konnen wir
spiter den allgemeinen Fall hierauf zuriickfithren (siehe [.3] und [4.4)).

Wir definieren auf V! das folgende Skalarprodukt

(f.9) = [_fl@)g(a) da.
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Beachte, dass dies auch fiir nicht unitdre Hauptseriendarstellungen 7 ein Skalarpro-
dukt ist, denn die Einschrankung von 7 auf K ist unitar (vgl. [Deil3) 7.1.3]). Wir
betten die symmetrische Gruppe .S,, durch die Abbildung

o = |0(i) 5]

ihj

1 fallsx =
in G ein. Hierbei bezeichnet ¢ das Kronecker-Delta, d.h. ¢, , = {0 A stx Y
sonst.

4.2.5 Definition.
Sei ANK die Iwasawa-Zerlegung von G aus [2.2.7] Dann definieren wir fir o € S,

K, = (ANN K)ol

und
G, = ANol.

Sei a = diag(ay,...,a,) € A und seien |@|™, ..., |w|* die Satake-Parameter der
Darstellung 7. Wir definieren
A

n
A
@ =Tl
i=1
AuBerdem schreiben wir a**¢ fiir a* - a2, wobei o der Quasicharakter aus ist.

4.2.6 Satz.
Fir o € S, ist die Funktion

fo: G — C, ank — a1k, (k),
wohldefiniert. Eine Orthogonalbasis fiir VI ist gegeben durch f,, o € S,, und es gilt
1/ = vol(Ky).

4.2.7 Bemerkung.

Aufgrund des Transformationsverhaltens von V, und der Iwasawa-Zerlegung kénnte
man erwarten, dass es fiir jede der Nebenklassen v;/ von K/I eine Basisfunktion
fi der Bauart ank — a*"21,,;(k) gibt. Diese Funktionen sind jedoch nicht wohlde-
finiert, denn der K-Anteil der Iwasawa-Zerlegung ist nicht eindeutig bestimmt. So
sind zum Beispiel

ST R T |

zwei verschiedene Iwasawa-Zerlegungen desselben Elements, wobei der K-Anteil in
unterschiedlichen /-Nebenklassen ist.
Statt des Quotienten K/I miissen wir daher (AN N K)\K/I betrachten.

43



Der Beweis der Proposition erfordert einige Vorbereitungen. Zuerst benotigen wir
eine starkere Version der Iwasawa-Zerlegung.

4.2.8 Definition.

Sei X eine n x n-Matrix und S,7 C {1,...,n}. Dann bezeichnen wir mit Xgr
diejenige Untermatrix von z, die nur aus den Zeilen aus S und Spalten aus T" besteht.
Statt Xy ¢y schreiben wir auch z;.

4.2.9 Beispiel.

Ist
T11 T12 T13 T14
To1 Tz T2z Ta4
X = ,
T31 T32 T33 T34
Tg1 T42 T43 Ty4
dann gilt

Tg2 T44

T T
X{1’4},{2’4} _ ( 12 14) ]

4.2.10 Proposition (Starke Iwasawa-Zerlegung).
1. Es gilt G = |_| ANol.

gES)

2. Sei x = auck, wobei a = diag(ay,...,a,) € A mita; € F*, u € N, 0 € S,
und k € I. Dann gilt fir alle l,m € {1,...,n}

) m  fallsl < o(m),
RIS € SO falls 1 = o(m),
e O  fallsl > o(m).

Wir setzen hierbei die Determinante 0, falls die Matrix nicht quadratisch ist,

d.h. fallsl € {oc(m+1),...,0(n)}.

3. Seien a,a’ € A, n,n' € N, 0,0 € S,, und k, k' € I mit anck = a'n’o’k’. Dann
folgt a(ANK)=d(ANK).

Beweis: Die erste Aussage folgt aus |[Car79, S. 140].
Die dritte Aussage folgt aus der zweiten wie folgt: Wahle m = n, dann gilt fiir jedes
le{l,....n}
O* falls | =o(n),
% elO0 fallsl > a(n),
"o lm o falls I < o(n).
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Dies legt v(a,,) eindeutig fest. Wahlt man nun m = n—1, dann gilt fir i € {1,...,n}\
{o(n)}

O* fallsl=o0(n—1),
€0 fallsl>o(n—1),

m  fallsl <o(n—1).

det(T(n—1.n} {Lo(n)})
Ap—10np

Dies legt nun zusammen mit dem Vorigen v(a,_1) eindeutig fest. Induktiv erhilt
man, dass v(a,,) fir alle m eindeutig festgelegt ist.

Wir zeigen nun die zweite Aussage. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen,
dass I € {1,...,n} \ {o(m +1),...,0(n)}, denn sonst ist die resultierende Matrix
nicht quadratisch und die Aussage trivial.

Es gilt

=+ ... Ay * det(k‘{g(m)

Wir wahlen einen ganzen Vertreter fiir k, d. h. wir nehmen an, dass k € GL,,(O) und
betrachten dann die Teilmatrix k{o(m),... o)}, {lo(m+1),...0(n)} Uber dem Kérper O/m.
Mit Laplace-Entwicklung erhélt man, dass

m  falls [ < o(m),
det(K{o(m),....o ()} {Lo(m+1),...0m)}) € § OF  falls I = o(m),
O fallsl>o(m).

4.2.11 Korollar.
Es gilt
K = |_| K,.

O’GSn

Beweis: Sei x € K. Nach dem Satz gibt es a € A,u € N,o € S,, und k € [ mit
x = auck.

Insbesondere gilt au = rk~'o~! € K, d.h. au € AN N K. Damit folgt nun = €
(AN N K)ol = K,. Da o eindeutig bestimmt ist, folgt die Behauptung. O

Beweis von Satz [4.2.6F
1. Die Funktionen sind wegen der starken Iwasawa-Zerlegung (Satz [4.2.10]) wohl-
definiert.
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2. Wir miissen nun zeigen, dass die Funktionen den Raum V! erzeugen. Sei hier-

zu f € VI und r € G mit Iwasawa-Zerlegung x = ank. Dann gilt einerseits
f(ank) = a**¢f(k), andererseits ist f unter I rechtsinvariant. Also ist f durch
die Funktionswerte auf K /I eindeutig bestimmt. f ist auch AN N K-links-
invariant, d.h. f ist eindeutig durch die Funktionswerte auf AN N K\K/I
bestimmt und kann wegen Korollar als Linearkombination der Funktio-
nen geschrieben werden.

Seien 0,7 € S, und ¢ # 7. Dann sind f, und f; orthogonal, denn

(for fr) = /K o () Fo(R) dk = /K L. (k)L (k) dk = 0.

Insbesondere sind f, und f, auch linear unabhéngig, bilden also mit 2. eine
Orthogonalbasis.

Ebenso erhélt man || f,||? = (f,, f,) = vol(K,). O

S, fiir unverzweigte Hauptseriendarstellungen

Das Hauptresultat fiir diesen Abschnitt ist der folgende Satz.

4.2.12 Satz.
Sei 7 eine unverzweigte Hauptseriendarstellung von G mit den Satake-Parametern
||, .. @M, wobei Ay 4 ...+ A, = 0.
Dann gilt -
nl T A T A (i) gy
Sw(ul,...,un_l) = Z H q M_)\ — sz '
o€Sni=1 1 —q~ 2 o) T Al gy,

Fiir den Beweis benétigen wir die folgende Proposition:

4.2.13 Proposition.
Sei o der Quasicharakter aus|2.7.1. Dann gilt fir a € AS°

(m1(a) fo, fo) = I fol?at(oac™ ) .

Der Beweis der Proposition benétigt einige technischen Aussagen.

Sei

und

4.2.14 Lemma.

H = {{IULJ cxy =1, Ty =0V >j, Ti; € O/m \4) <]}

H°PP = {[l’”} L Xy = 17 Tij :0V@<], Tij < O/m Vi >]}
ij

Fiir o € S, ist

{vo: 2z € H, 0 'wo € H®}

ein Vertretersystem fiir K,/I.
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Beweis: Wir zeigen zuerst, dass jede Nebenklasse einen solchen Vertreter hat. Sei
r€ ANNK. Esgilt ANNK =(NNK)(ANK) und (AN K)ol = ol, d.h. wir
konnen annehmen, dass x € N N K. Wir definieren z = xo. Dann gilt

Zij = Lio=1(4)

und daher gilt z; ,;) = 1 fiir alle ¢ und z;; = 0 fir ¢ > o7'(j). Durch die Wirkung
von / kann man nun erreichen, dass z; ; = 0 fir alle j > (i) und 2; ; € O/m fiir alle
J < o(i). Somit konnen wir annehmen, dass z;; = 0, falls j > o(i). Insbesondere
gilt z = 207! € H. Nun gilt fiir i < j

(07'20)ij = To-1(i).0-1() = Zo-1(0)5 = 0,

d.h. o~ two € HOPP.
Wir zeigen nun, dass die Vertreter verschiedene Nebenklassen definieren. Seien daher
xr,y € H mit 07 'z0, 07'yoc € H°P und zol = yol. Dann folgt o 'y lwo € I.
Wegen

oy two = (07 yo) o wo

gilt o7 ly~lzo € H°PP. Wegen I N HPP = {1} folgt = = y. O

4.2.15 Lemma.
Seien a € A=°, 0 € S,,, H und H°? wie in Lemma und x € H. Dann liegt

oxa genau dann in G,, wenn ocxoc~t € HOPP,

Beweis: Angenommen ocxo~! € H°PP. Dann folgt cxo™! € AN N K. Betrachte

oxa = oxo ‘oac 'o.

Der Term cao™! ist wieder eine Diagonalmatrix, d.h. cxo~lcac™' € AN. Insbe-

sondere folgt oxa € ANo C G,.
Sei nun umgekehrt oxa € G,. Wir wenden die starke Iwasawa-Zerlegung [4.2.10 auf
z = oxa an und erhalten, dass fir alle [ < o(n)

V(Zn,a(n)) < V(Zn,l)

gilt. Aufgrund der Bedingungen die x erfillt, folgt fiir alle I < o(n), dass 2,(,),; = 0.
Wir wenden wiederum die starke Iwasawa-Zerlegung an und erhalten, dass fiir alle
I <o(n—1)mitl+# o(n)

V(det(2pn-1m} fo(n-1).0(m})) < V(A (2010}, (1.0(n)}))

gilt. Aufgrund der Bedingungen die x erfiillt, folgt fir alle [ < o(n—1) mit [ # o(n),
dass r,(,—1); = 0.

Induktiv erhilt man, dass z;; = 0 gilt, sofern ¢ > j und o~ '(i) < o~!(j). Dies ist
aquivalent dazu, dass fiir alle 1 < j

(020 ")ij = To(i)o() = 0

gilt, d.h. oxzo™t € HPP, O]
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4.2.16 Korollar.
Seien x € H und o € S,,. Dann gilt fiir alle a € A<°

(cac™ e falls oxo™ € ANNK,

foloxa) = {O

sonst.

Beweis: Aus Lemma [4.2.15|folgt, dass f,(cxa) =0, wenn ozo™' ¢ ANNK.
Wir nehmen daher an, dass czo~! € AN N K. Dann folgt aus der Invarianz von f,
unter AN N K

fr(oxa) = f(cxoc oa) = f,(0a) = f,(cac™ o).
Wegen cac~! € A erhilt man
foloac™ o) = (cac ) f, (o) = (cac 1) 2. O

4.2.17 Lemma.
Sei a = diag(w™, whte2 . @ut-Ta) e ASO mit a; = 0 und o € S,,. Sei weiter

M (a) das Vertretersystem fir Ial/I aus Lemma , Dann gilt
‘{x € M(a) | ozt € ANHK}‘ — H ¢
k=1

wobei
mi = |{(i,j) EN* [ i <k < j<n, o '(i) > 0 (5)}]

Beweis: Sei z € M(a) mit cxzo~! € AN N K. Dann sind die Eintriage x;; mit i > j
oder o71(i) < o7'(j) trivial. Fiir die anderen Eintriage, d.h. z;; mit i < j und
o~(i) > 071(j), haben wir jeweils g%+ T4 viele Moglichkeiten. Insgesamt gibt es
daher

a;j+r1+...4a;

I g
1<j
o Hi)>a1(j)

viele Moglichkeiten fiir z. In diesem Produkt tritt der Exponent a; genau dann auf,
wenn ¢ < k < j. [

4.2.18 Lemma.
SeineN, oc€S, undk €{l,...,n}. Dann gilt

{G0) eN? [i<k<j<n, o(i)>0(j)}| = > ali) —i.
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Beweis: Wir berechnen
{G.) eN? i<k <j<n, oi)>0(j)}|

~Y [ eN|k<j<n o) > o(i)}

i=1

:Zl(!{jemjgn, o(i) 2 o ()} - | €N 1<) <k <n, ali) < o(1)}])

:2a(i)—2’{jeN]1§j<k§n, o(i) < o(j)}]

. 2;0(1') {6 el k=1} o) < ()}

=l k—1)k
= Z o(i) — ( 2 )
i=1
k-1
— Z o(i) — 1.
i=1

4.2.19 Lemma.
Sei a = diag(w™, w2 .. @i t-To) e ASY mit ay = 0 und o € S,,. Dann gilt

n
(a 'oac™")? = [] ¢™*,
k=1

wobes

k—1
i=1

Beweis: Es gilt (e 'oac™)¢ = (a71)2(cac™")°. Nun ist

n L‘H,‘ n
(@ = [T oo £ [ oo
i=1 i=1
und
n ntl 4
(caoc™) =] ’w“ﬁ“'*“m ’
=1
n 11
_ H qf(a2+...+ao(i))(nT*1)
=1
L 1
_ H q—(a2+...+ai)("§ —o~ (i)
=1
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Damit folgt

(a 'gac")? =[] g t-Fede 0D

.
Il
—

= f[ q"rE,
k=1
n n k-1
wobei my, = Y. o7 (i) —i. Wegen Y o 1(i) —i=0folgt mpy = > i —o 1(i). O
i—k i=1 i=1

4.2.20 Korollar.
Seia € A=Y, 0 € S, und M(a) das Vertretersystem fiir Ial/I aus Lemma [{.2.5,
Dann gilt

-1
’{a: € M(a): oxo™t € AN}‘ = ((a_laaa_l)g) .
Beweis: Dies folgt aus Lemma [4.2.17, Lemma [4.2.18| und Lemma 4.2.19| ]

4.2.21 Lemma.
Sei a = diag(w™, wm 2 . @i tTo) e ASY mit ay = 0. Dann gilt

n

(cac™)* =[] ¢™*,

k=1

wobes
k-1

myg = Z )‘cr*l(i)-

i=1
Insbesondere gilt

n
(k=1)(n—k+1)
o =]l¢ >

Beweis: Es gilt

n
Ai
o = i -
=1
n
i )\071 i
=11 ‘waz+A..+al ()
=1
n
_ miag
= q )
k=1

n k—1
wobel my = — Y Aj-13:). Wegen ¢+ =1 folgt my, = > Ap1(3).
i=k i=1

Wahlt man o — id und A = p, dann folgt die zweite Augsage durch eine leichte
Rechnung. ]
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Beweis von Proposition [4.2.13} Es gilt

(m1(0) fos fo) = [ (m1(0) ) (0)Fo )
= [ | Lsar(@) (@) £2) (k) do - Fo (R
- /K 15, (k /G Lrar(2) f, (kz) dz k.

Die Abbildung k +— / 1701(x) fo(kx)dx ist I-rechtsinvariant, d.h. aufgrund der
e

Definition von K, und der Normierung des Haar-Mafles gilt

<7T1(a)favfcr :/ ]-KU k / 1[a] X fg(/{ix)dxdk
/]-Ial ) fo (k) dx

kIEKy /T

Mit Lemma [£.2.14] erhalten wir

/]—IaI ) fo(kx) da /11a1 ) fo(oz) dz

kIEK, /I kI€K, /T

= vol(K,) / 107(2) fr(0x) da
= vol(K Z foloza)

zalelal

Nach Satz gilt vol(K,) = || f»||>. Aus Korollar [4.2.16| und Lemma [4.2.20] folgt

Y. foloza) = ((a_laaa_l)g)_l (cac—t)Me

zal€lal

= q? ((Uaa’l)gy1 (oac™')* - (cac™1)®

Beweis von Satz [4.2.12k Nach Definition gilt

Se(ur, .. up) = > trap(a)ut®

a€A~

Nach Satz sind die Funktionen f, mit o € S, eine Orthogonalbasis von VZ,
d. h.

tra(a) = ) M'

ves, Sl

Aus Proposition folgt

trrr(a) =a® Y (cac™')?
O’ES’n

51



Mit Lemma [4.2.21] erhalten wir nun
Sp(ug, .. uy_1) Z a® Z ocao ) ut@

a€A~ €Sy

=Y Y a%cac)ufreooulny
((=Dn=k+1) 1)(n k1)
> Ixd N

oceS, i=2a;=1
n oo

(B=DOktD) a an
- 113 g

c€S, 1=2a;=1

o=1(1) T A= 1(k—1)) Ok

ag
“Up_q

i(n—1)
2 T Ae() T T A () g

q i
=2 H i(n—i) _y : N
2

oeSy i=1 1 —q o))" Aali gy,

4.3 Fiir die PGLy(F)

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Zetafunktion S(u) aus im Fall des
Bruhat-Tits-Baumes und zeigen die Verbindung zur Graph-Zetafunktion von I'\X
auf. Wir bestimmen S, fiir jede zulédssige Darstellung © und zeigen, dass S, im
Wesentlichen die logarithmische Ableitung der Langlands-L-Funktion L(m, s) ist.

Sei G = PGLy(F), K = PGLy(O) und T ein torsionsfreies, kokompaktes Gitter in
G.

Sphérische Kammern entsprechen im Fall des Bruhat-Tits-Baumes den Enden des
Baumes (siehe [ABOS, 11.8]). C entspricht dann dem Ende, das durch die Ecken

[w 1]K,n€N

n

definiert wird. a ist das Apartment, welches die Ecken lw ] K, n € Z enthalt,

1
und C ist das Ende, das durch die Ecken

ll n} K, neN
w
definiert wird. C' ist die Kammer, die die beiden Ecken
R
1 w
enthalt.

4.3.1 Lemma.
Es gilt
EM)={l]:vel, v#1}.
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Beweis: Offenbar ist v = 1 nicht zu einem Element aus [ A~I konjugiert.
Sei nun vy # 1. Nach Proposition [2.5.5 und Korollar ist v in G zu der Diago-

nalmatrix
1
et

konjugiert, wobei [ = [(v) > 1 und ¢ € O*. Diese Matrix liegt offenbar in JA~1. O

4.3.2 Lemma.
Sei {1 w"} € A~. Dann gilt

][1 n]]z{<a b)FX:c,dewO,beO,aEOX,ad—bcew”OX}.
w c d

Insbesondere gilt

[A[:{(Z Z>Fx:c,d€w(’), be O, aEOX}.

Beweis: Seien

a:[an (112] ﬁ:[bn bio cl

b
wagr 22 wbyy Do

jeweils in ganzen Vertretern, d.h. a;;,b;; € O und a;;, by € O, Dann gilt

o 1 8= aybyy + @M aiabyy a11b12 + w"a12b99 (4)
w" was by + wnﬂambm was1b1a + w"ag9b9o

Modulo m betrachtet erhalten wir

a11b11 ai1b1o
0 0 ’

wobei aq11b11 € O gilt. Insbesondere ist die rechte Seite von bereits ein ganzer

Vertreter. Damit folgt, dass jeder ganze Vertreter eines Elementes von [A™I die

obigen Bedingungen erfillt.

Sei nun umgekehrt x = in ?Q] mit xo1, 2920 € M, 10 € O, 11 € OF und
21 Ta2

det(z) € w"O* gegeben. Wéhlen wir in a1 = s = 1 und a9 = by; = 0, dann

erhalten wir fir das Produkt

b1 b12
wag byn wagibig + w"bea|
Nun setzen wir
T21 Too — waglblg o det(X)

) b22 - n - n "
wri1 w 11w

bi1 = 211, bia = 212, a2 =

Aufgrund der Bedingungen die x erfiillt, sind alle diese Eintrége tatsiachlich in O
und wir erhalten, dass x € IA™1 liegt. O]
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4.3.3 Lemma.
Fiir v €T gilt [y: IA~I]) = 1. Ferner gilt fir v # 1

G5 5 = 1),
wobei vy wie in Korollar[2.5.7] definiert ist.

Beweis: Die zweite Aussage folgt aus Korollar [2.5.7, denn I} ist die von 7 erzeugte
Gruppe.

Fur die erste Aussage konnen wir nach Lemma [2.5.4 ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass v von der Form

]

ist, wobei ¢ € O* und [ > 0. G, ist dann die Menge A der Diagonalmatrizen in G
und wir erhalten

[v: TATI] = vol({x € A\G: 2 'yz € TATT}).

Beachte, dass wir mit der Iwasawa-Zerlegung A\G mit (ANNK)\NK identifizieren
konnen. Der Schnitt A N N K besteht aus allen Diagonalmatrizen mit Eintragen in
O*, ist also isomorph zu O*. Wir kénnen z als Produkt eines Elementes aus N
und aus K schreiben. Offenbar hingt die Eigenschaft x='vx € IA~I nur von der I-
Nebenklasse von  ab, d. h. wir konnen annehmen, dass x von der Form nk ist, wobei

n € N und k € K/I. Mit Korollar 4.2.11{ kénnen wir k = H 1} fir ein y € O/wO

oder k = {1 1} annehmen.

a
Weiter wiahlen wir fiir n den ganzen Vertreter [w wza], wobei z € O und a € Ny

mit der Bedingung, dass a nur dann positiv ist, wenn z € O* ist.
1. Fall k = H 1} mit y € O/wO: Wir berechnen

o |

- [(1—awl><az+ - ;L]-

T oyr =

Dies ist nicht zwangsliufig ein ganzer Vertreter, jedoch gilt v(eww'**) > v(w?). Nach
Lemma liegt 2~ '~yx nicht in TA™I.
2. Fall k = {1 1}: Wir berechnen wie zuvor
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Dies ist ein ganzer Vertreter, denn fiir a = 0 liegt der obere linke Eintrag in O* und
fiir a > 0 ist der rechte obere Eintrag eine Einheit, da z € O*.

Nach Lemma liegt dieses Element genau dann in /A~/, wenn a = 0, d.h.
nel.

Insgesamt erhalten wir also

{r € A\G: 2 'yz € IATT} = A\AI,
dh [y: 1A 1) =1. O

4.3.4 Korollar.
Es gilt

= Z l(%)ul(w

[v]#1
wobei sich die Summe tber alle nichttrivialen Konjugationsklassen in I' erstreckt.

4.3.5 Satz.
Sei 1" ein torsionsfreies, kokompaktes, uniformes Gitter in G, X der Quotientengraph
[\X und ((X,u) die Zetafunktion von X. Dann gilt

S(u) ¢
= (X, u).
Beweis: Wir schreiben logderiv fiir die logarithmische Ableitung und berechnen
logderiv ¢ (X, u) = logderiv H (1 _ ul(%))

[o]
= — Y logderiv(1 — u'0))

[v0]

-1

—l(y0)u n0)-1
__Z 1—ul(’YO

ulo)

:72 ,}/0 ul’YO)

= — Zl ,}/O Z ul(’YO)k

70] k=1

:*Zl%

[]

Hierbei durchlauft [v,] alle primitiven, geschlossenen Wege ohne Backtracking mo-
dulo Start- bzw. Endpunkt und [v] entsprechend alle geschlossenen Wege ohne Back-
tracking modulo Start- bzw. Endpunkt.

Da I torsionsfrei ist, ist X die universelle Uberlagerung von X und I' die Funda-
mentalgruppe von X. Die Konjugationsklassen der Fundamentalgruppe I' stehen in
Bijektion zu den geschlossenen Wegen in X modulo freier Homotopie (siehe [Spa81]
1.8.3]). Diese entsprechen genau den geschlossenen Wegen ohne Backtracking. [
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Sx(u) in den verschiedenen Fillen

Wir berechnen nun S,(u) fir alle zuldssigen, irreduziblen Darstellungen 7 von
PGLy(F). Wenn V! = 0, dann ist auch S;(u) = 0. Sei nun 7, sodass V! # 0.
Dann ist 7 eine Unterdarstellung einer unverzweigten Hauptseriendarstellung. Dies
fiihrt zu den folgenden Féllen (siche [2.7.3):

o T ist eine unverzweigte, irreduzible Hauptseriendarstellung.
o T ist eine unverzweigte, eindimensionale Darstellung.

o 7 ist eine spezielle Darstellung der Form x ® St, wobei y ein unverzweigter
Quasicharakter mit y? = 1 ist.

4.3.6 Satz.
Sei m eine irreduzible, zuldssige Darstellung der Gruppe PGLg(F).

1. Ist ™ eine irreduzible, unverzweigte Hauptseriendarstellung mit zugehorigen
Satake-Parametern |w|?, |@|™, so gilt

ENY 1
PREY) 27 My
Sr(u) = g . + g - )
1—q¢zPu 1 —qg2u

2. Ist m = x o det eine unverzweigte eindimensionale Darstellung, so gilt

x(@)qu
SRR tE

3. Ist w ein Twist der Steinberg-Darstellung mit einem unverzweigten Charakter,
d.h. m = x ® St mit einem unverzweigten Charakter x, so gilt

x(w)u
SR ETE

4. In allen anderen Fillen ist S;(u) = 0.

Beweis: Fiir die ersten beiden Falle haben wir S in bestimmt. Der letzte Fall
ist klar. Betrachte also den Fall 7 = x ® St fiir einen unverzweigten Charakter y
von F* mit y? = 1.

Die Steinberg-Darstellung ist die irreduzible Unterdarstellung der Hauptseriendar-
stellung IT = (] |2,] |~2). Mit einer analogen Rechnung wie in [KDWT0, 2.4] sicht
man, dass V¢ eindimensional ist und von der Funktion ¢ - fiq — faz) erzeugt wird.
Eine kurze Rechnung zeigt, dass

H1(<1 w))(‘]fid - f(12)) =qfia — f(12)-
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Da Il;(a) fir a € A~ multiplikativ ist, operiert II;(a) fiir a € A~ trivial auf V. Fiir
die Darstellung 7 = x ® St erhalten wir mit einer analogen Rechnung, dass m;(a)
fir a € A~ als Skalar y(det(a)) operiert.

Damit folgt

RS __x(@u
Sr(u) = kzzlx(w)kuk ~ 1 (o) O

Vergleich von S, mit der Langlands- L-Funktion

In Satz haben wir einen Zusammenhang zwischen S(u) und der logarithmischen
Ableitung der Graph-Zetafunktion gezeigt. Wir zeigen nun einen analogen Zusam-
menhang zwischen S, und der Langlands- L-Funktion nach Godement und Jacquet
(siehe besteht. Damit erhalten wir neben Satz einen weiteren Zusammen-
hang zwischen Graph-Zetafunktion und der L-Funktion der Rechtsdarstellung.

4.3.7 Notation.

1
Wir setzen v = ¢~*~2 und schreiben auch L(mw,u) statt L(m,s), wenn keine Ver-
wechslungen zu Befiirchten sind.

4.3.8 Proposition.

Sei w eine irreduzible, zuldssige Darstellung von PGLo(F). Wir fassen die L(r,s)
als Funktion in der Variablen u = q_s_% auf.

Ist m = x odet eine eindimensionale, unverzweigte Darstellung, so gilt

r ~ Sx(u) X(@)
L(W’u)_ u +1—x(w)u'
Anderenfalls gilt
L _ Sr(u)
f(ﬂ—7 U) - u :

Beweis: Nach [GHITal 11.9, 11.12, 11.13] haben wir nur in den folgenden Féllen
eine nicht-triviale Langlands-L-Funktion:

1. 7 = 7(x,x™') irreduzible, unverzweigte Hauptseriendarstellung und x ein
Charakter von F'*.

2. ™= x ® St, wobei x ein unverzweigter Charakter von F'* mit y? = 1 ist.

3. ™ = x o det unverzweigte, eindimensionale Darstellung.

Nach sind dies genau die Darstellungen, mit V! # 0, d.h. S;(u) # 0. Im Fall
T = x ® St, x unverzweigt und y* = 1, ist die L-Funktion nach [GHITal 11.12]
gegeben durch

1
L(m,s) = —.
1= x(w)g "2
Die Aussage folgt nun aus Satz durch eine leichte Rechnung. [
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4.3.9 Theorem.
Sei R die Rechtsdarstellung auf dem Raum L*(T\G) und X der Graph T\X. Falls
1

X nicht bipartit ist, gilt mit uw = q~ "2

(X, u)
L -
(R.5) =S
und falls X bipartit ist,
(X, u)
L(R,s) = T

Fiir den Beweis benétigen wir ein einfaches Lemma.

4.3.10 Lemma.

Sei X der endliche Graph T\X. In L*(T\G) kénnen nur zwei unverzweigte, eindi-
mensionale Darstellung auftreten. Die triviale Darstellung tritt mit der Multiplizitdt
1 auf. Sei x der unverzweigte Charakter mit x(w) = —1. Dann tritt die Darstellung
m = x odet genau dann auf, wenn X ein bipartiter Graph ist. In diesem Fall ist die
Multiplizitdt 1.

Beweis: Wir miissen nur den zweiten Teil der Aussage zeigen, denn die triviale
Darstellung tritt immer mit der Multiplizitat 1 auf.

Beachte, dass X genau dann bipartit ist, wenn X keinen Kreis ungerader Lange
besitzt. Da I' die Fundamentalgruppe von X ist, ist X genau dann bipartit, wenn
fir jedes v € T' der Abstand d(vK, K) von vK zu K im Bruhat-Tits-Baum eine
gerade Zahl ist. Somit ist X genau dann bipartit, wenn fiir jedes v € I' der Term
det(7) ein Quadrat in F'* ist.

Beachte nun, dass die Darstellung x o det genau dann auftritt, wenn y auf det(I)
trivial ist. O]

Beweis des Theorems: Sei @ 7; die direkte Zerlegung der Rechtsdarstellung auf

L*(T'\G) in irreduzible Unterdarstellungen. Dann folgt aus Satz und Lemma
E13
¢ S(u)

C(X’u): w :Z

i

Se, (1)

u

Die Diskrepanz zwischen %/(X ,u) und %(R, s — 1) hingt nur von den Vielfachheiten
der unverzweigten, eindimensionalen Darstellungen ab. Wir betrachten nun den Fall,
dass X bipartit ist, der andere Fall geht analog.
Wir schreiben logderiv fir die logarithmische Ableitung und erhalten mit dem Lem-
ma:
! /
CC(X, W) =3 i(w, W) - - ! . +1u — logderiv (L(R, u)(1 - u)(1 +u)).

™

Somit gibt es eine Konstante C, sodass C - ((X,u) = L(R,u)(1 — u?). Setzt man
u = 0, dann folgt C' = 1. ]
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4.4 Fiir die PGL3(F)

In diesem Abschnitt bestimmen wir S fiir alle irreduziblen, zuldssigen, unitéiren
Darstellungen von PGL3(F). Es geniigt hierzu die Darstellungen 7 mit V! # 0 zu
betrachten. Nach sind dies die irreduziblen Unterdarstellungen von unverzweig-
ten Hauptseriendarstellungen. Die Arbeit von [Tad86] klirt, wann diese Unterdar-
stellung unitar ist. Kang, Li und Wang bestimmen in [KLW10l 2.4] die méglichen
Fille und geben jeweils eine Basis von V! an:

1. 7 ist eine irreduzible, unitare Hauptseriendarstellung.
2. 7 ist eine eindimensionale, unverzweigte Darstellung.

3. 7 ist die irreduzible Unterdarstellung von (x| |, x, x| |~'), wobei x ein unver-
zweigter Charakter von F* mit y® = 1 ist.

4. 7 ist die irreduzible Unterdarstellung von (x| ‘7%7X‘ ‘%aX_Q), wobei x ein
Charakter von F'* ist.

5. m ist die irreduzible Unterdarstellung von (x| |2, x| |72, x2), wobei x ein
Charakter von F'* ist.

4.4.1 Satz.
Sei w eine irreduzible, zuldssige, unitire Darstellung der Gruppe PGL3(F).

1. Ist ™ eine irreduzible, unverzweigte Hauptseriendarstellung mit zugehorigen
Satake-Parametern |@|™, |w|*?, |@|*s, dann gilt

1-X

Sﬂ—('Uq, u2) — Z q Uq q

T l—q"Mu 1—g"huy

1+)\j Us

2. Ist m = x odet eine unverzweigte eindimensionale Darstellung, dann gilt

S {1y, 1) = Cx(@u ¢’ x(@)’uy
T ex(@)un 1 - @x(w)2uy”

3. Ist x ein unverzweigter Charakter von F* mit x> = 1 und 7 die irreduzible
Unterdarstellung von w(x| |, x, x| |7'), dann gilt

x(@yur X(@)*u
1—x(@ur 1—x(@)uy

Sw(ul, UQ) =
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4. Ist x ein unverzweigter Charakter von F* und m die irreduzible Unterdarstel-
1 1
lung von m(x| |77, x| |2,x7?), dann gilt

s  xX(@)qu x(@) " q2ug
Tr(u17u2> - . —92 1 3
1 —x(@)2qu1 1 — x(w) lq2uy
3 -1.3
X(@)q>u X(@) g2 ug
+ 3 P
1 —x(@w)q2ur 1 —x(w) lq2uy
3 2
N X(@)q2u X(@)*qus

5. Ist x ein unverzweigter Charakter von F* und 7 die irreduzible Unterdarstel-
1 1
tung von w(x] 1%, x| | "%, x"2), dann gilt

1
g  x(@) P x(@w) qzuy
Tr(u17u2> - . ) 1 1
L= x(@)2qu1 1 —x(w)'q2u,
1 2
I X(@)g2u _ X (@) qus
1
1 — x(@)qzu; 1— x(@)*quz
1 1.1
N X(@)q7uy xX(@) g2 ug

6. In allen anderen Fillen ist V! =0, d. h.
Sﬂ—(ul, UQ) = 0

Beweis: Die ersten beiden Félle sind das Resultat von Lemma [4.2.4 und Satz[£.2.12]
Wir skizzieren am vierten Fall, wie man S, im Allgemeinen berechnen kann. Sei
also y ein unverzweigter Charakter von F'*, II die reduzible Hauptseriendarstellung
7(x| |72, x| |2, x72) und 7 die irreduzible Unterdarstellung von II. Nach [KLWT0,
2.4] hat V! die Basis fiq + fa2), fes) + fasz), fas) + fazs). Um die Rechnungen zu
vereinfachen, verwenden wir Proposition [£.5.5] die wir erst im néchsten Abschnitt
beweisen. Demnach ist die Darstellungsmatrix von I1;(diag(1, @?®, @®"?)) fiir a,b > 0
beziiglich der Basis f,, f12), f(23), f123), f132), f(13) durch eine obere Dreiecksmatrix
gegeben. Die Diagonaleintrige dieser Matrix konnen wir mit [4.2.13] bestimmen. So
ist zum Beispiel die Darstellungsmatrix von I1;(diag(1, 1, w)) gegeben durch

ax (=) * * * * *
0 o Xw)  * * * %
0 0 g2 x(w) * * *
0 0 0 ¢z x(@) * *
0 0 0 0 ¢xx(w) =
0 0 0 0 0 q¢x(w)
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Es ist leicht zu sehen, dass die Darstellungsmatrix von m;(diag(1,1,@)) beziiglich
der Basis fia + fui2), f23) + fase), fas) + fags) durch

ax*(w) * *
0 g¢xlw)
0 0 g¢2x(w)

gegeben ist. Analog erhilt man die Darstellungsmatrix von 7;(diag(1, w, @)) und
kann dann S, berechnen. [l

4.5 Translationsoperatoren

In diesem Abschnitt verfolgen wir den geometrischen Ansatz von Deitmar, Kang und
McCallum aus [DKM20]. Wir betrachten hierzu die Verallgemeinerung des Transla-
tionsoperators 1" aus 2.1} Da wir eine Kammer in mehrere Richtungen translatieren
konnen, erhalten wir mehrere Operatoren Ti,..., T, 1. Wir zeigen dann, dass der
Term det(1 — uTy)~! eine Interpretation als Langlands- L-Funktion hat.

Sei PC(X) die Menge aller punktierten Kammern des Bruhat-Tits-Gebédudes X, d. h.
aller Paare (C, ), wobei C' eine Kammer von X und z eine Ecke von C' ist. Die
punktierten Kammern entsprechen den Nebenklassen G/1.

Wir betrachten den Hilbertraum

12(PC(3€)):{ > AcC
)

CePC(%

> IAo]? < oo}

CePC(X)
und definieren fiir a € G den Operator T'(a) auf I>(PC(X)) als
T(a): P(PC(X)) — *(PC(X)), zl— > =yl

ylelal
Nach [DKM20, 3.1.2] ist der Operator T auf AS? multiplikativ, d.h. fir a,a’ € A=°
gilt
T(aa") = T(a)T(a").
T'(a) definiert durch die Vorschrift

T@HE) = ¥ fuh= ¥ fay)= [ L)y dy

yI€T (a)(z) ylelal

einen Operator auf L?(T'\G), den wir ebenfalls mit T'(a) bezeichnen. T'(a) ldsst den
Raum L*(I'\G)! invariant.

4.5.1 Lemma.
Sei 7 eine Unterdarstellung von L*(T\G). Dann ist VI unter T(a) invariant. Wir
schreiben Ty (a) fiir die Einschrinkung von T(a) auf VI. Fir alle f € V!, a € A=Y
qilt

T(a)f = mi(a) .
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Beweis: Die zweite Eigenschaft ist klar, da die Definition von 77(a)f mit der De-
finition von T'(a)f iibereinstimmt. Die erste Eigenschaft folgt nun hieraus. O

4.5.2 Satz (Zusammenhang mit Langlands-L-Funktionen).
Sei 7 eine irreduzible, unverzweigte Hauptseriendarstellung und a € AS°. Wir be-
zeichnen fir k € {1,...,n} mit T, den Operator T(diag(1,...,1,w,...,w@)).
—k k
Wir schreiben Ty . fiir die Einschrinkung von Ty, auf V.I. Dann gilt mit uw = q—*

det(1 — uTy )t = L(m, AF, s — w)k!(nfk)!.

Fir den Beweis zeigen wir, dass die Operatoren 7T}, , beztiglich einer geeigneten Rei-
henfolge der Basis f,, 0 € S,,, durch obere Dreiecksmatrizen dargestellt werden. Wir
konnen dann die Determinante mit Proposition berechnen. Um die Reihenfol-
ge zu definieren, fassen wir 5, als Coxeter-Gruppe auf (sieche [BB05| 1.2.3]), die von
den Transpositionen (i,i+1), i = 1,...,n—1 erzeugt wird. Mit [(0) bezeichnen wir
die Anzahl Fehlstdnde von o. Dies stimmt mit der iiblichen Definition von [ iiberein,
wenn man S, als Coxeter-Gruppe auffasst (siche [BB05, 1.5.2]).

4.5.3 Definition (Bruhat-Ordnung, [BB05, 2.1.1]).
Seien o, 7 € S,, und 7 die Menge der Transpositionen in S,,. Wir schreiben

g —T,

falls o7'r € T und l(0) < I(7). Dann definieren wir ¢ < 7, falls es Elemente
o, - -+, Tk € Sy, gibt, sodass

O=Tyg —>T1 — ... > T =T.
Die so definierte partielle Ordnung nennt man die Bruhat-Ordnung.

4.5.4 Lemma.
Sei 0g € S, die Transposition, die j und n — j fir alle j € {1,...,n} vertauscht.
Seien o, 7 € S,,. Dann sind dquivalent:

1. o <.
2. 009 > TOy.

Beweis: Seien zuerst 0,7 € S,, mit 0 — 7. Da die Transpositionen 7 unter Konju-
gation invariant sind, gilt

(to0) toog =0y 0 tro €T,
und aus [(10g) = [(0g) — I(7) (siehe [Hum90, 1.8]) erhalten wir

l(1tog) = l(og) — (1) < l(0og) — l(0) = l(00y).
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Sei nun ¢ < 7. Dann gibt es 7, ..., 7 € 5, mit
O =T —T] — ... > T =T.

Dann gilt

TOg = TTg0Og — Mg—109 — ... — M109 — ToOp = 00y,

d.h. 7oy < 00y. Also folgt: 0 < 7 = 00y > T0(. Ersetzt man ¢ und 7 durch ooy
und 70y, dann folgt die Riickrichtung. O

Um o < 7 zu priifen, verwenden wir das sogenannte Tableau-Kriterium (siehe [BB05L
Theorem 2.6.3]):
Seien 0,7 € S,. Fir 1 <1 <k <mnseien o1 < ... < 0y s0, dass

{c(1),...,0k)} ={0o1k,-- - 0kk},

d.h. 0, bezeichnet das i-te Element von {o(1),...,0(k)}, wenn man der Grofle
nach aufsteigend sortiert. Analog definiert man 7, ;. Dann sind dquivalent:

1. o <.
2. o <Tipfirallel <¢ <k <n.

4.5.5 Proposition.
Fiir alle a € AS® und 7 < o € S, gilt:

(Tx(a)fr, fo) =0

Insbesondere kann man die Orthogonalbasis f,, o € S, so sortieren, dass jedes Ty (a)
simultan durch eine obere Dreiecksmatriz dargestellt wird.

Beweis: Sei a € A< und 0,7 € S, mit (Ty(a)f,, f,) # 0. Dann folgt

0# [ (Te(@)f:) (W) FalR) dk
_/ IXI:IfT ky[

=vol(K,) > f-(oyl).

ylelal

Somit existiert ein yI € lal, sodass oy € ANTI und damit
oyr b € ANTIT™!

Wegen Lemma konnen wir annehmen, dass y eine untere Dreiecksmatrix ist.
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Fir x = brit—t € AN7TI7=! mit b € AN, i € I sind alle unteren rechten Hauptmi-
noren invertierbar, denn b ist eine obere Dreiecksmatrix. Somit gilt fir 1 < k£ < n

(Notation wie in [4.2.8)

det(z g, .y ikny) = det(bge ny iny) det (T ) o nd (ko))
= det(bgk,...n} {k,.n}) ACE(i{r k), ()} {7 (R),onsr()}) -
#0 cox

1

Damit folgt, dass auch die unteren rechten Hauptminoren von oy7~" invertierbar

sind. Betrachte den ersten unteren rechten Hauptminor
(@Y™ Dnn = Ya(m)r(n) # 0.
Weil y eine untere Dreiecksmatrix ist, folgt o(n) > 7(n). Fir den zweiten unteren

rechten Hauptminor

0 7é det((UyT_1>{n—1,n},{n—1,n}
= Yo(n—1)1(n-1) " Yo(n)r(n) = Yo(n—1)7(n) * Yo(n)r(n—1)
folgt
on—1)>7(n—1) und o(n) > 7(n)

oder
o(n—1)>7(n) und o(n) > 7(n —1).

Fiir den k£ + 1-ten unteren rechten Hauptminor folgt aus

0 7é det((UyT_l){nfk,.“,n},{nfk,“.,n}

= Z Sgn(@)ya(n—k),T(g(n—k)) Ce Yo(n),m(e(n) s
o€Per({n—k,...,n})

dass es eine Permutation g der Menge {n — k,...,n} gibt, sodass

Yo(n—k),r(o(n—k)) * - - - * Yo(n),r(o(n)) 7 0;

d.h.
o(n—j) = 7(ox(n —j))
gilt fiir jedes 0 < j < k. Sei 09 € S,, die Transposition, die j und n — j fir alle

j € {1,...,n} vertauscht. Dann folgt aus dem Tableau-Kriterium, dass 7oy < ooy,
und wegen Lemma [1.5.4] folgt o < 7. O

4.5.6 Korollar.
Fiir a € ASC gilt

det(1 —uTy(a) = [ 1 —u'rt@oJo),

oes, /o112
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Beweis von Satz [4.5.2F Sei a = diag(1,...,1,w,...,w).
—_——— ————

—k k

Aus Korollar und Lemma folgt

det(1 — uTy ) = H 1_U<T7F(a)fmfa> _ H 1_UM.

oes, 1512 oES, /112

Mit Proposition [4.2.13| und Lemma {4.2.21] folgt

det(1 —uTy,) = [[ 1—u-a®cac™)* = [ 1 —u- q(nj)k (cac™)*.

O’ESn O'GSn

S, operiert via Konjugation auf der Menge der Diagonalmatrizen. Dabei ist
Stab(a) = Per({1,...,n —k}) x Per({n — k+1,...,n}),

d.h. |Stab(a)| = kl(n — k)!. Der Orbit von a besteht aus allen Diagonalmatrizen,
die an genau k Stellen den Eintrag w und an allen anderen Stellen den Eintrag
1 haben. Die Elemente des Orbits von a entsprechen damit bijektiv k-elementigen
Teilmengen von {1,...,n}. Insgesamt erhalten wir

B (n—Fk)'E!

IC{1,...,n} iel
|T|=k
Mit Lemma folgt die Behauptung. O]

Fiir andere Darstellungen

In Satz haben wir gezeigt, dass fiir irreduzible, unverzweigte Hauptseriendar-
stellungen 7 der Ausdruck det(1 — uT} )" eine Langlands-L-Funktion ist. Ausge-
hend davon bestimmen wir nun det(1 — uT}y ) fiir beliebige irreduzible, zuléssige,
unitére Darstellungen von PGLy(F') und PGL3(F).

4.5.7 Satz.
Sei 7w eine irreduzible, zuldssige Darstellung von PGLo(F). Wir schreiben Ty fiir
T ». Dann gilt

1. Ist m eine unverzweigte Hauptseriendarstellung mit Satake-Parametern |w|*,
|| ™, so gilt
det(1 — uTy) = (1 — ug2)(1 — ug>¥2).

2. Ist m = x odet eine unverzweigte, eindimensionale Darstellung, so gilt

det(1 — uTy) =1 — ugx(w).
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3. Ist m ein unverzweigter Twist der Steinberg-Darstellung, d. h. m = x ® St mit
einem unverzweigten Charakter x, so gilt

det(1 — uT,) =1 — ux(w).

4. In allen anderen Fdllen ist det(1 — uT},) = 1.
Beweis: Der Beweis verlauft analog wie die Berechnung von S, in [4.3] O

4.5.8 Satz.
Sei 7 eine irreduzible, unitdre Darstellung der Gruppe PGL3(F).

1. Ist ™ eine irreduzible, unverzweigte Hauptseriendarstellung mit zugehorigen
Satake-Parametern |@|M, |w|*?, |w|?s, so gilt

det(l — UTl,w) — (1 _ uql‘h)z(l _ uql—/\g)2(1 . uq1_,\3>2’
dot(L = uTs,z) = (1 - ug ™ (1 = ug ™2(1 - g™

2. Ist m = x odet eine unverzweigte eindimensionale Darstellung, so gilt

det(1 — uTy ) = 1 — x(w)¢*u,
det(1 —uTy ) =1 — x(@)*q*u.

3. Ist x ein unverzweigter Charakter von F* mit x® = 1 und 7 die irreduzible
Unterdarstellung von w(x| |, x, x| |7'), so gilt

det(1 —uTi ) =1— x(w)u,
det(1 — uTy,) =1 — x*(@)u.

4. Ist x ein unverzweigter Charakter von F* und m die irreduzible Unterdarstel-
1 1
lung von m(x| |72, x| [2.x7?), so gilt

det(1 — Tt ) = (1 — x 2(w)qu)(1 — y(@)giu)?,

det(1 — uTy ) = (1 — x*(=)qu)(1 — X(w)_lq%u)2.

5. Ist x ein unverzweigter Charakter von F* und m die irreduzible Unterdarstel-
1 1
tung von m(x| |2, x| [72,x7%), so gilt

det(1 — uTyr) = (1 — X 2(@)qu)(1 — x(@)g7u)?,
det(1 — uTh) = (1 = X*(@)qu)(1 = x(@) 'g>u)*.

6. In allen anderen Fillen ist V! =0, d. h.

det(1 — vl ) = det(1 —uly,) = 1.
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Beweis: Der Beweis verlauft analog wie der Beweis von Satz [4.4.1] O

4.5.9 Bemerkung.

Die irreduzible Unterdarstellung von m(x| |72, x| |2, x2) aus dem vierten Fall ist
nach [KLWI0, p. 345] unverzweigt. Insbesondere gilt Satz nicht fir alle irre-
duziblen, unverzweigten, unitaren Darstellungen.
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5 Globale Zetafunktionen von Quaternionenalgebren

Sei M eine Quaternionenalgebra tiber einem total reellen Zahlkorper F'. In[5.1|zeigen
wir, wie man fiir fast alle Primstellen v von F' lokale Gitter I', in PGLy(F,) kon-
struieren kann. Diese Gitter operieren im Allgemeinen mit Kanteninversion auf dem
Bruhat-Tits-Baum X,,. In 5.2/ konstruieren wir ausgehend von den lokalen Gittern I',,
endliche Graphen X,. Damit konnen wir eine globale Zetafunktion als Euler-Produkt
der Graph-Zetafunktionen (bzw. Bass-Thara-Zetafunktionen) tiber diese Primstellen
definieren:

C(M,s) =[¢(X,q7).

In untersuchen wir diese globale Zetafunktion auf ihre analytischen Eigenschaf-
ten. Wir zeigen, dass das Produkt fiir Re(s) hinreichend gro8 konvergiert und eine
holomorphe Funktion darstellt. Wir zeigen, dass sie sich unter gewissen Umstéanden
nicht iiber die Gerade Re(s) = % hinaus fortgesetzt lasst. Ferner zeigen wir, dass das
entsprechende Euler-Produkt iiber die Determinantenterme aus der Ihara-Formel
immer eine meromorphe Fortsetzung auf C besitzt und eine Funktionalgleichung
erfiillt.

In skizzieren wir, wie sich diese Konstruktion fiir eine zentrale, einfache Algebra

iiber F' verallgemeinert, und zeigen die auftretenden Probleme in hoherem Rang auf.

5.1 Lokale Gitter

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man aus einer Quaternionenalgebra iiber einem
total reellen Zahlkorper fir fast alle Primstellen v lokale Gitter I'), in PGLy(F,)
konstruieren kann. Diese Konstruktion stammt von Lubotzky, Phillips und Sarnak
[LPS88| und spielt in der Theorie der Ramanujan-Graphen eine wichtige Rolle (siehe
zum Beispiel [Li95] § 2]).

Alle Resultate in diesem Abschnitt sind wohlbekannt. Wir folgen der Darstellung in
[CEL™19).

Sei F' ein Zahlkorper, d. h. eine endliche Erweiterung von Q, und O der Ganzheitsring
von F. Wir betrachten eine Quaternionenalgebra M tber F. Nach Theorem [2.9.]]
gibt es eine endliche Primstellenmenge S von F', sodass M genau dann tber F),
verzweigt, wenn v € S. Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass M an den
unendlichen Primstellen verzweigt, d.h. I’ ein total reeller Zahlkorper ist, und M
iiber R eine Divisionsalgebra ist. Weiter fordern wir, dass F' die enge Klassenzahl 1
hat.

Eine Ordnung von M ist ein O-Gitter in M, welches zugleich ein Unterring von
M ist. Eine Ordnung L heifit mazimal, wenn es keine grofere Ordnung gibt, die L
enthalt.
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Wir fixieren eine maximale Ordnung L von M. Fiir einen Ring R, der O enthélt,
definieren wir die R-wertigen Punkte von M als

M(R)=L®oR

und setzen

G(R) = M(R)*/R".

Dann gilt M(O) = L und M(F) = M. Fiir eine Primstelle v sei G, = G(F,) und
K, =G(0,). Fir alle v ¢ S gilt

M(F,) = My(F),).
Wir kénnen diesen Isomorphismus ferner so wéhlen, dass
M(O,) = M5(O,).

Dann gilt fir alle v ¢ S: G, ist isomorph zu PGLy(F,) und K, entspricht der
maximal kompakten Untergruppe PGLy(O,).

Wir betrachten den Adele-Ring des Zahlkorpers F'

/\Ou
A=1] Ex]IF

V<00 v|oo
und die Gruppe
— G(0y)
Gay=TI  G(E)x [ GF).
v<oo v oo

Da M iiber R verzweigt, ist G(R) kompakt (siehe [Lubl0O, S. 82]) und aus [PR94,
5.3] folgt, dass G(F') eine diskrete, kokompakte Untergruppe von G(A) ist. Beachte
jedoch, dass G(F') nicht torsionsfrei ist, denn jedes x € G(F) mit tr(xz) = 0 ist ein
Torsionselement der Ordnung 2.

Wir betrachten die kompakte Untergruppe

K= I[ G, x [ G(F) (5)

v<oo

von G(A). Aus der starken Approximation folgt nun (siehe [CELT19, § 7]):
Fiir jedes v ¢ S gilt

wobei

K" = [ G(O,) x 1|1 G(K.).
V' <oo V' | oo

vy
Insbesondere gilt fiir jedes v ¢ S

G(F)\G(A)/K” =T \G(F,),
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wobei
I,=G(F)n H G(O,).

V' <o

3%

Da F die enge Klassenzahl 1 hat, gilt nach [CGL09, 5.3.1]

I, =G(O[Z]). (6)
Wenn T', ohne Kanteninversion auf dem Bruhat-Tits-Baum X, von PGLy(F),) ope-
riert, kann man den Quotientengraph I',\ X, bilden und die Bass-Thara-Zetafunktion
betrachten. Leider ist kein Kriterium bekannt, das sicherstellt, dass I',, fiir fast alle
v ohne Kanteninversion operiert (oder sogar torsionsfrei ist). Wir ersetzen daher I',
durch eine Untergruppe I'! vom Index 2, die ohne Kanteninversion auf dem Bruhat-
Tits-Baum operiert. Durch geeignete Wahl von M koénnen wir dann sicherstellen,
dass T'! torsionsfrei ist.

5.2 Lokale Graphen
Seiv ¢ Sund T, = G(O[2]) wie in (). Wir betrachten den Gruppenhomomorphis-

w
mus

M(O[Z])* = Z, x — v(N(z)).

Dieser setzt zu einem Gruppenhomomorphismus ¢: I'), — Z/27Z fort. Wir definieren
I'l als den Kern von ¢.

5.2.1 Lemma.
Seiv ¢ S.

1. TL operiert ohne Kanteninversion auf dem Bruhat-Tits-Baum X, von F,.

14

2. Der Index von T} in T, hdingt nicht von v ab.
3. [T, : T =2,
Beweis:

1. Die Bewertung der Norm jedes v € T'! ist nach Defnition von I'} gerade. Damit
erhilt T'} die Typen des Bruhat-Tits-Baumes und enthélt insbesondere keine
Kanteninversion.

2. Nach Definition ist [T, : T'}] < 2. Angenommen, es gibt eine Stelle v ¢ S,
sodass ', = T'L. Dann tritt in L?(T',\G, )% die nichttriviale eindimensionale
Darstellung

T, G(F,) — C*, 2 — (—1)"N@)

Y

auf. Mit der starken Approximation konnen wir 7, zu einer Darstellung 7 auf
L*(G(F)\G(A))X fortsetzen. Nach Proposition 3.6 in [LSV05] ist 7 eindimen-
sional, d. h. in L*(G(F)\G(A)) treten zwei eindimensionale Darstellungen auf.
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Da sich diese jeweils als Tensorprodukt zerlegen, treten auch an jeder ande-
ren Stelle zwei eindimensionale, unverzweigte Darstellungen auf. Damit gilt
'l =T, an jeder Stelle v ¢ S.

3. Es geniigt zu zeigen, dass es eine Stelle v gibt, fiir die '} # T, gilt. Sei p
eine Primzahl, die in der Korpererweiterung F/Q unverzweigt ist, und v eine
Bewertung tiber p. Nach Theorem 1 in [Roul9] gibt es ein ungerades k € N
und ein v in der maximalen Ordnung L mit N(y) = p*, d.h. N(v) hat eine
ungerade Bewertung beziiglich v. Damit liegt v € T',,, aber nicht in T'}. ]

5.2.2 Definition.
Sei v ¢ S und X, der zu F), gehorige Bruhat-Tits-Baum. Wir definieren den Gra-
phen X, als den Quotientengraphen I''\X,. Die Ecken von X, entsprechen den
Doppelnebenklassen

DG /K,

und die orientierten Kanten

LGy /1y,
wobei I, die Iwahori-Gruppe von PGLy(F') bezeichnet.

X, ist dann ein zusammenhéngender, bipartiter Graph. Beachte, dass I'l im All-
gemeinen nicht torsionsfrei ist und X, daher nicht ¢ + 1-regulér sein muss. Durch
geeignete Wahl der Quaternionenalgebra M konnen wir jedoch erreichen, dass I'}
torsionsfrei ist.

5.2.3 Proposition.
Seiv ¢ S. Dann gilt:

o Wenn M* nur die trivialen Torsionselemente +1 enthdlt, dann ist T} torsi-
onsfrei. X, ist dann ein q + 1-reqularer Graph.

o Die Anzahl der Ecken von X, ist unabhdngig von v. Beide Bipartititsklassen
haben gleich viele Ecken.

Beweis: Sei v € '} ein Torsionselement. Wir wihlen einen ganzen Vertreter fir
und bezeichnen diesen ebenfalls mit 7. Da I'} keine Kanteninversion enthalt, fixiert
v eine Ecke (siehe . Weiter gibt es ein k € Z, sodass N(y) = @?. Das Element
w %y € M* hat dann die Norm 1 und eine geeignete Potenz von w™*v operiert
trivial auf dem Bruhat-Tits-Baum. Diese Potenz ist somit ein Skalar der Norm 1,
also 1, denn F ist total reell. Da M * nur die trivialen Torsionselemente 41 enthalt,
sind auch @ %y und ~ Skalare.
Wegen der starken Approximation entsprechen die Doppelnebenklassen I',)\G, /K,
den Doppelnebenklassen G(F)\G(A)/K. Nach Konstruktion und Lemma ist
jede Doppelnebenklasse I',\G, /K, die disjunkte Vereinigung zweier Doppelneben-
klassen I''\G,/K,. Damit hat jede Bipartititsklasse |G(F)\G(A)/K| viele Ecken.
O
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Wir geben nun noch fiir F = Q und F = Q(v/2) jeweils ein Kriterium, das sicher-
stellt, dass eine Quaternionenalgebra M iiber F' keine nichttrivalen Torsionselemente
enthélt. Insbesondere sind dann fir M alle lokalen Graphen reguldr und bipartit.
Das erste Kriterium ist wohlbekannt (siehe zum Beispiel [Deild]), das zweite eine
direkte Verallgemeinerung hiervon.

5.2.4 Lemma.

o Sei F = Q, M eine rationale Quaternionenalgebra, die tiber R eine Divisi-
onsalgebra ist, und S die Menge aller Stellen, an denen M wverzweigt. Gibt
es Primzahlen p,q € S (nicht notwendigerweise verschieden), sodass p = 1

mod 3 und ¢ =1 mod 4, dann besitzt M* nur die trivialen Torsionselemente
+1.

o Sei F = Q(v/2) und S die Menge der Primstellen, an denen M verzweigt. Gibt
es Primzahlen p,q € S (nicht notwendigerweise verschieden), sodass p = 13
mod 24 oder p = 19 mod 24 und ¢ = 5 mod 8, dann besitzt M* nur die
trivialen Torsionselemente +1.

Beweis: Fiir die erste Aussage siche Lemma 2.2 in [Deil4].

Sei F' = Q(v/2) und 2 € M* ein Torsionselement, d.h. es gibt ein n mit 2" = 1.
Wir wiahlen n minimal mit dieser Eigenschaft. K = F'(x) ist eine Kérpererweiterung
von Q(v/2) vom Grad < 2. Da z eine primitive n-te Einheitswurzel ist, enthalt K
den n-ten Kreisteilungskorper ¢,. Wir erhalten also das folgende Diagramm:

Fall [¢, : Q] = 4: Dann folgt ¢, = K und n = 8, denn (s, (10 und ¢} enthalten Q(v/2)
nicht als Unterkérper. Nach [Neu92, Satz 1.10.3] zerfillt in (g jede ungerade
Primzahl in ein Produkt von verschiedenen Primidealen. Nach [Rei03, § 32]
verzweigt jedoch jede Primzahl in S triage in der Korpererweiterung K/F'. Dies
ist ein Widerspruch.

Fall [(, : Q] = 2: Dann folgt n € {3,4,6}. Da p =1 mod 3 zerféllt p nach [Neu92l
[.104] in (3 = (s in ein Produkt von zwei Primidealen. Ebenso zerfillt ¢ in
(4 in zwei Primideale. Da p und ¢ modulo 8 kongruent zu 3 oder 5 sind, sind
sie in der Kérpererweiterung Q(v/2)/Q trige (siehe [Weid8, 6-2-4]). In der
Korpererweiterung K /F' sind p, ¢ ebenfalls triage, denn p,q € S. Dies ist ein
Widerspruch.

Somit folgt ¢, = Q und z = £1. O
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5.3 Die globale Situation

Sei M eine Quaternionenalgebra, sodass M an jeder unendlichen Stelle von F' zer-
fallt. Wir fixieren eine maximale Ordnung L von M. Sei S die Menge der Primstellen,
an denen M verzweigt. Fur v ¢ S sei X,, der Graph aus Definition (X, u)
die Bass-Thara-Zetafunktion von X, und £(X,,u)~" der Determinantenterm aus der
Thara-Formel 2.6.5 Wir definieren

¢(M,s) =] (X0, q7)

vgS

und
§(M,s) =] &(X0,q7).
v¢sS
In diesem Abschnitt zeigen wir, dass das Euler-Produkt der Determinantenterme aus
der Thara-Formel eine analytische Fortsetzung besitzt und eine Funktionalgleichung
erfillt. In haben wir bewiesen, dass die L-Funktion des unverzweigten Teils der
Rechtsdarstellungen R} auf L?(T')\G,) in Relation zur Graph-Zetafunktion steht:

L((Rzlx)uvv § = %) = f(X,/, qis)il'
Wir zeigen, dass
L((R)",s)
(1 _ q—25)2n
wobei R, die Rechtsdarstellung auf L?(T',\G,) ist. Die rechte Seite der Gleichung
konnen wir dann global als Rankin-Selberg-Integral interpretieren und erhalten die
analytische Fortsetzung.
Durch Analyse der Kantenzahl beweisen wir, dass im rationalen, torsionsfreien Fall
das entsprechende Euler-Produkt der Graph-Zetafunktionen nicht iiber die Gerade

Re(s) = % hinaus fortgesetzt werden kann. Die Aussage verallgemeinern wir an-
schlieflend fiir die Hamilton-Quaternionen.

= L(RY,®%, 2s),

5.3.1 Theorem.

1. (M, s) und £(M, s) konvergieren fiir Re(s) hinreichend grof$ und stellen dort
holomorphe Funktionen dar.

2. £(M,s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf C und erfillt eine Funktio-
nalgleichung, die £(M, s) mit £(M, % — s) in Beziehung setzt.

3. Ist M eine rationale Quaternionenalgebra und besitzt M™ nur die trivialen
Torsionselemente +1, dann kann ((M,s) nicht meromorph iber die Gerade
1

Re(s) = 5 hinaus fortgesetzt werden.

Die Bedingung, dass M* keine nichttrivialen Torsionselemente enthélt, ist nicht not-
wenig fiir die Nichtfortsetzbarkeit von (M, s). Die genaue Bestimmung der Kan-
tenzahl ist in diesem Fall jedoch deutlich aufwendiger. Wir fiihren dies exemplarisch
am Beispiel der Hamilton-Quaternionen vor.
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5.3.2 Satz.
Seien M die Hamilton-Quaternionen tiber Q und L die Hurwitz-Quaternionen

L=7+Zi+7Zj+ 752

Die Funktion ((M,s) kann nicht iber die Gerade Re(s) = % hinaus meromorph
fortgesetzt werden.

Zum Beweis von Theorem ©.3.1]

Wir zeigen zuerst die Konvergenz des Euler-Produktes fiir Re(s) hinreichend gro8.
Nach Proposition héngt die Anzahl Ecken von X, nicht von v ab. Wir bezeich-
nen sie mit 2n. Die Determinantenformel besagt: ((X,,u)™! = det(1 — uT,).
Hierbei ist T), eine [ x [-Matrix, wobei [ die Anzahl orientierter Kanten von X, ist.
X, besitzt hochstens 2n(q+ 1) viele orientierte Kanten. Da sich die Eintrage in jeder
Zeile von T, zu g aufsummieren, sind die Eigenwerte von T, betragsmafig durch ¢
beschréankt. Wir berechnen fir s € R, s > 1:

log(det(1 — ¢~°T,)~ Zlog (A=A H=> > (Ag
A

k=1

wobei sich die Summe iiber alle Eigenwerte von T, erstreckt. Wir erhalten

1-s
|log(det(1 — ¢~°T, |<ZZ =9k <on(g+1) - a —
X k=1 1—yq
Wir erhalten
1-s
> |log(det(l — ™" L,) ) <20 3 (g+ 1) lq—
vgs vgsS —4q
< 2n Z q
V%S 2
3—s
=1C 21 24

v¢sS

Die Reihe }~, ¢~ konvergiert fiir s > 1, d. h. die Reihe der Logarithmen konvergiert
fir Re(s) > 4 absolut. Dann konvergiert das Euler-Produkt dort lokal gleichméfig
absolut und stellt eine holomorphe Funktion dar.

Um zu zeigen, dass (M, s) fir Re(s) hinreichend grof3 konvergiert ist, geniigt es
wegen der Thara-Formel zu zeigen, dass

. [B(X,) -1V (X))
11 <(1 - (qs)2)>
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fir Re(s) hinreichend grof§ holomorph und nullstellenfrei ist. Wir betrachten wieder
die Reihe der Absolutbetrige der Logarithmen und erhalten fiir s € R, s > % wie
oben

oo ,—2ks
(B - IVxID Y <Zznqzq
vgsS k=1 véS
—2s
<2nzq _ —23
1/¢S
< 1_2 — Z 1— 25

végS
Somit konvergiert die Reihe der Logarithmen fiir Re(s) > 1 absolut und das Produkt

ist auf diesem Gebiet holomorph und nullstellenfrei.

Zur analytischen Fortsetzbarkeit von £(M, s): Korollar gibt uns eine Verbin-
dung von &(X,,q™*) und der Langlands-L-Funktion des unverzweigten Teils der
Rechtsdarstellung auf L*(TL\G,). Der Quotient I'}\G, /K, hat im Gegensatz zu
[',\G,/K, keine globale Interpretation. Jedoch kénnen wir mit der folgenden Pro-
position die Rechtsdarstellung beziiglich T’ und T',, in Beziehung setzen.

5.3.3 Proposition.
Seiv ¢ S und x, der nichttriviale, unverzweigte Charakter der Ordnung 2 von F

XV(I) — (_1)u(x)mod2.
Dann gilt:

1. Ist R}V = E‘na m; die Zerlequng des unverzweigten Teils der Rechtsdarstellung
=1

auf L2(FV\C_?,,) in irreduzible Darstellungen, so ist
PrePx.om
i=1 i=1
die Zerlequng des unverzweigten Teils der Rechtsdarstellung auf L*(T1\G,) in

irreduzible Darstellungen.

2. Ist 7 eine irreduzible, unverzweigte Darstellung von G, mit Satake- Parametern
7\, ¢, so hat x, ® m die Satake-Parameter —q*, —q~> und es gilt:

1
(1 _ q2/\725)(1 _ q72)\723) :

L(m,s)L(x, @ 7, s) =

n

8. & Xy, q ) = (1 =gt ] Lim, ®%, 25 — 1).

=1
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Beweis: Die getwistete Darstellung y, ®7; ist eine irreduzible, unverzweigte Unter-
darstellung von L*(T'\G,)X*, aber nicht von L*(T',\G,)"”. Aus Lemma folgt
T\G,/K,| =2-|l'\G,/K,| und damit

LXTNG) =P m e (xo @ m).
=1

Hat ; die Satake-Parameter |w|*, |o|™*, dann hat x, ® m; die Satake-Parameter
—|w*, —|@|™, d.h.

L(m,s) '"Lxy @i, 8) ' = (1—q* N1 —q¢ ™M1 +qg )1 +¢)
— (1 _ q—25—2/\)(1 _ q—25+2)\).

Die L-Funktion L(m, ®?%, s) ist nach gegeben durch
Lm, @ s) 7' = (1= q (1 = ¢ (1 - ¢7)%

Wir wenden Satz [3.1.4] an und erhalten

=TI (L(m, @ 25 = 1)(1 — ¢~ >1)?).
Nun folgt die Behauptung. O]

Wir nutzen nun die starke Approximation und kénnen damit das Euler-Produkt glo-
bal interpretieren. Sei K wie in (B]), RX die Rechtsdarstellung auf L?(G(F)\G(A))¥

und
n

RK = @ T
i=1
die direkte Zerlegung in irreduzible Unterdarstellungen. Jede solche Darstellung
kann dann als Tensorprodukt tiber die Stellen von F' geschrieben werden (siehe

[Fla79])
T, = ®7Ti,u7

wobei ;, irreduzible Darstellungen von G, sind. Nach Wahl von K ist m;, fiir
v ¢ S eine unverzweigte Unterdarstellung der Rechtsdarstellung auf L*(T,\G,).
Umgekehrt kann man mit der starken Approximation jede irreduzible, unverzweigte
Unterdarstellung der Rechtsdarstellung R, auf L*(T',\G,) zu einer globalen Unter-
darstellung auf L*(G(F)\G(A))¥ fortsetzen.
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Damit erhalten wir, dass sich die lokalen und globalen Darstellungen entsprechen
(siehe auch [Lubl0] 6.3, 7.1]):

n
uv __
RV = @ﬂ-i,l/'
i=1

Wir erhalten

E(M,s) = I (x—g 2> L% (7, ®%, 25— 1) = (p(2s—1)*" ] L® (7, ®%, 25— 1).
vé¢S i=1 i=1

Hierbei bezeichnet (r(s) die Dedekindsche Zetafunktion und L(w, ®?%, s) die Rankin-
Selberg- L-Funktion der automorphen Darstellung 7 mit sich selbst (siehe [Cog04]).
¢2(s) und L® sind entsprechend die unvollstindigen Euler-Produkte iiber die Stellen
v ¢ S. Sowohl die Dedekindsche Zetafunktion als auch L(7, ®2, s) sind meromorph
auf C und erfiillen eine Funktionalgleichung, die s mit 1 — s in Beziehung setzt
(siehe [Neu92, VIL5], [Cog04, 9.4]). Beachte hierbei, dass jede unverzweigte Darstel-
lung von PGLy(F),) isomorph zu ihrer kontragredienten Darstellung ist. Ferner ist
jede nicht eindimensionale Unterdarstellung von L?(G(F)\G(A)) automorph, denn
G(F) ist kokompakt (vgl. auch [Gel75, § 10]). Es tritt jedoch nur die triviale, ein-
dimensionale Darstellung my in L*(G(F)\G(A))X auf. 7y hat an jeder Stelle die
Satake-Parameter q%, q’% und damit gilt

1
L (1o, @2, 5) = .
o) = = ==

Dieses Produkt ist wieder ein unvollstandiges Euler-Produkt fir (g(s+ 1)(r(s — 1)
und erfiillt damit auch eine Funktionalgleichung beztiglich s +— 1 — s.

Damit besitzt £(M, s) eine Funktionalgleichung, die s mit 2 — s in Beziehung setzt.
Die genaue Funktionalgleichung héngt hierbei von den Stellen v € S ab.

Sei nun M eine rationale Quaternionenalgebra, sodass M* keine nichttrivialen Tor-
sionselemente enthélt. Wir verwenden die Thara-Formel 2.1.21 und erhalten

C(M,s)=¢€M,s)- [T(1—p2)+t.

p¢S

Die Aussage folgt nun, sobald wir gezeigt haben, dass

[Ta—p)

¢S

nicht meromorph tiber die Gerade Re(s) = 1 hinaus fortgesetzt werden kann. Dies
folgt aus dem folgenden Lemma, das auf den Antworten der Nutzer REUNS und GH
FROM MATHOVERFLOW auf eine Fragdl| bei MathOverflow basiert. Ihnen sei an
dieser Stelle herzlich gedankt.

Ihttps://mathoverflow.net/questions/275706/
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5.3.4 Lemma.

Die Funktion
1

==y

konvergiert lokal gleichmdflig absolut fir Re(s) > 2 und stellt dort eine holomorphe
Funktion ohne Nullstellen dar. Fiir N € N besitzt n(s)™' eine meromorphe Fortset-
zung auf das Gebiet Re(s) > 1+ N%rl Jede analytische Fortsetzung von n hat unter
anderem an den Stellen

14 0 | o einfache Nullstelle der Riemannschen Zetafunktion mit Re(s) = %,
p | p Primzahl

Null- oder Polstellen. n(s) kann nicht tiber die Gerade Re(s) = 1 hinaus analytisch
fortgesetzt werden.

Beweis: Zuerst zeigen wir die absolute Konvergenz des Produktes fiir Re(s) > 2.

Das Produkt
1

P (1 - p—s)p
konvergiert genau dann, wenn die zugehorige Reihe der Logarithmen

—> plog(1—p~*)

konvergiert. Sei nun s € R mit s > 2. Dann gilt

o . —ks 00 —s
—Zplog(l—p‘s)=2pzpk SZpr‘kszZplf —
p k=1 k=1 p

p p p
pl—s B 1 s
§;1—275 - 1—2*5%79

1 - 1-s
< 1_2_87;71 .

Damit konvergiert die Reihe fir Re(s) > 2 absolut und damit auch das Produkt.
Insbesondere ist 7(s) fir Re(s) > 2 eine holomorphe Funktion.
Sei nun N € N und p die Mobius-Funktion. Wir definieren

p(n)

((ns—n) = .

=

fn(s) =

n=1

Ist Re(s) > 2, dann ist Re(ns —n) > 1. Da die Riemannsche Zetafunktion fur
Re(s) > 1 weder Null- noch Polstellen hat, ist fx(s) fiir Re(s) > 2 holomorph.

79



Wir wéhlen den Hauptzweig des Logarithmus und erhalten fiir Re(s) > 2 wegen

absoluter Konvergenz

N
n
los( () = 3 " tog((ns )
n=1
g ) gy
palonn S L v S
o0 pm—ms
— o)
zp:mzzl m nz'r;l
n<N
Mit der Mobius-Inversionsformel
Z (n) 1 falls m =1,
n =
n|mlu 0 fallsm >1,

folgt

Damit folgt fiir Re(s) > 2

(i) R 5T TR (R )

fN<S) m=2
n<N
Es gilt fiir s € R
oo pm—ms 00 S p(N+1)(1—s)
DI IRASES SISIED S S CRCES sl
P m=N+1 n|lm P m=N+1 p
n<N

1
- (N+1)(1—s)
=12 Ep:p
Diese Reihe konvergiert also fiir Re(s) > 1+ ﬁ absolut. Durch eine analoge Rech-
nung erhalt man, dass die Reihe
Z i plfms
P m=2 m



E’é&) fir Re(s) >

1+ ﬁ absolut und die Funktion % ist dort holomorph und nullstellenfrei.
fn(s) ist aufgrund der rationalen Exponenten in der Definition a priori nur abseits
von Null- und Polstellen holomorph. Jedoch ist f&' meromorph und wir erhalten,

dass 7(s)"" eine meromorphe Fortsetzung auf das Gebiet Re(s) > 1 + 547 besitzt.

Sei nun p eine Primzahl und p eine einfache Nullstelle der Riemannsche Zetafunktion
mit Re(s) = 7. Dann hat der Faktor ((ps — p) fir s =1+ 2 eine Nullstelle. Jeder

fir Re(s) > 1 absolut konvergiert. Insbesondere konvergiert log (

1
5
Faktor in fé;p ' tritt mit einem Exponenten auf, der durch p? teilbar ist, aufler die
Faktoren, die zu p und zu 2p gehoren. ((2ps — 2p) hat an der Stelle s = 1+ 2 weder
eine Null- noch Polstelle, denn die Riemannsche Zetafunktion verschwindet auf der
Gerade Re(s) = 1 nicht und ¢ # 5. Somit hat fz(ip " an der Stelle 1+ & cine Null-

oder Polstelle. Da log( fZﬁ?i)) fir Re(s) > 1+ Tlﬂ holomorph ist, muss 1 an der
Stelle 1 + % ebenfalls eine Null- oder Polstelle besitzen.

Da ein positiver Anteil der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion einfach ist
und auf der kritischen Geraden Re(s) = 3 liegt [HB79] und aufgrund der asympto-
tischen Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion [Tenld, S. 252f]
héufen sich die Null- oder Polstellen von 7(s) bei Re(s) = 1. Insbesondere kann 7

nicht iiber die Gerade Re(s) = 1 hinaus meromorph fortgesetzt werden. O

Damit ist der Beweis des Theorems abgeschlossen.

Zum Beweis von Satz [5.3.2

Das wesentliche Werkzeug fiir den Beweis von Satz ist die folgende Proposition,
die fiir die rationalen Hamilton-Quaternionen die Anzahl Kanten des Quotienten-
graphen X, = F}?\f{p angibt.

5.3.5 Proposition.
Sei p # 2,3. Dann ist die Anzahl Kanten von X, gegeben durch

% fallsp=1 mod 12,

B(X,)| = p1—+27 fallsp=5 mod 12,

%217 fallsp=7 mod 12,

1 _
% falls p=11 mod 12.

Der Beweis der Proposition erfordert einige Vorbereitungen. Zuerst bemerken wir,
dass X, ein bipartiter Graph mit zwei Ecken ist, denn die Klassenzahl der Hurwitz-
Quaternionen ist 1 (siehe [Voi2ll 25.4]). Wir betrachten daher, wie viele orientierte
Kanten, die von o im Bruhat-Tits-Baum ausgehen, unter der Wirkung von F}J mitein-
ander identifiziert werden. Die orientierten Kanten, die von o ausgehen, entsprechen
den Nebenklassen K,,/I,, wobei I, die Iwahori-Untergruppe bezeichnet. Es geniigt
also die Wirkung der Gruppe

To:=T,NK,={xeMZ): Nz)=1}/{£1}
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auf K,/I, zu betrachten. Nach [Voi21| 11.2] sind die Elemente der Norm 1 in M (Z)
gegeben durch

|
(1, i, ), 4k} U {2(a bt cj4dk) | abede{—1, 1}} ,

insbesondere hat I'y 12 Elemente.

Die Wirkung von I'y auf X, ist dadurch definiert, dass wir G, mit PGL3(Q,) iden-
tifizieren. Wir wahlen daher zuerst einen expliziten Isomorphismus zwischen den p-
adischen Punkten der Quaternionenalgebra und den 2 x 2-Matrizen iiber Q,. Dann
zeigen wir, dass die von v € [y stabilisierten Kanten den Eigenvektoren von -y
iiber dem Restklassenkorper Z/pZ entsprechen. Wir berechnen die Eigenvektoren
von v € Iy in Abhéngigkeit von p und kénnen damit die Stabilisatorgruppen der
Kanten bestimmen.

Das folgende Lemma ist im Fall p = 1 mod 4 wohlbekannt (siche zum Beispiel
[LSVO05, 7.4]), der allgemeine Fall ist jedoch in der Literatur nicht so einfach zu
finden.

5.3.6 Lemma (Expliziter Isomorphismus).
Sei p # 2 eine Primzahl.

1. FEs gibt u,v € Z, mit
u? +v? = —1.

Ist p=1 mod 4, dann konnen wir v =0 wdhlen.

2. Fur jedes solche Paar u,v ist die Abbildung

. . . a+cu+dv b+cv—du
¢: M(Q,) — M3(Q,), a+bi+cj+dk— (—b—i—cv—du a—cu—dv)

ein Isomorphismus assoziativer, nichtkommutativer Algebren, der M(Z,) mit
Ms(Z,) identifiziert.

Es gilt fiir alle z € M(Q,)
N(e) = det(6a)),  o(e) = (o).

Beweis: Die erste Aussage folgt aus [Lam73, X1.2.4] und die zweite folgt durch eine
einfache Rechnung. O]

5.3.7 Lemma.
Sei F' = 7Z,/pZ,. Die Abbildung

K,/1, — PY(F), li 2] = (‘;) F*

ist eine Bijektion. Hierbei sei {(CL 2} als ganzer Vertreter gewdhlt.
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Beweis: Wir wahlen fiir alle Rechnungen ganze Vertreter.

« Wohldefiniertheit: Seien | b , as b € K, mit
C1 d1 (&) d2

a; b ) by
B L P

Dies ist aquivalent dazu, dass
Q9 b2 - aq bl dg —bg aq bl
Co d2 C1 d1 —C2 (05} C1 d1
[ (lldz — Clbg bldg — dlbz ‘|

—Qa1C2 + a9Cq —b1€2 + d1a2

in I, liegt, d.h. —acy + ascr € pZ,. Dann gilt jedoch auch

Co (Zi) = (Z) mod pZ,.

Sind ¢1,co 0 mod p, dann folgt die Wohldefiniertheit, d. h. wir kénnen nun

ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢; € pZ,. Dann folgt
ay bl

ay ¢ pZ,, denn sonst wére Ll d1:| nicht in K. Wegen —a;c; + asc; € pZ, folgt
nun ¢y € pZy, d.h.

o Bijektivitat: Nach Lemma [4.2.14] ist ein Vertretersystem fiir K,/I, gegeben

durch HT 1] xe{o,_..,p—l}}u{[l 1”

Damit ist die Abbildung surjektiv. Da |K,/I,| = p+ 1 = |PY(F)| ist die
Abbildung bijektiv. O]

5.3.8 Korollar.
Seip # 2, g € GLy(Z,) und pr die kanonische Projektion modulo p. Dann gilt:

1. g fiziert genau dann die Kante {i Z} I, € K,/1,, wenn pr <Z> ein Figenvektor

von pr(g) ist. Hierbei sei {CCL Z} als ganzer Vertreter gewdhlt.

2. Hat g zwei Eigenwerte in Z,, die modulo p verschieden sind, dann fiziert g
genau zwei Kanten in K,/I,.

3. Hat g keine Eigenwerte in Z,, dann hat pr(g) auch keine Eigenwerte tber
Z/pZ. Insbesondere fiziert g auch keine Kante in K,/I,.
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Beweis: Die ersten beiden Aussagen folgen aus dem Lemma. Die dritte folgt aus
dem Henselschen Lemma [Neu92, 11.4.6]. O

5.3.9 Lemma.
Seip # 2,3.

1. Sei g € {i,j,k}. Dann hat ¢(g) genau dann Figenwerte in Q,, wenn —1 ein
Quadrat in Q, ist. Dies ist dquivalent zu p =1 mod 4.

2. Sei g = W mit a,b,c,d € {—1,1}. Dann hat ¢(g) genau dann Eigen-
werte in Q,, wenn —3 ein Quadrat in Q, ist. Dies ist dquivalent zu p = 1
mod 6.

Sofern die Eigenwerte in Q, liegen, liegen sie schon in Z, und sind modulo p ver-
schieden.

Beweis: Wir zeigen nur die zweite Aussage, die erste folgt analog. Sei g = w

mit a,b,¢,d € {—1,1}. Dann ist N(g) = 1 und tr(g) = a, d.h. das charakteristische
Polynom von ¢(g) ist t> — at + 1. Die Diskriminante dieses Polynoms ist —3, d. h.
¢(g) hat genau dann Eigenwerte in Q,, wenn —3 ein Quadrat in Q, ist. Nach dem
Henselschen Lemma ist dies fiir p # 2 dquivalent dazu, dass —3 ein quadratischer
Rest modulo p ist. Aus den Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol folgt, dass dies
dquivalent zu p =1 mod 6 ist.

Der Zusatz folgt nun wegen p # 3, denn dann ist die Diskriminante des charak-
teristischen Polynoms nicht durch p teilbar, d.h. modulo p sind die Eigenwerte
verschieden. ]

5.3.10 Lemma.
Es gibt keine orientierte Kante x1, € K,/I,, die von mehr als einem der Elemente
(i), 0(4), p(k) stabilisiert wird.

Beweis: Nach Lemma m fixieren ¢(i), ¢(j), #(k) fiir p Z 1 mod 4 keine Kante,
da ihre Projektionen modulo p keine Eigenwerte und damit auch keine Eigenvektoren
besitzen. Es gentigt also den Fall p =1 mod 4 zu betrachten.

Sei u € Z, mit u* = —1. Die Bilder der Eigenvektoren von ¢(i), ¢(j), #(k) unter der
Abbildung aus Lemma [5.3.7] sind gegeben durch

o ()0
ar ()
o ()03

Wegen u? = —1 und p # 2 folgt u Z —1,0,1 mod p, d.h. die sechs obigen Punkte
sind in PY(Z,/pZ,) paarweise verschieden. Aus Lemma folgt, dass 4, j und k

jeweils genau zwei Kanten fixieren und diese paarweise verschieden sind. ]
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5.3.11 Lemma.
Sei g € I'y. Dann gilt

« ord(g) = 2 genau dann, wenn g € {i,7,k}.
« ord(g) = 3 genau dann, wenn g = W fir a,b,c,d € {—1,1}.
Insbesondere ist I'y isomorph zur alternierenden Gruppe Aj.

Beweis: Sei x € {i,, k}. Dann gilt 2? = %1. Es geniigt zu zeigen, dass ein Element
g= w fir a,b,c,d € {—1,1} Ordnung 3 besitzt. Hierzu berechnen wir

2 _ a?—b*>—c?—d?*42abi+2acj+2adk _ —14abitacjtadk _ 1—abi—acj—adk
g = 1 = 2 = 2
und
—4 2b—b)i 2c—c)j 2d—d)k
g = SlaH@ b d _ g (11),

Die Isomorphie von I'y und A4 folgt nun aus der Klassifikation der Gruppen der
Ordnung 12 (siche zum Beispiel [Hum96|, S. 238f]). O

Beweis von Proposition [5.3.5}

1. Fall p=11 mod 12:

Nach Korollar [5.3.8] und Lemma [5.3.9 stabilisiert kein v € T'y, v # 1 eine
orientierte Kante, d. h. fiir jede Kante z1, € K,,/I, gilt:

Stab(z1,) = {1}.

Dann folgt |Foxl,| = |I'o] = 12. Also besteht jeder I'p-Orbit in K,,/I, aus
genau 12 Elementen, d. h.

p+1
12

K,/I
o\ /1, = el

2. Fall p=7 mod 12:

Sei x1, € K, /I, eine orientierte Kante mit nichttrivialer Stabilisatorgruppe.
Aus Lemma folgt, dass i,7,k ¢ Stab(zl,). Also wird xI, von einem
Element g € Ty \ {1,4, 4, k} fixiert. Nach Lemma gilt ord(g) = 3, d.h.
|Stab(z1,)| € {3,6,12}. Andererseits enthélt Stab(z,) nach Lemma
kein Element der Ordnung 2, d.h. [Stab(z1,)| = 3 und |T'gzl,| = 4.

Jedes g € Ty \ {1,1,7,k} stabilisiert genau zwei Kanten. Jede solche Kante
wird dabei von genau zwei solchen Elementen stabilisiert, d.h. es gibt genau
so viele Kanten mit nichttrivialem Stabilisator wie Elemente in I'g\ {1,4, j, k}.
Somit gibt es genau 2 Orbits mit 4 Elementen. Alle anderen Orbits haben 12
Elemente. Insgesamt erhalten wir

p+1-8 p+17
12 12

[T\ /I =2 +
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3. Fall p=5 mod 12:

Sei z1, € K, /I, mit Stab(zI,) # {1}. Aus Lemma [5.3.10|folgt [Stab(z1,)| = 2.
Analog zum Fall p =7 mod 12 gibt es genau ein Orbit mit 6 Elementen und
alle anderen Orbits haben 12 Elemente. Somit

pt+1—-6 p+7
12 12

|F0\Kp/Ip| =1+

4. Fallp=1 mod 12:

Wir zeigen zuerst, dass es kein xl, € K,/I, gibt, dessen Stabilisatorgrup-
pe mehr als drei Elemente enthélt. Aus |Stab(zI,)| > 3 folgt |Stab(zl,)| €
{4,6,12}. T'y ist nach Lemma isomorph zur alternierenden Gruppe Ay
und besitzt daher keine Untergruppe der Ordnung 6. In den verbleibenden Fél-

len folgt aus Lemma [5.3.11] dass ¢, j, k € Stab(zl,), was nach Lemma [5.3.10
nicht moglich ist.

Also gibt es wie oben einen Orbit mit 6 Elementen, der von i, 7, k£ herriihrt, und
zwei Orbits mit 4 Elementen, die von den Elementen I'\ {1, 7, j, k} herriihren.
Alle anderen Orbits haben 12 Elemente. Dann erhalten wir
p+1—-6-8 p+23

12 12

IToO\K,/I,| =3+ ]

Wir definieren fiur N,r € N mit ggT(r, N) =1

(nr(s) = H

p
p=rmod N

1—ps

Der Faktor, der zu p = 3 gehort, ist eine rationale Funktion in 37°) also auf C
meromorph. Fiir die Frage der Fortsetzbarkeit kann dieser Term also vernachléssigt
werden. Nach Theorem [5.3.1|besitzt £(M, s) eine meromorphe Fortsetzung auf C. Die
Graphen X, haben jeweils zwei Ecken. Mit der Ihara-Formel und Proposition

folgt dann

Q(Xpapis)
p;l;[2,3 f(XI” p—s)

_ _ _ 1\
=C12,1(28)171 'C12,5(28)_1% 'C12,7(2=5‘)177 'C12,11(28)% ) H (1_>
p#2,3

_ C4,1(28)% 1 ( 1 ) 12
C3,1(23)T72 : C3,2(23>% p#£2.,3 1—p2 '
Wie in Lemma gesehen, kann der Term

(=)
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nicht iiber die Gerade Re(s) = % hinaus fortgesetzt werden. Es gentigt also zu zeigen,
dass die anderen Terme eine Fortsetzung iiber die Gerade Re(s) = % hinaus besitzen.

2
Dies klart das folgende Lemma.

5.3.12 Lemma.
Sei N € {3,4} und r € N mit ggT(r, N) = 1. Dann konvergiert

(nr(s) = H (1 _p_s)_l

p
p=r mod N

fir Re(s) > 1 lokal gleichmdfig absolut und stellt dort eine nullstellenfreie, holo-
morphe Funktion dar. Die Funktion QJQW(S) besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf

1

Re(s) > 5 und hat einen einfachen Pol bei s = 1.

Beweis: Sei s € C mit Re(s) > 1. Dann konvergieren die Produkte analog wie
das Euler-Produkt der Riemannschen Zetafunktion lokal gleichméafig absolut und
stellen fiir Re(s) > 1 jeweils holomorphe Funktion ohne Nullstellen dar.
Sowohl fir N = 3 als auch N =4 ist (Z/NZ)* = {—1,1}. Wir bezeichnen mit xg
den trivialen und mit y; den nichttrivialen Dirichlet-Charakter modulo N. Weiter
seien L(s, xo) und L(s, x1) die zugehorigen Dirichletschen L-Funktionen

1 1
L = _— =
(5 X0) 1;[ 1 — xo(p)p—* 1;[ 1—p
ggT(p,N)=1
und
1 1 1
L(s, =|l|l—= .
(s:0) 1;[ 1L—xa(p)p~ 1;[ 1—p= 1;[ L+p
p=1mod N p=—1mod N

Damit folgt

L(s, x0) _ I l+p~° I L—p™ _ Qvoa(s)?

L(s,x1) (1—p=)%  (n-1(2s)

P
p=—1mod N p=—1mod N
und
1 1 9
L(S,XO)L(&XQ = H m : H 1_7}),23 = CN,l(S) CN,—1(23)-
p=1mod N pE—lZI)‘ﬂodN
Wir erhalten
> Cwn—1(25)L(s, x0)
=T )
und
L(s, x0)L(s, x1)
2 9 9
S =
wals) Cv,-1(25)
Die rechten Seiten der Gleichungen sind jeweils fiir Re(s) > % meromorph. [
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Beweis von Satz [5.3.2 Nach der bisherigen Rechnung gilt

C(Xp ™) _ Cra(2s)2 | ( 1 )
pg3£(Xp,p—S) G3,1(25) 12 - (32(25) 52 p71:[2,3 L—p2)

Der Faktor ((X3,37°) ist auf C meromorph und nicht trivial. Nach Lemma |5.3.12
sind die Faktoren der Form (y,(s) fiir Re(s) > 1 holomorph und nullstellenfrei, d. h.

Ci1(25)3
(3,1(2s) 7 - (32(29) iz

ist fiir Re(s) > 1 holomorph. Der Faktor

1
p7];2,3 (1 _p_28>

ist nach Lemma fiur Re(s) > 1 holomorph und nullstellenfrei.
Die Unméglichkeit der Fortsetzung von ¢ (M, s) iiber die Gerade Re(s) = § folgt aus

der Fortsetzbarkeit von £(M, s) (Theorem [5.3.1]), der Fortsetzbarkeit der Funktionen
(nr (Lemma|5.3.12)) und der Nichtfortsetzbarkeit von 7 in Lemma O

Ghs

5.4 Hoherer Rang

Die Konstruktion von lokalen Graphen kann man auch fiir héhere Dimension verall-
gemeinern. Wir skizzieren dies fiir beliebiges n iiber dem Grundkorper Q und zeigen
die auftretenden Probleme im Fall n = 3 auf.

Sei M eine zentrale, einfache Algebra vom Grad n tiber Q (siehe [Voi2ll, § 7]). Dann
gibt es eine endliche Menge von Primzahlen S, sodass M ® Q, nicht isomorph zu
M, (Q,) ist. Wir wihlen eine maximale Ordnung L in M und schreiben fir einen
Ring R wie zuvor M(R) = L ®z R und
G(R) = M(R)"/R*.
Wieder folgt mit der starken Approximation [PR94l § 7], dass fiir alle p ¢ S
GQ)G(Q)K = G(A),
wobei K = G(R) x [1, G(Z,). G(Q) ist ein kokompaktes Gitter in G(A) (vgl. 5.3 in

[PR94]). Wir kénnen also die lokalen Quotienten des Bruhat-Tits-Gebéudes analog
wie im Fall n = 2 definieren.
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Sei p ¢ S. Dann gilt
G(Q\G(A)/K? =T)\G(Qy),

wobei K7 = G(R) x [] G(Z,) und
q7#p

I, =GQn]]GZ)=GZ[).
q¢s
q#p

Wie im Fall n = 2 konstruieren wir das Gitter Fll) als Kern des Gruppenhomomor-
phismus

I, X% QX /Qr" 2 Z/nZ,

wobei Q" die Gruppe der n-ten Potenzen in Q' bezeichnet. Wieder erhalten wir,
dass F; torsionsfrei ist, wenn M * nur die trivialen Torsionselemente +1 enthéalt. Wir
identifizieren G(Q,) mit PGL,(Q,) und kénnen dann die Wirkung von I'} auf dem
Bruhat-Tits-Gebaude von PGL,,(Q,) betrachten.

5.4.1 Definition.

Sei M eine zentrale, einfache Algebra iiber Q, sodass M* nur die trivialen Torsi-
onselemente £1 enthélt. Wir definieren X, als I')\X,, wobei X, das Bruhat-Tits-
Gebaude von PGL,,(Q,) bezeichnet.

Die Resulate aus [3.2] und [5.3| legen nahe, dass

n—1
det (1 + Z(_u)kpk(k_l)/QAk,Xp ‘l‘p (2 1) (_u)n>

k=1

der Term ist, dessen Euler-Produkt fiir eine analytische Fortsetzung in Frage kommt.
Es ware also wiinschenswert, wenn wir diese Determinante mit geometrischen Ze-
tafunktionen in Beziehung setzen konnen, analog zur Thara-Formel im Fall n = 2.
Leider ist eine derartige Formel fiir beliebigen Rang bislang nicht bekannt.

Im Fall n = 3 haben Kang, Li und Wang in [KL14] und [KLW10] eine solche Formel
geliefert und gezeigt, dass man

(1 — u?)x(Xp)

det(1 —ud, x, + pu?Ay x, — p3ud)

(7)

durch Quotienten zweier geometrisch definierter Zetafunktionen ausdriicken kann
(siehe auch [KLW18, Theorem 6.1]). Hierbei ist x(.X,) die Euler-Charakteristik von
X

P

Wie im Fall n = 2 kann man die Rechtsdarstellung auf L*(T',\G(Q,)) mit der
Rechtsdarstellung auf L*(I')\G(Q,)) in Beziehung setzen.
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5.4.2 Proposition.

k
Sei @ m; die Zerlegung des unverzweigten Teils der Rechtsdarstellung auf L*(T,)\Gp)
i=1

in irreduzible Darstellungen. Sei x, ein unverzweigter Charakter von Q) der Ord-
nung n, d.h. x(g) = evr(det(9) fiir eine primitive n-te Einheitswurzel €. Dann gilt:
1. Der unverzweigte Teil der Rechtsdarstellung auf L2(F11)\Gp) zerfallt wie folgt

in irreduzible Unterdarstellungen:
k n—1

DD X, @m.

i=1 j=0

2. Ist 7 eine irreduzible, unverzweigte Darstellung von Gy, mit Satake-Parametern
g™, ..., ¢, so gilt

1
(1 _ pfnsfn)\l) R (1 _ pfnsfn)\n) :

Im Fall n = 2 kénnen wir L(m, s) - L(x, ® 7, s) im Wesentlichen als Rankin-Selberg-
L-Funktion von 7 interpretieren (siehe Proposition |5.3.3]):

L(m,s) - L(x, ® m,8) = L(m,®%,2s) - (1 — p~ %)%
Alternativ gibt es noch eine andere Interpretation:
L(m,s) - L(x, ®7,s) = L(m,Sym?, 2s) - (1 — p~ ).

Die Terme auf der rechten Seite haben eine globale Interpretation als lokaler Faktor
einer globalen L-Funktion. Fiir diese globale L-Funktion ist bekannt, dass sie eine
analytische Fortsetzung besitzt und eine Funktionalgleichung erfillt.

L(m,s)-L(xp®m,8)-...-L(xp ' @m,s) =

Das wesentliche Problem in hoherem Rang ist die Interpretation von
Lim,s)- Lo @,8) .. LG @ 7, 5)
als lokaler Faktor einer geeigneten globalen L-Funktion.

Wir skizzieren dies im Fall n = 3: Sei 7 eine irreduzible, unverzweigte Darstellung
von PGL3(Q,) mit Satake-Parametern ¢!, ¢~*2, ¢=**. Dann gilt

1 L(m, ®3,3s)

(1 — p3s—3M)(1 — p3s—3%)(1 — p3s—3s) - L x 7,3s)3(1 — p=35)3°
Hierbei bezeichnet 7 die zu kontragrediente Darstellung zu 7 und L(w x 7, s) die
Rankin-Selberg- L-Funktion von 7 und 7 (siehe [Cog04]). Alternativ gilt auch

1 L(rm, Sym®, 35s)

(1 —p3s=3N)(1 — p=3s=3%) (1 — p3=3%)  L(m x 7,35)(1 — p=3%)%’
Fiir automorphe Darstellungen m der Gruppe PGLs ist jedoch weder fiir L(m, ®3, s)
noch L(, Sym?®, s) bekannt, ob diese eine analytische Fortsetzung und Funktional-
gleichung besitzen. Eine entsprechende Aussage tiiber die Fortsetzbarkeit des Euler-
Produktes iiber die Determinantenterme in héngt damit von den Langlands-
Vermutungen ab.
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